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Aufgabe 1

(a) Untersuchen Sie die Funktionenfolge f,(z) = —2nze "*" fir 0 < x < 1

auf punktweise und gleichméflige Konvergenz und geben Sie die zugehorige
Grenzfunktion an.

(b) Seien a,b € R mit a < b und (f,) eine Funktionenfolge stetiger Funktionen
fn : la,b] — R, die gleichméBig gegen die Grenzfunktion f : [a,b] — R
konvergiert. Zeigen Sie, dass dann gilt:

/b fla)de = Jim, /b fi(a)de

(c) Zeigen Sie anhand eines Gegenbeispiels, dass (b) im Allgemeinen nicht gilt,
wenn man die gleichméfige Konvergenz der Funktionenfolge ( f,,) durch punkt-
weise Konvergenz gegen die Grenzfunktion f ersetzt.

Aufgabe 2

Beweisen Sie folgenden Satz:

Sei I C R ein Intervall und ( f,,) eine Folge differenzierbarer Funktionen f,, : I — R
fiir die fiir alle € T der Grenzwert lim,, o f(2) existiert. Desweiteren sei die
Ableitung f] fiir alle n € N stetig und die Folge (f)) in I gleichmiiflig konvergent.
Definiert man dann f : I — R durch f(z) := lim, . fn(z) fiir € I, so ist auch
f differenzierbar mit stetiger Ableitung und es gilt f/(x) = lim, ., f, () fir alle
zel.

Aufgabe 3
Zeigen Sie:
(a) In metrischen Rdumen sind beliebige Vereinigungen offener Mengen wieder
offen.

(b) In metrischen Rédumen sind endliche Schnitte offener Mengen wieder offen.
(c) Metrische Réume sind topologische Raume.

(d) Unendliche Schnitte offener Mengen miissen nicht offen sein.

Aufgabe 4
Sei (X, d) ein metrischer Raum und M C X eine beliebige Teilmenge. Zeigen Sie:
(a) M ist genau dann offen, wenn ihr Komplement M© abgeschlossen ist.

(b) OM ist abgeschlossen.
(c) OM =9(M©)

(d) M = MUIM



