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Aufgabe 1

Es sei (X, d) ein metrischer Raum und f : X — R eine stetige Funktion. Zu jedem
Punkt # € X existiere ein € > 0, so dass f|p_(,) konstant ist. Zeigen Sie, dass f in
diesem Fall konstant ist, wenn X zusammenhéngend ist.

(Tipp: Zeigen Sie, dass die Menge {x € X | f(x) = f(T) fiir ein gegebenes T € X'}
offen und abgeschlossen ist)

Aufgabe 2

(a) Zeigen Sie folgende Aquivalenz: In einem metrischen Raum (X, d) ist eine
Teilmenge M C X genau dann abgeschlossen, wenn jede konvergente Folge
(2,,) mit x, € M fiir alle n € N ihren Grenzwert in M hat.

(b) Zeigen Sie, dass zwei diquivalente Metriken dy ~ dy dieselbe Topologie 71 = 75
induzieren.

(c) Zeigen Sie fiir dy ~ dg: Ist M C X offen/abgeschlossen/beschriinkt /kompakt
in (X, dy), so ist M auch offen/abgeschlossen/beschrinkt /kompakt in (X, ds).

Aufgabe 3
Zeigen Sie, dass die Menge

o1
{(x,bm;) |z e 0.1} u{{o} x [-1,1]}
zusammenhéngend aber nicht wegzusammenhéngend ist.
Aufgabe 4

Es sei (X, d) ein metrischer Raum und A C X. Fiir einen Punkt 2 € X definieren
wir seinen Abstand zur Menge A durch d(z) := dist(z, A) := inf{d(x,y) | y € A}.

(a) Zeigen Sie, dass die Funktion d4 stetig ist.
(b) Zeigen Sie, dass fiir ein beliebiges ¢ > 0 die Funktion
€ 1 3
15%: X —R, z+—1— gmln{dA(x),s}

stetig ist.

(c) Zeigen Sie, dass 15 (z) — 1 4(x) punktweise konvergiert genau dann, wenn A
abgeschlossen ist.



