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Aufgabe 1: Gram’sche Determinante

(a) Es sei ψ : Rm −→ Rn mit m ≤ n. Mit Hilfe der Gram’schen Determinante
definieren wir die Funktion Gψ(x) :=

√
det(ψ′(x)Tψ′(x)). Beweisen Sie die

speziellere Darstellung von Gψ aus der Vorlesung im Fall m = 1 bzw. n = 3
und m = 2 bzw. m = n.

(b) Wir betrachten die folgenden Koordinatentransformationen:
Zylinderkoordinaten:

(r, ϕ, h) 7−→

r cosϕ
r sinϕ
h

 für r ∈ [0, R], ϕ ∈ [0, 2π], h ∈ [H−, H+]

Kugelkoordinaten:

(r, ϕ, ϑ) 7−→

r sinϑ cosϕ
r sinϑ sinϕ
r cosϑ

 für r ∈ [0, R], ϕ ∈ [0, 2π], ϑ ∈ [0, π]

Berechnen Sie jeweils Gψ(x) für diese Transformationen. Welche Flächen er-
geben sich jeweils bei Festhalten einer der 3 Variablen? Berechnen Sie Gψ(x)
auch jeweils für diese Fälle.

Aufgabe 2: verschiedene Parametrisierungen
Seien A,B ⊂ Rm×1 gegeben und die Menge Y ⊂ Rn×1 habe zwei verschiedene
Parametrisierungen ψ : A −→ Y und ϕ : B −→ Y . Weiter sei H = ϕ−1◦ψ : A −→ B
ein Diffeomorphismus und f : Y −→ R stetig. Zeigen Sie, dass dann gilt:∫

A

f(ψ(x))Gψ(x)λm(dx) =
∫
B

f(ϕ(x))Gϕ(x)λm(dx)

Der Wert des Oberflächenintegrals ist damit unabhängig von der Parametrisierung.

Aufgabe 3: Rotationsflächen und -volumen
Gegeben sei eine Funktion f : [a, b] −→ R. Nun soll die Oberfläche bzw. das Volumen
berechnet werden, das durch Rotation des Graphen von f um die x-Achse entsteht.
Leiten Sie eine Formel her, mit der Sie

(a) die Oberfläche (b) das Volumen

des Rotationskörpers in Abhängigkeit von der Funktion f berechnen können. Be-
rechnen Sie damit die Oberfläche und das Volumen im Fall f(x) = 1

x für x ∈ [1,∞).



Aufgabe 4: Fluß durch Oberfläche eines Zylinders
Gegeben sei der Zylinder B =

{
(x1, x2, x3)T ∈ R3×1

∣∣ x2
1 + x2

2 ≤ 1 , −1 ≤ x3 ≤ 1
}

.
An jeder glatten Stelle der Zylinderoberfläche kann man den nach außen gerichteten
Normaleneinheitsvektor n auf der Oberfläche des Zylinders angeben. Die Divergenz
eines Vektorfeldes F : Rn×1 −→ Rn×1 gibt an, ob und wo ein Vektorfeld Quel-
len bzw. Senken besitzt, und ist definiert durch divF =

∑n
i=1 ∂iFi. Sei nun das

Vektorfeld

F (x) =

x1x
2
2

x2
1x2

x2


gegeben. Zeigen Sie durch Übergang zu Zylinderkoordinaten, dass das Oberflächen-
integral

∫
∂B

(F ·n)λ∂B(dx) über die Oberfläche des Zylinders denselben Wert liefert,
wie das Volumenintegral

∫
B

( divF )λ3(dx).

Aufgabe 5: Integration
Gegeben sei eine Menge B ⊂ R2×1, die durch y = x, xy = 1 und y = 2 berandet
ist.

(a) Skizzieren sie die Menge B.

(b) Bestimmen Sie den Flächeninhalt von B.

(c) Bestimmen Sie das Volumen des aufB stehenden Zylinderabschnitts mit Deck-
fläche z = y2

x2


