Name: Matr.—INr.:

Aufgabe 1: (8 Punkte)
Sei f(z) =25 fiirz # 1.

z—1

(i) Beweisen Sie die Stetigkeit von f mit der e-6 Charakterisierung.

(ii) Priifen Sie nach, of f gleichmBig stetig ist.
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Name: Matr.~INr.:

Aufgabe 2: {8 Punkte)

Die Funktionen f,g : R — R seien beliebig oft differenzierbar, wobei die k-ten Ab-
leitungen mit f* bzw. g*) bezeichnet werden. Beweisen Sie die Leibnizregel fiir
beliebiges n ¢ N

(1) (f- g)(n) — Z (Z) FU gln—k),

k=0

Hinweis: Benutzen Sie den in der Ubung bewiesenen Zusammenhang
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Name: Matr.—Nr.:

Aufgabe 2: (Fortsetzung)
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Name: Matr.—~Nr.:

Aufgabe 3: (8 Punkte)

Beweisen Sie: Eine Folge (a,) reeller Zahlen ist genau dann beschrinkt, wenn jede
ihrer Teilfolgen eine konvergente Teilfolge enthilt.
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Name: Maty.—Nr.:

Aufgabe 4: (8 Punkte)

Geben Sie lim inf und lim sup der Folgen an (mit kurzer Begriindung)

B ntvA- VR (YRt S

Beschreiben Sie die Folge

V1, V14V Y1+ 1+ V], \/1+\/1+\/1+\/T,

rekursiv und berechnen Sie den Grenzwert unter der Annahme, dass die Folge gegen
eine positive Zahl konvergiert.
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Name: Matr.—INr.:

Aufgabe 4: (Fortsetzung)
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Matr.-Nr.:

Name:

Aufgabe 5: (8 Punkte)

Sei flz)=z+°mitz € R
(i) Bestimmen Sie die Menge {f(z) : z € R} (Beweis!).
(ii) Zeigen Sie, dass f invertierbar ist

(ifl) An welchen Punkten ist die Umkehrabbildung g differenzierbar?
)

(iv) Berechnen Sie ¢(0), ¢'(0), g"(0).
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Name: Matr.—INr.:

Aufgabe 6: {8 Punkte)
Auf dem Intervall {0, 2] ist die Funktionenfolge

falm)=nf (n (x—%)) , mit f(:r:):max(l—h:\,f)), zeR
gegeben.

{i) Skizzieren Sie f sowie einige Folgenglieder f, und bestimmen Sie den punkt-
weisen Grenzwert von (fn)nen.

(ii) Beweisen Sie, dass die Konvergenz nichi gleichmiiflig ist.

{iii) Berechnen Sie das Integral des n-ten Folsengliedes und zeigen Sie. dass die
Beziehung (3) nicht gilt.

2 2
(3) lim | fo(z) d$:/0 lim fo(z)dz

n—co fq n—3oc

(iv) Beweisen Sie (3) fiir gleichmdfig konvergente Folgen (f,)nen von stetigen Funk-
tionen.
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Name: Matr.—INr.:

Aufgabe 6: (Fortsetzung)
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Name: Matr.—Nr.:

Aufgabe 7: (8 Punkte)

Eine Funktion f : [0,1] — R heifit hdlderstetig zum Exponent « > 0, oder kurz
a-stetig, falls eine Konstante K > ( existiert, so dass

f(z) - fWl < Klz—y*,  Vz,ye0,1].
Zeigen Sie:
(i) Holderstetigkeit impliziert Stetigkeit.
(ii) Ist f holderstetig zum Exponent a > 1, so ist f konstant.
(ili) Durch

_Jymx 0<z<1/n
o= { Ve VTS

wird eine Folge 1-stetiger Funktionen definiert, die gleichmifig auf [0, 1] gegen
eine Grenzfunktion konvergiert, die nicht 1-stetig ist.

(iv) Uberlegen Sie sich eine sinnvolle Definition von gleichmdfig o-stetigen Funk-
tionenfolgen, so dass folgender Satz gilt: Ist (f,)new eine gleichmifig a-stetige
Funktionenfolge auf [0,1], die gleichmifig gegen eine Funktion f : [0,1] = R
konvergiert, so ist f ebenfalls c-stetig (Definition und Beweis).

) S xe Lol 0 (e Fole w T[54 wek X %

“wea st

W TP

\:f(‘w) -{3(?)}5 K ix-x 15 —— ¢ da (% s@eﬁJ

() &@" T e 3 a«“ W (%) - f () = f']E(%)l | x -y
%Ji}((uq % wad y \Mefzkpboﬁ—rkgﬁt—"@)



Name: Matr.~INT.:

Aufgabe 7: (Fortsetzung)
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