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Analysis 1

9. Ubungsblatt

Aufgabe 1: Auf Zack und auf der Hut

Die floor-Funktion |-] : R — R ist definiert durch |z] := max{g € Z| g < z}; ferner sei die Zack-Funktion
zack : R — R gegeben durch zack(z) := Hx +1]- :z:’, wobei | - | den Absolutbetrag darstellt. Zeichnen
Sie den Graphen der Zack-Funktion und verifizieren Sie die Aussagen a)-c).

a) Ve e [-1 1] [z] =|z|.

b) VzeR: VneN: zack(zx) = zack(z + n).

c) zack ist stetig.

)
)
)
)

d) Untersuchen Sie das Stetigkeitsverhalten der Funktion

- zack(L) fallsz # 0
g 0 fallsz =0

Skizzieren Sie (so gut Sie kénnen) den Graphen dieser Funktion in einer Umgebung der 0.

Aufgabe 2: Konsequenzen des Zwischenwertsatzes

Folgende Aussagen sind fiir eine beliebige, stetige Funktion f : [a,b] — R zu beweisen:

a) Unter der Annahme, daf8 f das Intervall [a,b] in sich selbst abbildet, das heift f([a,b]) C [a,b],
besitzt f mindestens einen Fizpunkt { € [a,b], fiir den gilt f(§) = &.

b) Es gelte f(a) = f(b) und es sei £ := b — a. Dann gibt es ein { € [a,a + £¢] mit f(£) = f(£+ 30).

¢) Sei n eine natiirliche Zahl gréfer 1. Dann kann f nicht sdmtliche Werte genau n-mal annehmen.

Aufgabe 3: b-adische Briiche (Literaturaufgabe)

Auch wenn sich Konstanz auf dem Territorium des ehemaligen Groflherzogtums Baden befindet, das heute ein Teil des
Landes Baden-Wiirttemberg darstellt, haben b-adische Briiche nichts mit badischen Briichen zu tun, falls letztere iiberhaupt
existieren. Unter einem b-adischen Bruch versteht man eine Reihe der Gestalt

oo
£ > a”
k=—n

Dabei ist die Basis b eine natiirliche Zahl groBler oder gleich 2; wihrend fiir die Koeffizienten ap gilt: 0 < ap, < b — 1.
b-adische Briiche verallgemeinern die gebréduchliche Dezimalschreibweise. Insbesondere sind auch dyadische Briiche (b = 2)
von Bedeutung. Die folgenden Fragen werden im Lehrtext der meisten Analysis Biicher diskutiert. Scheuen Sie sich nicht,
diese zu benutzen, wenn Sie alleine nicht weiterkommen.

a) Zeigen Sie, dafl jeder b-adische Bruch eine Cauchy-Folge darstellt, und somit gegen eine reelle Zahl
konvergiert.

b) Ist b eine natiirliche Zahl grofier 2, so 148t sich jede reelle Zahl in einen b-adischen Bruch entwickeln,
d.h. zu jeder reellen Zahl gibt es einen b-adischen Bruch, welcher gegen diese konvergiert.



Unterhaltsames: Die Paradoxa des Zenon

Im fiinften Jahrhundert v. Chr. lebte zwischen 490 bis 430 in der griechischen Kolonie Elea (Unteritalien) ein Philosoph na-
mens Zenon!. Er gehorte der Schule der Eleaten an, die von seinem Lehrer Parmenides begriindet wurde. Dieser beschiftigte
sich u.a. mit dem Sein und lehrte, dal das Sein nicht der Wahrnehmung sondern allein dem Denken zugénglich ist. Das
Sein ist ungeboren und unvergénglich (also ewig), unverdnderlich und unbeweglich. Diese Lehre, welche die Natur des Seins
durch Einheit und Unbeweglichkeit statt durch Vielfalt und Bewegung charakterisiert, hat Zenon durch geschicktes (sophi-
stisches) Argumentieren zu verteidigen versucht. In diesem Zusammenhang stehen seine bekannten Paradoxa?, mit denen
er die Realitdt von Bewegung in Frage stellt. Spdter hat man diese Paradoxa dahingehend gedeutet, dafl sie die Probleme
und Widerspriichlichkeiten vor Augen fithren, welche die Begriffe des Unendlichen und des Kontinuierlichen in sich bergen.
Da der Begriff des Grenzwerts in der Antike noch unbekannt war und man sich nicht vorstellen konnte, dafl unendliches
Hinzufiigen keineswegs unendliches Wachstum impliziert, empfand man die Zenonschen Paradoxa als eine Aporie (wortlich
Ausweglosigkeit, iibertragen Ratlosigkeit d.h. hier Unmoglichkeit eine gewisse Frage zu beantworten), die in den horror
infiniti — die Angst und Unsicherheit vor dem Unendlichen — miindete. Erst mit der Untersuchung unendlicher Reihen im
Zuge der Entwicklung der Infinitesimalrechnung, die im 19. Jahrhundert ihren klassischen Abschlufl fand, lieflen sich die
jahrhundertelang bestehenden Aporien auflésen. Hier nun zwei der Paradoxa:

Das Durcheilen des Stadions: Ein Laufer soll eine bestimmte Distanz zuriicklegen. Zunédchst mufl er dazu
die halbe Strecke durchlaufen, danach die Hilfte von der zweiten Héilfte , dann die Hélfte der Héilfte von der
halben Strecke und so fort. Stets mufl er noch ein kleines Stiickchen zuriicklegen bevor er zum Ziel gelangt
und daher kann er es nicht erreichen.

Das Wettrennen zwischen Achilleus und der Schildkrdte: Achilleus, der tapferste griechische Krieger
im Trojanischen Krieg, soll gegen eine Schildkréte zum Wettlauf antreten. Da man den Recken auch fiir den
schnellsten Sprinter hélt, gesteht man dem schwerfilligen Reptil einen Vorsprung zu. Der Startpfiff verhallt
und Achilleus erreicht den Startpunkt seiner Gegnerin; unterdessen ist diese bereits etwas weiter gekrabbelt.
So setzt der Heroe seinen Lauf fort und gelangt zu dem Punkt, an dem sich die Schildkréte befand, als er
ihren Startpunkt passierte. Doch die gepanzerte Echse hat inzwischen schon wieder eine Strecke zuriickgelegt.
Abermals sprintet er ihr hinterher. Jedesmal wenn er ihren Ausgangspunkt erreicht, ist das Tier eine weitere
Distanz vorgeriickt. So geschieht es, dal der leichtfiiflige Achilleus den plumpen Vierbeiner nicht einzuholen
geschweige denn zu iiberholen vermag.

Nun zu Thren Aufgaben:
a) Auf welcher (irrigen) Vorstellung beruhen die beiden obigen Paradoxa des Zenon?

b) Lésen Sie die scheinbare Aporie auf. Legen Sie ausfiihrlich (anhand von Rechnungen) dar, warum die beiden Argu-
mentationen nicht im Widerspruch zu unserer Beobachtung und Erfahrung stehen bzw. wie diese damit in Einklang
zu bringen sind.

c) Diskutieren Sie mdglichst mit Nicht-Mathematikern (zum Beispiel im Familienkreis) die beiden Paradoxa. Versuchen
Sie den Losungsansatz Threr Gespréichspartner zu verstehen bzw. Ihren eigenen verstidndlich zu machen. Schildern
Sie kurz Ihre Erlebnisse.

Schluflbemerkung: Wenden wir das Paradoxon von der Schildkréte und Achilleus auf den Helden und den Pfeil an,
der ihn an der Ferse tédlich verwundete, so hitte der Pfeil den davoneilenden® Achilleus gar nicht erreichen kénnen und
somit wire Achilleus nicht gefallen. Fast mochte man in diesem Kontext wiinschen, Zenon hitte mit seinen Paradoxa recht.
Denn in logischer Konsequenz wiirde es dann keinen Sinn mehr machen, auf Fliehende zu schieflen, denn das Geschof3, egal
ob Pfeil oder Gewehrkugel, kénnte sein Opfer niemals einholen bzw. erreichen. Dadurch wire aber die Durchfithrung von
Kriegen erheblich erschwert. In welchem Frieden konnten wir leben! Damit schlagen wir die Briicke zum bevorstehenden
Weihnachtsfest, das hierzulande unter anderem der menschlichen Friedenssehnsucht und Friedenshoffnung Ausdruck verleiht.

Wir wiischen Thnen frohe Feiertage,
einen geruhsamen Jahreswechsel und
eine stetig wachsende Begeisterung
fiir Thr Studienfach Mathematik.
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P.S.: In unserer Zeit des materiellen Konsums sind die wertvollsten Geschenke doch oft ideeller Natur. Die Objekte, welche
die Mathematik untersucht, sind ebenfalls im Reiche der Ideen beheimatet. Die vielfiltigen Beziehungen und Ordnungen,
welche dieses Reich durchdringen, kénnen uns in Erstaunen versetzen und unsere Bewunderung auslésen, so daf§ man sich
deshalb auch daran erfreuen kann.

Versdumen Sie es daher nicht, sich die Weihnachtsaufgaben vom Christkind herunterzuladen, die Ihnen einige interessante
Details aus dem riesigen Beziehungsgeflecht der Algorithmen und Zahlen niherbringen. Ubrigens hat das Chirstkind darauf
bestanden, dafl Sie die Aufgaben nicht wie sonst iiblich unter Zwang und Druck bearbeiten miissen. Alle Weihnachtsaufgaben
sind rein freiwillig. Vielleicht fiihlen Sie sich von der ein oder anderen Behauptung herausgefordert. Dann diirfen Sie natiirlich
Threr Neugier freien Lauf lassen und versuchen, die Aufgabe zu knacken.

INicht zu verwechseln mit Zenon aus Kition, dem Begriinder der Stoa (daher stoisch), die sich zur berithmtesten philo-
sophischen Schule (Strémung) Athens wéhrend des Hellenismus entwickelte.

2Ein Paradoxon ist ein Tatbestand bzw. eine Aussage, welche dem Geglaubten und Erwarteten zuwiderlduft. In der
Logik versteht darunter einen Satz, welcher zugleich wahr und falsch erscheint.

3In einer der jiingsten und aufsehenerregenden Hollywoodverfilmungen des Trojanischen Krieges, die leider in vielen
Details von dem Original, der homerischen Ilias, abweicht, flieht Achilleus nicht vor dem Pfeil des Paris. Wie sich Achilleus
auch immer verhalten haben mag, akzeptieren wir das erste Paradoxon, so hitte der Pfeil dem Achilleus ebenfalls nichts
anhaben koénnen. Jeder Schul und jeder Hieb geldnge dann einfach nicht zu seiner grausamen Vollendung.



