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Aufgabe 1: Integral einer Treppenfunktion
Sei X eine Menge und R ⊂ P(X) ein Ring mit Inhalt λ. Seien A1, . . . , An ∈ R und
c1, . . . , cn ∈ R bzw. B1, . . . , Bm ∈ R und d1, . . . , dm ∈ R gegeben mit

n∑
i=1

ci1Ai =
m∑
j=1

dj1Bj .

(a) Zeigen Sie:

(i) Für ci, dj ≥ 0 für i = 1, . . . , n und j = 1, . . . ,m gilt

n∑
i=1

ciλ(Ai) =
m∑
j=1

djλ(Bj)

(ii) Für beliebige Koeffizienten ci, dj jedoch endlichem Inhalt λ gilt ebenso

n∑
i=1

ciλ(Ai) =
m∑
j=1

djλ(Bj)

(b) Damit können wir nun für Treppenfunktionen f =
∑n
i=1 ci1Ai mit nichtne-

gativen Koeffizienten ci das Integral sinnvoll definieren:∫
f λ :=

n∑
i=1

ciλ(Ai)

Definieren wir für eine Treppenfunktion f =
∑n
i=1 ci1Ai

mit beliebigen Koef-
fizienten ci die Funktionen f+ und f− durch f+(x) = max{0, f(x)}, d.h.

f+(x) :=

f(x) , falls
∑n
i=1 ci1Ai

(x) ≥ 0

0 , sonst

und f−(x) = −min{0, f(x)}, so können wir für den Fall, dass
∫
f+ λ und∫

f− λ nicht beide unendlich sind, das Integral von f wie folgt definieren:∫
f λ :=

∫
f+ λ −

∫
f− λ

Zeigen Sie: Für eine Treppenfunktion f gilt
∫
f δx = f(x).

(c) Zeigen Sie: Für eine Treppenfunktion f , Konstanten wi ≥ 0 für i = 1, . . . , n
und x1, . . . , xn ∈ X gilt

∫
f
(∑n

i=1 wiδxi

)
=
∑n
i=1 wif(xi).

bitte wenden!



Aufgabe 2: Caratheodory Fortsetzung
Sei λ ein σ-additiver Inhalt auf dem Ring R und µ = λ∗|σ(R) die Caratheodory
Fortsetzung von λ. Zeigen Sie, dass dann zu A ∈ σ(R) mit µ(A) < ∞ und ε > 0
disjunkte Mengen R1, . . . , Rn ∈ R existieren mit

µ
(
A ∆ ∪̇ni=1 Ri

)
< ε,

wobei A ∆ B = (A \B) ∪ (B \A) die symmetrische Mengendifferenz ist.
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