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Ubungen zur Analysis III
Blatt 11

Aufgabe 1: o0-Algebren, Borel-o-Algebra

(a) Sei A eine o-Algebra in Q. Was kénnen Sie tiber o(A) sagen?

(b) Sei €2 eine Menge und &;,& C P(2) mit & C o(&2) und & C o(&1). Zeigen
Sie, dass dann (&) = (&) gilt.

(c) Sei 7, die Normtopologie auf R™. Zeigen Sie, dass dann o(7,) = o(J,) =
o(K,) = o(L,) gilt, wobei

(i) T, :={[a,b] :=[a1,b1] X ... X [an,by] | a,b € R™}.
(i) K, :={(a,b) :=(a1,b1) X ... X (an,by) | a,b € R"}.
(iii) Ly := {(=00,b] := (—00,b1] X ... x (—00,b,] | b € R"}.

Aufgabe 2: Translationsinvarianz des Lebesgue-Mafles
Zeigen Sie, dass das Lebesgue-Maf translationsinvariant ist, d.h. dass A(A + z) =
A(A) fiir alle A € B(R) und fiir alle x € R gilt.

Aufgabe 3: Verteilungsfunktionen

Wir betrachten eine dquidistante Zerlegung des Intervalles [0,1) in N Teilintervalle
[, x;41) fiir i = 0,..., N — 1. Desweiteren seien m; := % firj=1,...,N
die jeweiligen Mittelpunkte der Teilintervalle und folgende Mafle gegeben:

1 1,1, N 1
(a) u= N § 5mj (b) n= N (550 + E 53;1 + 551)
Jj=1 i=1

Skizzieren Sie jeweils die Verteilungsfunktionen und vergleichen Sie das Ergebnis
mit der Verteilungsfunktion des MafBes p: A —— A(AN0,1)) auf B(R). Berechnen
Sie fiir eine beliebige Treppenfunktion f jeweils das Integral [ f(z)u(dz) fiir die
MafBe aus (a) und (b). Kommen Ihnen die Ergebnisse bekannt vor?

Aufgabe 4: Approximation messbarer Funktionen

(a) Sei f: R — R, 2 — z" = max{x,0} gegeben. Konstruieren Sie eine Folge
von B(R)-messbaren Treppenfunktionen (f,) mit 0 < f,(z) < fuy1(z) fiir
alle x € R und alle n € N mit lim f,(z) = f(x).

(b) Sei (X,.A) ein Messraum und g : X — R A-messbar. Zeigen Sie, dass dann
mit Hilfe Threr Folge aus (a), gn = fn 0 g" — fn 0 g~ eine Folge von A-
Treppenfunktionen ist mit lim g, = g. Wann ist g,, eine monotone Folge?
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