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Aufgabe 1: σ-Algebren, Borel-σ-Algebra

(a) Sei A eine σ-Algebra in Ω. Was können Sie über σ(A) sagen?

(b) Sei Ω eine Menge und E1, E2 ⊂ P(Ω) mit E1 ⊂ σ(E2) und E2 ⊂ σ(E1). Zeigen
Sie, dass dann σ(E1) = σ(E2) gilt.

(c) Sei τn die Normtopologie auf Rn. Zeigen Sie, dass dann σ(τn) = σ(Jn) =
σ(Kn) = σ(Ln) gilt, wobei

(i) Jn := {[a, b] := [a1, b1]× . . .× [an, bn] | a, b ∈ Rn}.
(ii) Kn := {(a, b) := (a1, b1)× . . .× (an, bn) | a, b ∈ Rn}.
(iii) Ln := {(−∞, b] := (−∞, b1]× . . .× (−∞, bn] | b ∈ Rn}.

Aufgabe 2: Translationsinvarianz des Lebesgue-Maßes
Zeigen Sie, dass das Lebesgue-Maß translationsinvariant ist, d.h. dass λ(A + x) =
λ(A) für alle A ∈ B(R) und für alle x ∈ R gilt.

Aufgabe 3: Verteilungsfunktionen
Wir betrachten eine äquidistante Zerlegung des Intervalles [0, 1) in N Teilintervalle
[xi, xi+1) für i = 0, . . . , N − 1. Desweiteren seien mj := xj−1+xj

2 für j = 1, . . . , N
die jeweiligen Mittelpunkte der Teilintervalle und folgende Maße gegeben:
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)
Skizzieren Sie jeweils die Verteilungsfunktionen und vergleichen Sie das Ergebnis
mit der Verteilungsfunktion des Maßes µ : A 7−→ λ

(
A∩ [0, 1)

)
auf B(R). Berechnen

Sie für eine beliebige Treppenfunktion f jeweils das Integral
∫
f(x)µ(dx) für die

Maße aus (a) und (b). Kommen Ihnen die Ergebnisse bekannt vor?

Aufgabe 4: Approximation messbarer Funktionen

(a) Sei f : R −→ R, x 7−→ x+ = max{x, 0} gegeben. Konstruieren Sie eine Folge
von B(R)-messbaren Treppenfunktionen (fn) mit 0 ≤ fn(x) ≤ fn+1(x) für
alle x ∈ R und alle n ∈ N mit lim

n→∞
fn(x) = f(x).

(b) Sei (X,A) ein Messraum und g : X −→ R A-messbar. Zeigen Sie, dass dann
mit Hilfe Ihrer Folge aus (a), gn := fn ◦ g+ − fn ◦ g− eine Folge von A-
Treppenfunktionen ist mit lim

n→∞
gn = g. Wann ist gn eine monotone Folge?


