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Aufgabe 1: Lineare, invertierbare Abbildungen
Sei V ein K-Vektorraum und (W, || - ||w) ein normierter Raum iiber K. Zeigen Sie,
dass dann mit Hilfe einer linearen, invertierbaren Abbildung L : V. — W durch

[ellv = || Lllw

eine Norm auf V definiert wird.

Aufgabe 2: Aquivalenz von Normen
Zeigen Sie: Alle Normen auf einem endlich dimensionalen Raum sind dquivalent.

(Hinweis: Wéhlen Sie zwei Normen || - |4 und || - [[o auf einem beliebigen endlich
dimensionalen Raum W mit dim(W) = n < oo. Setzen Sie V. = (R™,|| - |loo)s
benutzen Sie Aufgabe 1 mit der Koordinatenabbildung L beziiglich einer Basis
b1,...,b, von W und schliefen Sie mit dem Satz aus der Vorlesung iiber die
Aquivalenz von Normen auf dem R™)

Aufgabe 3: Lineare Abbildungen und Stetigkeit

Seien (V.| - |lv) und (W, || - ||w) zwei normierte Raume iiber K, dim(V) =n < oo
und A : V — W eine lineare Abbildung. Zeigen Sie, dass die Abbildung A unter
diesen Voraussetzungen Lipschitz-stetig ist.

(Hinweis: Benutzen Sie Aufgabe 1 und Aufgabe 2)

Aufgabe 4: Operatornorm
Sei K ein Koérper und (K™, || - ||) ein normierter Vektorraum mit Vektornorm || - ||.
Dann wird auf dem entsprechenden Vektorraum K™*™ der n X n - Matrizen durch

|Allop := max{||Az| : € K" mit ||z|| =1}

eine Matrixnorm definiert, die sogenannte Operatornorm. Wieso existiert dieses
Maximum? Die Operatornorm ist die kleinste Lipschitz-Konstante C' > 0, die
|A(z — y)|| < C|lz —y|| erfiillt. Zeigen Sie, dass || - ||op eine Norm ist.

Aufgabe 5: Differenzierbarkeit & Stetigkeit

Seien V, W normierte R-Vektorrdume, U C V offen und f: U — W eineinz € U
differenzierbare Funktion. Zeigen Sie, dass f stetig in 7 ist und dass die Umkehrung
dieser Aussage im Allgemeinen falsch ist.



