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Aufgabe 1: Matrixnorm und Lipschitz-Konstante

(a) Es sei A ∈ Rm×n und ‖A‖ := max
x∈Rn\{0}

‖Ax‖∞
‖x‖∞ die Erweiterung der Matrixnorm

von Blatt 04 Aufgabe 4 für im Allgemeinen nichtquadratische Matrizen bzgl.
der Rp×1-Vektornorm ‖x‖∞ := max{|x1|, . . . , |xp|}. Geben Sie eine Formel an,
mit der man ‖A‖ schnell berechnen kann.
(Hinweis: Schreiben Sie für ein y ∈ Rn×1 \{0} den Ausdruck ‖Ay‖∞ mit Hilfe
der Definition von ‖ · ‖∞ auf und überlegen Sie, für welches y ∈ Rn×1 die
Norm ‖Ay‖∞ maximal wird unter der Berücksichtigung von ‖y‖∞ = 1. Was
bedeutet ‖y‖∞ = 1 für eine einzelne Komponente yi?)

(b) Zeigen Sie, dass für eine Abbildung f : W ⊂ Rn×1 −→ Rm×1 bzgl. ‖ · ‖∞ gilt:

sup
x∈W
‖f ′(x)‖ = sup

x∈W
‖∂f(x)‖

(c) Es sei nun U := {x ∈ R3×1 | |xi| < 1 für i = 1, 2, 3} und f : U −→ R3×1 mitx1

x2

x3
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Zeigen Sie unter Verwendung der entsprechenden Aussage aus der Vorlesung,
dass f Lipschitz-stetig ist und geben Sie eine zugehörige Lipschitz-Konstante
L an.

Aufgabe 2: Regel von l’Hospital
Bestimmen Sie folgende Grenzwerte unter Verwendung der Regel von l’Hospital
(auch zweimalige Anwendung der Regel ist möglich, sollte nach dem ersten Anwenden
immer noch ein Grenzwert der Form 0

0 oder ∞∞ vorliegen, etc.):

(a) lim
x→0

sin(x)
x (b) lim

x→0

(
1

sin(x) −
1
x

)
(c) lim

x→π/2
tan(3x)
tan(x)

(d) lim
x→∞

ln(x)
exp(x) für x > 0 (e) lim

x→∞
xn

exp(x) für ein festes n ∈ N

(f) Sei f : (0,∞) −→ R differenzierbar und für ein λ ≥ 0 und für a ∈ R oder
a = ±∞ gelte lim

x→∞

(
f(x) + λf ′(x)

)
= a. Bestimmen Sie lim

x→∞
f(x).

(
Hinweis: Untersuchen Sie im Fall λ > 0 den Quotienten f(x) exp( xλ )

exp( xλ )

)
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Aufgabe 3: Differenzieren
Gegeben sei die Funktion

f : R2×1 −→ R, (x1, x2)T 7−→ x4
1 + 2x1x2 + x1x

2
2 − x3
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Bestimmen Sie ∂f(x), ∂2f(x), ∂3f(x), ∂4f(x) und berechnen Sie anschließend für
x = (0, 1)T und h ∈ R2×1 mit ‖h‖∞ ≤ 1

10 die maximale Abweichung von f(x + h)
und

f(x) bzw.
f(x) + f ′(x)h bzw.
f(x) + f ′(x)h+ 1

2f
′′(x)(h, h) bzw.

f(x) + f ′(x)h+ 1
2f
′′(x)(h, h) + 1

6f
′′′(x)(h, h, h) bzw.

f(x) + f ′(x)h+ 1
2f
′′(x)(h, h) + 1

6f
′′′(x)(h, h, h) + 1

24f
′′′′(x)(h, h, h, h)

Was stellen Sie fest?

Aufgabe 4: mathematisches Arbeiten

zur Diskussion:

(a) Sei X ein normierter Vektorraum, M ⊂ X und x ein Randpunkt von M . Gilt
dann x ∈M? Geben Sie Beispiele an!

Checkliste:

(b) Verfassen Sie zur Definition (an)n∈N ist konvergent eine Checkliste.
(Ein Beispiel können Sie auf der Homepage herunterladen.)

Verstehen durch Verändern:

(c) Ersetzen Sie in der Definition von (b) die Bedingung für alle ε > 0 . . . durch
für ein ε > 0 . . . Konstruieren Sie eine Folge, welche die neue Checkliste
passiert aber in der Checkliste aus (b) scheitert. Würden Sie die gebastelte
Folge als konvergent bezeichnen?
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