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Beispiel Bewegung

4 Verfolger

Dieter B.

Estefania

Paparaz

Jeder bewegt sich mit fester 
Geschwindigkeit immer in 
Richtung zum Vorgänger

Paparaz

Verona

Auf die Plätze …



… fertig

Beispiel Bewegung

Tick 



… los

Beispiel Bewegung

Tick Tack 



… los

Beispiel Bewegung

Tick Tack Tick 



… los

Beispiel Bewegung

Tick Tack Tick Tack 



Mathematische Beschreibung der Bewegung?

Beispiel Bewegung

Tick Tack Tick Tack 



Was ist Bewegung?

Frage: Was ist Bewegung?

Eine zeitliche Änderung von Positionen

Frage: Was ist Zeit?

… philosophische Frage …



Was ist Bewegung?

Frage: Wie beschreibt man Zeit?

Zeit

Definition einer Zeiteinheit

Festlegung eines Referenzzeitpunkts

Te

0T

Te

Ein beliebiger Zeitpunkt wird beschrieben durch die Anzahl

der Zeiteinheiten zwischen und     (    negativ, wenn vor )0T

T

T

t

0T T

Te

5.2=t

t
0TT

Standardmodell:
beliebige reelle Bruchteile der Zeiteinheit möglich: R∈t



Was ist Bewegung?

Frage: Wie beschreibt man Zeit?

Zeit wird durch beschrieben( )R,, 0TeT

T

Te

Zeit

0T

ist ein typisches Beispiel eines angeordneten KörpersR

Ordnungsrelation bedeutet ist früher alsts < s t



Was ist Bewegung?

Frage: Wie beschreibt man Positionen?

Raum

Definition einer Längeneinheit

Festlegung einer Referenzposition

Festlegung von Referenzrichtungen

Le

O

321 ,, RRR

R

Le

1R
O

2R



Was ist Bewegung?

Frage: Wie beschreibt man Positionen?

Raum

2R

P

1
2

=d

1R
O 2

1
=d

1
2

=d

Eine Position     ist beschrieben durch die Anzahl
der Längeneinheiten, um die ein Punkt ausgehend von der Stelle
nacheinander entlang der Richtungen verschoben
werden muss, um an der Position    anzukommen.

321 ,, dddP

O

321 ,, RRR

P



Was ist Bewegung?

Frage: Wie beschreibt man Positionen?

Raum

Standardmodell:
beliebige reelle Bruchteile der Längeneinheit sind möglich

R∈321 ,, ddd

zusammengefasst:
kartesisches Mengenprodukt

zusammengefasst:

( ) 3

321 ,, RRRR =××∈ddd( ) 2

21, RRR =×∈dd

Menge aller Paare
mit Komponenten ausR

Menge aller Tripel
mit Komponenten ausR

kartesisches Mengenprodukt

Paare/Tripel beschreiben Verschiebungen (und indirekt Positionen)



Arbeiten mit Verschiebungen Koordinatensysteme

bzw.                          sind Koordinatensysteme( )Le,,, 321 RRRO, ( )Le,, 21 RRO,

2R

1RO

P

21 =d

1
2

=d

allgemeines Koordinatensystem

Verschiebung (2,1)



bzw.                          sind Koordinatensysteme( )Le,,, 321 RRRO, ( )Le,, 21 RRO,

2R

P

1=d

Verschiebung (2,1)

Arbeiten mit Verschiebungen Koordinatensysteme

1R
O 2

1
=d

1
2

=d

kartesisches Koordinatensystem



Achtung: In unterschiedlichen Koordinatensystemen steht das

gleiche Paar (2,1) für unterschiedliche Verschiebungen

Arbeiten mit Verschiebungen Koordinatensysteme



Vorteil des kartesischen Koordinatensystems:

2R

Länge der Verschiebung leicht zu berechnen!

Verschiebung ( )ba,

Arbeiten mit Verschiebungen Länge

1R
O a

bc
222

cba =+

Notation:                                      Länge oder Norm von ( ) 22

2
, baba += ( )ba,



Vorteil des kartesischen Koordinatensystems:

2R

Länge der Verschiebung leicht zu berechnen!

Verschiebung ( )
321

,, xxx

l222
kxx =+

3R

3
x

Arbeiten mit Verschiebungen Länge

1RO

2R

1x

2x

l22

2

2

1 kxx =+

Notation:  ( ) 2

3

2

2

2

12321
,, xxxxxx ++=

k
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2
lxk =+



Arbeiten mit Verschiebungen Wirkung auf Punkte

Verschiebung ( )ba,

a

b
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a
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b
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b
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Arbeiten mit Verschiebungen Hintereinanderausführung

2R

( )1,2

( )2,1 −

1

1RO

1 2
P 3

1−

( )1,3 −

Schreibweise:                                 :( ) ( )
2121 ,, yyxx + ( )

2211
, yxyx ++=

Hintereinanderausführung Summe von Zahlen

Seite mit : definiert durch Seite mit =



Arbeiten mit Verschiebungen Hintereinanderausführung

Kommutativgesetz: ( ) ( ) ( ) ( )
21212121

,,,, xxyyyyxx +=+

Wieso? ( ) ( ) ( )
22112121

,,, yxyxyyxx ++=+ … so war’s definiert

… bei Zahlen darf man

… so war’s definiert

( )
2211

, xyxy ++=

( ) ( )
2121 ,, xxyy += … so war’s definiert( ) ( )
2121 ,, xxyy +=



Arbeiten mit Verschiebungen Hintereinanderausführung

Kommutativgesetz: ( ) ( ) ( ) ( )
21212121

,,,, xxyyyyxx +=+

Assoziativgesetz: ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
212121212121 ,,,,,, zzyyxxzzyyxx ++=++

Nullverschiebung: ( ) ( ) ( )
2121 ,0,0, xxxx =+

Rückverschiebung: ( ) ( ) ( )0,0,,
2121

=−−+ xxxx

wird auch mit bezeichnet( )
21

, xx−

kürzt ab( ) ( )
2121 ,, yyxx − ( ) ( )( )

2121
,, yyxx −+



Arbeiten mit Verschiebungen Mehrfachverschiebung

2R

( )1,2

( )1,2

( )1,2

( ) ( )1,233,6 ⋅=

skalare Multiplikation

1RO

P

Schreibweise:                            :( )
21

, xxa ⋅ ( )
21

, xaxa ⋅⋅=

-fache Verschiebung Produkt von Zahlena

skalare Multiplikation



Arbeiten mit Verschiebungen

Assoziativgesetz: ( )( ) ( ) ( )
2121 ,, xxbaxxba ⋅⋅=⋅⋅

Distributivgesetz: ( ) ( ) ( ) ( )
212121 ,,, xxbxxaxxba ⋅+⋅=⋅+

Distributivgesetz: ( ) ( )( ) ( ) ( )
21212121 ,,,, yyaxxayyxxa ⋅+⋅=+⋅

Mehrfachverschiebung

neutrales Element: ( ) ( )
2121

,,1 xxxx =⋅

ist die Verschiebung, die 4 mal ausgeführt ergibt( )
21,

4

1
xx⋅ ( )

21, xx

Beispiel:  was ist ? 

( ) ( ) ( ) ( )
21212121 ,,1,
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1
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Arbeiten mit Verschiebungen Vektorräume

bzw.                 sind typische Vektorräume( )⋅+,,
3

R( )⋅+,,
2

R

Elemente von Vektorräumen heißen Vektoren

Ebene/räumliche Verschiebungen sind also spezielle Vektoren

Die Verschiebung die     in      überführt heißt auch Ortsvektor zuO P P

Positionen lassen sich durch Ortsvektoren beschreiben

Ebene/räumliche Verschiebungen sind also spezielle Vektoren



Was ist Bewegung? jetzt aber …

Frage: Wie beschreibt man Bewegung?

2R 0=t

1=t
2=t

jedem Zeitpunkt

ist genau ein Ortsvektor

zugeordnet

[ ]Tt ,0∈

( ))(),()( txtxtx =

1RO

2=t

3=t

zugeordnet( ))(),()( 21 txtxtx =



Was ist Bewegung? jetzt aber …

Frage: Wie beschreibt man Bewegung?

Durch Funktionen.

WertemengeDefinitionsmenge

[ ]
)(

,0:
2

txt

Tx

a

R→

FunktionswertArgument

Funktionsname



Was ist Bewegung? Verfolger

4 Verfolger
Estefania

Frage: Wie lautet die Funktion im Beispiel?

Dieter B.

Paparaz

Verona

Jeder bewegt sich mit fester 
Geschwindigkeit immer in 
Richtung zum Vorgänger

w



Wertemenge?

Was ist Bewegung?

)3(
v

Verfolger

( ) ( )422222)4()3()2()1(
,,, RRRRR =×××∈vvvv

2RVerfolgungszustand

)2(
v

)1(
v

)4(v

1R
O

2RVerfolgungszustand
wird durch 8 Zahlen
beschrieben… 

Das Problem ist
8-dimensional



Definitionsmenge?

Was ist Bewegung? Verfolger

[ ] { }TttT ≤≤∈= 0,0 R

Intervall “Die Menge aller …”

“…mit der Eigenschaft …”

0T

Te

0 T R
1

Intervall “Die Menge aller …”



Definitionsmenge?

Was ist Bewegung? Verfolger

{ }Ttntt =∆∆∆= ,,2,,0 KT

oder bei festem Zeittakt 0>∆t

0T

Te

0 T R
1



Funktionsvorschrift?

Was ist Bewegung? Verfolger

u

Schauen wir uns zwei Verfolger an …

O

)(
)2(

tv

)(
)1(

tv

u⋅λ

u⋅λt∆

Idee: der rote Verfolger verschiebt

sich in der Zeit um         mit 0>λ



Funktionsvorschrift?

Was ist Bewegung? Verfolger

u)()(
)2()1(

tvutv =+

Schauen wir uns zwei Verfolger an …

O
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)2(

tv
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)1(

tv

u⋅λ

u⋅λt∆

)()(
)1()2(

tvtvu −=

⇓

Idee: der rote Verfolger verschiebt

sich in der Zeit um         mit 0>λ



Funktionsvorschrift?

Was ist Bewegung? Verfolger

u
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2

2

2
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)()( uuu
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+=⋅

Schauen wir uns zwei Verfolger an …

O
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)2(
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tv
Idee: der rote Verfolger verschiebt

sich in der Zeit um         mit

u⋅λ

u⋅λt∆
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0>λ



Funktionsvorschrift?

Was ist Bewegung? Verfolger

u

Schauen wir uns zwei Verfolger an …

twu ∆=⋅
2

λ

O
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)2(

tv
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)1(

tv
Idee: der rote Verfolger verschiebt

sich in der Zeit um         mit

u⋅λ

u⋅λt∆ 0>λ

⇓
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Funktionsvorschrift?

Was ist Bewegung? Verfolger

u
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Idee: der rote Verfolger verschiebt

sich in der Zeit um         mit

u⋅λ

u⋅λt∆ 0>λ
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Funktionsvorschrift?

Was ist Bewegung? Verfolger

u
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Idee: der rote Verfolger verschiebt

sich in der Zeit um         mit

u⋅λ

u⋅λt∆ 0>λ
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Funktionsvorschrift?

Was ist Bewegung? Verfolger

u
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Idee: der rote Verfolger verschiebt

sich in der Zeit um         mit

u⋅λ

u⋅λt∆ 0>λ
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Funktionsvorschrift?

Was ist Bewegung? Verfolger

)2()3()2(
)()()( tvtv

w
tv −

=
∆

( ))4()3()2()1(
,,, vvvvx =

2

)2()3(
)()(

)()()(

tvtv

tvtv
w

t

tv

−

−
=

∆

∆

2

)3()4(

)3()4()3(

)()(

)()()(

tvtv

tvtv
w

t

tv

−

−
=

∆

∆

2

)4()1(

)4()1()4(

)()(

)()()(

tvtv

tvtv
w

t

tv

−

−
=

∆

∆

))((
)(

txF
t

tx
=

∆

∆

( ) ( )4242
: RR →F



Funktionsvorschrift?

Was ist Bewegung? Verfolger

K,3,2,,0 3210 ttttttt ∆=∆=∆==

))((
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k
k txF
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∆

∆
bzw. ))((
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)( xtx = vorgegebene Startpositionen
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00001

txFttxtxtxtx ⋅∆+=∆+= erster Schritt

zweiter Schritt))(()()()()(
11112
txFttxtxtxtx ⋅∆+=∆+=

t∆ t∆

typischer Fall einer rekursiven Definition



Erhöhung der Genauigkeit …

Was ist Bewegung? Verfolger

durch feineren Zeittakt
10

1=∆ t

oder besser
100

1=∆ t

oder besser 1=∆ t

typischer Fall einer Zahlenfolge die gegen 0 strebt (konvergiert)

oder besser
1000

1=∆ t

oder besser
10000

1=∆ t

oder besser ….



Erhöhung der Genauigkeit …

Was ist Bewegung? Verfolger

Nullfolge 0→∆ t führt zu Folgen

t

txttx

t
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∆

∆ )()()(
von Differenzenquotienten

tt ∆
=

∆
von Differenzenquotienten

bei Konvergenz spricht man von Differenzialquotienten

und nennt die Grenzfunktion differenzierbar

dt

tdx )(



Erhöhung der Genauigkeit …

Was ist Bewegung? Verfolger

Das Verfolgungsgesetz wird zur Differenzialgleichung
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txF
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=

Die Lösung erfordert …Die Lösung erfordert …
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Integral



Es ergibt sich das Mathematikprogramm:

Themenübersicht

2) Vektorräume ( ) K,,,
4232

RRR

1) Körper CRQ, ,

3) Funktionen WDF →:

4) Folgen L,,,,
10000

1

1000

1

100

1

10

1

5) Differentiation, Integration
dt

tdx

t

tx )()(
→

∆

∆


