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Aufgabe 1: Per Definition: sorgfiltig

Diesmal geht es um sorgfiiltiges Anwenden von Definitionen. Zum Aufwirmen sei an die Kon-
vergenzdefinition erinnert:

Definition 1. Sei (X, d) ein metrischer Raum und (zy)nen eine Folge in X. Die Folge konver-
giert gegen x € X falls zu jedem € > 0 ein N € N existiert, mit d(z,,x) < € fir alle n > N.

Zeigen Sie durch sorgfiltige Anwendung der Definition folgenden Satz.

Satz 1. Sei (X,d) ein metrischer Raum und (z,)nen eine Folge in X. Weiter seien o,y > 0.
Dann konvergiert (x,)nen genau dann gegen x € X, wenn zu jedem € > 0 ein N € N existiert,
mit d(xy,z) < ve fir alle n > aN.

Damit Sie wissen, was ich meine, hier die erste Hilfte des Beweises als Beispiel:

Beweishilfte: Sei (z,,)nen konvergent und € > 0. Dann ist auch € = ¢ > 0 und nach Definition
existiert z € X und N € N mit d(z,,z) < € falls n > N. Im Fall @ > 1 wiihlt man N = N. Falls
o < 1 wihlt man N zB. als die kleinste natiirliche Zahl, die groBer als N /a ist. In jedem Fall
gilt dann N > N und somit d(z,, ) < ~e falls n > aN.

Die andere Richtung konnen Sie jetzt sicher selbst machen und anschliefend den folgenden
Satz nach dem gleichen Sorgfiltigkeitsmuster beweisen. Auch hier nochmal zur Erinnerung die
Definition.

Definition 2. Seien X,Y endlichdimensionale normierte Riume, ) # U C X offen, v € U und
U, ={h € X|x+h € U}. Eine Abbildung f : U — Y heifit differenzierbar in x, falls eine lineare
Abbildung A : X — 'Y existiert und eine Funktion r(x,-) : U, — Y, die in 0 € U, stetig ist und
dort den Wert 0 annimmt, so dass

flx+h) = f(z) + Ah + ||h||r(x, h), h € U,.

Satz 2. Sei ) # U C R" offen. Eine Abbildung f : U — R™ ist genau dann in v € U
differenzierbar, wenn ein € > 0 ezistiert mit B.(z) C U so dass f|p.(z) in x differenzierbar ist.



