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Aufgabe 1: Fortsetzung der Sorgfaltpredigt

Ein sorgfiltiger Beweis zeichnet sich dadurch aus, dass jede Teilaussage durch einen klaren Verweis auf
ein Axiom, einen Satz, eine Definition, oder eine Voraussetzung begriindet ist. Damit sind die Details
eines sorgfiiltigen Beweises per Konstruktion fiir jeden unmittelbar verstéindlich! Wenn Sie dennoch einen
Beweis nicht verstehen gibt es nur zwei mogliche Griinde:

1) Es wird behauptet eine Aussage sei wahr und Sie sehen nicht warum

In diesem Fall ist der Beweis nicht sorgfiltig - es fehlen Verweise. Hier miissen Sie IThren Stift ziicken und
den Beweis sorgfaltifizieren.

2) Sie konnen jede einzelne Aussage nachvollziehen, aber Sie verstehen nicht den Grund fiir die be-
nutzte Aussagenkette.

Auch in diesem Fall brauchen Sie einen Stift, um z.B. jeden einzelnen Beweisschritt an einer Skizze oder
einem Beispiel zu verfolgen, bis Sie die Beweisstrategie verstanden haben.

Uben Sie das Sorgfaltifizieren an folgendem Beispiel: Sei X # §) und (Y, dy) ein metrischer Raum. Durch
Fp(X,Y) wird die Menge aller beschrinkten Abbildungen von X nach Y bezeichnet, d.h. die Abbildungen
f:X =Y fir die f(X) in Y beschrénkt ist. Weiter sei

d(f,9) = sup dy (f(z),9(x)),  f,g € Fp(X,Y).
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Satz 1. (F(X,Y),d) ist ein vollstindiger metrischer Raum genau dann, wenn (Y,dy) ein vollstindiger
metrischer Raum ist.

Hinweis: Beim sorgfiltigen Argumentieren miissen Sie zwangsldufig mit sup umgehen, da die Metrik d
iiber sup definiert ist. Dazu sei an die Definition des Supremums als kleinste obere Schranke erinnert
sowie an folgende Charakterisierung:

Satz 2. Sei A # () eine Teilmenge von R. Dann ist a = sup A genau dann, wenn x < a fiir alle x in A
und falls fiir jedes € > 0 ein x € A existiert, so dass x > a — €.

Beweis Satz 1: Man iiberzeugt sich leicht davon, dass d eine Metrik auf F,(X,Y) ist.
— Hier muss natiirlich gearbeitet werden. Seien f,g € F3. Dann gibt es Ry, Ry € (0,00) und
Yr,Yg € Y, so dass f(X) C Bg,(yy) und g(X) C Bg,(yy). Insbesondere folgt fiir jedes z € X
durch mehrfache Anwendung der Dreiecksungleichung

dy (f(z),9(x)) < dy(f(x),yr) +dy(ys,yg) + dy (yg, 9(x)) < Ry +dy (ys,v4) + Ry € R.

Hierbei ist zu beachten, dass dy (y¢,yg) € R gilt, da dy die Menge Y x Y nach R abbildet. Die
Definition des Supremums als kleinste obere Schranke ergibt

df.9) = sup dy (f(2),9(x)) < Ry + dy (Y5, yg) + Ry-

Damit haben wir gezeigt, dass d die Menge Fy,(X,Y) x Fp(X,Y’) wie von einer Metrik gefordert
nach R abbildet. Im Fall f = g ist f(z) = g(z) fiir alle z € X so dass dy(f(x),g(z)) = 0,
da dy eine Metrik ist. Mit der Charakterisierung Satz 2 sieht man, dass sup{0} = 0 gilt, also

d(f, f) = 0. Ist umgekehrt d(f,g) = 0 so zeigt die Charakterisieierung, dass dy (f(z),g(x)) <0
fiir jedes z € X. Mit der auf MeGa-Blatt 15 bewiesenen Aussage folgt sofort f(z) = g(x) fiir jedes
x € X, d.h. f = g. Die Symmetrie von d folgt aus der Symmetrie von dy. Da dy( (x),9(x)) =
dy (g(x), f(z)) sind die beiden Mengen {dy (f(z),g(z))|lz € X} und {dy(g9(z), f(x))|x € X}
identisch (wer’s nicht glaubt hat Recht und bewelst die Gleichheit z.B. durch zwei Inklusio-
nen). Folglich sind auch die Suprema identisch (wegen Eindeutigkeit des Supremums), so dass



schlieBlich d(f,g) = d(g, f). Die Dreiecksungleichung folgt ebenfalls aus der Dreiecksungleichung
fiir dy. Seien f,g,h € Fp(X,Y). Dann gilt fiir jedes x € X

dy (f(x), h(x)) < dy (f(x),9(x)) + dy (9(2), h(x)) < d(f,9) + d(g,h)

wobei fiir die letzte Ungleichung die Eigenschaft des Supremums als obere Schranke benutzt
wurde. Benutzt man nun noch dass d(f, h) als Supremum die kleinste obere Schranke aller Wer-
te dy (f(z), h(z)) ist, so ergibt sich d(f,h) < d(f,g) + d(g,h). —

Nehmen wir nun an, dass (F(X,Y),d) vollstéindig ist. Ist (y,) eine Cauchy Folge in
Y dann wird durch f, : x — y, eine Cauchy Folge (f,) aus konstanten Funktionen in
Fp(X,Y) definiert.

— Sei € > 0. Dann existiert N € N, so dass fiir n,m > N stets dy (yn,ym) < €/2 gilt
(Definition der Cauchy Folge mit der kleinen Modifikation €/2 statt €). Folglich gilt auch
dy (fu(z), fm(2)) = dy (Yn, ym) < €/2 < € fiir alle x € X, d.h. d(fn, fm) < € falls n,m > N. Also
ist (fy) eine Cauchy Folge.«

Sei f der Grenzwert dieser Folge. Als Grenzwert konstanter Funktionen ist f auch
konstant, d.h. f(z) =y fiir alle z € X.

— Da in vollstéindigen Réumen Cauchyfolgen konvergieren, existiert der Grenzwert f € F3(X,Y).
Seien x1,2z2 € X. Dann gilt

dy (f(z1), f(z2)) < dy (f(21),yn) + dy (Yn, f(22)) = dy (f(21), fn(21)) + dy (fu(x2), f(22))

Zu € > 0 existiert nun ein N € N, so dass d(f, fn) < €/2 falls n > N. Da die rechte Sei-
te der obigen Abschitzung durch 2d(f, f,,) dominiert wird, folgt bei der Wahl n > N, dass
dy (f(z1), f(x2)) < e. Mit der Aussage des Mega-Blatts 15 erhalten wir f(z;) = f(z2) und da
x1, T2 beliebige Punkte in X waren, sehen wir, dass der Grenzwert f konstant ist. «—

Es gilt also fiir beliebiges =z € X, dass y, = f,(z) — f(x) = y, d.h. die Folge (y,)
konvergiert in Y und somit ist (Y, dy) vollsténdig.

— Wir erhalten fiir € > 0 mit n > N wie oben bei beliebigem = € X

dY(ynay) = dY(fn(m)7f($)) < d(fn,f) < 6/2 < €

d.h. (y,) konvergiert in Y. Da also jede Cauchy Folge in Y konvergiert ist (Y, dy) definitions-
geméaf vollstindig. «—

Ist umgekehrt (f,,) eine Cauchy Folge in F,(X,Y ), dann ist fiir jedes x € X die Folge
der Funktionswerte (f,(z)) eine Cauchy Folge in Y und hat damit einen Grenzwert.
— Dies folgt mit der schon mehrfach benutzten Abschétzung dy (fn(x), fm(z)) < d(fn, fm)
(Supremum ist obere Schranke). Ist ¢ > 0, dann gibt es N € N, so dass mit n,m > N folgt
d(fn, fm) < €. Die Abschéitzung zeigt also, dass (f,,(z)) eine Cauchy Folge in Y ist. «—

Wir definieren f(z) = lim,, o fn(z) und man zeigt leicht, dass f, beziiglich der Me-
trik d gegen die Funktion f konvergiert. Damit ist F,(X,Y) vollstéindig.

— Zuniichst ist zu zeigen, dass die Grenzfunktion in Fp(X,Y") enthalten ist. Da f jedem z € X
einen Wert in Y zuordnet geniigt es, die Beschrianktheit zu zeigen. Dies folgt aus dem all-
gemeinen Satz, dass jede Cauchy Folge in einem metrischen Raum beschrinkt ist - hier ei-
ne kurze Beweisskizze: Zu € = 1 existiert N7 € N so dass d(fn, fm) < 1 fiir n,m > Nj.
Wiéhlt man R = max{d(f1, fn,),---,d(fn,—1, fny), 1} so ist fr € Br(fn,) fiir jedes k € N.
Da fn, € Fyp(X,Y) gibt es y € Y und r > 0, so dass fn,(X) C Br(y). Ist nun z € X gegeben,
dann gibt es zu e = 1 ein M € N, so dass dy(f(z), fu(x)) < € falls n > M. In diesem Fall
gilt also dy (f(z),y) < dy(f(x), fu(z)) + dy (fn(z), N, (x)) + dy (fNn, (2),y) <1+ R+ r. Also
ist f beschrinkt. Sei nun € > 0 und N € N, so dass d(fp, fm) < €/2 falls n,m > N. Aus der
Definition von f folgt dass zu jedem x € X ein N, € N existiert, so dass dy (f(x), fm(2)) < €/2
falls m > N,. Wihlen wir m > max{N, N, } und n > N, so folgt

dy (f(2), fn(@)) < dy (f (@), fin(2)) + dy (fin(2), fu(2)) < €/2+€/2=¢
Damit gilt d(f, f,) < € fiir n > N, d.h. die Cauchy Folge (f,) konvergiert in Fy,. « [



