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Aufgabe 1: Bringen Sie (sich) in Form

Ein wichtiger Bestandteil der Mathematik ist es, wiederholt auftretende Muster und Konzepte
als solche zu erkennen und, nach einem Abstraktionsprozess, ihre Essenz knapp und prézise
zu beschreiben. Dies geschieht mit Symbolen in Definitionen (Beispiel: das Summensymbol).
Umgekehrt ist die Anwendung von allgemeinen Ergebnissen (Sétzen) in konkreten Situationen
nur dann moglich, wenn eine Ubersetzung in geeignete abstrakte Konzepte moglich ist (Beispiel:
die geometrische Summenformel). Bei diesen Ubersetzungen ist es hilfreich, Namen zu vergeben,
die den Zusammenhang zwischen konkreter Variante und abstrakter Form herstellen. Ist also

das allgemeine Ergebnis
n+1

Y=t geRr\1
—4q
k=0

und kommt in einer konkreten Situation der Ausdruck Zim:n(l — )™ vor, so stellt man den
Zusammenhang durch geeignete Abkiirzungen her. Die Summationsvariable ersetzt man z.B.
durch ¢ = m —n, so dass die untere Summationsgrenze wie gewiinscht 0 und die obere N = k—n
ist. Weiter definiert man a = 1 — ¢/ und erhélt

i(l——) Za”"—a Za

m=n

Nun ist die geometrische Summenformel verwendbar, falls a 7é 1 also gq/xz # 0

a j{:a =a 1;ji(11.

Am Ende vernichtet man die eingefuhrten Namen wieder, indem man riicksubstituiert

()}

Den Ubersetzungsprozess miissen Sie beherrschen. Beachten Sie, dass die Erzeugung der gleichen
Form nicht bedeutet, dass die Variablen identisch sein miissen, d.h. statt ¢ kann a, b etc. stehen
und statt £ und n kénnen ¢ und N auftreten usw. Wichtig ist nur, dass die Struktur die gleiche
ist. Hier ist die Ubung dazu (die Aufgaben konnen Sie sich auch selbst basteln!)

1. Bringen Sie die Ausdriicke durch geeignete Abkiirzungen auf Standardform > >° ;a,z”

(a) Yopeykaga!
Wir definieren by = by = be = 0 und b, = (n + 1l)a,y; fir n > 3. Dann gilt
S kagahTt =372 byam.

(b) >0, (Qf::), berechnen Sie die Ableitung nach der Transformation in Standard-

form und machen Sie ihre Abkiirzungen anschlieflend riickgéingig.
Wir setzen aj = 0 fiir k gerade und ay = 1/k!. Dann ist die Reihe in Standardform,

dh. >, 27251:11 = Y22, axx®. Der Satz iiber die Differenzierbarkeit von Potenzrei-

hen ergibt fiir die Ableitung Y7 kajz*~!. Beachten wir, dass nur die Koeffizienten
ax mit ungeraden k von Null verschieden sind, ergibt sich
oo o0 2n

kz:l kapa* 1 = Z(Qn + 1)a2n+1x2" = Z (zn)'

n=0 n=0




(c) 222, a"a”
Hier ist es sinnvoll, den ungewdhnlichen und daher verwirrenden Summationsindex
durch eine tiblichere Variante & = x zu ersetzen. Die Koeffizientenfolge der Reihe ist
dann durch by = 0 und by = k" fiir £ > 1 gegeben mit einem festen Parameter n, der
hier nicht ndher spezifiziert ist. Schlielich ersetzt man z.B. y = a und erhélt dann

Yasyata® = 30 buy.

2. Nach dem Aussonderungsprinzip konnen Teilmengen einer Menge M gebildet werden, die
aus allen Elementen z € M bestehen, fiir die eine bestimmte Aussage A(x) wahr ist. Die
Schreibweise fir diese Menge ist {x € M|A(z)}. Geben Sie in den folgenden Fillen jeweils
M und A an.

(a) {0,2,4,6,8,...}
Hier ist z.B. M = Ny und A(z) = 3k € Ny : ¢ = 2k.

(b) {f(z)lz € R}
Wir nehmen an, dass f : R — B eine Funktion mit Wertemenge B ist. Dann l&sst sich
die Menge mit M = B und A(y) =3z € R:y = f(x) in der Form {z € M : A(z)}
schreiben.

(¢) Die Menge der differenzierbaren reellwertigen Funktionen auf R.
Hier ist M = F(R,R) die Menge aller reellwertigen Funktionen auf R und A(f) =
Va e R:3L € R :lim,_o(f(z) — f(a))/(x —a) = L.

3. Aussagen mit Quantoren haben die Standardform 3z € M : A(z) bzw. Vo € M : A(z),
wobei M eine Menge und A eine Aussageform ist. Schreiben Sie folgende Aussagen um,
so dass alle beteiligten Quantorenausdriicke in dieser Standardform auftreten.

(a) Jz,yeR:z >y
Eine Moglichkeit ist M = R? und A(z) = z; > 23, also 3z € R? : 2; > 2. Eine
weitere Moglichkeit ist M =R, A(z) =3y e R:z > y.

(b) Ve>0:36>0:VyeR, |z —y|<d:|f(z)— fly)| <e
Hier benétigt man die Mengen (0,00) und Bs(z) = {y € R : |z — y| < ¢}. Damit
schreibt man Ve € (0,00) : 36 € (0,00) : Yy € Bs(x) : |f(z) — f(y)| <e.

4. Bei der Uberpriifung von Stetigkeit oder Differenzierbarkeit konnen die Sitze iiber Viel-
fache, Summen, Produkte, Quotienten und Verkettungen angewendet werden, wenn die
konkrete Funktion als Mischung aus Vielfachen, Summen, Produkten, Quotienten und
Verkettungen geschrieben werden kann. Dazu muss man die Verkniipfungsstruktur genau
erkennen und das macht man wieder durch das Einfiihren neuer Funktionsnamen. So ist
etwa f(z) = 4sin(z — cos(z)) von der Form f = AF mit F = sinog, ¢ = h + k und
h(z) =z, k = (—1) cos. Zerlegen Sie folgende Ausdriicke in elementare Verkniipfungen.

(a) (5exp(x) + z?)/(exp(3z) + %)
Mit fi = 5exp, fo(z) = 22, f3 = fi + fo, fa(x) = 32, f5 = expofy, fo(z) = 2%,
fr=1rs+foist f=fs/fr.

(b) f(z,y) = sin(zy) + cos(3z + exp(y)) mit (z,y) € R?
Wir definieren Funktionen auf R? durch fi(z,y) = xy, fa(z,y) = 3z und f3(z,y) =
exp(y). Beachten Sie, dass fy und f3 auch Funktionen von zwei Variablen sind, um
sicherzustellen, dass die Verkniipfungen fy = fo + f3, fs = cosofys und f = fr+ f5
Funktionen zweier Variablen sind. Hier ist f; = sinofj.

5. Um Definitionen anwenden zu kénnen, muss ein konkreter Ausdruck normalerweise durch
Umbenennung in die passende Form gebracht werden. So kann z.B. das Label “konvergent”



nur dann vergeben werden, wenn die Situation durch Einfithrung sinnvoller Namen mit
der Form der Definition

lim a,=a < Ve>0:ANeN:VYn>N:|a, —al<e

n—0o0

zur Deckung gebracht werden kann. Statt ¢, N, n, a,, a kdnnen natiirlich andere Buch-
staben benutzt werden. Wichtig ist nur, dass die Form exakt gleich ist.

(a) Bei gegebenem € > 0 gelte |a, +1/n—a+4| < 5¢ falls n > 2/e. Konvergiert hier was?
Fiihren Sie geeignete Abkiirzungen ein, um die Definition anwenden zu kénnen.
Zunéchst geht es hier um die Folge (¢j,) mit ¢, = a, + 1/n und den Grenzwert
¢ = a — 4. Wir wollen zeigen, dass dann

Vn>0:IM eN:Vn>M:|c, —c| <n

gilt. Dazu geben wir irgend ein 1 > 0 vor. Setzt man dann e = /5 und wéhlt man
M € Nmit M > 2/e+ 1, so gilt fiir alle n > M, die Abschitzung |c¢, — c| < n. Also
konvergiert ¢, gegen c.

6. Auch beim Anwenden von Satzen muss erst durch Einfiihrung von geigneten Abkiirzungen
die spezielle Form in die allgemeine des Satzes iiberfiihrt werden. Ubrigens: je mehr Er-
fahrung Sie haben, desto schneller sehen Sie diese Ubersetzung und schlieSlich geht das
automatisch. Nur wenn es sehr verwirrend wird, muss man durch gute Abkiirzungen wieder
Klarheit schaffen. Als Beispiel wenden Sie bitte den Mittelwertsatz: Seia < b, f : [a,b] — R
stetig und differenzierbar in (a,b). Dann gibt es & € (a,b) so dass (f(b) — f(a)/(b—a) =
f/(€). in der folgenden Situation an.

(a) Sei f : (a,b) — (0,00) differenzierbar und seien z,y € (a,b). Was konnen Sie zum
Ausdruck 1/f(z) — 1/f(y) sagen? Fiihren Sie geeignete Abkiirzungen ein (was ent-
spricht a,b im Mittelwertsatz, was entspricht f im Mittelwertsatz etc.).

Die Funktion um die es hier geht ist offensichtlich g = 1/f auf dem Intervall [A, B]
wobei A = min{z,y} und B = max{z,y}. Haben Sie stillschweigend vorausgesetzt,
dass < y gilt ... Atsch. Es kann sogar = y moglich sein. Deshalb sind hier zwei
Fille zu beachten. Im Fall x = y gilt offensichtlich g(x) — g(y) = 0. Im Fall =z # y
kann der Mittelwertsatz benutzt werden, da A < B ist und g stetig auf [A, B] ist ja
sogar differenzierbar auf dem abgeschlossenen Intervall. Also gibt es ein £ € (A, B) so
dass g(B) — g(A) = ¢'(¢)(B — A) gilt. Nun ist entweder x = A oder z = B. In jedem
Fall erhalten wir (eventuell nach Multiplikation mit -1) g(z) — g(y) = ¢'(§)(x — ).
Jetzt muss man die neuen Namen wieder vernichten und beachten, dass ¢’ = —f'/f2.

Also ) ) f'(f)
@ W Pol Y

fiir ein & zwischen x und y.

7. Zum Schluss noch ein kleines Spiel mit Funktionen. Eine Funktion wird dadurch definiert,
dass man die Definitionsmenge D, die Wertemenge FE und eine eindeutige Zuordnungs-
vorschrift angibt, so dass jedem Element von D ein Element von E zugeordnet wird. Die
folgenden Ausdriicke beinhalten eine Zuordnungsvorschrift, allerdings fehlen die Angaben
iiber Definitions- und Wertebereich. Wihlen Sie sinnvolle Mengen D, E und einen Funkti-
onsnamen F', so dass F': D — E mit der angegebenen Vorschrift tatsédchlich eine Funktion
beschreibt.

(a) ur—u
Als Beispiel wihlen wir A als die Menge der differenzierbaren Funktionen auf R und
B als die Menge aller Funktionen auf R. Die Abbildung nennen wir D : A — B mit
der Vorschrift D(u) = v’



(b)

Sei t € R fest. Die Vorschrift sei u +— u/(t).

Hier kommen Zahlen als Ergebnis raus! Also £ = R und A ist wieder die Menge
der differenzierbaren Funktionen auf R. Die Abbildung F' : A — R liefert also die
Ableitung an der festen Stelle ¢, d.h. F(u) = u'(t).

Sei t € R fest. Die Vorschrift sei u(t) — u'.

Hier wird einer Zahl eine Funktion zugeordet. Damit insgesamt die Vorschrift zu
einer Funktion wird, ist als Definitionsmenge D = {u(t)} zu wéhlen und als Werte-
menge {u'} fiir eine feste Differenzierbare Funktion u auf R. Die Funktion ist also
langweilig: dem einzigen Element des Definitionsgebiets wird das einzige Element des
Wertebereichs zugeordnet.

u —u

Hier wird einer Funktion eine Stammfunktion zugeordnet. Da sich zwei Stammfunk-
tionen immer um eine Konstante unterscheiden koénnen, ist aber nicht klar, welche
Stammfunktion genommen werden soll. Durch Festlegen eines Funktionswertes der
Stammfunktion an einer bestimmten Stelle kann die Eindeutigkeit der Zuordnung
erreicht werden. Wir wahlen deshalb D als die Menge aller Ableitungen von diffe-
renzierbaren Funktionen auf R und den Wertebereich F als Menge aller reelwertigen
Funktionen auf R. Dann definiert die Zuordnung F' : w +— (Stammfunktion W von w

mit W (0) = 0) eine Abbildung F': D — E.
b
f— fa f(x) dzx
Hier ist z.B. D die Menge aller integrierbaren Funktionen auf [a,b] und E = R. Die
Abbildung F : D — FE ist durch F(u) = fab u(t)dt gegeben.
fro (@ [ () dt)
Sei D wieder die Menge aller integrierbaren Funktionen auf [a,b] aber E sei nun

(z.B.) die Menge aller Funktionen auf [a,b]. F' ordnet also jeder Funktion f € D die
Funktion F(f) zu mit F(f)(z) = [ f(¢)dt.



