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Aufgabe 1: Gleichheit von Funktionen

Kann es sein, dass zwei Funktionsvorschriften unterschiedlich “aussehen” und trotzdem die glei-
che Funktion beschreiben? Hier ist ein Beispiel: Finden Sie eine moglichst groBe Menge D C R,
so dass die folgenden Funktionen gleich sind.

D — R D — R
r +— 3xr—1 x = 22+1

Zwei Funktionen sind gleich, wenn sie gleiche Definitions- und Wertemengen haben und wenn
sie bei gleichen Argumenten gleiche Funktionswerte produzieren. Gleiche Funktionswerte treten
bei den Argumenten z auf, wo 3z — 1 = 22 + 1 ist, d.h. wenn 22 — 3z + 2 = 0 gilt. Da
22 —-324+2= (v—1)(z—2), ist D = {1,2} die gréBte Menge auf der die Zuordnungsvorschriften
die gleichen Werte liefern.

Aufgabe 2: Stetigkeiten

Sei f: R — R. Welche Aussage charakterisiert Stetigkeit, welche gleichméBige Stetigkeit?
(Bem: “charakterisiert” bedeutet “ist dquivalent zu”. Wenn Sie also der Meinung sind, dass eine
Aussage weder Stetigkeit noch gleichméBige Stetigkeit charakterisiert, dann miissen Sie entweder
ein konkretes Beispiel mit einer unstetigen Funktion angeben, so dass die Aussage wahr ist, oder
ein Beispiel mit einer stetigen Funktion, fiir das die Aussage falsch ist.)

1. 3e>0:¥0>0:Vo,y e R, |z —y| <d:|f(z) — fly)| <e
Waihlt man f als Heaviside Funktion und € = 2 so gilt unabhéngig von der Lage von x
und y, dass |f(z)— f(y)] <1 < e ist. Die Aussage ist also fiir eine unstetige Funktion wahr
und charakterisiert damit keine Stetigkeit.

2.VzeR:30>0:Ve>0:VyeR, |z —y|<d:|f(z)— fly)| <e
Wiihlt man eine nicht-konstante stetige Funktion (z.B. f :  — z), so kann man zeigen,
dass die Aussage falsch, bzw. ihre Negation wahr ist. Die Aussage charakterisiert also
keine Stetigkeit. Zum Nachweis brauchen wir zunéchst die Negation (haben Sie das auch
geschafft?)

JzeR:V6>0:3e>0:TyeR, |z —y|<d:|f(x)— fly)] >e€

Eine Existenzaussage zeigt man am einfachsten durch eine konkrete Angabe. Sei dazu
z = 0, > 0 beliebig, € = §/4 und y = /2. Dann gilt [z — y| < § und tatsdchlich
If(@) = fW)l = e -yl =6/2>5/4=e

3. Ve>0:Vo,ye R:30>0,|lz —y| <d:|f(z)— fly)| <e
Auch hier kann man zeigen, dass die Aussage nicht fiir jede stetige Funktion wahr ist
und damit keine Stetigkeit charakterisiert. Wir wéhlen wieder f :  — z und nehmen
e =1, 2 =0, y = 100. Dann gilt fiir jedes § > 0, was 0 > |z — y| = 100 erfiillt, dass
[f(z) — f(y)| = |z —y| = 100 > 1 = € ist. Die Negation ist also fiir eine stetige Funktion
wahr.

4. Ve eR:Ve>0:30>0:VyeR, |z —y|<d:|f(z)— fly)| <e
Das ist die € — § Definition der Stetigkeit.

5. Ve>0:30>0:Vz,y e R,z —y|<d:|f(x) — fly)| <e
Das ist die € — § Definition der gleichméfigen Stetigkeit.

Aufgabe 3: Matrixdarstellung linearer Abbildungen

Wenn Sie gewisse Klimmziige in Vektorriumen wie Basiswechsel oder Matrixdarstellung von linearen
Abbildungen nicht nachvollziehen kénnen, liegt das vielleicht daran, dass Sie nicht die “richtigen” Bei-
spiele vor Augen haben. Mein Rezept fiir bessere Beispiele: Denken Sie an Vektorrdume, deren Elemente
keine Zahlentupel sind, d.h. bei denen sich die Vektoren deutlich von ihren Koordinaten(vektoren) unter-
scheiden. Diese deutliche Trennung ist sehr wichtig, wenn es um Basisdarstellungen von Vektoren oder
linearen Abbildungen sowie um das Verhalten dieser Darstellungen bei Basiswechseln geht.

Besonders geeignet sind hierzu die Polynomriaume: die Vektoren sind Polynome, also Funktionen auf kon-
tinuierlichen Mengen (Intervallen) und daher sicherlich nicht mit Zahlentupeln zu verwechseln. Auierdem
werden fiir wichtige Anwendungen (Interpolationsaufgaben) unterschiedlichste Basen bendtigt, zwischen
denen immer wieder gewechselt werden muss. Schliellich gibt’s viele sinnvolle lineare Abbildungen auf
den Polynomen, zu deren Definition keine Basis eingefiihrt werden muss (koordinatenfreie Definition).
Solche Beispiele veranschaulichen den Effekt von Matrixdarstellungen zu linearen Abbildungen. Aber
jetzt mal konkreter:

1. Zeigen Sie, dass der Vektorraum P, der reellen Polynome vom Grad < d einen Unterraum

des Vektorraums V' = F(R,R) aller reellen Funktionen auf R darstellt (Summe und skalare
Multiplikation sind wie {iblich punktweise definiert, d.h. (f + g)(z) := f(z) + g(x) und
(Af)(@) :== Af(z) fir alle z € T und X € R).
Es muss nur die Abgeschlossenheit beziiglich den beiden Operationen gezeigt werden. Da
Polynome vom Grad < d durch die Form z — ag + a1z + - - - + aga? definiert sind mit
a; € R, zeigt sich sofort, dass auch Summen und Vielfache wieder von dieser Form sind.
Damit ist Py ein Unterraum.

2. Sei a € R. Die Abbildung 7, : V — V definiert durch Z,(f) : = — f(z — a) heifit
Translation (wieso?). Zeigen Sie, dass 7, linear ist und das 7, den Unterraum P, in sich
selbst abbildet.

Der Graph von 2 — f(z — a) ist der um a verschobene Graph von f (hat f bei Z z.B. ein
Maximum, so hat 7,(f) das Maximum bei Z+a, d.h. das Maximum wird um a verschoben).
Die Linearitét rechnet man leicht nach: fiir beliebiges x in R und alle «, 5 € R gilt

[Ta(af + B9)] (z) = (af +Bg)(x—a) = af(x—a)+Bg(z—a) = o [Ta(f)] (x) + B [Ta(9)] ()

so dass wegen der Definition von Gleichheit von Funktionen gilt 7o (af + B9) = aZa(f) +
B7,(g). Die Tatsache, dass 7, den Raum P, in sich selbst abbildet ist eine Konsequenz
des binomischen Satzes. Fiir alle Monome g, : © — 2™ mit n < d gilt ndmlich

Tala))0) = @ — )" =3 ()t

k=0

d.h. 7,(gy) ist Element von P,, C Py. Da jedes Element von P, als Linearkombination von
Monomen geschrieben werden kann, folgt die Aussage mit der Linearitét von 7.

3. Sei y € R. Die Abbildung 4, : V — R definiert durch d,(f) = f(y) heift Punktauswertung
in y (wieso?). Zeigen Sie, dass ¢, linear ist.
Na klar, weil 6, (f) der Funktion f ihren Funktionswert in y zuordnet. Linearitéit folgt mit
dhnlicher Rechnung wie in (2).



4. Sei o > 0. Die Abbildung S, : V' — V definiert durch S,(f) : 2 — f(oz) heifit ... schlagen

Sie was vor! Zeigen Sie, dass S, linear ist und das S, den Unterraum P, in sich selbst
abbildet.

Ein sinnvoller Name wire Streckung bzw. Skalierung. Die Linearitét rechnet man nach wie
in den vorherigen Beispielen. Das Polynome wieder Polynome werden zeigt man wie in (2)
durch Betrachtung der Monome.

. Seim : x — 2% —2. Zeigen Sie, dass die Abbildung M : V' — V definiert durch punktweise
Multiplikation mit dem festen Polynom m, also M(f) : & — m(z)f(x), linear ist und Py
in P42 abbildet.

Linearitét ergibt sich daraus, dass in jedem Punkt z, der Polynomwert m(z) ausgeklam-
mert werden kann. Da sich der Grad eines Polynoms bei Multiplikation mit m um 2 erhéht,

folgt M(Pg) C Pato.

. Geben Sie die Matrixdarstellung von 6; : P» — R in der Monom-Basis (qo, ¢1,¢2) mit
qr © © — z* an. Wie lautet die Matrixdarstellung beziiglich der Basis (po,p1,p2) mit
pr:x e (2 —1)F?

Sei @ = apqo + a1q1 + a2q2 ein beliebiges Polynom in Py. Dann gilt

51(Q) = Q(1) = apgo(1) + arq1 (1) + azqe(l) =ap+ a1 +az= (1 1 1) | ay
ap

Die Matrixdarstellung der Punktauswertung in 1 beziiglich der Basis aus Monomen ist
also (1 1 1). Genauso gilt fiir ein Polynom P = bopg + bip1 + bapa

(51(P) = bopo(l) + blpl(l) erz(]g(l) =by-14+a;-0+ay-0= (1 0 0) by
by

Die Matrixdarstellung der Punktauswertung in 1 beziiglich der Basis aus verschobenen
Monomen ist also (1 0 0). Also: gleiche Abbildung - zwei verschiedene Matrixdarstel-
lungen je nach Wahl der Basis. Das Sie die eine Matrixdarstellung aus der anderen ableiten
konnen, wenn Sie die passende Basiswechselmatrix ermittelt haben, kénnen Sie ja mal aus-
probieren.

. Geben Sie die Matrixdarstellung von 77 : P — P3 in der Monom-Basis (g, q1, ¢2) an. Wie
lautet die Matrixdarstellung beziiglich der Basis (pg, p1,p2)?

Mit dem gleichen Zugang wie oben betrachten wir 77(Q). Dazu miissen wir 77(gx) aus-
rechnen und das Ergebnis wieder in der gleichen Basis darstellen, d.h.

Ti(q0) = 9o, Ti(q1) = q1 — qo, Ti(q2) = 2 — 291 + qo
Fiir Q = aoqo + a1q1 + a2¢2 gilt dann mit Linearitat
T1(Q) = aogo + a1(q1 — go) + a2(g2 — 2q1 + go) = (a0 — a1 + az)qo + (a1 — 2a2)q1 + azqs.

Der Ubergang von den Argumentkoordinaten a = (ag,a1,as)” zu den Bildkoordinaten
y = (ap — a1 + a2, a1 — 2az, a2)” ist damit durch die Gleichung y = Tha gegeben mit der
Matrix

1 -1 1
Tih=(0 1 =2
0 0 1

Fiir die Matrixdarstellung in der Basis (po, p1,p2) starten wir mit einem beliebigen Poly-
nom P = bopy + bip1 + bepe. Um 77(P) zu berechnen, benétigen wir die Darstellung von
T1(pk) in der Basis p, d.h.

Ti(po) =po,  Tilp) =pi—po,  Ti(p2) = (p1—po)> = P} —2pop1+p5 = P2—2p1+1o

Also wieder
T1(P) = bopo + b1(p1 — po) + ba(p2 — 2p1 + po) = (bo — b1 + b2)po + (b1 — 2b2)p1 + bap2

so dass die Matrixdarstellung in der Basis (pg, p1, p2) wieder durch T} gegeben ist. Es kann
also auch passieren, dass verschiedene Basen zur gleichen Matrixdarstellung fiihren.

. Geben Sie die Matrixdarstellung von M : P; — Pz an beziiglich der Basis (go, ¢1) von P;

und (po, p1, 2, p3) von Ps.
Wir starten mit einem Polynom @ = agqo + a1q1. Wegen m = g2 — 2qq

M(Q) = agm + armq1 = ao(q2 — 2q0) + a1(g3 — 2q1)
und go = po, gk = (p1 — po)*, px = pf fiir k > 1, ergibt sich
M(Q) = ao(p} — 2p1 + po — 2po) + a1(p} — 3p% + 3p1 — po — 2(p1 — Po))

also
M(Q) = (a1 — ao)po + (a1 — 2ag)p1 + (aop — 3a1)p2 + aips.
Die Matrix zur linearen Abbildung M ist daher

-1 1
2 1
M=11 3
0 1



