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5. BEWEISE

Ein Satz ist eine wahre Aussage. Sein Beweis (d.h. der Nachweis der
Wahrheit) besteht tiblicherweise aus einer logischen Kette wahrer Aus-
sagen, die am Ende die Aussage des Satzes impliziert.

Aus dieser Beschreibung erkennen Sie, dass Beweisen ein rekursiver
Prozess ist: um zu zeigen, dass eine Aussage wahr ist, werden weitere
wahre Aussagen und damit weitere Beweise benotigt. Teilabschnitte
dieser rekursiven Reise enden immer dann, wenn eine Aussage auftritt,
deren Wahrheitswert schon tiberpriift wurde (Satz), die als wahr an-
genommen wurde (Axiom), oder die nur eine sprachliche Vereinbarung
widerspiegelt (Definition).

Bei jeder Teilaussage die nicht von diesem Basistyp ist, muss die Beweis-
Reise allerdings weitergehen, wobei die gleichen Regeln gelten wie fiir
den Beweis der Ausgangsaussage (das Wort muss ist hier die entschei-
dende Anleitung zu einem giiltigen Beweis — solange Sie nicht auf einen
Satz, eine Definition oder ein Axiom verweisen konnen miissen Sie wei-
ter beweisen). Insgesamt ist die Reiseroute aber so zu wihlen, dass
mit jeder weiteren Teilaussage die Riickfithrung auf bekannte Sitze,
Axiome oder Definitionen néaher riickt. Da dieser Teil Planung und
Kreativitiat verlangt (d.h. Verstdndnis der Aufgabenstellung, eine ge-
wisse Ubersicht iiber das Problem, eine Losungsstrategie), lassen sich
hier nur wenig Rezepte angeben. Durch eine klare Strukturierung lasst
sich aber zumindest Konfusion vermeiden, so dass die Gedankenarbeit
an der richtigen Stelle ansetzen kann. Hier ist ein Versuch der Struk-
turierung.

5.1. Rekursives Rezept. Die folgenden Regeln gelten fiir alle Aussa-
gen, die in einem Beweis auftreten, also sowohl fiir die Ausgangsaussage
(die eigentliche Behauptung) als auch fiir die Teilaussagen, die wihrend
der Beweisfiihrung zu kléren sind.

5.1.1. Beim Aufschreiben ist Ordnung das ganze Leben. Formulieren
Sie die Aussage prdazise. Dabei hilft die symbolische Schreibweise (Quan-
toren, logische Verkniipfungen, Mengen etc.), um Mehrdeutigkeiten der
Alltagssprache zu verhindern.

5.1.2. Auflosung von Definitionen. Enthélt die Aussage eine “Stan-
dardaussage”, d.h. eine Aussage, die in @hnlicher Form immer wieder
auftaucht und deshalb durch eine Definition abgekiirzt wurde (z.B.
lim,, . a, = a, [ ist stetig, f ist differenzierbar, fab f(x)dx = ¢, etc.),
so losen Sie die Definition auf: ersetzen Sie die Standardaussage durch
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die in der Definition angegebenen dquivalenten und detaillierten Bedin-
gungen. Anstelle von Definitionen kann man zur Auflésung von Stan-
dardaussagen aber auch Charakterisierungen verwenden (z.B. die € — §
Charakterisierung der Stetigkeit anstelle der lim-Definition). Je nach
Situation kann es auch hilfreich sein, die Behauptung durch eine hin-
reichende Bedingung zu ersetzen (z.B. Stetigkeit durch Differenzier-
barkeit). Dann ist natiirlich mehr als nétig zu beweisen — aber warum
nicht, wenn die Voraussetzungen das zulassen.

5.1.3. Textversatzstiicke und Fortsetzung der Rekursion.

A) Die Aussage ist eine Implikation A = B.

B)

Aus dem Bauch heraus (oder mit Hilfe der Wahrheitstabelle,
wenn Sie sich nicht auf Ihren Bauch verlassen — was zu empfeh-
len ist) ist klar was zu tun ist: Sie nehmen an A ist wahr und
zeigen, dass auch B wahr ist. In diesem Fall ist die Implikation
wahr. Den verbleibenden Fall, dass A nicht wahr ist brauchen
Sie nicht zu untersuchen, da in diesem Fall A = B per Defini-
tion wahr ist. Im Beweistext schreiben Sie: Wir nehmen an,
A ist wahr und miissen zeigen dass B wahr ist. Dies
definiert auch sofort die néchste Teilaufgabe: mit der Aussage
B zuriick zu Abschnitt 5.1.1.

Allgemeiner gilt: ist die Aussage eine logische Verkniipfung von
Aussagen, so sagt IThnen die Wahrheitstabelle welche Wahrheits-
werte fiir die beteiligten Aussagen zu iiberpriifen sind, damit die
Verkniipfung wahr ist. Genauso kénnen Sie hier durch Anwen-
dung von Tautologien die Verkniipfung anders darstellen (z.B.
ist eine Aquivalenz gleichbedeutend mit zwei Implikationen).
Mit den erforderlichen Teilaussagen gehen Sie jeweils zurtick zu
5.1.1

Die Aussage ist von der Form Vx € M : A(x).

Die Aufgabe ist hier zu zeigen, dass die Aussage A(z) fiir jede
Wahl von x € M wahr ist (siehe Definition des Quantors V). Im
Beweistext schreiben Sie: Set x € M. Wir miissen zeigen,
dass A(x) wahr ist. Dies definiert auch sofort die néchste
Teilaufgabe. Fiir das gegebene x € M muss nun die Aussage
A(x) validiert werden ... also mit der Aussage A(z) zuriick zu
Abschnitt 5.1.1.

Die Aussage ist von der Form 3z € M : A(x).

Hier wird es etwas kniffliger. Die Aussage verlangt die Angabe
eines © € M, so dass A(z) wahr ist. Dieses Element x ist konkret
anzugeben! Ublicherweise bendtigt man zur Konstruktion von
wahre Aussagen, die im Beweis bereits aufgetreten sind (z.B. die



21

Voraussetzung wenn die Gesamtaussage eine Implikation ist),
oder man erhélt die Existenz durch Anwendung von Sétzen.
Im Beweis schreibt man: Wir suchen ein x € M, so dass
A(x) gilt. Um klarer zu sehen, wie das x gewihlt werden muss,
gehen Sie mit A(z) zuriick zu Abschnitt 5.1.1. Sie arbeiten also
rekursiv weiter um die Aussage A(z) in eine handlichere Form
zu bringen. Dabei miissen Sie aber von nun an Thre Augen offen
halten, ob ein = gefunden werden kann, so dass A(x) gilt.

E) Sie konnen einen Satz anwenden, um die Aussage nachzuweisen.
Schreiben Sie dazu den Satz noch einmal auf, und tiberpriifen
Sie sorgfiltig, ob alle Voraussetzungen erfiillt sind. Dabei kénnen
alle wahre Aussagen, die im Beweis bis zu diesem Punkt schon
aufgetreten sind benutzt werden. Vorsicht: benutzen Sie beim
Aufschreiben des Satzes Bezeichnungen, die nicht mit bereits
benutzten Bezeichnungen im Beweis kollidieren.

F) Sie kommen mit der Aussage nicht weiter. Denken Sie daran,
dass manchmal ein indirekter Beweis helfen kann. Sie formulie-
ren dazu (mit Hilfe einer logischen Tautologie) die Aussage um.
Statt z.B. eine Implikation direkt zu beweisen, konnen Sie es
mit einer Kontraposition oder einem Widerspruchsbeweis ver-
suchen (Details siehe Vorkurs).

G) Falls Sie durch den Verlauf des Beweises daran zweifeln, ob die
zu beweisende Aussage iiberhaupt stimmt, konnen Sie mit den
bereits durchgefiihrten Schritten versuchen ein Beispiel zu kon-
struieren, so dass die zu beweisende Aussage logisch korrekt auf
eine falsche Aussage fithrt. Dann haben Sie ein Gegenbeispiel
und die Ausgangsfrage, wenn auch negativ, beantwortet.

5.2. Training. Um den Beweisprozess zu iiben, beginnen Sie am be-
sten mit ganz offensichtlichen Aussagen. In solchen Féllen ist der kreati-
ve Anteil des Beweises auf ein Minimum reduziert, so dass Sie sich ganz
auf die Strukturierung konzentrieren kénnen. Eine andere Moglichkeit
ist, Beweise aus der Vorlesung oder aus Lehrbiichern besser d.h. im Sin-
ne des obigen Rezepts zu strukturieren. Die bendtigten Ideen sind dann
bereits vorgegeben und es gilt nur noch, die vielen Liicken zu schlieflen
(aus Griinden der Zeit- bzw. Druckkostenersparnis werden némlich oft
nicht alle Aussagen solange verfolgt, bis man auf einen Satz, ein Axi-
om oder eine Definition stofit). Als elementare Verhaltensregel beim
sorgfiltigen Beweisen gilt:

Egal was Sie hinschreiben, geben Sie tmmer eine sorgfiltige Begrindung
an! Als sorgfiltige Begrindungen zdhlen nur sorgfdltige Anwendungen
von Sdtzen bzw. Definitionen, oder sorgfiltige Begrindungen.
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Die Verhaltensregel ist natiirlich wieder rekursiv. Letztlich kann eine
sorgfiltige Begriindung also nur mit einem Verweis auf einen Satz oder
eine Definition enden.

5.2.1. Fin einfaches Beispiel. Dieses Beispiel ist wihrend eines Ge-
spriachs mit einer Studentin enstanden. Zunéchst unterhielten wir uns
iiber die Beschreibung von Sachverhalten mit Quantoren. Auf die Fra-
ge, wie man streng monoton wachsende Funktionen f : R — R cha-
rakterisiert, kamen wir nach einigen Skizzen von Funktionsgraphen auf
die Bedingung

(1) VeeR:Yy>uz: fy) > f(z).
Die in der Vorlesung angegebene Definition
(2) Ve,ye R:zx<y= f(z) < f(y).

klingt zwar so dhnlich sieht aber formal anders aus. Ich forderte die
Studentin auf, die Aquivalenz der beiden Bedingungen zu beweisen.
Darauf erntete ich zunéchst nur einen unglédubigen Blick und den Satz
“Das ist doch klar”. Dies ist eine typische Situation fiir einen einfachen
Beweis und damit eine optimale Trainingssituation Beachten Sie, dass
Sie sich solche Aufgaben leicht selbst basteln konnen, indem Sie gege-
bene Aussagen nach Ihrem Geschmack und Verstdndnis umformulieren
und dann die Frage stellen, ob Sie den Sinn bei der Umformulierung
gedndert haben oder nicht.

Wenden wir jetzt aber mal das rekursive Rezept an. Wir beginnen
mit Punkt 5.1.1 und rdumen zunéchst einmal auf. Die Aussagen um
die es hier geht sind zwar klar, aber nicht ganz in Standardform. Die
Standardform einer Allquantor-Aussage ist ndmlich Ym € M : A(m).
In der Aussage (1) fehlt beim zweiten V offensichtlich die Menge M.
Das ist leicht repariert mit einem Intervall

(3) A: VYreR:Vye (x,00): f(y) > f(z).
Die Aussage (2) ist ebenfalls nicht ganz sauber. Hier schreiben wir
(4) B: Y(zr,y)eR?:z<y= f(x) < fly)

Die zu beweisende Aussage ist also von der Form A < B. Nach Rezept
5.1.3 Punkt (B) ersetzen wir die Aussage durch zwei Teilaussagen A =
B und B = A, die jeweils bewiesen werden miissen. Wir beginnen mit
A = B. Da es sich bei der Aussage um eine Implikation handelt, sagt
uns 5.1.3 Punkt (A), dass der Beweistext Wir nehmen an, A ist wahr
und zeitgen B. lautet. Jetzt schauen wir uns an, was sich genau hinter
B verbirgt. Wir miissen ja wissen was wir zu zeigen haben. Geméss
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(4) handelt es sich um eine Allquantor-Aussage so dass der néchste
Beweistext durch 5.1.3 Teil (C) gegeben ist:

Sei (x,y) € R?. Wir miissen zeigen, dass v <y = f(x) < f(y) wahr
15t.

Im néchsten Rekursionsschritt ist also wieder eine Implikation zu zei-
gen, was mit 5.1.3 Punkt (A) zum Text Wir nehmen an v < y und
zeigen f(x) < f(y). fithrt. Um schliesslich die Aussage f(z) < f(y)
zu zeigen, greifen wir auf die Voraussetzung, d.h. auf die Aussage A
zuriick. Um diese anwenden zu konnen, sind aber zunéchst einige klei-
ne Vorbereitungen notig.

Da A als wahr angenommen ist (siehe (3)), konnten wir die enthaltene
Aussage f(y) > f(x) benutzen, sofern wir in der Lage sind nachzuwei-
sen, dass x € R und y € (z,00) gilt. Was wissen wir iiber die von uns
benutzten Gréflen x und y? Um diese Frage zu beantworten miissen Sie
den bisherigen Beweistext lesen. Da steht sauber und ordentlich genau
das, was wir iiber die relevanten Grossen wissen. In diesem Fall sind es
zwei Aussagen (x,y) € R? und z < y.

Nach Definition von R? folgt aus (z,y) € R?, dass z € R und y € R.
Ausserdem folgt mit der Definition des Intervalls

(5) (r,00) ={u e R|x < u},

und den beiden Aussagen y € R und x < y, dass tatsichlich y € (z, 00)
gilt. Beachten Sie, dass zur Begriindung der letzten beiden Aussagen
x € Rund y € (x,00) jeweils Definitionen zur sorgfiltigen Begriindung
angegeben wurden.

Insgesamt sagt uns jetzt die Voraussetzung, dass wie gewiinscht f(z) <
f(y) gilt, womit der erste Teil des Beweises beendet ist.

Wenden wir uns nun der Implikation B = A zu. Die Beweiszeile lautet
also geméB 5.1.3 Punkt (A) Wir nehmen an, B sei wahr und zeigen A.
Da A von der Form Vx € R : C(x) ist, fithren wir mit 5.1.3 Punkt (C)
den Beweis fort. Sei x € R. Wir missen zeigen, dass C(x) wahr ist.
Ein Blick auf (3) verrit, dass C(x) gleich der Aussage Vy € (z,00) :
f(y) > f(z) ist. Erneut greifen wir zu 5.1.3 Punkt (C) und schreiben Sei
y € (z,00). Wir missen zeigen dass f(y) > f(x) ist. Zum Nachweis
der Aussage f(y) > f(z) juckt es natiirlich in den Fingern, unsere
Voraussetzung d.h. Aussage B anzuwenden. Geméss der Definition (5)
des Intervalls (z,00) impliziert die Aussage y € (x,00) dass y € R
und x < y ist. Ferner erkennen wir aus unserem bisherigen Beweis,
dass z € R gilt. Nach Definition von R? folgt also (x,y) € R?. Damit
wissen wir (z,y) € R? und z < y, so dass die Voraussetzung B die
Wahrheit der Aussage f(z) < f(y) impliziert. Dies schlieBt den Beweis
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ab. Fassen wir alles ohne Gemurmel zusammen, so ergibt sich nach
einigen sprachlichen Umstellungen folgender Beweistext.

Satz 1. Die beiden Aussagen
A: VzeR:Vye(x,0): f(y) > f(z)
und

B: VY(z,y) eR*:2z<y= f(z) < f(y)
sind dquivalent

Beweis: Um A = B zu zeigen, nehmen wir an, A ist wahr und zeigen,
dass B wahr ist. Um B zu zeigen, sei (z,y) € R?. Wir miissen zeigen,
dass ¢ < y = f(x) < f(y) wahr ist. Um =z < y = f(x) < f(y) zu
zeigen, nehmen wir an x < y und zeigen f(z) < f(y). Da nach Defini-
tion von R? sowohl z € R als auch y € R gilt und nach Definition von
(x,00) die Aussage y € (x, 00) richtig ist, konnen wir die Voraussetzung
benutzen und erhalten f(z) < f(y).

Um B = A zu zeigen, nehmen wir an, B ist wahr und zeigen, dass A
wahr ist. Um A zu zeigen sei + € R. Wir miissen zeigen, dass Vy €
(0,00) : f(y) > f(z) gilt. Sei dazu y € (0, 00). Wir miissen zeigen, dass
f(y) > f(x) ist. Nach Definition des Intervalls (x,00) ist aber y € R
und x < y. Da auch nach Definition von R? das Paar (z,y) in R? liegt,
folgt mit der Voraussetzung wie gewiinscht f(z) < f(y). n

Diesen Beweis kann man natiirlich deutlich straffen:

Sei (z,y) € R? mit # < y. Dann gilt € R und y € (x, 00) so dass mit
A sofort f(y) > f(x) folgt. Dies beweist die Aussage B.

Sei umgekehrt # € R und y € (0,00). Dann ist (z,y) € R? und z < y
so dass mit B die Aussage A folgt. |

Vergleichen Sie einmal beide Beweise. Ein grofler Teil der ausfiihrlichen
Variante besteht darin, klar zu machen, was {iberhaupt zu zeigen ist.
In der kurzen Variante kommt dieser Teil nur bruchstiickhaft vor. So
ist z.B. die Passage Sei (z,y) € R? mit z < y. eine Kurzfassung der
Auflosung des Allquantors und der Implikation. Aulerdem taucht in
der Kurzfassung der Verweis auf die Definition von R? und (x, 00) nicht
auf. Streng genommen ist der kurze Beweis also nicht sorgféltig und
nur fiir jemanden mit hinreichender Erfahrung wirklich unmittelbar zu
verstehen.

5.2.2. Fine Klausuraufgabe.
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Satz 2. Seien a,c € R und f : R — R. Gibt es zu jedem € > 0 ein
d >0, so dass |f(x)—c| < € falls |[x—a| < § gilt, soistlim, ., f(z) = c.

Zunéchst bringen wir die Aussage in Quantorensprache, damit unser
Rezept besser greifen kann. Wenn Sie diesen Schritt im Schlaf beherr-
schen, konnen Sie natiirlich auch direkt mit dem Beweis loslegen. Die
¢ — 0 Voraussetzung iibersetzt sich so
A: VYee(0,00):36 € (0,00):Vz e (a—d,a+0):|f(x)—cl<e
und die Behauptung ist
B: lim f(z) =c.
r—a

Die zu beweisende Aussage ist also von der Form A = B, so dass der
Beweis mit Um A = B zu zeigen, nehmen wir an, A sei wahr und
zeigen, dass B wahr ist.

Wie im vorangegangenen Beispiel schauen wir uns zunéchst genau an,
was eigentlich zu beweisen ist, d.h. wir formulieren B per Rezept so-
lange um, bis wir einen Zusammenhang zur Voraussetzung erkennen.
Da lim, ., nur eine Abkiirzung fiir ein ganzes Grenzwertgewitter ist,

benutzen wir zunéchst 5.1.2, um Klarheit zu schaffen. Die Definition
sagt im Fall f: R — R
lim f(z) = c <= Y(@y)nen : lim 2, =a = lim f(z,) =c

Arbeiten wir mit der aufgelosten Aussage weiter, so ergibt sich der
Beweistext nach 5.1.3 Punkt (C). Sei (z,,)nen €ine Folge. Wir zeigen

lim z, =a= lim f(z,) =c.

n—oo

Mit 5.1.3 Punkt (A) geht es weiter: Wir nehmen an lim, . x, = a
und zeigen lim, ., f(z,) = ¢. Die nun zu beweisende Aussage

lim f(z,) =c.

n—oo
ist wieder eine Abkiirzung hinter der sich eine prézise Handlungsan-
weisung versteckt. Allgemein gilt:

lim a, =b< Ve € (0,00) : IN e N:Vn e NN [N, 00) : |a, — b < e.

n—0o0

Wenden wir diese Definition im Spezialfall a, = f(z,),b = ¢ an, so
miissen wir also zeigen, dass

Ve € (0,00) : AN e N:Vn e NN [N, 00) : |f(z,) —c| <e

gilt. Mit 5.1.3 Punkt (C) geht unser Beweis weiter mit den Worten Se:
e > 0. Wir zeigen, dass

AN eN:Vn e NN [N,00) : |f(zn) —¢| <e
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Die neue Aussage ist also vom 3-Typ und 5.1.3 Punkt (D) sagt uns,
dass der Beweistext folgende Form hat: Wir suchen ein N € N so dass
Vn e NN[N,00) : |f(z,) — ¢| < e gilt.

An diesem Punkt ist die zu beweisende Aussage soweit aufgelost, dass
wir anfangen miissen zu denken, um weiterzukommen. Wieso sollte
f(x,) nahe an ¢ sein, wenn wir ein z,, mit grossem Index n einsetzen?
Ein Blick auf die Voraussetzung liefert uns diesen Grund. Mit der Aus-
sage A wissen wir ndmlich, dass f(z) nahe bei ¢ ist, falls nur das Argu-
ment x nahe genug bei a ist. Etwas préziser miissen wir die Vorrauset-
zung A wie einen Satz anwenden. Beim Anwenden von Sétzen befolgen
Sie bitte die folgende Regel: Schreiben Sie den Satz hin und &ndern
Sie dabei solche Variablennamen ab, die in der urspriinglichen Fassung
(Skript, Buch, Erinnerung etc.) mit Variablennamen im laufenden Be-
weis zwar zufillig iibereinstimmen, zwischen denen aber eigentlich gar
kein Zusammenhang besteht. In unserem Fall ist die Aussage A z.B. mit
einer Variable ¢ formuliert, aber in unserem Beweis kommt ¢ schon mit
einer bestimmten Bedeutung vor (es ist ein positiver Toleranzwert, der
fiir die Konvergenziiberpriifung von f(x,) benutzt wird). Wir schrei-
ben deshalb A nocheinmal auf und dndern dabei ¢ iiberall durch den
unverbrauchten Namen p ab:

Vi € (0,00) : 30 € (0,00) : Vo € (a—0d,a+0) : |f(z) — | < p.

Da diese Aussage nach unserer obigen Annahme wahr ist, gilt sie ins-
besondere auch fiir 4 = ¢, da ¢ in unserem Beweis strikt positiv ist
(siehe oben). Es gilt also

30 € (0,00) :Vr € (a—0d,a+6) : |f(z) —c| <e

Es gibt also ein § > 0, so dass |f(z) — ¢| < ¢ ist, falls das Argument
x nur nahe genug an a ist, d.h. falls |z —a| < ¢ gilt. Sind wir in
unserem Beweis in einer solchen Situation, d.h. ist z,, nahe bei a wenn
n geniigend gross ist? Die Antwort kann nur unser bisheriger Beweistext
liefern. Ein Blick nach oben zeigt alles war wir iiber x,, wissen: (z,)nen
ist eine Folge und lim,,_,,, = a.

Um weiter zu kommen, losen wir die lim-Definition auf, die ja etwas
iiber das Annéaherungsverhalten von x,, zu a aussagt. Um nicht in Kon-
flikt mit bereits benutzter Notation zu geraten, schreiben wir uns vor-
sichtshalber die Definition noch einmal mit unverbrauchten Variablen-
namen auf

lim 2, =a<=Vn € (0,00): IM € N:Vn € NN[M,0) : |z,—a| < 7.

n—oo

Fiir den speziellen Fall n = ¢ erhalten wir also ein M € N so dass
|z, —al < § gilt falls n > M ist.
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Fiir solche Indizes gilt dann aber auch |f(x,) — ¢| < € nach Vorausset-
zung, so dass mit der Wahl N = M ein geeigneter Wert gefunden ist.
Damit ist der Beweis beendet. ]

Ohne das Zwischengemurmel und etwas umgestellt lautet er zusam-
mengefasst.

Sei (z,)nen eine beliebige Folge, welche gegen a konvergiert. Es ist zu
zeigen, dass dann (f(z,))nen gegen ¢ strebt. Sei nun € > 0 vorgege-
ben. Nach Voraussetzung existiert ein 6 > 0 mit | f(z) — ¢| < ¢ fiir alle
x € R mit | —a| < 4. Da lim,,_,« =, = a, existiert definitionsgemaf
ein N € N so dass fiir alle n € NN [N,00) gilt |z, — a] < 6. Dies
impliziert aber |f(z,) — ¢| < ¢ fiir alle n > N, d.h. nach Definition gilt
lim, . f(z,) = c. []

In dieser Form finden Sie den Beweis als Klausurmusterlosung. Wenn
Sie die lange Fassung betrachten, merken Sie, wieviele kleine Schrit-
te eigentlich in einem solchen Beweis stecken und wie dicht die kur-
ze Fassung eigentlich ist. Nach ausreichend viel Ubung werden Sie es
schaffen, an alle kleinen Schritte zu denken und nur die wesentlichen
Schritte hinzuschreiben (das sind die Schritte, die fiir den roten Faden
der Argumentation entscheidend sind).

5.2.3. Noch eine Klausuraufgabe.

Satz 3. Die Ableitung von f : (a,b) — R sei beschrinkt. Zeigen Sie,
dass [ auf (a,b) global Lipschitz-stetig ist.

Wir beginnen mit 5.1.1 und fiihren die beiden Aussagen

A : f ist beschrankt B : f ist global Lipsschitz stetig
ein, so dass A = B zu zeigen ist. Wie in den vorangegangenen Bei-
spielen konkretisieren wir zunéchst die Behauptung durch Auflésen der
Definition der globalen Lipschitz-Stetigkeit.

B & 3dLe (0,00):Vx,y € (a,b):|f(x)— fy)] < Llz —y|

Hier wird ein wenig geschummelt, da die zweite Allquantor-Aussage
nicht in der Standardform ¥Ym € M : A(m) vorliegt. Statt Vz,y €
(a,b) miissten wir strengenommen V(z,y) € (a,b)? schreiben, wobei
(a,0)*> = (a,b) x (a,b) fiir die Menge aller Zahlenpaare steht, deren
beide Komponenten aus dem Intervall (a,b) stammen. Die abweichen-
de Schreibweise Vz,y € (a,b) driickt das Gleiche aus, bendtigt aber
drei Zeichen weniger beim Aufschreiben. Wir immer gilt: abkiirzende
Schreibweisen diirfen benutzt werden, wenn der schreibenden Person
klar ist, wie die ausfiihrliche Form aussieht - vorausgesetzt natiirlich,
dass der Sinn immer noch klar hervorgeht.
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Nun aber weiter im Beweis geméss 5.1.3 Punkt (D) schreiben wir: Wir
suchen ein L > 0, so dass

Ve, y € (a,b) | f(x) = f(y)] < Llz -y

gilt. Im Rezept steht nun: “um klarer zu sehen, wie L gewéhlt werden
muss gehen Sie mit der Aussage

Va,y € (a,0) : [f(x)x — fy)| < Lz —y|

zuriick zu Abschnitt 5.1.1. Dabei miissen Sie aber von nun an die Augen
offen halten, ob ein solches L gefunden werden kann”.

Machen wir also weiter. Mit 5.1.3 Punkt (C) schreiben wir

Seien z,y in (a,b). Wir missen zeigen, dass |f(z) — f(y)| < L|z —y|.
Jetzt sind wir endgiiltig an einem Punkt angekommen, wo der Denk-
prozess einsetzen muss und das Rezept nicht mehr weiterhilft (beachten
Sie aber auch, dass das Rezept uns schon sehr dabei geholfen hat, das
Problem auf den Punkt zu bringen). Was wissen wir iiber die Differenz
f(z) — f(y) die hier abgeschétzt werden muss? Eine Verbindung zur
Ableitung f’ und damit zur Voraussetzung liefert der Mittelwertsatz.
In’s Unreine liefert der Mittelwertsatz f(z) — f(y) = f'(§)(x — y), so
dass also |f(z) — f(y)| = |f'(&)| |x —y|. Die Voraussetzung A bedeutet
nun aufgelost

A & 3K e (0,00):Vx € (a,b):|f'(x)] < K

so dass |f/(§)| durch K abgeschétzt werden kann. Mit L = K hétten
wir damit die Bedingung erfiillt und der Beweis wére beendet. Aber
halt! Ist der Mittelwertsatz iiberhaupt anwendbar? Das muss man sich
sorgfiltig ansehen. Schreiben wir uns dazu den Mittelwertsatz so auf,
dass wir mit der bisher benutzten Notation nicht in Konflikt geraten.
Er handelt von Funktionen g : [¢,d] — R mit ¢ < d die stetig auf
g : [¢,d] und differenzierbar auf (¢, d) sind und besagt, dass eine Stelle
0 € (c,d) existiert, so dass

fld)—fle) _
T—f(e)

gilt. In unserem Fall sind x,y € (a,b) zwei Punkte fiir die uns der
Zuwachs f(z) — f(y) interessiert. Wir setzen also d = max{z,y} und
¢ = min{z,y}. Dann gilt sicherlich ¢ < d aber nicht unbedingt ¢ < d,
wie im Mittelwertsatz gefordert. Wir miissen also zwei Félle unterschei-
den. Ist ¢ = d, so folgt x = y... Hétten Sie versucht, dies noch weiter
zu begriinden? Denken Sie daran, dass nur sorgfiltige Begriindungen
erlaubt sind! Wir beweisen die Teilaussage durch Widerspruch. Neh-
men wir also an ¢ = d und = # y. Dann gilt entweder (Axiom) z < y
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oder y < z. Im ersten Fall

c=min{r,y} =2 <y =max{z,y} =d
im Widerspruch zu ¢ = d. Im zweiten Fall y < x folgt genauso wider-
spriichlich ¢ < d, so dass z = y gelten muss.
Kommen wir zuriick zur Hauptlinie des Beweises, so sehen wir, dass im
bisher betrachteten Fall z = y die Bedingung |f(x) — f(y)| < L|z — y|
fiir jedes L € R erfiillt ist, da 0 < L - 0 wahr ist. Der Fall x = y liefert
also keine Einschrinkung an L.
Im zweiten Fall x # y folgt aber ¢ < d (Beweis? Wie oben!) so dass eine
der Voraussetzungen des Mittelwertsatzes erfiillt ist. Setzten wir nun
g = f und beachten, dass f differenzierbar auf [c, d] und deshalb insbe-
sondere stetig ist (Satz aus der Vorlesung), so sind alle Voraussetzungen
nachgepriift. Wir diirfen somit die Aussage des Satzes verwenden, d.h.
es gibt ein 0 € (¢, d) mit

[f(d) = f() = F(O)] |d =]

Nach der Voraussetzung gilt nun |f’(0)| < K so dass
[f(d) = f(e)] < Kl|d = ¢|

folgt. Schliesslich bleiben zwei Fille fiir die Zuordnung von z,y zu ¢, d.
Ist x <y soist c=xz und d =y, also

[f(y) = f(@)] < Ky — z].
Mit der Eigenschaft des Betrages | — z| = |z| (Satz) folgt wie gefordert

[f(z) = f(y)] < Kz —y]
Im Fall y < z ist ¢ = y, d = x und wir erhalten das gleiche Resultat.
Insgesamt sehen wir, dass die Wahl L = K die gewiinschte Aussage zur
Folge hat und damit ist der Beweis beendet. [ ]

In aufgerdaumter Form sieht der Beweis so aus: Das Ziel ist zu zeigen,
dasses ein L > 0 gibt so dass Vz,y € (a,b) : |f(x)—f(y)| < Ljxz—y| gilt.
Seien dazu z,y € (a,b). Im Fall z < y konnen wir den Mittelwertsatz
anwenden und erhalten ein 6 € (x,y) mit

fly) = fz) = f(O)(y — )
Da nach Voraussetzung die Ableitung beschrankt ist, existiert ein K >
0, so dass | f'(w)| < |C fiir alle w € (a,b). Nach Mulitplikation mit —1
und Betrag ziehen folgt

[f(x) = f(y)| < K|z —y]
Im Fall y < x erhalten wir die gleiche Abschétzung mit analogen Ar-
gumenten. Im verbleibenden Fall x = y ist die Abschétzung sowieso
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erfiillt. Wahlen wir also L = K, so ist der Beweis vollstandig. ]

In der Trainingsphase sollten Sie auf jeden Fall alle Beweise erst sehr
sorgféltig fithren. In der Endversion kénnen Sie Details weglassen (so
wie im obigen Beispiel), wenn Sie vorher eine sorgfiltige Begriindung
gegeben haben.

5.2.4. Nachbereitung der Vorlesung. In der Vorlesung werden Bewei-
se iiblicherweise knapp présentiert, so dass einerseits die Beweisidee
deutlich wird und andererseits der Zeitaufwand gering bleibt. Mit ein
wenig Ubung kénnen Sie solche Vorgaben rasch in die oben diskutierte
sorgfiltige Form bringen. Als Beispiel fiir so eine Nachbereitung be-
trachten wir folgendes Beispiel.

Lemma 1. Cauchy Folgen sind beschrdnkt.

Beweis: Sei (a,) Cauchy Folge. Dann gibt es zu ¢ = 1 ein N € N, so
dass |a, — an,| < € gilt, falls n,m > N. Also ist fiir alle n € N

|an| < max{lay|, ..., lan-1], |an| + €},
denn fiir n > N mit m = N gilt
lan| = |an — an + an| < |a, —an| + |an| < €+ |an].

Diese Beweisskizze beinhaltet alle Ideen, aber schauen wir mal, ob er
sorgfiltig ist. Zunéchst gehen wir zu 5.1.1 und formulieren die Aussage
préazise:

A:  (ap)nen ist eine Cauchy Folge
B:  (ap)nen ist beschriankt

Die Aussage ist dann von der Form A = B. Nach Rezept beginnt der
Beweis geméss 5.1.3 Punkt (A) mit Sei (an,)nen eine Cauchy Folge.
Wir zeigen, dass (ap)nen beschrankt ist. Sie sehen, der zweite Satz,
der die Aufgabenstellung noch einmal préazisiert ist im kurzen Beweis
unterdriickt worden.

Folgen wir weiter dem Rezept, so ist nun die Aussage B aufzulGsen
geméf der Definition der Beschréanktheit

(an)neny ist beschrinkt = 3JK >0:YneN:|a,| <K

Die Aufgabe des Beweises ist nach 5.1.3 Punkt (D) also Wir suchen
ein K >0 so dass Vn € N : |a,| < K gilt. Ein Blick auf die Beweis-
skizze zeigt, wie die Zahl K konstruiert wird. Offensichtlich geht hier
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die Voraussetzung A ein, die wir zunéchst mit 5.1.2 behandeln
A & Vee(0,00):INeN:Vn,m>N:la, —an| <e

Da die rechte Seite fiir alle ¢ > 0 wahr ist, kénnen wir sie insbeson-
dere im Fall ¢ = 1 erneut hinschreiben. Beachten Sie, dass aus der
Aquivalenz nun eine Implikation wird

A = 3dNeN:¥Yn,m>N:|a, —an| <1

Weiter sehen Sie im Kurzbeweis, dass m = N gesetzt wird, d.h. wir
spezialisieren weiter

A = dINeN:Vn>N:|a,—an|<1
Mit der Dreiecksungleichung (Satz) erkennen wir also
|an| = |a'n _aN+aN| S |an_aN| + |CEN| <1+ |CLN|

falls n > N. Die meisten Folgenglieder sind somit betragsméfiig durch
die Zahl K; = |ay| + 1 abgeschiitzt. Fiir die endlich vielen {ibrigen
Folgenglieder gilt

|an‘ §K2:max{‘al‘u"'7|aN71|}7 n<N-1

Alle Folgenglieder sind also durch K = max{ K, K5} dominiert. Damit
haben wir ein geeignetes K gefunden und der Beweis ist beendet. m

Wenn Sie ganz penibel sind (das wére toll) so wiirden Sie sich jetzt
beschweren, dass die obige Begriindung nicht sorgfiltig ist, da in der
Aussagenkette

lan| = |an —an + an| < |a, —an| + |ay| <1+ |an]

nicht alle Schritte sorgfiltig begriindet, d.h. auf Satz, Axiom, oder
Definition zuriickgefithrt wurden. Das stimmt. Es fehlen die Verwei-
se auf Axiome (um a,, = a, — ay + ay zu begriinden) und im Schritt
la, —an| + |an] < 1+ |ay| erneut der Verweis auf ein Axiom und die
Aussage AN € N:Vn > N : |a, —ay| < 1. Sie sehen, sorgfiiltig sein ist
sehr mithsam aber sehr lehrreich. Das Wichtige dabei ist, dass Sie ein
scharfes Auge fiir fehlende Sorgfalt entwickeln und gleichzeitig Erfah-
rung und Wissen sammeln um unproblematische Sorglosigkeit (schnell
behebbar) von problematischer Sorglosigkeit (komplizierte Argumen-
tation fehlt) zu unterscheiden.

Jetzt sind aber endgiiltig Sie aber an der Reihe, die Beweise der Vorle-
sung durchzuackern und sorgfiltig zu machen! Nur eigene Beschéftigung
mit der Materie fiihrt zum Lernerfolg. Und wenn Sie Thre “Muskeln”
mit vorgedachten Beweisen gestéirkt haben, sind Sie in der Lage, selbst



32

Aussagen zu formulieren und deren Wahrheit sorgfiltig nachzuweisen
...dann machen Sie Mathematik.



