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1 Lineare Gleichungssysteme

1.1 Einleitung

Gegeben sei das lineare Gleichungssystem

a1 -+ Qin xy by
0 Ann S bn
oder kurz
Arx = b

In der Linearen Algebra befasst man sich mit der Frage der Losbarkeit und der Ein-
deutigkeit solcher linearer Gleichungssysteme. Wir setzen hier die eindeutige Losbarkeit
voraus (zum Beispiel durch die Forderung detA # 0).

Zur numerischen Losung linearer Gleichungssysteme gibt es zwei Typen von Verfahren:

direkte Verfahren: Sie 16sen das Problem nach endlich vielen Schritten, so dass kein
Formelfehler auftritt. Dagegen kénnen Rundungsfehler das Ergebnis erheblich ver-
félschen.

indirekte Verfahren: Die Losung des Problems wird durch Iteration ndherungsweise
bestimmt. Hier treten sowohl Formelfehler (Abbrechfehler) als auch Rundungsfeh-
ler auf. Trotzdem koénnen iterative Verfahren durchaus vorteilhaft sein (insbeson-
dere bei grofilem n).

In diesem Paragraphen werden die direkten Verfahren behandelt; mit den indirekten

Verfahren beschéftigen wir uns in Abschnitt 9.3.

1.2 Gestaffelte Gleichungssysteme

Ist A eine untere (oder obere) Dreiecksmatrix und sind alle Diagonalelemente von Null
verschieden, so kann man das lineare Gleichungssystem Ax = b leicht rekursiv l6sen. Fiir

aiq 0 0
A =
0
anl .. .. a’nn
gilt (Vorwiartsauflosung)
by
ry = —
11
b, — . g
2 = E— Q121 A k—1Tk—1 (kzl,...,n).

Ak



Im Falle einer oberen Dreiecksmatrix

all ... PR aln
0
A =
0 0 apn
ergibt sich (Riickwartsauflosung)
by
LIn = —
ann
by — Ak k411 — = — ATy,
T = (k=mn,...
Ak

E. Luik: Numerik I

).

Deshalb versucht man bei den direkten Verfahren, das lineare Gleichungssystem Az = b
auf eine der obigen Formen zu bringen. Dafiir gibt es mehrere Moglichkeiten.

1.3 Die LR-Zerlegung

Sei A eine reguldre n x n - Matrix. Die LR-Zerlegung von A liefert eine Darstellung
A = LR. Dabei ist L eine untere Dreiecksmatrix und R eine obere Dreiecksmatrix mit

7’7;7;#0, izl,...,n:

aj; v+ o Qip 1 0 0 T11
_ ln "o o 0

: 0
App - e Ann lnl oo ln,nfl 1 0

Fiir das lineare Gleichungssystem Az = b ergibt sich

T1in

Ar = b & (LR)xr =b < LRr) =b <& Ly =0b mity:=Rx.

Fazit: Lose zuerst das gestaffelte Gleichungssystem
Ly = b  (durch Vorwartsauflosen)
und dann das gestaffelte Gleichungssystem
Rz =y  (durch Rickwirtsauflosen).

Dabei ist auf diese Reihenfolge zu achten.

Wir miissen uns natiirlich fragen, wann die LR-Zerlegung von A iiberhaupt existiert.

Satz: Ist A regulér (also detA # 0), so kann man durch vorherige Zeilenvertauschungen

bei A stets erreichen, dass die LR-Zerlegung existiert.

Beweis: vgl. Himmerlin-Hoffmann [9].
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Matrizentechnisch bedeutet dies
PA = LR

wobei P ein Produkt von Permutationsmatrizen ist. Unter einer Permutationsmatrix
versteht man eine Matrix der Form

1
0 1 — i-te Zeile

1 0 — j-te Zeile
1

Das Produkt P;;A vertauscht in A die i-te mit der j-ten Zeile.

Somit ergibt sich fiir das lineare Gleichungssystem Ax = b:
Pb = PAx = LRx
und man 16st dann nacheinander die Systeme

Ly = Pb und Rxr =y

Berechnung der LR-Zerlegung

A sei reguldr und besitze eine LR-Zerlegung A = LR mit L und R wie oben. Durch
geschicktes Vorgehen beim Ausmultiplizieren von LR in (1) ergeben sich Formeln zur
Berechnung der [;; bzw. r;; (Verfahren von Crout):

1. Fiir die 1. Zeile von A folgt

ayp =rx-l (k=1,...,n).
2. Fir die 1. (Rest-)Spalte von A gilt

ap =lprn (1=2,...,n).

Daraus folgt (wegen A regulér ist r1; # 0)

ln = -2
11
3. Fiir die 2. (Rest-)Zeile von A gilt
Aok = ok +loorar, (K=2,...,n).

Da lss = 1 und ly; bzw. rq; schon berechnet sind, folgt daraus

Tor = Qo — loir, (K=2,...,n).
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4. Fir die 2. (Rest)-Spalte gilt
Qo = larig+ligray (i=3,...,n).
Da [l;1, 719, 722 schon berechnet sind und da rys # 0 gilt, ergibt sich daraus

i2 — .
p = G2zl gy

T22
Allgemein erhélt man fiir die j-te (Rest-)Zeile
Tik = G — larig — Larop — - — joarjoae (B=g,...,n)
und fiir die j-te (Rest-)Spalte

Qi5 — liﬂ“lj — li,j—17“j—1,j . .
L = (t=754+1,...,n).
T'jj

Schematisch sieht das Crout-Verfahren wie folgt aus:

1
3
5

Dies lasst sich beim Programmieren speicherplatzsparend ausnutzen.

Beispiel: Gegeben sei die Matrix

316
A= 1 11
21 3
Dann erhélt man folgende LR-Zerlegung:
10 1 6
L=1]3%1 , R = 2 -1
2 1 1
5 2 1 0 —3
Nebenrechnungen:
Ty = gy —loirip = 1—% = %;
ro3 = Qg3 — lo1riz = 1—%6 = —1

l32 = (CL32 —l31T12>/7’22 = (1 — %) /% — %’
2
56

r33 = Q33 — l31713 — l397r93 = 3 —
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Aufwand

3
Der Aufwand fiir die LR-Zerlegung betragt ungefédhr % Punktoperationen (Multiplika-
tionen bzw. Divisionen). Er wichst sehr rasch mit » und kann daher fiir grofie n selbst fiir
Hochleistungsrechner zum Problem werden. Der Aufwand fiir das Auflosen eines gestaf-

2
felten Gleichungssystems betrégt ungefiahr % Punktoperationen.

Anmerkungen:

1. Ist die LR-~Zerlegung bestimmt, so lassen sich mehrere Gleichungssysteme mit der-

selben Matrix, aber mit verschiedenen rechten Seiten, sehr rasch l6sen.
2. In der Numerik vermeidet man die explizite Berechnung der inversen Matrix A~

Denn zum einen erfordert die Berechnung der Inversen ungefihr n® Punktoperatio-
nen und die Multiplikation von A~! mit einem Vektor n? Punktoperationen. Zum
anderen ist die Berechnung von A~! mit Stabilitéitsproblemen verbunden: ein kleiner
Fehler in den Koeffizienten der Matrix A kann zu einer starken Abweichung bei der
inversen Matrix A~! fithren.

1.4 Das Cholesky-Verfahren

Positiv definite Matrizen
Definition: Eine Matrix A € R™*" heif3t positiv definit, falls gilt

vT Az > 0 fiir allexz € R™\ {0} .

Fiir die Numerik haben symmetrische, positiv definite Matrizen den Vorteil, dass eine
einfachere Variante der LR-Zerlegung existiert, die sich mit ungefdhr der Hélfte des
Aufwandes berechnen lésst. Ferner ist eine groflere Stabilitéit gewéahrleistet.

Die Cholesky-Zerlegung

Satz: Es sei A € R™" symmetrisch und positiv definit. Dann existiert eine Zerlegung

der Form
A= LIL"

mit einer eindeutig bestimmten reguléren unteren Dreiecksmatrix L = (;;) und {; > 0
fire=1,...,n.

Man hat somit eine Zerlegung der Gestalt

ay - - am Iy 0 - 0 Ly - oo Iy
R 0 - s
= . ' o . ' . (2)
: t. 0 . T T .
wr e a AT 0 0 lnn

Diese Darstellung heifit die Cholesky-Zerlegung von A. Beachten Sie, dass hier nicht
l;; = 1 gefordert wird (im Gegensatz zur LR-Zerlegung).

Beweis: (vollsténdige Induktion nach n).
Fiir n =1 mit A = (a1;) und ay; > 0ist L = LT = (\/ay;).
Sei nun A € R™™" positiv definit. Wir spalten A auf in der Form

(A b
A_< pT am>
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Dabei ist die (n — 1) x (n — 1) - Matrix A,_; (Hauptuntermatrix) ebenfalls symmetrisch
und positiv definit. Das Element a,,, ist positiv und b € R"~!. Nach Induktionsvoraus-
setzung gibt es genau eine regulidre untere Dreicksmatrix L, 1 mit A, ; = Ln—1L£,1
und Diagonaleintragen l; > 0 (i = 1,...,n — 1). Damit hat die gesuchte Matrix L die
Form L. 0

L =
CT «

mit einem ¢ € R"™! und a > 0. Aus der Forderung A = LLT, also

An,1 b . Ln,1 0 Lgfl C o LnflL;lel Ln,lc
' amn ) '« 0 o) LT . e+ a? ’
ergeben sich die Beziehungen L,,_; ¢ = bund ¢’c+ o® = a,,, . Wegen L,,_; regulir folgt

c= L;'b. Weiter gilt
0 < detA = o?-(detL,_1)?

und somit 0 < o = a,,, — c'c. Also ist l,, = o = Van, — cLc reell und positiv. O

Berechnung der Cholesky-Zerlegung
Durch spaltenweises Vorgehen berechnet man aus (2) fiir j =1,...,n

1
lij = E (aij—

Beispiel: Die symmetrische Matrix

4 =2 0
A = -2 4 =2
0 -2 4

ist positiv definit und liefert folgende Cholesky-Zerlegung:

2 0 0
L=1[-1 V3 0
0 _2v3 26
3 3
Nebenrechnungen:
lh = Van = 2,
1
I = —an = -1,
i
1
lsi = —az =0

lll

log = \/a22_l§1 = v4d-1= \/§7
1

1 23
lzn = E<a32_l31l21> = %(—2—0) = T

133 = a33—l§1—l§2: 4—0—§:T
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Aufwand
n3

Der Aufwand betrégt ungefihr %- Punktoperationen, denn hier geniigt es, L zu be-

rechnen. Damit benétigt man ungefahr die Hélfte des Aufwandes der LR-Zerlegung.
Allerdings kommen noch n Wurzelauswertungen hinzu.

1.5 Die QR-Zerlegung

Bei der QR-Zerlegung stellt man die n x n - Matrix A in der Form
A= QR

dar. Dabei ist @ eine orthogonale Matrix (d.h. QTQ = I, somit Q! = QT) und R eine
obere Dreiecksmatrix.

Aus dem linearen Gleichungssystem Ax = b wird
Ar =QRx = b
und somit
Rr = Q™b =: u
Wir 16sen das gestaffelte System Rx = u (Rickwértsauflosen).

Satz: Die QR-Zerlegung existiert fiir jede reelle n x n - Matrix.

Der Beweis folgt aus dem unten angegebenen Konstruktionsverfahren. () ergibt sich als
Produkt von (n — 1) orthogonalen Matrizen, den sogenannten Householder-Matrizen.
(Das Produkt zweier orthogonaler Matrizen ist wieder eine orthogonale Matrix.)

Householder-Matrizen
Es bezeichne I die n x n - Einheitsmatrix und A7 = (0,...,0,&,...,&,) € R™ einen

Vektor der Lange 1, also
L= |nll, = [Ikll; = p"h

Ferner ist hh™ eine n x n - Matrix:

T _
hh = g . g

b6 o &

Definition: Eine Matrix der Form H := I — 2hh” heit Householder-Matriz.
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H hat die Gestalt

1
1
H = 1—26 =268 e —28k&n
—28&k1 1 — 262, :
5 —28n-18n
—28k&n e =26 160 128

Man erkennt, dass H symmetrisch ist.
Lemma: H ist eine orthogonale Matrix.
Beweis: Unter Beachtung von h¥'h = 1 ergibt sich

H'H = HH = (I —2hh")(I —2hh") = I —4hh" +4nh™hR" = 1 . O

Konstruktion der QR-Zerlegung
Gegeben sei die Matrix

11 - Aip
AO = A =

Ap1 *°+ Qpn

Es bezeichne a; = (ay1,...,a,1)7 die erste Spalte von A und e; := (1,0,...,0)T € R"
den ersten Einheitsvektor. Konstruiere nun eine Householder-Matrix H, so dass

Ha, = oey mitoceR
gilt. Wegen
o* = lloeill; = [|Hall; = (Hay)"(Har) = af H'Hay = afay = ||ai]];
ist o bis auf das Vorzeichen festgelegt. Es gilt
(hhM)ay = h(h'a)) = (WTay)h
(da hTa; € R) und somit
Hay = a; —2(hh")ay = a1 —2(h'a))h = oe;

folglich

2(hfa))h = a; — oe;
Dies bedeutet, dass h ein Vielfaches von a; — oe; ist. Wegen ||h||, = 1 muss

a, —oeq
h

B lar — Uel”z
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gelten. Dabei ist noch das Vorzeichen von o offen. Aus Stabilitdtsgriinden wéhlen wir

dieses als —sign(a;;) (wobei noch sign (0) = 1 festgelegt wird), also
o = —sign(an)[lall,
In (3) ergibt sich dann

o ay + sign(a11) [Ja1(|,e1

H ar + sign(aqr)||ai||,e1 H
Mit diesem Vektor h =: h; bildet man die Householder-Matrix
H, == H := I —2hhl

und erhalt dann

AV = g, A0 = H A = , _
: Al

0

Die Restmatrix A; hat die Dimension (n — 1) x (n — 1). Zunichst suchen wir eine

(n — 1) x (n — 1) - Householder-Matrix Hy mit

H2d1 = 6'&1

Dabei ist a; die 1. Spalte von /~11 und é; der 1. Einheitsvektor des R™* 1. Flg wird analog

zu H; konstruiert, die Dimension ist jedoch um 1 niedriger.

Dann ist auch die n x n - Matrix

eine Householer-Matrix, und es gilt

* ok *

0 x* *
A(z) = HQA(I) = HQHlA = 0

Do A,

0 0

Im niichsten Schritt wird die (n — 2) x (n — 2) - Matrix A, betrachtet usw. Insgesamt

erhalt man nach n — 1 Schritten
R = A"Y = H, \H, 5 --- HbHiA |

wobei R eine obere Dreiecksmatrix ist. Mit der orthogonalen Matrix

Q = (HyrHyy -+ HyHy)™' = HyHy - HyoHy s

folgt schliefllich A = QR .
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Aufwand

Zur Berechnung der QR-Zerlegung mittels Householder-Matrizen benttigt man ungefédhr
§n3 Punktoperationen. Dafiir bieten orthogonale Matrizen den Vorteil einer groferen Sta-
bilitdt. Zudem existiert die QR-Zerlegung immer (selbst fiir nicht quadratische Matrizen).

Die QR-Zerlegung wird uns spéter bei beim linearen Ausgleich und der Eigenwert-
Bestimmung wieder begegnen.

1.6 Die Gauf3-Elimination
Das Verfahren

Zu 16sen sei das lineare Gleichungssystem Az = b mit
aip -+ Qip by

A = : : und b =
ap1  *++  Qpp bn

Bringe dieses System durch elementare Zeilenumformungen an der erweiterten Matrix

aixz -+ Aip by
(A,0) = : Pl (4)
Apy1 " Ann bn
auf Zeilenstufenform
’]”11 « e . « e T‘ln Cl
0 792 -+ Ton | C2
(R,c) = (5)
0 -+ 0 rylca

Dieses Gleichungssystem Rx = c lisst sich leicht 16sen (Riickwartsauflosung).

Dabei sind als elementare Zeilenumformungen in (4) zugelassen:

e Vertauschung von Zeilen,
e Addition eines Vielfachen einer Zeile zu einer anderen,
e Multiplikation einer Zeile mit einer von Null verschiedenen Zahl.
Diese Operationen verdndern die Losungsmenge des Gleichungssystems Az = b nicht.

Im Gauf-Algorithmus werden nun spaltenweise die Elemente unterhalb der Diagonalen
zu Null gemacht:

Es sei a;; # 0. Mit den Operationen

(0751 .
li = 222,3,.--,77/;
| ol )
a%) = ay —lnay  (i,k=2,3,...,n), (6)

= bi_lilbl (z=2,3,,n)
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wird das System (4) iibergefiihrt in das dquivalente System

ay Qg - Qi | by
0 ) e
0 o o Qb)Y

Damit lésst sich x; durch die iibrigen Unbekannten ausdriicken:

1 n
ry = — | b — a1LT) ,

k=2

und es bleibt ein reduziertes Gleichungssystem mit n — 1 Gleichungen fiir n — 1 Unbe-
kannte.

Dieser Vorgang wird als ein Eliminationsschritt bezeichnet. Nun wiederholt man diesen
Prozess fiir das reduzierte Gleichungssystem und gelangt so nach n — 1 Eliminations-

schritten auf ein Gleichungssystem der Form (5).
Das gesamte Verfahren wird als Gaufs-Elimination bezeichnet. Die Groflen aqq, a%), aé?, -
heilen Pivotelemente.

Beispiel: Fiir

2 3 =5 10
A = 4 8 -3 , b= 19
-6 1 4 11
ergibt sich
2 3 =-5]10 2 3 =510 2 3 =510
4 8 -3|19 — 0 2 7 | -1 — 02 7 |-1
-6 1 4 |11 0 10 —11]| 41 0 0 —46| 46
Riickwartsauflosen liefert
r3 = —1 s
1
1
T = 5(10—9—5):—2

Wir miissen uns nun als néchstes fragen, wann die Gaufl-Elimination durchfiihrbar ist.
Da in (6) durch die Pivotelemente dividiert wird, ist dies dquivalent zur Frage, wann die
Pivotelemente von Null verschieden sind.

Satz: Die Matrix A sei reguldr. Dann existiert vor jedem Eliminationsschritt eine Zei-
lenpermutation derart, dass das Diagonalelement (Pivotelement) von Null verschieden
ist.
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Beweis: (vollstédndige Induktion)

A regular impliziert detA # 0. Dann existiert in der 1. Spalte von A ein a;; # 0 (denn
sonst wiirde sofort detA = 0 folgen). Vertausche dann die 1. und i. Zeile.

Sei nun die Behauptung schon richtig fiir die ersten k Spalten, d.h.

ai; Qa2 1n by
0 af o | o
k—1 k—1 k—1
al(ck ). az(m ) bl(“(k))
0 bit1
A, :
0 0 b
it (k) (*)
3 Apr1k+1 0 Qyin
Ay = : :
k k
s ol

Die verwendeten Zeilenoperationen verdndern den Betrag der Determinante nicht. Des-
halb gilt
|detA| = anaglz) > -a,(cl};_l)detﬁk

Somit folgt aus detA # 0 die Beziehung detA; # 0. Dann gibt es ein i € {k+1,...,n}

mit agﬁ;)ﬂ # 0 (denn sonst wire detA, = 0). Die Vertauschung der (k 4 1)-ten mit der

i-ten Zeile liefert ein von Null verschiedenes Pivot-Element. O
Definition: Eine Matrix A heift diagonal dominant, falls gilt

n

il > D ol ((=12....n).
k=1
k#1i

Satz: Ist die Matrix A diagonal dominant, so ist Gauf-Elimination ohne Zeilenvertau-
schungen durchfiihrbar.

Beweis: Ubung

Aufwand

Lost man das lineare Gleichungssystem Az = b mittels Gau-Elimination, so betrigt der
Aufwand (ohne Beriicksichtigung von Zeilenvertauschungen)

in®4+n?—in Mult./Div.
snd 430 — 2n Add./Subtr.

GroBenordnungsméBig sind also O(n3) Operationen erforderlich.
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Pivotstrategien

Der obige Satz garantiert bei regulirem A fiir jeden Eliminationsschritt die Existenz
eines von Null verschiedenen Pivotelementes. Er lasst jedoch die konkrete Wahl offen,
falls es mehrere gibt.

Die Pivotwahl ist von grofler Bedeutung fiir die Genauigkeit der berechneten Losung
(Rundungsfehler). Zudem benétigt ein Computerprogramm eine genau definierte Regel
zur Bestimmung der Pivotelemente, die man als Pivotstrategie bezeichnet.

Beispiel: (vgl. Schwarz [2])
Gegeben sei das lineare Gleichungssystem

0.00035 1.2654 | 3.5267
1.2547 1.3182 | 6.8541

Es werde nach jedem Schritt auf 5 Stellen gerundet (d.h. es wird ein Rechner mit einer
5-stelligen Mantissenlédnge simuliert). Wird hier a1 als Pivotelement gewéhlt, so liefert
die GauB-Elimination

0.00035 1.2654 | 3.5267
0 —4535.0 | —12636

Daraus ergibt sich
ry = 2.7863

und

z1 = —(—3.5267 + 1.2654 * 2.7863),/0.00035
= —(—3.5267 + 3.5258)/0.00035 = 0.00009/0.00035 = 2.5714 (7)

Das exakte Resultat ist jedoch z; = 2.5354.
(Subtraktion zweier ungefihr gleich grofler Zahlen, anschlieflend wird durch eine sehr
kleine Zahl dividiert, was den Fehler noch verstérkt).

Eine mogliche Pivotstrategie besteht deshalb in der Wahl des betragsméfig grofiten
Elements in der entsprechenden Restspalte:

5D

max Pk

i>k

Qg

<k:—1)’

Vor dem k-ten Gauf-Eliminationsschritt werden die Zeilen k£ und p vertauscht.
Diese Strategie nennt man betragsmaximale Spaltenpivotwahl.

Wendet man die betragsmaximale Spaltenpivotwahl im obigen Beispiel an, so miissen
zunéchst die beiden Zeilen vertauscht werden:

1.2547 1.3182 | 6.8541 N 1.2547 1.3182 | 6.8541
0.00035 1.2654 | 3.5267 0 1.2650 | 3.5248

Daraus ergibt sich x; = 2.5353. Dieses Ergebnis ist wesentlich genauer als (7).
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1.7 Gauf3-Jordan-Elimination

Es sei A € R™™™ eine Matrix mit den Koeffizienten

ai;y ... Qi ... Qim
A = ;1 .. Qi ... Qym
Ap1 -+ Apkg .. Qpm

und a;; # 0. Durch elementare Zeilenoperationen kann man diese Matrix auf eine Form
bringen, bei der in der k-ten Spalte der Einheitsvektor e; steht. Dies wird als ein Gauf-
Jordan-Eliminations-Schritt bezeichnet.

Als Beispiel betrachten wir

4 1 12 03
1 2 (41 11
-1 -1 -3 1 -1 2

mit dem Pivot as3 = 4. Zunéchst wird die 2. Zeile durch das Pivot-Element dividiert:

4 1 12 0 3
11 g1 11
4 2 4 4 4
-1 -1 -3 1 -1 2

Dann macht man in der 3. Spalte die anderen Elemente zu Null (durch Zeilenkombina-
tionen):

5 1 g 71 _1 1
4 2 4 4 4
1171 11
4 2 4 4 4

1 1971 _1 1
4 2 4 4 4

Anmerkung: Die Gau$-Jordan-Elimination wird uns bei der linearen Optimierung wieder
begegnen.

1.8 Matrix-Zerlegungen mit Matlab

Matlab kennt die in diesem Paragraphen beschriebenen Matrix-Zerlegungen ebenfalls
und stellt dafiir Matlab-Funktionen bereit.

Das Kommando
[(L,R,P] = 1u(d)

liefert die LR-~Zerlegung einer Matrix: PA = LR. Moglich ist auch
[S,R] = 1u(d)

Hier gilt A = SR. Dabei ist jedoch S keine untere Dreiecksmatrix, sondern eine Zeilen-
permutation einer unteren Dreiecksmatrix: Aus PA = LR folgt A = P"'LR = PTLR
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(beachte: Permutationsmatrizen sind orthogonale Matrizen). Damit erhélt man den Zu-
sammenhang

S = P'L oder . = PS

Das folgende Beispiel demonstriert diese Unterschiede:

A =
0 1 2
2
4 2 1

[L,R,P] = 1u(d)

L =
1.0000 0 0
0.5000 1.0000 0

0 1.0000 1.0000
R =
4.0000 2.0000 1.0000
0 1.0000 1.5000
0 0 0.5000
P =
0 1
0 1 0
1 0
[S,R] = 1u(d)
g =
0 1.0000 1.0000
0.5000 1.0000 0
1.0000 0 0

R =

4.0000 2.0000 1.0000
0 1.0000 1.5000
0 0 0.5000

Der Matlab-Befehl

R = chol(A)
liefert die Cholesky-Zerlegung von A. Dabei ist zu beachten, dass R eine obere Dreiecks-
matrix ist (in unserer Notation also R = LT).

Bei der Berechnung der Zerlegung wird von A nur die obere Dreiecksmatrix verwendet
(Eintréage unterhalb der Diagonalen werden ignoriert).

Die QR-Zerlegung von A erhalten wir durch das Kommando
[Q,R] = qr(4)

Fiir die Losung des linearen Gleichungssystems Ax = b kennt Matlab den Befehl
x=A\Db

Die Losung wird dabei mittels Gauf-Elimination berechnet.



20 E. Luik: Numerik I

2 Linearer Ausgleich

2.1 Allgemeine Ausgleichsprobleme

In manchen Wissenschaftsgebieten (z.B. Chemie, Biologie, Physik) kommt das Problem
vor, unbekannte Parameter o = (avy, .. ., ;) einer Funktion G(¢; o) anhand von m Mess-
ergebnissen zu bestimmen. Dabei ist die Struktur von G(t; a) aufgrund von Naturgeset-
zen oder Modellannahmen gegeben. In der Regel ist m > n.

Seien s; (i = 1,...,m) € R die Messergebnisse zu den Zeitpunkten ¢;. Wegen m > n

besitzt im Allgemeinen
Gtisa) = s (i=1,...,m)

keine Losung (iiberbestimmtes Gleichungssystem).

Deshalb geht man dazu iiber, den Parameter-Vektor a: so zu bestimmen, dass
G(ti;a) = s (1=1,...,m)

moglichst gut erfiillt ist. Dies wird prézisiert zu

m

Z(G(ti;oz) —5;)? = min (8)

i=1
(d.h. die Fehlerquadratsumme ist zu minimieren).
Diese Aufgabe wird als allgemeines Ausgleichsproblem bezeichnet.

Dazu betrachten wir einige Beispiele aus den Naturwissenschaften:

1. Radioaktiver Zerfall (Chemie)

Es bezeichne y(t) die Konzentration einer radioaktiven Substanz zum Zeitpunkt ¢.
Der radioaktive Zerfall wird beschrieben durch die Funktion

y(t) = cexp(At) = G(t;¢,A) (¢>0, A<0).

Dabei ist ¢ die Konzentration der Substanz zum Zeitpunkt 0 und A eine negative
Material-Konstante. Eine Messreihe ist im linken Schaubild dargestellt.

Unsere Aufgabe lautet nun: Bestimme anhand dieser Messwerte die Parameter ¢ und
A so, dass die Theoriefunktion moglichst gut durch die Messpunkte geht (rechtes
Schaubild).

Y Y
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2. Logistisches Wachstum (Biologie)

21

Das Wachstum von vielen Populationen lésst sich durch die logistische Kurve

L(t) =

a

1+ exp(b — ct)

= G(t;a,b,c)

mit Parametern a > 0, ¢ > 0 und b € R beschreiben. Die folgende Tabelle enthélt
die Ergebnisse eines Wachstumsexperimentes mit Kéfern:

Tage t

0

14

28

35

42

49

63

77

91

105 | 119 | 133 245 | 259

Kafer x

2

2

2

3

17

65

119

130

175

205 | 261 | 302 335 | 330

Auch hier sind die Parameter so zu bestimmen, dass die logistische Kurve moglichst

gut durch die Messergebnisse geht.

Messergebnisse

X
x X
X

X

X X x

und ¢ einen Zusammenhang der Form

optimale Kurve L(t)

x

. Aufgrund von physikalischen Uberlegungen erwartet man zwischen Messgrofien s

s(t) = ag-sin(aot + a3) + ay = G(t; aq, s, as, ay)

In den folgenden Schaubildern wird eine Messreihe und die optimale Kurve
dargestellt.

Messergebnisse

optimale Kurve s(t)
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Die numerische Losung des allgemeinen Ausgleichsproblems ist kompliziert. Wesentlich
einfacher ist die Situation, bei der die Parameter linear in die Theoriefunktion eingehen.
Deshalb betrachten wir zunichst diesen Fall. Der allgemeine Fall wird in Paragraph 10
(Nichtlineare Minimierung) behandelt.

2.2 Lineare Ausgleichsprobleme

Definition: Ein Ausgleichsproblem heifit linear, falls die Theoriefunktion G linear von
den Parametern a = (ay, ..., a,) abhingt, also die Form

G(t,a) = Z%‘gj(t)

hat mit gewissen Grundfunktionen g;(¢), 7 = 1,...,n. Die zu minimierende Fehlerqua-
dratsumme lautet dann )
3 (St - u) ©
i=1 \j=1

Beispiele:
1. gj(t):=¢"1(j=1,...,n) (Polynomausgleich):

n—1
G(t,agp,...,an-1) = Zaktk
k=0

Im Sonderfall n = 2 erhélt man als Theoriefunktion eine Gerade; die optimale
Losung wird als Regressionsgerade bezeichnet.

2. gj(t) == cos(jt) bzw. g;(t) := sin(jt) . Als Theoriefunktion werden dann die
trigonometrischen Polyome verwendet:

k
G(t,ag,...,ax,by1,...,by) = ag + Z (aj cos(jt) + b, sin(jt))

J=1

Sei nun A die m x n - Matrix mit den Komponenten
a; = gijt;) (t=1,....myj=1,...,n)
und s = (sy,...,8y,)". Damit fiihrt der lineare Ausgleich (9) auf das Problem
|Aa — s||5 = min

Beim Polynomausgleich hat A die Gestalt

1t 2 -t

—1

I
1ty t3, - !
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Sind hier die ¢; paarweise verschieden, so hat A den Rang n, d.h. die Spalten sind linear
unabhéngig.

Anmerkung Gelegentlich gelingt es, ein nichtlineares Ausgleichsproblem in ein lineares

zu transformierten. So erhalten wir in Beispiel 1 aus Abschnitt 2.1 durch den Ubergang
zu einem halblogarithmischen Maflstab ein lineares Ausgleichsproblem:

In(y(t)) =1In(cexp(At)) = In(c) + XM = a + Xt = G(t,a,))

mit a = In(c). Im rechten Schaubild erkannt man, dass die transformierten Messergeb-
nisse ungefahr auf einer Geraden liegen.

normales Koordinatensystem halblog. Koordinatensystem
In(y)
v, |
X
X
x n X
X 1 x t
1 X x
X
; . X x
1 t

2.3 Die Normalgleichungen

Gegeben sei das lineare Ausgleichsproblem
|Az — b||5 = min
mit A € R™" z € R", b€ R™ (m > n). Man erhélt dann

F(z) := |Az —b|; = (Az—b)"(Azx —b)
= (2TAT — ") (Az — D)
= 2"AT Az —b" Az — 2" AT+ 0"b
= 2T AT Az — 2(AT0)"x +0"b (10)
(beachte 2T ATb = (bT Az)T = b Ax, da reelle Grofie). Gesucht ist somit ein Minimum

der Funktion
F:R*" - R

F ist beliebig oft differenzierbar, denn F' ist ein multivariates Polynom.

Notwendige Bedingung fiir das Vorliegen eines (lokalen) Minimums im Punkte z ist die
Gradientenbedingung
VF(z) =0

Aus (10) folgt
VE(r) = 2ATAz —2A"h = 0
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oder umgeformt
ATAz = A™p . (11)

Definition: Diese Beziehung nennt man die Normalgleichungen.

Anmerkung: AT A ist eine n x n — Matrix, ATb ist ein Vektor der Linge n. Die Normal-
gleichungen stellen ein lineares Gleichungssystem dar.

Satz: Jede Losung der Normalgleichungen (11) ist ein globales Minimum der Funktion
2
F(x) = || Az — b|.

Beweis:
Sei T eine Losung der Normalgleichungen, also A”Az = ATb . Dann gilt fiir jedes
r e R"

F(z) = ||Az—b|} = <Az —b, Az — b>

= <AT-b+A(x—-7),AT—b+ A(x —T)>
= <AT -0, AT —b> +2<AT—-0,A(r —7)> + <Az —7),A(x —T)>
= F@) + 2<AT b, A(x —7)> + ||[A(z —T)|>

= F@) + 2<ATA7 — A"b2 —T> + ||A(z — 7|3
= F@) + 2<0,2-7> + |[A(z —T)|>

= F@) + [|A(z-D)|;

> F(7)

Somit ist T ein globales Minimum. O

Korollar: A habe den Rang n. Dann besitzt die Funktion F’ genau ein Minimum, ndmlich
die Losung der Normalgleichungen.

Beweis: Die Matrix AT A ist positiv definit; denn
AT Az = (Az)T(Az) = ||Az|} >0

und
0 =a2"ATAr = (A2)T(42) & Ar =0 & 2 =0

(da die Spalten von A linear unabhéngig sind).

Eine positiv definite Matrix ist reguldr. Somit besitzen die Normalgleichungen genau
eine Losung. Diese ist nach obigem Satz das globale Minimum. O

2.4 Berechnung einer Lésung

Zur Bestimmung der Losung der Normalgleichungen
ATAx = A"

(mit rang(A) = n) kann man die bekannten Verfahren (Gauf$-Elimination, Cholesky-
Zerlegung) verwenden. Dazu muss jedoch zunichst die Matrix AT A berechnet werden.
Bei geschickter Anwendung der QR-Zerlegung lésst sich dies vermeiden.
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Es existiert eine orthogonale Matrix ) € R™*™

matrix R € R™™"™ mit

R r{ R
QA:(O) bzw. A=Q (O)

Dabei ist () das Produkt von n Householder-Matrizen.

Es folgt dann
ATA = ATQTQA = (QA)TQA = R'R

und

AT = (R,0)Q

Somit erhélt man fiir die Normalgleichungen

(@b)1
R'Rz = (RT,00Qb = RT |
(Qb)n
Da RT invertierbar ist, ergibt sich schlieBlich das gestaffelte Gleichungssystem
(Qb)y
Rx = 3
(Qb)y,

Dieses System ist eindeutig losbar (Riickwértsauflosen).

25

und eine invertierbare obere Dreiecks-
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3 Lineare Optimierung

3.1 Problemstellung

In der linearen Optimierung werden lineare Zielfunktionen unter linearen Nebenbedin-
gungen maximiert bzw. minimiert. Solche Probleme treten hiufig in der Betriebswirt-
schaft auf. Hier ist dies die Gewinnmaximierung (bzw. Kostenminimierung) unter gege-
benen Einschrinkungen an die Produktionsfaktoren (Kapital, Arbeit, Lagervorrat, ge-
setzliche Bestimmungen). Dazu betrachten wir ein

Beispiel: Ein Landwirt bewirtschaftet eine Flache von 80 ha. Es sollen zwei Sorten von
Getreide (Gerste und Weizen) angebaut werden. An Arbeitszeit stehen 560 Stunden zur
Verfiigung. Fiir einen ha Gerste sind 6 Std und fiir einen ha Weizen sind 10 Std Arbeits-
zeit erforderlich. An Kosten (Saatgut, Diingemittel usw.) entstehen pro ha bei Gerste
30 und bei Weizen 100 Euro. Insgesamt stehen dem Landwirt maximal 4700 Euro zur
Verfiigung.

An Gewinn sind bei Gerste 40 Euro und bei Weizen 50 Euro pro ha zu erwarten.

Wie hat der Landwirt die Ackerfliche aufzuteilen, um einen moglichst hohen Gewinn zu
erzielen?

Bezeichnet man mit z; die Ackerflache fiir Gerste und mit x5 die Fléiche fiir Weizen, so
ergeben sich folgende Bedingungen:

T +x9 < 80 (Beschriankung Anbaufléche)
6x1 + 1029 < 560 (Beschréankung Arbeitszeit)
30x; + 100z < 4700 (Beschrinkung Kapital)
T 2 0
To Z 0

Die Aufgabe lautet nun:
Maximiere ¢ = g(x1,22) = 40x1 + 5024
unter den obigen Einschrénkungen (Nebenbedingungen).

Wir gehen zur Matrixschreibweise {iber. Mit

N 1 1 80 10
_ 1 _ _ _
x_(xg),P_ 6 10 |,b=1 560 ,q—<50)

lautet die Aufgabe

g(z) = ¢'r — max
Pz < b
z > 0

(dabei sind sdmtliche Ungleichungen komponentenweise zu verstehen).

Allgemeiner Fall:
Gegeben seien ¢ € R, b € R™, P € R™*". Gesucht ist ein x € R” mit

¢’z — max
Pxr < b : (12)
x > 0
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Definitionen:

1. Diese Aufgabenstellung wird als lineares Optimierungsproblem (bzw. als lineares Pro-
gramm) bezeichnet. Die Funktion ¢’z heifit Zielfunktion. Wir bezeichnen die Darstel-
lung in (12) als Normalform 1.

2. Die Menge
K = {z€R" : 2 >0und Px <b}

heifit zulissige Menge (zuldssiger Bereich), ihre Elemente nennt man zuldssige Punkte.

3. Ein zuléssiger Punkt heifit optimale Lisung, falls dort die Zielfunktion ihr Maximum
annimmt.

3.2 Graphische Losung

Im Fall n = 2 ldsst sich das lineare Optimierungsproblem der Form (12) graphisch 16sen.
Wir demonstrieren dies anhand des obigen Beispiels.

Zunéchst wird der zuléissige Bereich dargestellt. Anschliefend wird die Zielfunktion (Ge-
rade)
g = 40x; + 50x,

eingezeichnet und parallel so verschoben, dass sie den zulédssigen Bereich gerade noch
beriihrt (in einer Ecke).

80
70+ N \Fl‘ciche X
60 b

50F o \

40
30

20

10| zul&ssiger Bereich

10| zulassiger Bereich >

0 20 40 60 80 0 20 40 60 80

Man erkennt, dass die optimale Losung in einer Ecke angenommen wird. Die Ecken des
zuléssigen Bereichs spielen deshalb eine wichtige Rolle. Im obigen Beispiel sind die Ecken

(0,0), (0,47), (30,38), (60,20), (80,0).

Auch im Fall n = 3 ist eine graphische Losung moglich.
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3.3 Normalformen

Wiéhrend die Normalform 1 fiir die graphische Losung giinstig ist, erweist sich eine andere
Darstellung (Normalform 3) fiir die Entwicklung von Losungs-Algorithmen als geeigneter.

Die Normalform 1

g(z) = ¢"z — max
Pr < b
z > 0

(mit ¢ € R", b € R™, P € R™*") bringen wir durch die Einfithrung von Schlupfvariablen
s = (81,...,8m)F in die

Normalform 2:

g(z) = ¢'r — max
Pr+s =10
: > 0 (13)
s > 0
Diese Darstellung ist als Sonderfall enthalten in
Normalform 5
Gegeben seien A € R™*™7) mit rang(A) = m, b € R™, ¢ € R™™.
g(z2) = 2 — max
Az = b . (14)
z > 0

Mit den Setzungen

A=(P 1), z:(i) c:(g)

ergibt sich daraus die Normalform 2. Dabei ist I die m x m - Einheitsmatrix.

Anmerkungen: Alle anderen Ausgangsformen der linearen Optimierung mit linearen Ne-
benbedingungen lassen sich auf eine der obigen Normalformen bringen, z.B.:

1. min ¢ ist dquivalent zu max —g

2. Eine Nebenbedingung der Form
ap1x1 + -+ Appy 2 bk

wird zu
—Ap1T1 — * — Qgpdp S _bk

3. Falls eine Variable z; keiner Vorzeichenbeschrinkung unterliegt, so setzt man

Tp = Tl — Tp2, Tp1 =0, Tpe > 0.

3.4 Charakterisierung des zulissigen Bereichs

Wir stellen die wesentlichen Eigenschaften des zuléssigen Bereichs

K = {zeR": x>0, Pr <b} (Normalform 1)
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bzw.
K = {zeR™" : 2>0, Az=b} (Normalformen 2 und 3)

zusammen. Dazu sind einige Vorbereitungen notwendig.

Konvexe Mengen

Definition: Eine Teilmenge M C RF heifit konvez, wenn fiir alle z,y € M und alle
0< A< gilt
z=Xr + (1-Ny € M

(d.h. mit z,y € M liegt auch die Verbindungsstrecke Zy in M).

Unmittelbar einsichtig sind folgende Eigenschaften konvexer Mengen:
1. Der Durchschnitt beliebig vieler konvexer Mengen ist konvex.

2. BEs seien M konvex, 20 € M (i =1,...,r), u; >0, und > p; = 1. Dann gilt
=1

T = i iz € M (konveze Linearkombination).
i=1
3. Fiir beliebige Vektoren y® € R¥ (t=1,...,r) ist die Menge
K = K(yW, .. y") = {y cR" : yziuiy(“, ;> 0, Zu = 1}
i=1 i=1
konvex. K wird als konvexe Hiille von {y™1), ... y™} bezeichnet.

Definition: Sei M konvex. Ein x € M heifit Ecke (oder Eztrempunkt), wenn aus
= pr® 4+ (1 — p)z® mit 0 < g < 1 und 2V, 2@ € M stets z = 2 = 22 folgt (d.h.
x kann nicht als echte konvexe Linearkombination dargestellt werden).

Eine beliebige konvexe Menge kann unendlich viele Ecken haben (z.B. Kreis: jeder Rand-
punkt ist eine Ecke).

Hyperebenen und Halbrdume

Definition: Sei o = (ay,...,a;) € R¥\ {0} und v € R. Die Menge
H = {xeRk calr = 7}

heiflt Hyperebene (im R¥).

Beispiele:
1. Hyperebenen im R? sind Geraden.
2. Die Ebenen bilden die Hyperebenen im R3.

Eine Hyperebene teilt den R* in die beiden Halbrdume
Ht = {zeR":a"z >~} und H = {zeR" : o'z < 7}

Lemma: H, H" und H~ sind abgeschlossene konvexe Mengen.
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Konvexitidt und Abgeschlossenheit des zulissigen Bereichs

Nebenbedingungen der Form
P+ ... +pipxy, < b bzw. z; > 0
liefern abgeschlossene Halbrdume, Nebenbedingungen der Gestalt
a1+ ...+ CGiminZmin = b

ergeben eine abgeschlossene Hyperebene. Somit ist der zulédssige Bereich K der Durch-
schnitt von endlich vielen abgeschlossenen Hyperebenen und Halbraumen, und wir er-
halten folgenden

Satz: Der zuléssige Bereich K ist konvex und abgeschlossen.

In den Anwendungen ist im Normalfall der zuléssige Bereich auch beschréankt, also kom-
pakt. Der Fall K = () ist natiirlich moglich, dann gibt es keine optimale Losung. Fiir
beschrinktes K # () existiert stets eine optimale Losung (stetige Funktion auf Kompak-
tum). Im Hinblick auf die Entwicklung von Algorithmen ist dann die Frage wichtig, wo
die optimalen Losungen zu suchen sind. Dabei spielen die Ecken des zuléssigen Bereichs
eine zentrale Rolle.

3.5 Ecken des zulissigen Bereichs
Wir beschréanken uns auf die lineare Optimierungsaufgabe in der Normalform 3. Es sei
A = (a(l), a?, .. ,a(m+"))
mit a®) € R™ (Spalten von A) und K der zulissige Bereich. Fiir € K bezeichne
I(z) = {je{l,...,m+n} : z; >0}
(Indizes mit positiven Komponenten).

Zwischen den Ecken des zuldssigen Bereichs und den Spalten von A besteht folgender
Zusammenhang:

Satz (Charakterisierungssatz):

Sei x € K. Folgende Aussagen sind dquivalent:

(i) x ist eine Ecke von K.

(ii) Die Vektoren a?), j € I(z) sind linear unabhiingig.

Beweis: (i) = (i)

Sei x € K eine Ecke und 0.B.d.A I(x) ={1,2,...,r}, r > 1. Dann gilt

m-+n r
J=1 j=1
da 2 = 0 fiir k& > 7. Annahme a, ... a"" sind linear abhéingig. Dann gibt es einen

Vektor (aq,...,a,) # (0,...,0) mit

Zaja(j) =0 = A«
j=1
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Dabei wurde noch o = (aq,...,,,0,...,0) gesetzt. Wegen z; > 0, j = 1,...,7 gibt
es ein € > () mit
Z; + 0% >0 (jzl,,’l“)

Damit bilden wir die Vektoren

yy = (11 +ea,xa+eay, ...,z +ea,,0,...,0)

(AVARAY

y- = (11 —eoq,xy —eay, ..., T, —eay,0,...,0)

Es gilt y, # y— (da (ay,...,00) # 0), 3y+ + 3y— = « und

Ayr = Az +cAa = Ami—aZozja(j) = Az =10b |
j=1

somit y,,y_ € K. Folglich ist x keine Ecke, was einen Widerspruch zur Voraussetzung
ergibt.

(if) = (i)

Zu z € K seien aV),j € I(x) = {1,...,r} linear unabhingig. Es gelte eine Darstellung

der Form
r=Ay+ (1=XNz mity,z€e Kund0<A<1.

Dann hat man

I(x) = I(y) UI(z)
Aus Ay = Az = b ergibt sich

m-+n r
0= Ay—Az = > (y;—z)a¥ = (y; —z)aV
=1 =1

Wegen der linearen Unabhéngigkeit folgt daraus
y; = z; (j=1,...,r) unddamit y=-=z

Folglich ist = eine Ecke. O

Mit Hilfe dieses Satzes konnen wir nun die Existenz von Ecken des zuléssigen Bereichs
nachweisen.

Satz (Existenzsatz):
Der zulissige Bereich K € R™"" K # (), besitzt Ecken.
Beweis: Sei [ := {|I(z)] : z € K} C {0,...,n+m} und v = min/ > 0. Wihle ein

r € K mit |I(z)| = ~. Wir zeigen, dass dieses = eine Ecke ist. Der Fall v = 0 bedeutet
x =0 € K. Der Nullpunkt ist dann eine Ecke.

Fiir v > Oseio0.B.d.A. x € K so, dass I(z) = {1,...,7} gilt. Annahme oV, ... o) € R™
sind linear abhéngig. Dann gibt es einen von Null verschiedenen Vektor (oy, ..., a,) mit

N
Zozja(j) =0 . (15)
j=1



32 E. Luik: Numerik I

. . 4y T Tk
Wir setzen \ := mln{—

J
|

:aj%o,lsj’m} =

ol

(O.B.d.A. sei o > 0, sonst multipl. (15) mit -1) und bilden den Vektor

T = (xl—)\oq,...,xv—Aav,O,...,O) c R™"
Es gilt dann

v
Ar = Ax — /\Zaja(j) = Axr = b undz >0,
j=1

also T € K. Fir den Index k gilt 7, = 0, woraus |I(Z)] < v — 1 folgt. Dies ist ein
Widerspruch zur Minimalitét von 5. Also sind a(V, ..., a linear unabhingig. Nach
dem Charakterisierungssatz ist dann x eine Ecke. O

Ist der zuléssige Bereich nicht leer und beschrénkt, so ldsst sich jeder zuldssige Punkt
als Konvexkombination von Ecken darstellen, wie der folgende Satz zeigt.

Satz (Darstellungssatz):
Der zuldssige Bereich sei beschrinkt und nicht leer. Zu jedem x € K gibt es Ecken

I
2020 € K und reelle Zahlen 0 < \; <1, Y° A, = 1 mit
=1
I
T = Z)\jz(j)
=1

Beweis: Siehe Hammerlin-Hoffmann [9].

3.6 Basislosungen

Aus dem Charakterisierungssatz folgt, dass jede Ecke von K hochstens m positive Kom-
ponenten hat. Es konnen jedoch weniger sein. Deshalb fithren wir noch den Begriff des
Basispunktes ein.

Definition: Sei A € R™ ™+ mit Rang A = m und B = (a™,... al")) eine
Teilmatrix mit Rang B = m. Ein x € R™™™ mit & > 0 heifit Basispunkt zu B, falls

x; =0 fir j ¢ {i1,...,in} und inja(ij) —
j=1

gelten. Die Komponenten z;,, ..., x; werden als Basisvariablen bezeichnet.

Ein x € R™"" heifit Basispunkt (Basislosung), wenn es eine Teilmatrix B von A gibt, so
dass x ein Basispunkt von B ist.

Zwischen den Ecken von K und Basispunkten besteht folgender Zusammenhang:

Satz (Aquivalenzsatz):

Sei Rang A = m und z € R™™. Dann sind dquivalent:
(i)  ist eine Ecke von K,

(ii) x ist eine Basislosung.
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Beweis: (i) = (i)

Sei z eine Ecke von K mit den positiven Komponenten z;,, ..., z;,. Nach dem Charak-
terisierungssatz sind dann die Vektoren (™), ..., a() linear unabhingig. Ist nun p < m,
so ergidnzen wir diese durch Hinzunahme von m — p weiteren Spaltenvektoren von A zu
einem System a'™), ... al%) ql»+1) . q0m) linear unabhigiger Vektoren (wegen Rang
A = m ist dies moglich). Damit ist = ein Basispunkt.

(i) = (i)

Sei x ein Basispunkt. Dann gibt es eine Teilmatrix B = (a(),... a)) von A mit
Rang B = m und z; =0 fiir j ¢ {i1,...,%,}. Wegen

Iz)=A{ke{l,... m+n}: x>0} C{ir,...,0n}

sind auch @, i € I(z) linear unabhingig. Nach dem Charaktersierungssatz ist « eine
Ecke. O

Korollar: Die zuldssige Menge K besitzt hochstens <m;; n) Ecken.

m +

Beweis: Es gibt genau m n) Moglichkeiten, m Spalten aus m + n moglichen aus-

zuwéahlen (siehe Kombinatorik), welche jedoch nicht immer linear unabhéingig sind. O

3.7 Losung der linearen Optimierungsaufgabe

Wir befassen uns nun mit der Frage, wo die Losung der linearen Optimierungsaufgabe
zu suchen ist. Vorgelegt sei wieder die Normalform 3:

g(z) = 2 — max
Az = b
z > 0

mit dem zuldssigen Bereich K = {z € R™™ : Az =b, z > 0}.

Satz (Hauptsatz):
Der zuléssige Bereich K sei beschrankt und nicht leer. Dann nimmt die Zielfunktion
g(2) = ¢!z ihr Maximum in einer Ecke an.

Beweis: Da K kompakt ist (beschréinkt und abgeschlossen), nimmt die Funktion g an
einer Stelle z € K ihr Maximum an. Z ldsst sich als Konvexkombination von Ecken
darstellen:

l !
z = Z/\jx(j) mit ) € K Ecke, 0 < \; <1 und Z)\j =1.
j=1

j=1

Dann gilt
!
max {cTz? : j=1,...,1} < max{c’z:2€K} = 'z = Z)\chx(j)
j=1

< max{c’zV : j=1,...,1} = z®

und damit iiberall die Gleichheit. Also wird das Maximum auch in der Ecke #*) ange-
nommen. 0
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Damit kénnen wir uns bei der Suche nach dem Optimum auf die Ecken des zuléssigen
Bereichs beschrianken. In einem ersten (naiven) Ansatz konnte man die Zielfunktion an

allen (endlich vielen) Ecken auswerten und dann das Maximum bestimmen. Da aber
m-+n

sehr schnell wéchst (fiir groere m und n), wire diese Vorgehensweise sehr
aufwéndig (also nicht effizient).

Deshalb stellt sich sofort die Frage nach einem systematischen Vorgehen. Dies kommt
beim Simplez-Algorithmus (" Eckenmarsch”) zum Tragen. Dabei spielt der Ubergang von
einer Basislosung zu einer anderen die entscheidende Rolle, welchen man durch einen
GauB-Jordan-Schritt (vgl. Abschnitt 1.7) erreicht.

3.8 Der Simplex-Algorithmus

Wir betrachten die lineare Optimierungsaufgabe in der Normalform 2:

¢’z +a® — max
Pr+s = b
z > 0 ’
s > 0

fordern zunéchst noch b > 0 und ordnen alles in einer Matrix an:

pii o P |1 by

7o _ P 1 b _ : : - :
m mn 1 bm
T 0 |—a® bl £ ©)

q \ \ o Qo On ‘0 0‘_05

lff(o) ist eine (m + 1) X (m + n + 1)-Matrix. Hier gilt Rang(P,I) = m und damit die
Aquivalenz von Ecken und Basislosung. Wegen der Zusatzannahme b > 0 konnen wir
eine Basislosung (Ecke) sofort ablesen:

T 0

0) _ Tn _ 0
: S1 b1
Sm b,

Als Wert der Zielfunktion ergibt sich (¢(®)72(® = 0, welches der Eintrag in der rechten
unteren Ecke ist.

Bezogen auf das Einfiihrungsbeispiel (vgl. Abschnitt 3.1) hat man

1 1 [10 0] 8
6 10 [0 1 0] 560
30 1000 0 14700
40 50 [0 0 0] 0

HO —
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und als Basislosung

T 0
i) 0
=1 5 | = 80
So 560
S3 4700

Nun suchen wir eine neue Basislosung (Ecke) mit einem hoéheren Wert der Zielfunk-
tion. Dazu wird eine der Schlupfvariablen si,...,s,, gegen ein x; ausgetauscht. Die
Durchfiithrung erfolgt durch einen Gauf-Jordan-Schritt, angewandt auf die komplette
Matrix H©®. Ein solcher Schritt ist nur sinnvoll, wenn

— die neue Ecke wieder zulissig ist, d.h. nach der Transformation b > 0 gilt,
— der Wert der Zielfunktion nicht kleiner wird.
Es ist also ein geeignetes Pivot-Element fiir den Gauf-Jordan-Schritt zu wéahlen. Dazu

betrachten wir zunéchst in der letzten Zeile von H® die Eintriige ¢1, ..., ¢.. Gilt ¢; <0
fir alle 2 =1,...,n, so ist der Wert der Zielfunktion nicht mehr zu verbessern:

(x1,...,2,) = (0,...,0)

ist die optimale Losung. Andernfalls wéhle ein g; > 0 und in der zugehorigen s-ten Spalte
von P ein Pivot-Element p,;. Wegen der obigen Bedingungen muss dieses

(1) prs > 0,
(2) prsbi Z pisbr (Z = 1, Ce ,m) bzw.
(2/) I% > :,% ( =1,... m)

erfiillen. Die zweite Bedingung ergibt sich aus dem Gauf3-Jordan-Schritt:

B = b - %br >0
Prs

Im obigen Beispiel wihlen wir s = 2 und bestimmen dann das Pivot:

1 1 100/ 8 [8:1=80
o _ [ 6 10 J0 1 0560 |560:10 =56
~ | 30 [100]]0 0 14700 | 4700 : 100 = 47
40 50 [0 0 0] 0 |

Das Pivotelement ist p3o = 100. Damit fithren wir dann den Gauf3-Jordan-Schritt durch:

1 1(1 0 0 |80 0.7 01 0 —-0.01| 33
6 10{0 1 0 |560 o _ 3 0/0 1 -0.1 90
03 1|0 0 0.01] 47 ’ 03 1]0 0 0.01 47
40 50|10 0 O 0 25 0]/0 0 —0.5 |—2350
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Als neue Basislosung erhélt man

T 0
T 47
M= s | =] 33
S9 90
S3 0
und als neuen Wert fiir die Zielfunktion ¢”2(Y) = 2350. Wir erkennen, dass —c’ z(1) in

der rechten unteren Ecke des Tableaus steht.

Damit wurde eine neue Basislosung (Ecke) mit hoherem Wert der Zielfunktion gefunden.
Diese GauB-Jordan-Austauschschritte werden nun wiederholt. Nach dem i-ten Schritt hat
man eine Matrix

afy o oal) o afl,, | oV
HY = ; z . i
alh e ah o al) | O
Cgi) N QA Cgm —a®

mit der Basislosung 2. Vor dem néchsten Schritt werden die Optimalitit und die
Nichtlosbarkeit getestet.

Optimalitit
Die Optimalitit der Basislosung (Ecke) 2z wird mit Hilfe ¢ (letzte Zeile von H®)
getestet.

Satz: Gilt cy) <0(j=1,...,m+n), so ist die Basislosung z(*) optimale Lésung und
g(z) = (N7 + o = o ist der maximale Wert.

Beweis: Nach dem Hauptsatz wird das Optimum in einer Basislosung (Ecke) angenom-
men. Sei also Z eine beliebige Basislosung. Dann gilt

m+n
g(2) = (C(i))TZ—i—oz(i) _ Z ng) Z + o < a® = (C(i))TZ(i)+a(i) _ g(z(i))
"
<0 >0
~——
<0

=1

(Beachte cl(i) = 0 fiir die Basisvariablen von z(). O

Nichtlosbarkeit

Satz: Sei cgi) >0 und a
aufgabe keine Losung.

(

jls <0 fiir j =1,...,m. Dann besitzt die lineare Optimierungs-

Beweis: Sei 209 die Basislosung mit den Basisvariablen z](.j), ey 23(2 Dann gilt
A== =0, 2 =0fiw k¢ {1, Jm} (16)

und fir die Zielfunktion
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AufBerdem hat die Matrix H® in der ji-ten Spalte den Einheitsvektor e;.

Zu A > 0 konstruieren wir eine neue zuléssige Losung y = (y1, ..., Ymin) wie folgt:
Y = Zj(li)—)\agi) >0 (l:1,...,m),
Ys =

e = 0, K&{j,. - Jm S}

Dann gilt y > 0 und

m Q1

A(i)y = Z <Z](lz) _)‘al(?) e + A () = sz(f)@z = A0 — p®
=1 i =1

Ams
Somit ist y eine zuléissige Losung. Fiir die Zielfunktion gilt unter Beachtung von (16)
gly) = oD + DN oo fir A — oo
~—
>0
Also gibt es kein Maximum. O

Neue Basislosung

Falls die obigen beiden Kriterien nicht erfiillt sind, so findet man eine neue Basislosung
(Ecke) =0+ mit g(=0+) > g(=0)

Wihle ein ¢/’ > 0 und ein Pivot o' > 0 mit der Eigenschaft

(@) (3) (@) (@) .
bj'ayl > bYa;; (j=1,...,m). (17)

rs

Satz: Mit diesem Pivot-Element liefert die Gaufl-Jordan-Elimination eine neue Ba-
sislosung 201 mit g(z0+H)) > g(2@) .

Beweis: Wir haben in der Ausgangssituation
g(z0) = D10 4o = O

(beachte cg-i) = 0 fiir die Basisvariablen und z,(f) = 0 fiir die Nichtbasisvariablen). Der
GauB-Jordan-Schritt liefert

>0
(i) 20 () p(i), @)
b(i—i—l) _ b(z) . ajs b(z) _ bj Qy.g br ajs > 0
’ T al) afl -
>0
woraus die Zuldssigkeit folgt. Weiter erhalten wir
>0
A~ 20
: : . D) AN . :
_g(z(zﬂ)) — ot — _ 0 _ s bff) < o — —g(z(z))

al T

>0
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und somit
gz > ¢g(z") . O

(%)

Anmerkung: Die Eigenschaft (17) braucht man nur fiir die j mit a;; > 0 nachzupriifen.

Dann ist (17) aber dquivalent zu

p®) (i)
2> br (18)
a® a®

s TS

Diese Beziehung ist fiir die Handrechnung einfacher und liefert sofort Information, wel-
ches Pivot-Element zu wahlen ist.

Wir demonstrieren die Funktionsweise des Simplex-Verfahrens am obigen Beispiel. Der
erste Schritt wurde bereits vorgefiihrt:

07 0|1 0 —0.01 33 il 407
3] ojlo 1 —0.1 90 . 2

HY = 110 0 001 g7 | itz = T gg
25 0(0 0 —0.5 | —2350 :

S3 0

Das Optimalitats-Kriterium und das Nichtlosbarkeits-Kriterium sind nicht erfiillt. Wir
wihlen cgl) = 25 und als Pivot agll) = 3 und fithren den néchsten Gau-Jordan-Schritt
durch.

1 7 4
0.7 0|1 0 —15 33 0 0[1 —& 3% 12
1] 0/0 3 —5 30 1 0|0 3 —35 30
3 ?0 ’ H(Q) _ 13 310
03 110 0 1% A7 0 1{0 - & 38
25 010 0 —3|—2350 000 —%  1|-3100
Es ist ein weiterer Gau$-Jordan-Schritt mit dem Pivot-Element a?) = 555 moglich:
0 0|30 -2 [1] 900 0 0 2 - 1] 900
10 0 & —o 30 1ol & 40 60
13 310 ’ G — z; 13
01 0 —& & 38 01 =2 10 20
0 0] 0 -2  3|-3100 00— —3 0]—3400

Nun ist das Optimalitits-Kriterium erfiillt. Als optimale Losung ergibt sich

T 60
To 20
z = S1 = 0
S9 0
S3 900

und als Wert fiir die Zielfunktion g(z) = 3400.
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Wir fassen diese Ergebnisse nochmals in einem Rechentableau zusammen (empfohlen fiir
die Handrechnung). Dabei stehen oberhalb der ersten Zeile alle Variablen, links von der
ersten Spalte die aktuellen Basisvariablen.

I T S1 82 83 b;
sp| 1 1 1 0 0 80| 80:1 =80
so| 6 10 0o 1 0 560|560 :10 =56
ss | 30 0 0 1| 4700 | 4700 : 100 = 47
40 50 0 0 0 0
1 1 10 0 80
6 10 0o 1 0 560
0.3 1 0 0 001 A7
40 50 0 0 0 0
s1 (0.7 0 1 0 -0.01 33133:0.7 > 30
S 0 0 1 -01 90 | 90 : 3 =30
29| 0.3 1 0 0 001 AT | 47:0.3 > 30
25 0 0 0 —0.5|-2350
0.7 0 10 -5 33
1 1
1 0 0o i —-= 30
0.3 1 0 0 & 47
25 0 0 0 —3]-2350
7 4 300 __
si| 0 0 1 —L | 12 | 12- 3% =900
x| 1 0 o i - 30
1 1
2o | 0 1 0 — = 38 | 38 - 50 = 1900
25 1
0 0 0o -2 1| -3100
o o % D 900
1 1
1 0 0o i —-% 30
0 1 0 -+ x 38
25 1
0 0 0o -2 1| -3100
ss| 0 0o %0 -7 1| 900
x| 1 o -1 0 60
Ty | O I 0 20
o 0 - -3 0| —3400
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Nun ist das Optimalitéits-Kriterium erfiillt, und wir lesen aus dem Tableau die optimale
Losung ab:
ry = 60, xp = 20, s3 = 900, g = 3400.

Anmerkung: Die Schlupfvariable s3 = 900 bedeutet, dass in der 3. Ungleichung des Aus-
gangsproblems (Beschrankung Kapital) noch ”Luft” ist: Der maximale Kapitaleinsatz
von 4700 Euro wurde um 900 Euro unterschritten.

3.9 Zweiphasenmethode

Das im vorigen Abschnitt geschilderte Simplex-Verfahren benétigt zum Start eine Ba-
sislosung. Fiir b > 0 ist dies

Sei nun ein b; < 0; dann ist obiges 2(%) nicht mehr zulissig, also auch keine Basislosung.

Deshalb braucht man zunéchst eine Anlaufrechnung, um eine zuléssige Basislosung zu
finden (1. Phase).

1. Phase:
Betrachte das lineare Optimierungsproblem in der Normalform 2:

g(z) = "z +a® — max

Pr+s = b (19)
x

S

(VAR

0.B.d.A. seien die Nebenbedingungen so geordnet, dass b; < O fiiri =1,...,pund b; > 0
fir i =p+1,...,m gilt. Fiir alle ¢ mit b; < 0 fithren wir neue Hilfsvariablen &; ein und
betrachten dann

—Zpij%‘ - 8 + & = -b;  (i=1,...,p),
j=1
Zpijﬂfj +s = b (i=p+l....m), (20)
j=1

x>0, s>0, £>0.

Fir &€ = (&,...,&) = (0,...,0) ist dies dquivalent zu (19). Man definiert nun die neue

Zielfunktion ,
h(§) = —Zfi
i=1

und 16st dann das Hilfsproblem
maximiere h(§) unter den Nebenbedingungen (20)

(dabei ist die Zielfunktion in den Nichtbasisvariablen anzugeben).
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Dies stellt wieder ein lineares Optimierungsproblem dar, von dem man jedoch eine

zuléssige Basislosung sofort angeben kann:

0
©) (T, Ty Sy ey Spy Sprty - - - Sy &1, -5 &p)

y g
= (0,...,0,0,...,0,bys1, .- b, —b1, ..., —b,)

Eigenschaften des Hilfsproblems:

1. (z,s,£) ist optimale Losung des Hilfsproblems < ¢ = 0.

(21)

2. Ist (z,s,€) eine optimale Losung des Hilfsproblems, so ist (z, s) eine zuléssige Ba-

sislosung des Ausgangsproblems (19).

2. Phase

Lose mit der gefundenen Basislosung und einer entsprechend modifizierten Zielfunktion
(Zielfunktion muss in den Nichtbasisvariablen dargestellt werden) das Ausgangsproblem

mit dem Simplex-Algorithmus.

Beispiel: Maximiere die Zielfunktion g(x) = —z; + 2z, unter den Nebenbedingungen
201+ <200
—r1+wy < 40
1+ To Z 50
ry,22 2> 0

Zunéchst bringen wir diese Aufgabe auf die Normalform 1:

21 + x5 < 200

—r1+x2 < 40

—xr1— Ty < =50
r1, T2 > 0

und durch Einfiihren von Schlupfvariablen auf die Normalform 2:

201+ x5+ 51 = 200
—T1+ X2+ 89 = 40
—21 — T2+ 83 = —b0 < b >0 hier verletzt!

Deshalb betrachtet man in Phase 1 das Hilfsproblem

2.171 + 2o+ 81 = 200
—T1 + To + S9 40
I1+$2—S3+£1 = 50

l’l,Z’Q,Sl,SQ,Sg,fl 0

v

mit der Zielfunktion

h(§) ==& =21+ 29— s3 — 50 — max
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und 16st dieses mit dem Simplex-Algorithmus:
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To S1 S9 bz
s;] 2 1 1 0 200 [ 200 : 2 = 100
sy|—1 1 0 1 40
3 1 0 0 50 [50:1=50
1 1 0 0 50
s5] 0 =1 1 0 100
so5] 02 0 1 90
x| 11 0 0 50
0 0 0 0 0

Damit wurde eine optimale Losung des Hilfsproblems erreicht:

(xla T2, S1, 52, 53, gl) =

(50,0, 100, 90, 0, 0)

Dann ist (z1, 2, S1, S2,83) = (50,0,100,90,0) eine zuldssige Basislosung des Ausgangs-
problems mit den Basisvariablen x1, s1, s und den Nichtbasisvariablen s, s3.

Die Zielfunktion ¢(z

)

—x1 + 225 muss nun in den Nichtbasisvariablen geschrieben
werden: Aus 50 = x; + x5 — s3 folgt

g(z) = =50+ 29 — s3+2x9 = 3x9 — 53 — 50 .

In der Phase 2 startet man das Simplex-Verfahren mit der in Phase 1 gefundenen Ba-

sislosung:

Hier ist das Optimalitatskriterium erfiillt:

1 1 bz
s1] 0 1 100
s3] 0 0 90 | 90:2 =45
|1 1 0 50 | 50 : 1 = 50
0 3 0 50
st 0 0 1 1 145
29| 0 0 1 -1l 45
T 0 -3 -3 5
0 -3 1 -8
59 2]
1 2 280
T2 5 5 0 %
m| 10 4 -p o) W
1 5 400
0 -3 —5 0]—7F
400
T2 =—7, g(x)=—
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4 Interpolation

4.1 Die Interpolationsaufgabe nach Lagrange

Gegeben seien Paare (t;,s;) € R? (1 =0,1,2,...,m); die ¢; seien paarweise verschieden.
Gesucht ist ein Polynom
p(t) = Z a;t!
=0

vom Grad(p) < m mit
plt) = s (i=01,....m). (22)

Definition: Diese Problemstellung nennt man die Interpolationsaufgabe nach Lagran-
ge. Die t; heiflen die Stiitzstellen und die s; die Stitzwerte. Die Losung p(t) heifit das
Lagrange-Interpolationspolynom zu den Paaren (t;, s;).

Anwendung: Seien f : [a,b] — R eine reelle Funktion und a < tqg < t; < -+ <t, <b
die Stitzstellen. Wihle als Stiitzwerte nun

si = f(t;) (i=0,1,...,m).
Das Interpolationspolynom p(t) liefert eine Ndherung (Approximation) an die Funktion

f und stimmt an den Stiitzstellen mit f iberein (d.h. p(¢;) = f(t;), ¢ = 0,1,...,m).
Man nennt p das Interpolationspolynom zu f bzgl. der Stitzstellen to, ..., t,,.

Interpolationspolynome zu f

p1 pp ist das Interpolationspolynom
| bzgl. der Stiitzstellen t,, t;
I | D2
! I . .
! | po ist das Interpolationspolynom
| \ bzgl. der Stiitzstellen tq, tq, to
| | /
! |
! |
A : I
to to t
Vorteile:

1. p(t) hat eine einfache Gestalt.
2. p(t) kann leicht berechnet werden (vgl. Horner-Schema).

3. Polynome konnen einfach differenziert bzw. integriert werden.

Beachte: Das Interpolationspolynom héngt auch von der Stiitzstellenwahl ab.
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Im Zusammenhang mit der Approximation sind Aussagen iiber den (Formel-)Fehler

ft) = p(t) (¢ €a,b])
von groBer Bedeutung (vgl. unten).

Zunéchst beschéftigen wir uns mit der Frage der Existenz und Eindeutigkeit der Inter-
polationsaufgabe nach Lagrange.

4.2 Existenz und Eindeutigkeit

Im Folgenden bezeichne II,,, den Raum der (reellen) Polynome vom Grad < m.

Satz: Die obige Interpolationsaufgabe besitzt genau eine Losung.

Beweis: (i) Eindeutigkeit:

Seien p(t) und ¢(t) mit p, g € I1,,, Losungen der obigen Interpolationsaufgabe. Setze
r0) = plt) = gt

Dann gilt r € II,,, und

Das Polynom r hat mindestens m+1 Nullstellen. Nach dem Fundamentalsatz der Algebra
hat aber jedes Polynom vom Grad m, das ungleich dem Nullpolynom ist, héchstens m
Nullstellen. Also folgt aus (23), dass r das Nullpolynom ist und somit p = q.

(ii) Existenz:

Wir geben ein p € I1,,, explizit an und zeigen, dass dieses die Interpolationsaufgabe 16st.
Dazu sei

| t—t; .

Li(t) = Hti_tj (i=0,1,...,m).
7=0
J#i

Die [; heien Lagrange-Grundpolyome. Es gilt [; € I1,,, und

1 firve=k :
Li(ty) = { 0 fiir i # k (i,k=0,1,...,m). (24)
Das Polynom
p(t) = ) silit) (25)
=0

16st dann die Interpolationsaufgabe; denn es gilt p € II,,, und mit (24)

m

p(ty) = Zsili(tk) = s (k=0,1,...,m). O

1=0

Die Darstellung (25) nennt man Interpolationsformel nach Lagrange. Diese erweist sich
als sehr niitzlich fiir Beweise, ist jedoch fiir praktische Zwecke weniger geeignet (insbe-
sondere fiir grofere m).
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Anmerkung: Einen alternativen Beweis erhélt man durch den Ansatz
p(t) = ap + art + ... 4+ apt™ .

Die Interpolationsbedingungen (22) liefern dann fiir die Koeffizienten ay, ..., a,, ein li-
neares Gleichungssystem, welches eindeutig l6sbar ist (Vandermonde-Matrix).

4.3 Der Neville-Algorithmus

Es sei wieder p € II,, das Interpolationspolynom zu den Paaren (t;,s;), i =0,1,...,m,
t; paarweise verschieden.

Lemma: Es sei p,,,_1(t) das IP-Polynom zu den Paaren (t;,s;), i =0,1,...,m — 1, und
Gm-1(t) das IP-Polynom zu den Paaren (¢;,s;), i = 1,2,...,m. Dann gilt

p(t) = (t— tm)pm—li?:tfj —t0)qm_1(t)

(26)

Beweis: Es bezeichne r(t) die rechte Seite von (26). Es gilt ¢m—1,pm-1 € I,,,—1 und
folglich r € I1,,,. Weiter erhélt man

(ti = tm)pm-1(t:) — (ti — to)qm-1(t:)

to —tm
ti —tm)si — (Li —1o)s; .
= ( )5 ( 0)s =35 (@GF=1....,m—-1),
to —tm
(to — tm)s0
t —= _—_— =
T( O) to _ tm S0
oy s
to — tm
Somit 16st r(¢) die Interpolationsaufgabe zu den Paaren (¢;,s;), i = 0,1,...,m. Aus der

Eindeutigkeit der Interpolation folgt r =p. O

Das obige Lemma liefert uns eine Rekursionsformel zur Berechnung von p(¢), £ € R. Mit

Dig-ij, € i bezeichnen wir das IP-Polynom zu den Paaren (¢, si,), (tiy, Siy)s - - -, (tiys Si)-
Zur Berechnung von p(§) = po1...m(§) verwendet man folgendes Schema:
k=20 k=1 k=2 k=3 ... k=m
to | So=po(&)
Pm(f)
t | s1=m(&) Po12(§)
p12(§) pouz(f)
ty | s2 = pa(§) p123(§)
p23(§) : p012---m(§)
ts | s3=ps(&) :
pm—l,m(g)
tm Sm = pm(g)
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Dabei ergibt sich pjyi;..;, (§) aus pigiy.ip_, (§) und pj iy, (§) gemés (26):

(f - tik>pi0'"ik71(§) - (5 - tio)pil---ik (f)
lig — L

Digiq iy, (6) = (27)

k
So gilt zum Beispiel

(€ —t3)p12(§) — (§ —t1)pas(§)

p123(§) = ty — ts

Digiy-i, (§) 1st eine reelle Zahl, namlich das Interpolationspolynom zu den Paaren
(Ligs Sig)s - - - (tiy, Si, ), ausgewertet an der Stelle €.

Definition: Das obige Rechentableau wird als Neville-Schema bezeichnet.

Vorteil: Nimmt man ein weiteres Paar (¢,,11, Sm+1) zu den bisherigen Stiitzpaaren (¢;, s;),
i =0,1,...,m hinzu, so ergibt sich poj...nt1(§) durch Anfiigen einer weiteren Zeile im
Neville-Schema. Bisher schon berechnete Werte kéonnen verwendet werden. Bei der Dar-
stellung nach Lagrange (vgl. (25)) ist dagegen eine komplette Neuberechnung erforder-
lich.

Beispiel: Es seien m =2, ¢ = 2 und

tozoa tlzla t2:37
80:1, 81:3, 52:2.

Dann erhilt man

(k=0 k=1 k=2
t():() 80:p0<2):1
p01(2) =9 10
tl =1 S1 = p1(2) = 3 » (2) 5 p012(2) =3
12(2) = 35
t2:3 82:p2<2):2 2
Die Nebenrechnungen lauten:
por(2) = w = 5,
paz) = G g
2-3)5—(2—0)3
poa(2) = SR = = p(e)

4.4 Der Interpolationsfehler

Wir nehmen nun an, dass die Stiitzwerte s; von einer Funktion f : [a,b] — R herriihren,
d.h. s; = f(t;). Ferner gelte a <ty < -+ < t,,, < b. Uns interessiert dann die Frage, wie
gut das Interpolationspolynom p(t) zu den Paaren

die Funktion f approximiert. Mit C*[a,b] bezeichnen wir den Raum der k-mal stetig
differenzierbaren Funktionen f : [a,b] — R.
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Satz: Sei f € C™!{a,b] und z € [a, b] fest. Wir setzen o := min{ty, 2z} und
f = max{t,,, z}. Dann gibt es ein £ € («, /3), so dass fiir den Interpolationsfehler gilt

Fom ()
1) =22) = G 1IG -0

)

Beweis: Ist z eine Stiitzstelle (d.h. z = ¢; fiir ein 7), so ist die Behauptung trivialerweise
erfiillt. Im Folgenden sei deshalb z ¢ {t¢,1,...,t,}. Zur Abkiirzung setzen wir

w(t) = H(t —t)
und betrachten die Hilfsfunktion
B(O) = )= p(0) ~ ()~ ()

CI)(m+1)(t) _ f(m+1)(t) _p(m—i-l)(t) .

———(f(2) = p(2)) . (28)

Weiter erhalt man

Somit hat ® im Intervall [a, 5] mindestens m + 2 verschiedene Nullstellen. Der Satz von
Rolle liefert nun jeweils:

@’ hat in («, f) mindestens m + 1 verschiedene Nullstellen,
®® hat in (o, 3) mindestens m verschiedene Nullstellen,

®® hat in (o, 8) mindestens m — 1 verschiedene Nullstellen,

®(™) hat in (, ) mindestens 2 verschiedene Nullstellen,
®(m+1) hat in (o, 3) mindestens eine Nullstelle &.
Diese Nullstelle setzen wir in (28) ein:

(m+ 1!

0 = () = S~

Daraus folgt die Behauptung. O
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Wir veranschaulichen die obige Schlussweise nochmals fiir m = 3:

to i 2z ts 3
H:—T—T—T—T—; Nullstellen von ®
% Nullstellen von @’

i T i T i T i " Nullstellen von &)
i A i I i " Nullstellen von &)
i : i " Nullstellen von &)

Im Normalfall ist jedoch der Zwischenwert ¢ und damit auch f*1(€) nicht explizit
bekannt. Deshalb ist die Fehlerdarstellung im obigen Satz fiir die Praxis nicht brauchbar.
Sie bildet aber die Grundlage fiir Fehlerabschéatzungen.

Fehlerschranken
Wir versehen den Raum Cf|a, b] mit der Maximum-Norm:

190l = ll9llee = llgll == max{[g(t)] : ¢ € [a,b]}
Weiter sei wieder .
w(t) = H(t—ti) (Knotenpolynom)
i=0
und f € C™ a,b] . Dann erhilt man aus dem obigen Satz die Abschétzungen
A
f(2) —p(2)| < (m T D) jw(z)|  fiir jedes 2 € [a, 0]
bzw.
[EA |
If=pll < Jwll (29)

(m +1)!

Das Knotenpolynom w(t) und damit auch ||w| héngen von den gewéhlten Stiitzstellen
to, t1, ..., t, ab. Deshalb stellt sich sofort die Frage nach einer ”giinstigen” Stiitzstellen-
wahl: Wie sind die ¢; — paarweise verschieden — zu wéhlen, damit ||w|| minimal wird?
Dabei beschrinken wir uns zunéchst auf das Intervall [—1, 1].

w(t) ist ein Polynom vom Grad m + 1 mit Hauptkoeffizient = 1, d.h.
w(t) = " fapt™ - Fat+ag . (30)

Gesucht ist also ein Polynom vom Grad m + 1 mit Hauptkoeffizient = 1 und m + 1
einfachen reellen Nullstellen in [—1,1], welches eine minimale Norm hat (unter allen
Polynomen der Gestalt (30)), falls ein solches iiberhaupt existiert.

Hierzu bendtigen wir die sogenannten Tschebyscheff-Polynome.
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4.5 Tschebyscheff-Polynome

Definition der Tschebyscheff-Polynome
Zu jedem n € N definiert man die Funktion

T, : [-1,1] 5 R : t+— T,(t) := cos (narccos(t)) . (31)

und zeigt, dass T}, ein Polynom vom Grad n ist.

Lemma: Fiir n > 1 gilt

Toor(t) = 26To(t) — Toi(t) . (32)

Beweis: Die Additionstheoreme fiir cos liefern:

Thi1(t) = cos((n+1)arccos(t))
= cos (narccos(t)) - cos (arccos(t)) — sin (narccos(t)) - sin (arccos(t)) ,
Tn-1(t) = cos(n—1)arccost

= cos (narccos(t)) - cos (arccos(t)) + sin (narccos(t)) - sin (arccos(t)) .
Daraus ergibt sich

Thia(t) +T,-1(t) = 2-cos(narccos(t)) - cos (arccos(t)) = 2t-T,(t). O

Damit kénnen wir nun folgenden Satz beweisen:
Satz: T), ist ein Polynom vom Grad n. Fiir n > 1 hat T}, den Hauptkoeffizient 27! .

Beweis: (durch vollstdndige Induktion)
Aus (31) folgt sofort

Also ist die Behauptung fiir den Induktionsanfang erfiillt.

Sei nun die Behauptung richtig fiir alle £ < n, d.h. T}, ist ein Polynom vom Grad k und

To(t) = 2279F 4 P =t o (g (P
Mit Hilfe des obigen Lemmas folgt

Tpir(t) = 2t- (2”*%" FmMt oy cé”)) - (2”*%"*1 T L S cg"-”)

n

_ 2ntn+1 + ngn—’—l)tn 4. +C(n+1) ) 0

o

Definition: Die Polynome T, bezeichnet man als Tschebyscheff-Polynome 1. Art.
(P. L. Tschebyscheff, 1821 - 1894, russischer Mathematiker)
Beispiele: To(t) = 2t -1,

Ty(t) = 43 -3t

Ty(t) = 8t* —8t2 +1.
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Eigenschaften
Wir stellen einige wichtige Eigenschaften der Tschebyscheff-Polynome zusammen:

1. Symmetrie: Es gilt
Th(=t) = (=1)"TL(1)

(d.h. Achsensymmetrie fiir gerades und Punktsymmetrie fiir ungerades n).

2. Aus (31) folgt sofort

T.(t)] < 1 firallete[-1,1],
T.(1) = 1,
L(=1) = (=1",
HTnH[fl,l] = 1.

3. Die Tschebyscheft-Polynome Ty, 71, . . ., T}, bilden eine Basis des Polynomraumes II,,;
d.h. jedes q € II,, besitzt eine eindeutige Darstellung der Form

q(t) = b, Tn(t) + bp1Tr1(t) + -+ + 01 T1(t) + boTo(t)

mit b e R, 1 =0,1,...,n.

Beispiele: t? = %( o(t) + Tu(t))
t* = 1Ti(t) + Ts(t)) ,
tt = L (3To(t) +4Ta(t) + Tu(t)) .

4. Nullstellen: T, hat n einfache reelle Nullstellen im offenen Intervall (—1,1). Diese
sind gegeben durch

2n

214+1
ti:cos<l+ 7r> (1=0,1,...,n—1); (33)

denn aus (31) folgt sofort

2141
T,(t;) = cos(narccos(t;)) = cos (n arccos (cos ( 2;_ 7T) ))
n

21+ 1
= cos (n 22—; -71‘) = cos ((2i+1)g> =0

5. Extremalstellen: Im Intervall [—1, 1] hat T,, die n + 1 Extremalstellen

% = cos (LT) (i=0,1,2,...,n). (34)
n

Ferner gilt '
To(z)= (-1 (1=0,1,2,...,n).

Alle Extremalwerte sind also betragsméfig gleich.
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Mit Hilfe der obigen Eigenschaften kénnen wir nun die Tschebyscheff-Polynome skizzieren.

Minimalititseigenschaft
Fiir n > 1 sei @,, die Menge aller Polynome vom Grad n mit Hauptkoeffizient 1, also

Qn = {qell, : qt) =t"+a, 1t" '+ - +art' +ag; a; €R} .

Setzt man T}, := sogilt T, € Q, .

=
Satz: Unter allen Polynomen aus @, (n > 1) hat T, die kleinste Maximum-Norm im
Intervall [—1,1], d.h. es gilt

, - 1
min{llg|l = g€ @n} = Tl =

2n—1

(35)

Beweis: Nach (34) gilt fiir die Extremalstellen z; von T,

(=1
gn—1

To(z) = (i=0,1,2,...,n).

Das Differenzpolynom

Annahme: es gibt ein ¢ € Qu mit ¢ < [T = 327 -

r(t) = Tu(t) (1)

erfilllt r € 11, \ {0}, folglich hat r hochstens n — 1 Nullstellen.
Es gelten folgende Ungleichungen:

1

r(z0) = Tnl(z0) —G(z0) = 1 —q(z0) > 0,
o) = Tale) i) =~ — i) <0,
M) = Tum)—d(m) = g (=) > 0,

o A > 0 fiir n gerade
r(zn) = Ta(zn) — Gn(zn) { < 0 fiir n ungerade

Nach dem Zwischenwertsatz hat somit » im IV [—1, 1] mindestens n verschiedene Null-
stellen. Dies ist ein Widerspruch. O
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Wir veranschaulichen die obige Schlussweise fiir den Fall n = 2.

Nullstellen als Stiitzstellen bei der Interpolation

Mit Hilfe des obigen Satzes konnen wir nun die Frage nach einer giinstigen Stiitzstellen-
wahl bei der Interpolation beantworten.

Wihle als Stiitzstellen bei der Interpolation die Nullstellen des Tschebyscheff-Polynoms
Thi1, also

2i 41 :
t; = cos(2m+27r) (1=0,1,...,m).

Dann gilt

. 1

w(t) = Tpya(t) und somit ||w|| = o
Aus (29) folgt fiir den Interpolationsfehler
[FA
—p| <
If=pl < 2 (1) (36)

Das folgende Schaubild zeigt die Knotenpolynome w;(t) (dquidistante Stiitzstellen) und
ws(t) (Tschebyscheff-Nullstellen).

w1 (t)

Wo (t)
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Die Aussage (36) gilt fiir das Intervall [—1, 1]. Mittels affiner Transformation erhélt man
Fehlerschranken fiir das Intervall [a, b].

Es sei g : [a,b] — R. Mit der affinen Transformation

_b—at+a+b
2 2

v [-1,1] = [a,b] : () :
ist f(t) := g(p(t)) eine Funktion f : [—1,1] — R. Es gilt

b—a
2

e = )m+1-g<m+l><so<t>>

Fiir das Interpolationspolynom ¢ beziiglich der Stiitzstellen z; := ¢(t;), i = 0,...,m,

erhilt man
(b _ a)m+1 . ||g(m+1) H[a,b]

22m 1 (1 1 1)]

||g - QH[a,b] S

4.6 Konvergenzfragen

Es sei f € Cla,b]. Wir betrachten zu jedem m € N Stiitzstellen t,, ..., tmm € [a,0]
(paarweise verschieden) und bilden das Interpolationspolynom p,,(t) zu f(t). Dann in-
teressieren folgende Fragen:

e Gilt lim |[f—pm|] = 0  (gleichméBige Konvergenz)?
m—0o0

e Gilt lim p,(t) = f(t) fur alle t € [a, b] (punktweise Konvergenz)?

m—0o0
Die obigen Stiitzstellen werden iiblicherweise in einer (unendlichen) Matrix angeordnet:
loo

tio T
tog  To1  T22

tmO tml tm? tmm

Diese Matrix nennt man eine Stitzstellenmatriz.

Satz (Faber): Zu jeder vorgegebenen Stiitzstellenmatrix S gibt es eine Funktion f €
C'la, b, so dass die Folge (pm,)men der Interpolationspolynome nicht gleichméaflig gegen f
konvergiert.

Satz (Marcinkiewicz): Zu jeder stetigen Funktion f € Cfa,b] gibt es eine Stiitzstellen-
matrix S, so dass die Folge (py)men der Interpolationspolynome gleichméfig gegen f
konvergiert.

Anmerkung: Der Satz von Marcinkiewicz liefert zu vorgegebenem f nur die Existenz
einer solchen Stiitzstellenmatrix, die Stiitzstellen sind i.A. nicht explizit bekannt.
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Beispiel 1: Sei [a,b] = [—1,1] und f(¢) := |¢|. Bei dquidistanter Stiitzstellenwahl, d.h.
9
ti = —1+ = (i=0,1,....,m; m>1)
m

divigiert die Folge (p,(t))men fur alle t mit 0 < [t < 1.

In den beiden folgenden Schaubildern sind einige dieser Interpolationspolynome darge-
stellt:

ps 1+

P10 P14
y2Z

Beispiel 2: Seien f(t) := ¢’ und a,b € R mit a < b. Fiir jede beliebige Stiitzstellen-
matrix S konvergiert die Folge der Interpolationspolynome (p,)men im Intervall [a, b]
gleichméBig gegen f. Denn aus (29) folgt

eb

(m+1)!

. B _ b_ ) (b_a)m—i-l B

If = pmll < (b —a)y™*!

und somit

4.7 Numerische Differentiation

Es seien f € C'[a,b] und 7 € (a,b) fest. Als Anwendung der Interpolation leiten wir nun
Formeln zur numerischen Bestimmung der Ableitung f’(7) her und setzen

(h #0, T+ h € [a,b]). Dann gilt g(—h) = g(h) und (nach Definition der Differenzier-
barkeit)
. gt
lim g(h) = f(7)
Beachten Sie, dass g nur in einer Umgebung der Null definiert ist.
Die Funktion

o(h) = { glh)  firh 70 (h hinreichend klein) (37)

fi(r) fuirh=0
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ist stetig, erfillt p(—h) = p(h), und ¢(0) = f'(7) ist der gesuchte Wert.

Sei q € Ily,,,1 das Interpolationspolynom zu den Stiitzpaaren

(hiy p(hi)), (—=hiso(hi)), i=0,1,...m.
Dann ist ¢(0) ein Ndherungswert fiir f'(7).

Die Berechnung von ¢(0) erfolgt mit Hilfe des Neville-Algorithmus unter Verwendung
des folgenden Lemmas.

Lemma: Es seien ¢ : [—a,a] — R stetig mit ¢(t) = (—t) fir alle t € [—a, a] und
0 < hy<hy <--+<hy < a. Es bezeichne ¢(t) das Interpolationspolynom zu den 2m +2
Paaren

(£hi,o(h;))  (=0,1,...,m)
und p(t) das Interpolationspolynom zu den m + 1 Paaren

(R, o(h:))  (i=0,1,...,m). (38)
Dann gilt q(¢) = p(t?).

Beweis:
Es gilt p(t) € I1,, und folglich p(t?) € Iy,,; weiter ist q(t) € Iy, 1. Man erhilt

p((+h:)?*) = (h) = q(h;) (i=0,...,m),
p((=h)?) = p(hi) = ¢(h) = p(=h:) = q(=h;) (i=0,...,m).
Somit ist p(¢?) das Interpolationspolynom zu den Paaren
(h0> gO(ho)), SR (hﬂ"w Sp(hm)% (—ho, 90<_h0)>7 R (_hﬂ"w @(_hm)) .
Aus der Eindeutigkeit der Interpolation folgt dann ¢(t) = p(t?). O
Anmerkung: Mit diesem Lemma erhalten wir insbesondere
f(7) = ¢(0) = q(0) = p(0).

Deshalb verwendet man im Neville-Algorithmus vorteilhaft die Paare (38), wodurch sich
der Aufwand reduziert.

Beispiel 1: Es sei m := 0, hy := h (h > 0 fest). Dann ergibt sich sofort

fr+h)—flr—h)
2h

fi(r) =~ p(0) =

Beispiel 2: Es sei m := 1, hy := h, hy := 2h (h > 0 fest). Das Schema von Neville
liefert dann (mit £ = 0)

W= 0| po(0) = () = LRI

por(0) = SO0

B =4h? | pi(0) = p(2h) = AP0
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Somit

F(7) ~ ponl0) = (f(T—Qh)—8f(T—h)+8f(T+h)—f(7+2h)) .

1
12h

4.8 Inverse Interpolation

Sei f : [a,b] — R eine reelle Funktion, deren Umkehrabbildung f~! existiert. Ferner
seien a <ty < t; < -+- < t, <b. Bildet man nun das Interpolationspolynom ¢(t) € II,,
zu den Paaren

(f(tz)atz> (i:(),l,...,m),
so ist ¢(t) eine Ndherung an f~1(t).

Anmerkung: Hier wurden Stiitzstellen und Stiitzwerte vertauscht. Da nach Vorausset-
zung f~! existiert, sind auch die f(t;) paarweise verschieden. Damit ist ¢(¢) eindeutig
bestimmt (vgl. Abschnitt 4.2 iber Existenz und Eindeutigkeit). Zur besseren Unterschei-
dung bezeichnen wir dieses Interpolationspolynom mit ¢(t).

Definition: Diese Vorgehensweise heifit inverse Interpolation.

Anwendung: Man kann die inverse Interpolation benutzen, um ndherungsweise eine
Nullstelle ¢ der Funktion f(¢) zu bestimmen. f(¢) = 0 ist dquivalent zu ¢ = f~1(0);
folglich ist

¢ =~ q(0)
Die Durchfithrung erfolgt wieder mit dem Algorithmus von Neville und fiihrt auf folgen-
des Schema:

k=20 k=1 k=2 . k=m

f(to) | to = qo(0)

q01(0)
f(t) | t1=q.(0) q012(0)

712(0)
f(t2) | t2 = q2(0) 5 q012.-m(0)

QW—Zm—Lm(O)
Gm—-1,m(0)

f(tn) | tm = am(0)

Aus (27) erhilt man hier die Rekursionsformel

f(tio)qil'“ik (0) B f(tik)qm“'ik—1 (O)

fti) — f(tiy)
Dann ist go12....,(0) eine Ndherung an die gesuchte Nullstelle (. Um diese Ndherung noch
zu verbessern, bietet sich folgende Vorgehensweise an: Setze

igiy iy, (O) =

tm+1 = qug...m(O)
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und bilde das IP-Polynom qg12...,,r1 zu den Paaren

(f(to)a tO)v MR (f(tm)v tm)? (f(tm+1)7tm+1)

Héufig ist dann go19...m+1(0) eine bessere Ndherung fiir die gesuchte Nullstelle. Im Neville-
Schema bedeutet dies, dass man eine weitere Zeile hinzufiigt:

k=20 k=1 k=2 k=m k=m-+1
f(to) to = qo(0)
q01(0)
f(t1) t1 = q1(0) q012(0)
¢12(0)
f(t2) ta = q2(0) : 9012--m(0) =: tm41
: q012--m+1(0)
gm—2m—1m (0) q123~--m+1(0)
Qm—l,m(o) e
f(tm) tm = Qm(o) Qm—l,m,m+1(0)
dm,m+1 (O)

ftm+41) | tmt1 = @mt1(0)

Dieser Vorgang lésst sich iterativ fortsetzen (iterative inverse Interpolation).

4.9 Weitere Interpolationsarten
Wir geben einen Uberblick iiber einige andere wichtige Interpolationsarten.

Hermite-Interpolation

Hier werden auch Bedingungen fiir die Ableitungen des IP-Polynoms an den Stiitzstellen
gefordert. Im einfachsten Fall (nur 1. Ableitung) lautet die Interpolationsaufgabe dann:

Gegeben seien Tripel (¢;, s 50)7 f )) e R (1 =0,1,...,m); die t; seien wieder paarweise

verschieden. Gesucht ist ein Polynom p € Il5,, 1 mit
p(t:) = Sl(»o) und  p'(t;) = s (i=0,1,...,m).

Diese Problemstellung wird als Interpolationsaufgabe nach Hermite bezeichnet.
Satz: Es existiert genau ein solches Polynom.

Der Beweis der Eindeutigkeit verldauft dhnlich wie bei der Lagrange-Interpolation. Bei
der Existenz zeigt man, dass das Polynom

Z G (1—2z;<tk><t—tk>)+is§:’zz<t><t—tk>

diese Interpolationsaufgabe erfiillt (die I () bezeichnen wieder die Lagrange-Grundpolynome
zu den Stiitzstellen tg, ..., ty,).

p(t) heilit Hermite-Interpolationspolynom.
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Anwendung: Sei f € C'a,b], a <ty < -+ < t,, < b. Fiir die Stiitzwerte wihlt man

dann
Vi=ft), sV i=f)  (=0,...,m).
(Hermite-Interpolationspolynom zu f beziiglich der Stiitzstellen to, ..., ).

Hier ergibt sich fiir den Interpolationsfehler folgende Darstellung:

Satz: Sei f € C*™*2[a,b] und 2 € [a, b]. Dann gilt

f(2m+2 m
f(z) —p(z) = amTo lez—t

mit einem £ € (a,b).
Beweis: Ubung.

Anmerkungen:

1. Eine Verallgemeinerung ergibt sich durch Beriicksichtigung hoherer Ableitungen,
eventuell sogar unterschiedlich vieler in den einzelnen Stiitzstellen (verallgemeinerte
Hermite-Interpolation).

2. Das Taylor-Polynom kann als verallgemeinertes Hermite-Interpolationspolynom mit
einer Stiitzstelle aufgefasst werden.

Rationale Interpolation:

Gegeben seien n+m+ 1 Paare (4;, s;) € R?, die t; wieder paarweise verschieden. Gesucht
ist eine rationale Funktion

a0+a1t—|—--~+amtm

bo + byt + -+ + b,t™

Ryn(t) =
mit
Rm,n(tz) = S; (z:O,l,Q,m—i—n)

Im Gegensatz zur Polynom-Interpolation liegen hier kompliziertere Verhéltnisse vor. So
ist z.B. die Existenz nicht immer gesichert (vgl. Stoer [7]).

Trigonometrische Interpolation:

Gegeben seien 2m + 1 Paare (4;,5;) € R? mit —7 < tg < ... < tg,, < 7. Gesucht ist ein
trigonometrisches Polynom

Sm(t) == ap+ Z(aj cos jt + b;sin jt)
=1

mit der Eigenschaft
Sm(tl) = S; (220,1,2,,2’[71)

Diese Interpolationsaufgabe besitzt eine eindeutige Losung. S, ist eine 27-periodische
Funktion. Diese Interpolationsart ist deshalb bei periodischen Funktionen f : R — R
angebracht.
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Spline-Interpolation:
Gegeben seien m + 1 Paare (t;,s;) € R mit a =1y < ... <t,, = .

Definition: Unter einer (kubischen) Spline-Funktion h(t) versteht man eine reelle Funk-
tion h : [a,b] — R mit folgenden Eigenschaften:

a) h e C?%a,b|,
b) auf jedem Teil-Intervall [t;, ¢;11] stimmt A mit einem Polynom vom Grad < 3 iiberein.

Bei der Spline-Interpolation ist ein kubischer Spline h gesucht mit der Eigenschaft
h(tl) = S; (220,1,,77’1,)

Diese Interpolations-Aufgabe besitzt stets eine Losung; sie ist jedoch nicht eindeutig.
Eindeutigkeit erreicht man z.B. durch die Zusatzforderung

K (ty) = h@(t,) = 0

Dann heifit A ein natiirlicher kubischer Spline.

Zur Bestimmung des natiirlichen kubischen Splines machen wir fiir jedes Teilintervall
[ti,tit1] den Ansatz

hi(t) = a;i(t —t;)° + bi(t —t,)> + ci(t —t;) +d; (i=0,....m—1). (39
Wegen h(t;) = s; lassen sich die d; sofort angeben:
di:Si (ZZO,,m—l)

Fiir die 3m Unbekannten a;, b;, ¢; (i = 0,m — 1) liefern die 3m Bestimmungsgleichungen

hi(tiv1) = Sis (i=0,....,m—1),
hitivn) = Mg (tivr) (i=0,....m=2),
W (ta) = hi(t)  (i=0,...,m—2),
h (t)) = h$\(tn) = 0

ein lineares Gleichungssystem, welches sich unter den gemachten Annahmen eindeutig
l6sen lasst (vgl. Ubungen).



60 E. Luik: Numerik I

5 Nullstellenbestimmung

In diesem Paragraphen befassen wir uns mit der Frage der ndherungsweisen Berechnung
einer Nullstelle von f € Cfa,b] (d.h. gesucht ist ein Wert £ € [a, b] mit f(£) = 0).

5.1 Das Bisektionsverfahren

Es sei f € Cla, b] mit
fa)-f(b) < 0O

Nach dem Zwischenwertsatz (vgl. Analysis I) existiert dann ein £ € (a, b) mit

f§) =0

Die Existenz einer Losung ist also gesichert.

Intervallhalbierung

Hier liegt die Idee zugrunde, durch Intervallhalbierung eine Nullstelle genauer zu loka-
lisieren. Das Ausgangsintervall sei Iy = [a,b] = [ag,by]. Man bildet die Intervallmitte

5= “T“’ und betrachtet dann f(s). Dabei tritt genau einer der folgenden drei Fille auf:

(a) f(s)=0: dann ist s eine gesuchte Nullstelle £ |
(b) f(a)-f(s) <0: dann liegt eine Nullstelle £ im Intervall I; = [ay, bi] = [a, 2] |
(¢) f(s)-f(b) <0: dann liegt eine Nullstelle £ im Intervall I; = [as, b;] = [%2,b] .

Wir haben somit das Intervall halbiert, in dem eine Nullstelle liegt. Die Methode der In-
tervallhalbierung lésst sich nun mehrfach anwenden. W#hlt man nach dem n-ten Schritt
ein u, aus dem verbleibenden Intervall [,, als Ndherung, so gilt

b

a

_n<_
el <

Durch fortgesetzte Intervallhalbierung kann eine Nullstelle von f beliebig genau berech-
net werden.

Definition: Diese Methode heif3t Bisektionsverfahren.

Bisektionsverfahren
ago a2 b bo
al/ "
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5.2 Das Newton-Verfahren

Herleitung

Es sei f € C?a,b] und ¢ € (a,b) eine Nullstelle von f mit f'(§) # 0 (aufgrund der
Stetigkeit gilt dann f’(¢t) # 0 in einer Umgebung von &). Diese Nullstelle £ sei nicht
explizit bekannt. Zur Verfiigung stehe dagegen ein Ndherungswert xy mit f'(zq) # 0.

Ziel: Bestimmung einer besseren Ndherung x; an die gesuchte Nullstelle.
Dazu betrachten wir die Taylorentwicklung um g

0 = f(&) = [flwo) + ['(w0)(§ — x0) + (€ — 20)” (40)

mit einem Zwischenwert 7.

Linearisierung liefert
0 = f(&) = f(zo) + f'(20)(§ — o)
(Begriindung: Falls 2 schon nahe bei ¢ liegt, so kann der Rest in (40) vernachléssigt

werden.)
Daraus folgt

f(x0)

19 %xo_f’(mo) = 1

Im néchsten Schritt sucht man ausgehend von z; eine neue (hoffentlich bessere) Néhe-
rung o, USW.

Diese Uberlegungen motivieren folgendes Verfahren zur Nullstellenbestimmung (fiir ein
f € C?*a,b] mit f'(t) # 0 in [a,b]) :

Wiéhle einen geeigneten Startwert xo € [a,b] und definiere neue Werte durch die Vor-
schrift

()
Definition: Die obige Methode heifit Newton- Verfahren.

Tiv1 = 4 (220,1,2,,> (41)

Fiir die Praxis treten sofort einige Fragen auf:
e Ist die Iteration iiberhaupt durchfithrbar, d.h. gilt z;;1 € [a,b]?

e Konvergenz gegen eine Nullstelle?
e Wenn Konvergenz vorliegt, wie rasch ist sie?
e Wie wihlt man den Startwert xy geschickt?
Auf diese Fragen gehen wir im folgenden Abschnitt ein.

Anmerkung: Allgemein heifit ein Verfahren, bei dem ein Startwert xy vorgegeben und
dann z; 11 = ®(x;) gesetzt wird (mit einer gewissen Funktion ®), ein Iterationsverfahren.
® wird als Iterationsfunktion bezeichnet. Hier interessiert man sich fiir Fixpunkte. Dabei
heiBt ein £ € [a,b] Fizpunkt, falls ®(£) = & gilt.

Beim Newton-Verfahren haben wir
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Graphische Darstellung

Ist x,, schon berechnet, so erhélt man x,; auf folgende Weise: es wird die Tangente an
f im Punkt x,, bestimmt; der Schnittpunkt dieser Tangente mit der x-Achse ergibt dann

Lnt1-

Newton-Verfahren

/f%xl 950

5.3 Konvergenz des Newton-Verfahrens

Definition: (lokale und globale Konvergenz)

Es sei @ : [a,b] — R eine Iterationsfunktion und £ € [a, b] ein Fixpunkt. Konvergiert die
Iterationsfolge nur fiir Anfangswerte zy aus einer Umgebung U C [a,b] des Fixpunktes
&, so heifit die Iteration lokal konvergent. Konvergiert die Iteration fiir jeden Startwert
aus [a, b], so heifit das Verfahren global konvergent.

Fiir die Numerik ist neben der Konvergenz die Frage nach der Konvergenzgeschwindigkeit
von grofler Bedeutung. Bei rascher Konvergenz geniigen wenige Schritte fiir eine gute
Néherung an die gesuchte Nullstelle.

Definition: (Konvergenzordnung)
Es seien £ ein Fixpunkt von ® und U eine Umgebung von &. Erfiillen fiir jeden Startwert
zo € U die Iterierten z;,1 = ®(x;) eine Ungleichung der Form

|$z+1—§| S Cl(lf,—f|p fir allezZO

mit C € R, p> 1, p € R (fiir p = 1 gelte zusitzlich C' < 1), so heifit die von ® erzeugte
[teration ein Verfahren der Konvergenzordnung p.

Der Fall p = 1 wird als lzneare und der Fall p = 2 als quadratische Konvergenz bezeichnet.

Satz: Es seien f € C?[a,b], £ € [a, b] eine Nullstelle und f'(t) # 0 fiir alle ¢ € [a, b]. Dann
liefert das Newton-Verfahren fiir jedes xy € [a, b] die Ungleichung

2y — €| < Clag—¢&f (42)

mit einer von xy unabhéngigen Konstanten C' > 0.
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Beweis: Aus den Voraussetzungen folgt

s t€a, b} <o
.t € a,

Cy = max{|fP(1)]
| I} >0

b
Cy = min{|f'(t) b

Die Taylor-Entwicklung ergibt

0 = f(€) = flzo) + ['(w0)(§ = z0) + =7—( = z0)
mit einem 7 zwischen zy und £. Daraus folgt
(2)
(5—%0)4— f(Io) _ f (77) (g_x0)2

flwo) 2! f/(xo)

Somit erhalt man

| — x| = )§—$0+%
P
2Pl & )
< 2%12@—%)2 = O —a0)
mitC:zQ%2 . O

Aus diesem Ergebnis erhalten wir einerseits die lokale Konvergenz des Newton-Verfahrens
und andererseits die Konvergenzordnung 2.

Satz: Es seien f € C?%[a,b], & € (a,b) mit f(£) =0 und f'(£) # 0. Dann gilt:
(i) Das Newton-Verfahren besitzt die Konvergenzordnung 2.

(ii) Es gibt eine Umgebung U von &, so dass das Newton-Verfahren fiir alle Startwerte
zo € U konvergiert (lokale Konvergenz).

Beweis: Wegen der Stetigkeit von f" und f’(£) # 0 gibt es eine (abgeschlossene) Umge-
bung [o, 8] = [§—e1, &+ ¢e1] C [a,b] mit f'(t) # 0 fir alle t € [a, f]. Nach obigem
Satz gilt fiir alle Startwerte zq € [, 8] die Ungleichung (42) mit einer Konstanten C' > 0
Setze ¢ := min{%, 1} und wihle als Umgebung U = U.(§) = (£ —¢,£ +¢). Dann ergibt
das Newton-Verfahren fiir jeden Startwert xq € U

1 1
|[E1—§| < C|I0—§|2 < 052 < C(%>g = 5.5

Somit 21 € U und folglich x; € U fiir alle ¢ € N. Aus (42) folgt dann die Konvergenzord-
nung 2 und ferner per Induktion

1 i+1
i1 =€ < Cla—¢* < (5) "€

(denn |Zip1 — €| < Ol — € < (%)l eClz; —¢| < (%)l 50%), woraus sich die Kon-
vergenz dieser Newton-Folge gegen ¢ ergibt. O
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Unter gewissen Zusatzvoraussetzungen kann man globale Konvergenz erreichen. Dazu
betrachten wir eine Funktion f : [a,b] — R mit folgenden Eigenschaften:

V1) es gibt ein £ € [a,b] mit f(§) =0

V2) f € C'a,b] und f'(t) # 0 fiir alle ¢ € [a,b]
)
)

(
(
(V3) f/(s)(t —s)+ f(s) < f(¢) fiir alle s,t € [a,b] | (43)
(

V4) Fiir jeden Startwert x € [a, b] gelte 1 = x¢ — ;,((2)) € [a,b

Anmerkungen:
1. Aus (V2) folgt entweder f'(t) > 0 in [a, b] oder f'(t) < 0 in [a, b]. Somit ist f streng
monoton und hat héchstens eine Nullstelle in [a, b].

2. Wegen (V1) und (V2) besitzt f genau eine Nullstelle in [a, b].

3. (V3) bedeutet, dass in jedem Punkt s € [a,b] die Tangente an f unterhalb von f
liegt, denn auf der linken Seite steht das Taylor-Polynome vom Grad 1 zu f(¢) im
Punkt s.

ft)

Tangente im Punkt s

Die Bedingung (V3) ist im Allgemeinen schwer nachzupriifen; deshalb ist die folgende
hinreichende Bedingung sehr niitzlich.

Lemma: Aus f € C?[a,b] und £ (t) > 0 fiir alle ¢ € [a, b] folgt die Bedingung (V3).

Beweis: Taylorentwicklung liefert:

(2)
£t = £+ £ -9 +

fir ein n € (min{s, t}, max{s,t}). Daraus ergibt sich

(2)
50~ f5) ~ ) ) = 502 = 0

und folglich die Behauptung. O
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Satz (monotone Konvergenz):
Es seien die Voraussetzungen (V1) bis (V4) erfiillt und xy € [a, b] ein beliebiger Startwert.
Dann gilt fiir das Newton-Verfahren:

(i) &<z <z (1=1,2,3,...), falls f'(t)>0in [a,b],
(11) ZT; < Tiy1 < f (7, = 1,2,3, .. .), falls f’(t) < 0in [Cl,b] s

(i) lim z; = €.
1—00

Beweis: (i) Sei f(t) > 0 in [a, b]. Das Newton-Verfahren ergibt

o A (0)
" F(wo)

Falls 27 = & gilt, so ist man fertig (denn dann ist x; = £ fiir alle ¢ > 1). Sei also 27 # &.
Aus (44) und (V3) folgt die Beziehung

f(&) = 0 = flxo)(x1 — w0) + flwo) < flan)
Der MWS liefert dann (beachte f'(t) > 0 in [a, b])

f(x1) = f(§)
T —§

und somit 27 — & > 0. Also £ < x; und nach Voraussetzung x; € |a, b].
Insgesamt hat man also £ < x; (Induktionsanfang).

(& fl(wo)(wr —x0) + f(wo) = 0). (44)

Tr1 =

= f'n) >0

Es gelte nun bereits

§ <z, < 1pg < -0 <y mit f(z,) > 0.

Wie oben folgt dann wieder

fl§) =0 = f/(xn)(xn—i-l —x,) + f(zn) < f(Tnt1) (45)
und (falls € # z,,41) aus dem MWS & < z,,41. Wegen f(x,) >0, f'(x,) > 0 gilt ferner
_ f(@a)
Tpny1 = Tp — f/<l'n) S Ty

Insgesamt ergibt sich also £ < z,1; < x,. Damit ist (i) mittels vollstindiger Induktion
bewiesen.

(ii) analog.
(iii) Die Folge (z,,)nen ist monoton und beschrinkt, also konvergent, d.h.

v = lim =z,
n—oo

Aufgrund der Stetigkeit der Iterationsfunktion ®(t) =t — Jf,((?) gilt

O(v) = &(lim z,) = lim (P(z,)) = lim z,01 = 7
n—oo

n—oo n—o0
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und folglich
f(y) =0, dh.y = ¢

(da es nur eine Nullstelle in [a, b] geben kann). O

Beispiel: Berechnung von +/a fiir @ > 1. Gesucht ist also eine positive Nullstelle der
Funktion f(t) := ¢* — a. Es gilt

= 2t >0 firt>0 ,
= 2>0 firt>0 ,
= 1-a<0 (daa>1) |,

= a*—a >0 (daa>1)

Nach dem Zwischenwertsatz gibt es ein £ € (1,a) mit f(§) = 0.
Sei zg € [1, a] ein beliebiger Startwert fiir das Newton-Verfahren. Fiir den ersten Newton-
Schritt gilt:

f (o) Ty a a a
= - = - —_— < — _— =
1 X /(o) 5 + 9 = 2 + 51 a
und
Ty n a S 1 + 1
X = — _— — _ =
! 2 "2 — 2 2a

Somit gilt z; € [1,a].
Es sind alle Voraussetzungen fiir den Satz iiber die monotone Konvergenz erfiillt. Fiir
jeden Startwert xq € [1,a] konvergiert das Newton-Verfahren gegen +/a.

5.4 Das Sekantenverfahren

Ein Nachteil des Newton-Verfahrens besteht darin, dass in jedem Schritt die Berech-
nung einer Ableitung von f (ndmlich f’(z;)) erforderlich ist. Dieses Problem lésst sich
vermeiden, indem man im Newton-Verfahren die Tangente durch eine Sekante (oder -
analytisch ausgedriickt - den Differentialquotienten durch einen Differenzenquotienten)
ersetzt.

Das Verfahren

Gegeben seien f € Cla,b] sowie Startwerte zp und x; mit o # x; (hier benétigt man
zwei Startwerte). Fiir i = 1,2,3,... wird f'(x;) ersetzt durch

f(iEz) - f(l’i—l)

Ty — XTj—1

(dabei sei f(x;) # f(x;—1)). Damit erhalten wir die Vorschrift

(ZEz‘ - $i—1)'f(93i) _ f(%‘)%ﬁ - f(%‘—l)%’
f(xi) — f(zio1) fxi) — f(wiz1)

Tiy1 = Ty —

Definition: Diese Methode heif3t Sekantenverfahren.
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Anmerkungen

1. Dieses Verfahren ergibt sich auch bei der inversen Interpolation, jeweils an den
beiden Paaren

(@i1, fziz1)) und (24, f(21)) ,
und Auswertung mit dem Neville-Algorithmus (vgl. Abschnitt 4.8).

2. Das Sekantenverfahren hat die Konvergenzordnung p = %5 =1.618... (vgl. Stoer
[7]). Im Gegensatz zum Newton-Verfahren ist in jedem Schritt nur eine Funktions-
auswertung erforderlich.

Graphische Darstellung

Geometrisch ist ;41 der Schnittpunkt der Sekante durch die Punkte (z;-1, f(x;—1)) und
(x4, f(x;)) mit der x-Achse.

Sekantenverfahren

.’ng

Variante

Zu stetigem f seien zwei Startwerte zp < yo gegeben mit f(xo) f(yo) < 0. Dann
liegt eine Nullstelle im Intervall [zg,yo]. Beim Sekantenverfahren kann diese Informa-
tion verloren gehen. Deshalb bietet sich folgende Modifikation an: Berechne wie beim
Sekantenverfahren

~ fy)w = f(za)ys

T T ) — f(w)

Gilt f(s;) =0, so ist man fertig. Sonst setze (wie bei Bisektionsverfahren)

Tip1 =8, iy o=y falls f(sy) fy:) <0
Tip1 =T, Yip1:=s; falls  f(a;) f(s:) <O
(i=0,1,2...).
Definition: Dieses Verfahren nennt man requla falsi- Verfahren.

Anmerkungen:

1. Auch das regula falsi-Verfahren kann iiber inverse Interpolation hergeleitet werden.
2. Ein Vorteil besteht darin, dass eine gesuchte Nullstelle im Intervall [z;, y;] liegt.
3. Die Konvergenzordnung ist mindestens linear, d.h. p > 1 (vgl. Stoer [7]).
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regula falsi-Verfahren

le

Y1

Y2

5.5 Anwendung aus dem Bereich der Finanzmathematik

Effektivzins bei pramienbegiinstigten Sparvertrigen

Bei dieser Geldanlageform zahlt der Sparer zu Beginn des Jahres jeweils einen festen,
gleichbleibenden Betrag auf ein Sparbuch ein. Dieser wird mit einem gleichbleibenden
Zinssatz p am Jahresende verzinst und dem Sparbuch gutgeschrieben. Nach Ablauf von
n Jahren (z.B. n = 7) zahlt das Kreditinstitut dem Sparer dann fiir die eingezahlten
Betrége eine Pramie von 14 %, und der Kunde kann tiber das gesamte Kapital (Sparbe-
trage, Zinsen, Pramie) frei verfiigen.

Gefragt ist nun die Effektivverzinsung, d.h. welcher Zinssatz ¢ ist anzusetzen, damit
der Kunde fiir seine Sparbetriage das gleiche Kapital ausbezahlt bekommt, wenn keine
Préamie gewahrt wird?

Losung:

Zur Abkiirzung setzen wir s := 1 + 55. Der jéhrliche Sparbetrag sei R. Unter Beriick-

sichtigung von Zinsen und Zinseszinsen hat man nach n Jahren:

fiir die Einzahlung R zu Beginn des 1. Jahres: R(1+5)" = Rs"
fiir die Einzahlung R zu Beginn des 2. Jahres: Rs" !
fiir die Einzahlung R zu Beginn des 3. Jahres: Rs"2
fiir die Einzahlung R zu Beginn des n. Jahres: Rs

Insgesamt also an Sparbeitrdgen und Zinsen (geom. Reihe)

() - ()

Die gesamten Sparbeitriage sind nR; somit betrégt die Pramie 0.14nR. Der Kunde erhélt
folgendes Kapital ausbezahlt:

K — R(:> + 0.14nR
s—1
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Sei q der Effektivzins und r := 1 + 5. Dann muss gelten

T —T
b= R(T) ’

dabei ist r die Unbekannte, wihrend K, R, n gegeben sind.
0O.B.d.A. kann man R = 1 annehmen. Es ist also eine Gleichung der Form

tn+1_t
t—1

ft) = —c=0

zu 16sen, wobei ¢ > 0, n > 1 und ¢t > 1 gelten muss.
Aquivalent dazu ist

fO) =t"+t"'+-tt—c=0 . (47)
Wir priifen nun die Bedingungen (V1) bis (V4) nach.
Es gilt f € C]0,00) und
flt) = nt" P+ 42t+1 >0 in[0,00).
Somit ist die Bedingung (V2) erfiillt. Ferner hat man
fO) = ntn—D" 2+ +6t+2 > 0 in [0,00).

Daraus folgt die Bedingung (V3).
Aus

f0) = —c <0,
fle) = "+ +c >0

folgt nach dem Zwischenwertsatz die Existenz einer Nullstelle r € [0, ¢] und damit auch
in [0,00). Wegen (V2) ist r die einzige Nullstelle.

Fiir jeden beliebigen Startwert xy € [0, 00) gilt wegen (V3)

f'(wo)(r —x0) + f(xo) < f(r) =0

woraus wir

flwo)
J' (o)

r < xg —

erhalten und somit z; € [0, 00).
Insgesamt sind die Bedingungen (V1) - (V4) erfiillt.

Deshalb wenden wir hier das Newton-Verfahren an. Fiir jeden Startwert xy € [0, 00)
erhélt man monotone Konvergenz gegen die gesuchte Nullstelle r. Als Startwert fiir un-

ser Ausgangsproblem empfiehlt sich zg := 1+ 755.
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5.6 Nullstellenberechnung mit Matlab

In Matlab steht uns zur Nullstellenberechnung die Funktion fzero zur Verfiigung. Durch
Eingabe von

doc fzero

erhélt man eine ausfiihrliche Beschreibung.

Als Beispiel berechnen wir die positive Nullstelle von der Funktion f(z) := 2? — 2.
Zunichst wird eine Matlab-Funktion erstellt:

function y = funk1(t)
y =t"2 - 2;
Diese wird in die Datei namens funk1.m gespeichert. Der Aufruf der Nullstellenfunktion

fzero lautet dann

z = fzero(@funkl,5)
z = fzero(@funkl, [0,3])

Beachten Sie, dass die Ubergabe von Matlab-Funktionen als Paramter an andere Funk-
tionen mit vorangestelltem @ erfolgt. Im ersten Fall wird als Startwert fiir die Nullstel-
lensuche der Wert 5 verwendet. Im zweiten Fall wird ein Intervall angegeben, in dem
sich eine Nullstelle befindet.

Ferner kann man noch zwei Optionen setzen:

e Gewiinschte Genauigkeit:
options = optimset(’TolX’,le-12)

e Ausgabe der Zwischenergebnisse
options = optimset(’Display’,’iter’)
Selbstversténdlich kénnen beide Optionen gleichzeitig gesetzt werden:
options = optimset(’TolX’,le-12,’Display’,’iter’)
Die Optionen werden als weiterer Parameter an die Nullstellenroutine iibergeben:
z = fzero(@funkl, [0,3],options)
Wir erhalten dann folgende Ausgabe:

Func-count X f(x) Procedure
1 0 -2 initial
2 3 7 initial
3 0.666667 -1.55556 interpolation
4 1.83333 1.36111 bisection
5 1.28889 -0.338765 interpolation
6 1.39739 -0.0473004 interpolation
7 1.41441  0.000547369 interpolation
8 1.41421 -3.27474e-06 interpolation
9 1.41421 -2.24031e-10 interpolation
10 1.41421 4.44089e-16 interpolation
11 1.41421  -7.9996e-12 interpolation
Zero found in the interval: [0, 3].

zZ =

1.41421356237310
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Die Funktion fzero kombiniert verschiedene numerische Verfahren (Bisektion, Sekan-
tenverfahren, inverse Interpolation). Die letzte Spalte gibt an, welches Verfahren im
jeweiligen Zwischenschritt verwendet wurde.

Funktionen mit zusitzlichen Parametern

An die Nullstellenroutine diirfen wir auch Funktionen iibergeben, die ihrerseits wieder
Parameter haben. Diese miissen dann als zusétzliche Parameter an fzero iibergeben
werden. Als Beispiel betrachten wir die Funktion

ft) =t" —c¢c (meN, c>0).
In die Datei funk?2.m schreibt man wieder die Matlab-Funktion

function y = funk2(t,n,c)
y =t’n - c;

In der Matlab-Sitzung geben wir dann folgende Befehle ein:

n = 3;
c = b5;
fzero(@funk?2, [0,3],options,n,c)

Konkret wird dann {/5 berechnet. Maglich ist auch
fzero(@funk2, [0,3],options,3,5)

Sind keine Optionen definiert, so muss hier trotzdem ein Platzhalter angegeben werden:
fzero(@funk2,[0,3],[ 1,n,c)
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6 Anfangswertaufgaben

6.1 Einleitung

Betrachtet man Entwicklungen von Vorgéngen in der Natur, so fithrt uns das in der
Regel auf Differentialgleichungen. Allgemein hat eine Differentialgleichung die Form

= f(t,x)

Dabei ist f eine Funktion, welche auf einer Menge D C R? definiert ist. Sei I ein Intervall.
Eine differenzierbare Funktion = : I — R heifit eine Losung der Differentialgleichung,
wenn der Graph von x in D liegt und

#(t) = f(t,z(t)) firallete I

gilt.

Beispiele:

1. Es bezeichne z(t) den Umfang einer Population (z.B. Tiere, Organismen) zum Zeit-
punkt ¢. In der Biologie interessiert man sich fiir das Wachstum dieser Population.
Die einfachste Vorstellung nimmt an, dass das Wachstum (Verédnderungsrate) pro-
portional zum Umfang der Population ist. Dies bedeutet

t = Rx (48)

mit einem Proportionalitatsfaktor R € R, R > 0. Diese Dgl wird als Ratengleichung
bezeichnet.

2. Ein verfeinerter Ansatz geht davon aus, dass das Wachstum durch Umwelteinfliisse
begrenzt (negativ beeinflusst) wird. Dies fithrt uns auf die sogenannte Verhulst-

Gleichung:
i = Ru (1 - %) (49)

mit RKeR, R>0, K >0.

3. Wir betrachten einen Fallschirmspringer mit Masse m. Fiir die Fallgeschwindigkeit
v(t) erhélt man die Differentialgleichung

k(t)v?

m

=9 - (50)

Dabei ist ¢ = 9.81 die Gravitationskonstante und die Funktion k(t) die Reibung
zum Zeitpunkt ¢. Diese kann etwa durch die Funktion

ki fir 0 <t <t
k(t) = k1+(t_%;(+2‘1_’“) fiir t) <t <ty
]{32 fUI'tZtQ

beschrieben werden mit 0 < t; < ty und ky < ks (lineare Entfaltung des Fallschirms).
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Héaufig treten in den Anwendungen Differentialgleichungssysteme auf:

l.'l = fl(t,l’l, e ,ZEn)
an = fn(t,l'l, e ,l’n)
mit gewissen Funktionen f;(t,z1,...,x,) oder in Vektorschreibweise
= F(t,x)

Beispiel: (Réuber-Beute-Modell)

Bezeichnet man mit y(t) die Rauber (z.B. Bussarde) und mit z(¢) die Beute (z.B. Mause)
zum Zeitpunkt ¢, so ergibt sich folgendes Modell:

y = azy — Py
2 = —mvyzy + oz (51)

mit positiven Konstanten «, 3, v, 9.

In (48),(49) und (51) tritt die Variable t auf der rechten Seite nicht explizit auf. Solche
Differentialgleichungen heiflen autonom. Sie sind also von der Form

& = F(x)

Dagegen tritt in der rechten Seite von (50) die Variable ¢ explizit auf. Man spricht deshalb
von einer nichtautonomen Differentialgleichung.

Wir kehren zum 1. Beispiel zuriick und verifizieren sofort, dass die Funktion
x(t) := a-exp(Rt)

fiir jedes beliebige a € R eine Losung der Ratengleichung ist. Dies dndert sich, wenn
man zusétzlich zur Dgl noch eine Anfangsbedingung fordert, z.B. 2(0) = 20. Dann ist

x(t) := 20 exp(Rt)

die einzige Funktion, welche die Differentialgleichung und die Anfangsbedingung erfiillt.

Eine Differentialgleichung zusammen mit einer Anfangsbedingung nennt man eine An-
fangswertaufgabe (AWA). Im allgemeinen Fall haben wir also
L ()
iy = [tz xn), wi(te) = oy
: : (52)
Tp = fn(tamlw"axn) ) mn(to) = y7(’LO)
oder in Vektorschreibweise

i = F(t,z), =z(t) =y
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Unter gewissen Voraussetzungen (z.B. F' € C) besitzt diese Anfangswertaufgabe genau
eine Losung (Existenz- und Eindeutigkeitssatz, vgl. Analysis III).

Wir setzen in diesem Paragraphen die eindeutige Losbarkeit von (52) voraus und beschéfti-
gen uns mit numerischen Verfahren zur Berechnung dieser Losung in einem kompakten
Intervall [to, b].

Anmerkung: Bei der Herleitung von numerischen Verfahren kénnen wir uns auf autonome
Systeme

&= Flz), a(t) =y (53)

mit F' € C'(R",R") beschrinken. Denn:
1. Jedes nichtautonome System kann in ein autonomes transformiert werden. Mit

z = (20,21,.-.y2n) = (t,x1,...,2,) und  2o(to) = to
ergibt sich aus dem nichtautonomen System (52) das autonome System

to

2= G(z), =z(t) = (y(0)> mit  G(z) = (1, f1(2),..., fu(2))

2. Auch ein Dgl-System hoherer Ordnung ldsst sich in ein autonomes Dgl-System
1. Ordnung transformieren. Wir demonstrieren dies fiir die Pendelgleichung ohne
Reibung:
¥ = —Asin(z), z(ty) =a, z(ty) = 0.

Mit z; := 2 und 25 := & erhalt man

2= T = 29, z1(to)) = o

?;’2 = I = =)\ Sin(zl), Zg(t()) = B

6.2 Einteilung der Nidherungsverfahren

Kontinuierliche Verfahren

Sie liefern eine Funktion ¢(t) als Naherung an die wahre Losung von (53), die mit z(¢)
bezeichnet wird. Dazu gehort z. B. die Picard-Iteration:

wo(t) ==y )

ona(t) = yO + / Flin(s)) ds

to

Als Beispiel betrachten wir die skalare Anfangswertaufgabe
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Dann erhilt man

SOO(t) =1 )
t
e1(t) = 14 [1ds = 1+t
0
¢
wa(t) = 1+{(1—|—5)ds = 1—|—t—|—%t2 )

t
1 1 ,n
Spn(t) = 1+0f@n71(8)d5 = 1+t+§t2+...+mt

Diskrete Verfahren

Diese Verfahren liefern in Gitterpunkten ty < t; < ty < ... Néherungswerte y® fiir die
exakte Losung zu den Zeitpunkten ¢, also

y® o aty) (k=1,2,3,...).

Die diskreten Verfahren werden unterteilt in

— Einschrittverfahren

Der Niherungswert y*) wird berechnet aus y*~V (k = 1,2,3,...).

— Mehrschrittverfahren

Der Niherungswert y*) wird berechnet aus y*=1, ... 4*=D (]-Schrittverfahren). Man
braucht hier { Startwerte y©, y™® ... yt=b.

Im Folgenden gehen wir nur auf die Einschrittverfahren ein.

6.3 Einschrittverfahren

Wir wihlen eine feste Schrittweite, betrachten die Gitterpunkte
tj = t() +]h (] S N) bzw. tj = tj_l + h (54)

und suchen dann Niherungswerte y) an die tatsichliche Losung x(t;) der gegebenen
AWA, also y9) ~ z(t;).

Ein Einschrittverfahren geht von einer sogenannten Verfahrensfunktion (numerischen
Zuwachsfunktion)
V(h,z) € CR" R")

aus. Beginnend mit dem y(® aus der gegebenen Anfangsbedingung bildet man iterativ
die Vektoren
y =y BV (hy®)  (k=0,1,2,..). (55)

Anmerkung: Fiir eine nichtautonome AWA bekommt man
y* ) = oy 4 V(b ey ™) (=0,1,2,...)

(hier ist V € C(R"2, R")).
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Das Euler-Cauchy-Verfahren
Die einfachste Wahl fiir eine Verfahrensfunktion ist

V(h,x) := F(x)
Zu der Anfangsbedingung (¢, %)) ergibt sich folgendes Verfahren:
y B0 = B L pEp®y (k=0,1,2,..)
oder in Komponentenschreibweise
=y nfi®) (i=1,....n).
Definition: Dieses Verfahren heifit Euler-Cauchy-Verfahren.

Im skalaren Fall hat das Euler-Cauchy-Verfahren die folgende graphische Veranschauli-
chung:

Sei y*) schon berechnet. Die Dgl liefert im Punkt (t,y™*®) die Steigung K := F(y™).
Dann ist y*+1) der Schnittpunkt der Geraden durch (¢, y*)) mit der Steigung K und
der Geraden ¢t =t ;.

Explizite Runge-Kutta-Verfahren
Wir betrachten wieder die autonome AWA

i = F(x), () =y9 (F:R'=>R"Y).

Ein explizites Runge-Kutta-Verfahren der Stufe s wird dargestellt durch die Matrix mit
reellen Eintriagen

Bar

Bs1 P2

B Paz Pas

le ﬁsQ /833 ﬁs,sfl
Y12 Y3 o Vs—1 s




Anfangswertaufgaben 7

Dadurch wird folgendes Verfahren beschrieben:
KWY(h,z) = F(z)
K®(h,z) = F(z + hfnKY(h, )
K®(h,2) = F(z + hBuKY(h,x) + hBspK?(h,z))

: i
K9Y(h,z) = F (x + ZhﬁjiK(i)(h,x)> (j=2,...,5).
i=1
Mit diesen HilfsgroBlen bildet man die Verfahrensfunktion

V(h,z) = Y KY(h, )
j=1

Da zur Berechnung von K@) nur die bereits berechneten Gréfen KM, ... KU1 her-
angezogen werden, nennt man diese Verfahren explizite Runge-Kutta- Verfahren.

Beispiele:
1. Stufe s = 2:
1
( T ) (zweistufiges Verfahren von Heun).
2 2
Wir wollen uns dieses Verfahren fiir skalaren Fall & = f(2), z(ty) = y©@,

anschauen. Hier ergibt sich folgender Algorithmus (k =0,1,2,...)

KW = fy™),
K® = f(y(k)—l—hK(l)),

h
Y+t = k) 5 (K(I) + K(2)) )

Dieses Verfahren besitzt folgende graphische Darstellung:

x(t)

Steigung K ()
-~ Steigung 0.5(KM + K@)
y(l) B A - Steigung K
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N =

( 0 ) (Halbschrittverfahren).

2. Stufe s = 3:
1
3
0 2 (3-stufiges Verfahren von Heun),
3
i 03
1
2
-1 2 (Verfahren von Kutta).
14 1
6 6 6
3. Stufe s = 4:
1
2
1
0 3 (klassisches Runge-Kutta-Verfahren).
00 1
12 2 1
6 6 6 6

Implizite Runge-Kutta-Verfahren
Wir betrachten wieder die autonome AWA

i = F(x), ) =y9 (F:R"'=R").

(56)

Ein implizites Runge-Kutta-Verfahren der Stufe s wird dargestellt durch die Matrix

ﬁll 612 ﬁ13 U 51,571 ﬁls
621 622 523 e 62,5—1 62,5
631 632 633 e ﬂ?},s—l 63,5

le 552 /883 ﬁs,s—l Bss
Mo Y2 Y3 o Ts=1 s

mit 3;; # 0 fiir mindestens ein j > 7.
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Dadurch wird folgendes Verfahren beschrieben:

=1

KY(h,z) = F (x + ihﬂli[((i)(h,x)>

K®(h,z) = F (a: + ihﬁzil((i)(h,x)>
=1

K9Y(h,z) = F (x + Zh@gd”(h,@) (j=1,...,5).
i=1
Daraus bildet man die Verfahrensfunktion
V(hz) = Y vKY(h,x)
=1

k+1

Die Niherungswerte y**t1) werden somit gemf

y® =y ® 1 By KDy ™) (k=0,1,2,..)
j=1

berechnet.

Zur Bestimmung von K@ (h, y®) werden die unbekannten GréBen KM (h,y®)) ...
K (h,y™®) herangezogen. Die KW (h, y*)) sind durch eine implizite Gleichung gegeben,
welche in jedem Schritt (d.h. fiir jedes k) neu gelost werden muss.

Deshalb spricht man hier von impliziten Runge-Kutta- Verfahren.

Beispiel (Stufe 5 = 1): G)

Diese Matrix beschreibt die Verfahrensfunktion
V(h,2) = KW(h,2) = F (z+hKY(h,z))
und somit
y @ = 2(t,) (Anfangsbedingung),
y* ) = 8 KO (b y®) = y® 4 pF (yED) (K =0,1,2,...).

Dieses Verfahren heifit Rickwdrts-Euler-Verfahren (oder implizites Euler-Verfahren).

6.4 Konsistenz und Konvergenz

Diskretisierungsfehler

Die Anfangswertaufgabe
&= F(z), z(to) =y
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werde durch ein Einschrittverfahren mit der Verfahrensfunktion V'(h, z) ndherungsweise
gelost. Dabei sei z(t) die exakte Losung dieser AWA.

Wir fragen nun nach dem Fehler, der bei einem Iterationsschritt entsteht. Dazu definiert
man

z(to+h)—xz(to) ..
Ah, y(o)) _ — fir h £ 0
F(y©) fir h=0

A ist die wahre Zuwachsfunktion. Wiirde man den Naherungswert y*) mit dieser (unbe-
kannten) Steigung berechnen, also

gy = 4O 4 nAhy )
so ergibe sich fiir yV) die exakte Losung z(t;).
Definition: Die Funktion
7(h,y ) = A(hy”) =V (h,y®) (57)
heifit lokaler Diskretisierungsfehler (Beachte: 7 hdngt auch von F ab).
Fiir den Schrittfehler folgt

w(t) —yV = w(to+h) -y = 2ty +h) -y —rV(h,y)
S G e )
= hT(hay(O))

Fazit: Schrittfehler = Schrittweite * lokaler Diskretisierungsfehler.

Schrittfehler

YO

to t1

Von einem numerischen Verfahren erwartet man, dass der lokale Diskretisierungsfehler
klein wird fiir kleine Schrittweite h, und zwar fiir jeden Startwert (to,y®) aus dem
Definitionsgebiet der Dgl und fiir jedes F', das gewissen Glattheitsbedingungen geniigt.
Dies fiihrt uns auf die Begriffe
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Konsistenz und Konsistenzordnung
Sei N € N. Mit By bezeichnen wir die Menge der Funktionen F' : R® — R", fiir die gilt

e [ ist stetig und beschriankt,

e cs existieren sdmtliche partielle Ableitungen von F' bis zur Ordnung N, diese sind
stetig und beschrankt.

Definitionen:

1. Das von der Verfahrensfunktion V' erzeugte Verfahren heiflt konsistent, wenn gilt

lim 7(h,y») = 0 (58)
h—0

fiir jeden AW (¢, ) und fiir jedes F' € B.

2. Das von V erzeugte Einschrittverfahren heifit ein Verfahren der Konsistenzordnung
p, wenn es ein p € Nj gibt, so dass fiir jeden AW (to, %) und fiir jedes F € B, gilt

m(h,y?) = OKP) (h—0).

Es ist sofort klar, dass ein Verfahren der Konsistenzordnung p insbesondere konsistent
ist.

Aus der Konsistenzbedingung (58) folgt fiir die Verfahrensfunktion

V(0,5%) = F)

x(to + h) — x(to) _ )

demn V(0,5%) = lim V(h,y) = lim

Die Konsistenzordnung dient uns als Giitemaf}, um verschiedene Einschrittverfahren mit-
einander zu vergleichen. Allerdings muss man dies in Relation sehen zum benétigten
Rechenaufwand.

Beispiel: Wir bestimmen die Konsistenzordnung beim Euler-Cauchy-Verfahren (im ska-
laren Fall). Es sei z(t) die exakte Losung der Anfangswertaufgabe

&= f(x), x(to) =y
und f € B;. Die Taylor-Entwicklung liefert
2
oty +h) = alto) + o) h + H(E)

mit einem ¢ zwischen ¢y und ty + h. Weiter gilt

i(to) = f(z(to)) = ) |
#&) = f@(©)2(&) = f(@(&) f(x(&)

Somit erhalten wir fiir den wahren Zuwachs

x(to + h) — x(to) h

Ah ) = ) = J4") + o @(€) f((€))
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und fiir den lokalen Diskretisierungsfehler (beachte V (h,4®) = f(y@))

h !/
7(hy ") = Ahy®) = V(hy®) = 5 (@(€)-f(x(€) = Oh)
Das Euler-Cauchy-Verfahren besitzt damit die Konsistenzordnung 1.

Fiir Runge-Kutta-Verfahren liefert die Konsistenzforderung V(0,2) = F(z) die

Bedingung
> =1
j=1

Fordert man noch eine bestimmte Konsistenzordnung, so ergeben sich nichtlineare Bedin-
gungsgleichungen fiir die 3;;. Die Zusammenhénge sind allerdings sehr kompliziert. Die
Frage, welche Konsistenzordnung mit einem s-stufigen expliziten RKV maximal erreicht
werden kann, ist bisher nur fiir kleinere s gelost. Es gilt

Stufes |12 (3]4][5|6|7[8]9]10 | s>10
Max. KO |12 |3|4|4|5]|6|6|7] 7 |<s—3

Wir geben noch die Konsistenzordnung einiger Verfahren an (vergleiche auch Ubungen):

Ordnung | Verfahren
1 Euler-Cauchy

Halbschritt, Heun

2
3 3-stufiges Heun, Verfahren von Kutta
4 klassisches Runge-Kutta-Verfahren

Konvergenz

Waéhrend bei der Konsistenz nur der Fehler bei einem Iterationsschritt interessiert, unter-
sucht man bei der Konvergenz das Verhalten der Naherungslosung auf einem vorgegebe-
nen Intervall [to, b]. Dabei ist zu beachten, dass die Einschrittverfahren nur Ndherungen
y*) in Gitterpunkten ¢, liefern (die von der gewihlten Schrittweite h abhingen, z.B.
ty = ty—1 + h), wihrend die wahre Losung x(t) eine stetige Funktion auf [to, b] ist. Des-
halb wird der Fehler nur in den Gitterpunkten untersucht.

Zu jedem h > 0 betrachtet man die Gitterpunkte t? :=ty +i-h, i = 1,..., R. Dabei sei
R = R(h) € N so gewéhlt, dass tg_; < b < tg gilt. Mit einem numerischen Verfahren

berechnen wir zur Schrittweite h die Naherungen y,(f), 1 =1,..., R und definieren dann

den (globalen) Fehler

es) = z(th) —y,(f), i=0,...,R,
E(h) = max{ eg)H :i:O,...,R}

mit einer Norm ||-|| auf dem R™.
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Definitionen:
1. Das von der Verfahrensfunktion V' erzeugte Einschrittverfahren heifit konvergent,
falls gilt
lim E(h) = 0

h—0
fiir jedes F' € By, fiir jeden AW (to,y®) und jedes Intervall [to, b].

2. Das Verfahren heifit von der Konvergenzordnung p, falls
E(h) < ¢-h? (also E(h) = O(hP))
gilt mit einer von h unabhéngigen Konstanten c.

Neben Konvergenzaussagen ist in der Praxis natiirlich auch der Rundungsfehler zu
beriicksichtigen. Eine sehr kleine Schrittweite bedeutet, dass viele Schritte zu rechnen
sind, um im Intervall [to, b] Ndherungen zu bestimmen. Dadurch verstérken sich die Run-
dungsfehlereinfliisse. Deshalb sollte die Schrittweite auch nicht zu klein gew#hlt werden.
Falls hy < hy gilt und hs nicht zu klein ist, so kann man aufgrund der Konvergenz er-
warten, dass die Schrittweite hy bessere Naherungen liefert als h;.

Anmerkung: Bei expliziten Runge-Kutta-Verfahren folgt aus der Konsistenz bereits die
Konvergenz.

6.5 Schrittweitensteuerung

Bisher haben wir stets mit einer festen Schrittweite h gerechnet. In der Praxis kommen
jedoch Verfahren zum Einsatz, bei denen in jedem Schritt die Schrittweite h neu gewahlt
wird.

Der Formelfehler setzt sich zusammen aus dem Fortpflanzungsfehler und dem Schritt-
fehler. Der Fortpflanzungsfehler ldsst sich bei der Ausfithrung des (k + 1)-ten Schrittes
nicht kontrollieren, da er durch die bisherige Rechnung entstanden ist. Dagegen kann
man den Schrittfehler ungefédhr schétzen.

Grundlage fiir die Fehlerschétzungen bilden asymptotische Entwicklungen des Schritt-
fehlers nach h-Potenzen. Im Gitterpunkt ¢, sei ein Néherungswert y*) bereits berechnet
und akzeptiert. Dann betrachten wir die Anfangswertaufgabe

&= Fx), ) =y® (59)

deren wahre Losung mit u(t) bezeichnet wird. Wir rechnen mit der bisherigen Schritt-
weite h einen Schritt:

Y = y® 4 hY (h,y®) (60)

Besitzt das Verfahren die Konsistenzordnung p und gilt ' € B4, so erhdlt man fiir den
Schrittfehler

ulty +h) =y = A+ O(ht?) (61)
mit einer Konstanten d, die zwar vor t; und y® aber nicht von h abhéngt.

Unser Ziel ist es nun, das Fehlerhauptglied d-h?*! niherungsweise zu berechnen und
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dann die Schrittweite h so zu wéahlen, dass
&1 S |d_hp+1| S €9
erfiillt ist fiir zwei vorgegebene Schranken 0 < e; < &5.

Schitzung des Schrittfehlers
(

Neben y,(zkﬂ) berechnen wir einen weiteren Naherungswert yh];;rl) fir u(ty + h), und zwar
zwei Schritte mit der halben Schrittweite:

h h
kt1) . k) Dy (D
h h
Z/;(j;;l) = kD) 4 3 vV (57 Z(k+1)> ) (62)

Mit Hilfe der beiden Nidherungen y,(lkﬂ) und y,(jj;rl) lasst sich das Fehlerhauptglied in (61)

ungefihr angeben.

Satz: Gegeben sei ein RKV der Konsistenzordnung p und F' € B,4;. Dann gilt fiir die
oben berechneten Nidherungslosungen

(k+1)  (k+1)

Y
ulte+h) =y = 2 O

Wir nennen dieses Ergebnis ohne Beweis.

Korollar: Bildet man den Néherungswert

(k+1) (k+1) (k+1) (k+1)
(k1) (D) Ynjz  — Yn _ Yo = Un
v T -2 o — 1 ’
so gilt
u(ty +h) — y*t = O(hr*?)
Anmerkungen:

1. y*+1 ist ebenfalls eine Néherung an die exakte Losung u(ty + h).

2. Hier liegt ein allgemeines Prinzip (Extrapolation) zugrunde: Aus zwei Nahungswer-
ten fiir eine gesuchte Groéfle bekommt man ohne grofien Rechenaufwand eine neue
(bessere) Naherung. Wir werden in Abschnitt 7.4 auf dieses Prinzip ausfiihrlich ein-
gehen.

Praktische Durchfithrung der Schrittweitensteuerung

Man nutzt die obigen Ergebnisse, um eine Schrittweitensteuerung in die Runge-Kutta-
Verfahren einzubauen. Dabei ist auch darauf zu achten, dass man die Schrittweite wieder
grofer macht, sofern es die Fehlerschitzung erlaubt (um in ¢-Richtung voranzukommen
und Rundungsfehlereinfliisse gering zu halten).

Als exemplarischen Fall betrachten wir das klassische Runge-Kutta-Verfahren fiir eine
skalare nichtautonome Dgl. Fiir die AWA

&= f(ta), alt) =y



Anfangswertaufgaben 85

sei eine Nédherung fiir die exakte Losung x im Punkte b gesucht. Gegeben seien die An-
fangsschrittweite h sowie Toleranzgrenzen €, < e5.

Das klassische RKV hat die Konsistenzordnung p = 4. Damit gelangen wir zu folgendem
Verfahren:

1. Setze k = 0.
2. Sei y*® als Néherung im Punkt ¢ schon berechnet und akzeptiert, weiter sei h die
aktuelle Schrittweite.
(k+

Bestimme mit der Schrittweite h die beiden Néherungen y, Y und y,(j;;rl
(60) und (62) beschrieben.

) wie in

3. Berechne dann die Fehlerschéitzung

16| (k+1) (k+1)
B o= 151902 T Yn
4. Gilt e5 < F, so setze h := % und gehe wieder zu Schritt 2.
5. Falls E < g4 gilt, so bilde geméf des obigen Korollars
k41 (k+1)

(k+1)
(k+1) _ 1645~ — Yn
15

Y

und tp 1 = tg + h.
y*+1) wird als Naherungswert fiir (¢, ) akzeptiert.

6. Gilt £ < &1, so setzt man noch h := 2h.

7. Falls tx41 < b gilt, so setze k = k + 1 und gehe zu Schritt 2. Im letzten Schritt ist A
so zu wéhlen, dass tg_1 + h = b gilt.

Vergleiche auch Ubungen.

6.6 Stabilitat

Hier betrachtet man die skalare Test-Differentialgleichung

=X, z0) =a, A<O0 , (63)
welche die exakte Losung Z(t) = aexp(At) und das Langzeitverhalten
tliglo z(t) = 0 (64)

besitzt.

Diese Anfangswertaufgabe wird mit einem Runge-Kutta-Verfahren mit einer festen Schritt-
weite h > 0 ndherungsweise in den Gitterpunkten ¢, = kh gelost. Man erwartet dann
von der Niherungslosung ebenfalls ein abklingendes Verhalten wie in (64).

Zunichst betrachten wir das Euler-Cauchy-Verfahren und bekommen fiir die obige An-
fangswertaufgabe die Ndherungen

y(O) = a, y(k) — y(k—1)+h)\y(k—1) _ (1+h/\)y(k_1)
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Daraus folgt (durch Induktion)

y® = 1+ = (1+ \h)Fa

Fiir ein abklingendes Verhalten muss

0 = lim y® = lim (14 A\h)fa

k—o00 k—o00

gelten und folglich
1+ M| < 1

Aquivalent dazu ist A\h € (—2,0).
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(65)

Fazit Um beim Euler-Cauchy-Verfahren qualitativ das gleiche Verhalten wie fiir die ex-
akte Losung zu erhalten, darf die Schrittweite h nicht zu grof§ gewahlt werden.

Beispiel: Wir l6sen die AWA
&t = —10x z(0) =1

naherungsweise mit dem Euler-Cauchy-Verfahren zu verschiedenen Schrittweiten.

Schrittweite h = 0.25

t N&dherung exakte L. Fehler
0.250 -1.50000 0.08208500 1.58208
0.500 2.25000 0.00673795 -2.24326
0.750 -3.37500 0.00055308 3.37555
1.000 5.06250 0.00004540 -5.06245
1.250 -7.59375 0.00000373 7.59375
1.500 11.39062 0.00000031 -11.39062
1.750 -17.08594 0.00000003 17.08594
2.000 25.62891 0.00000000 -25.62891
2.250 -38.44336 0.00000000 38.44336
2.500 57.66504 0.00000000 -57.66504
2.750 -86.49756 0.00000000 86.49756
3.000 129.74634 0.00000000 -129.74634
3.250 -194.61951 0.00000000 194.61951
3.500 291.92926 0.00000000 -291.92926
3.750 -437.89389 0.00000000 437.89389
4.000 656.84084 0.00000000 -656.84084
4.250 -985.26125 0.00000000 985.26125
4.500 1477.89188 0.00000000  -1477.89188
4.750 -2216.83782 0.00000000 2216.83782
5.000 3325.25673 0.00000000  -3325.25673

Schrittweite h = 0.0625

t N&dherung exakte L. Fehler
0.2500 0.01977539 0.08208500 0.06230961
0.5000 0.00039107 0.00673795 0.00634688
0.7500 0.00000773 0.00055308 0.00054535
1.0000 0.00000015 0.00004540 0.00004525
1.2500 0.00000000 0.00000373 0.00000372
1.5000 0.00000000 0.00000031 0.00000031
1.7500 0.00000000 0.00000003 0.00000003
2.0000 0.00000000 0.00000000 0.00000000
2.2500 0.00000000 0.00000000 0.00000000
2.5000 0.00000000 0.00000000 0.00000000
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Mit W (z) := 1 + z erhélt man in (65)
y(k) — W()\h>y(k—1) _ W()\h>ka 7
und die Stabilitdtsbedingung lautet dann
[W(AR)| < 1
Die Funktion W (z) heiit Stabilititsfunktion (des Euler-Cauchy-Verfahrens).

Allgemein ordnet man jedem Runge-Kutta-Verfahren

511 615
Ry
Yoo Ys

eine Stabilitdatsfunktion Wjs(2) zu und erhélt dann fiir die Ndherungen der AWA (63) die
Beziehung
y® = Ws(Ah)-y* Y = . = Ws(AR)E-a

Damit die Ndherungslosung dasselbe Langzeitverhalten wie die exakte Losung besitzt,
muss

W) < 1
gelten.
Beispiel: Fiir das klassische Runge-Kutta-Verfahren ergibt sich die Stabilitdtsfunktion

1 1 1
Ws(z) = 1+z+522+623+ﬂz4

Definition: Ein konsistentes RKV heifit A-stabil fiir Ah, falls [Wg(Ah)| < 1 gilt.

Die Menge
Sﬁ = {Z eR : ’Wﬁ(Z)’ < 1}

heifit Stabilititsbereich des RKV f3.

Beispiele:
1. Euler-Cauchy-Verfahren: Sg = (—2,0).

2. klass. Runge-Kutta-Verfahren: Sp = (—2.78,0).
3. Riickwirts-Euler-Verfahren: Sp D (—0,0).

Hier ist die Stabilitétsfunktion Wg(z) = i Dieses Verfahren ist stabil fiir jedes
h > 0.

Anmerkung: Allgemeiner betrachtet man die komplexe Testfunktion
& = Az mit A € C und Re(\) <0

Dann ergeben sich komplexe Stabilitdtsfunktionen und komplexe Stabilitdtsbereiche.
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6.7 Losung von Anfangswertaufgaben mit Matlab

Explizite Verfahren

In Matlab gibt es zwei Funktionen, welche Anfangswertaufgaben mit Hilfe von expliziten
Runge-Kutta-Verfahren 16sen. Im Standardfall verwendet man ode45. Ist nur eine grobe
Genauigkeit der Naherungslosung gewiinscht, so wird die Funktion ode23 empfohlen,
da sie weniger Rechenaufwand erfordert. Beide Routinen unterscheiden sich in ihrer
programmiertechnischen Handhabung nicht. Deshalb beschreiben wir hier nur ode45.

Sie 16st den folgenden Typ von Anfangswertaufgaben:

. 0
go= Aty ), ) = ol

yn = fn(t7y17"'7yn)7 yn(to):yg])

Aufruf
Die Matlab-Funktion ode45 hat die Syntax
[T,Y] = ode45(odefun,tspan,y0)

Dabei ist odefun eine vektorwertige Funktion fiir die rechte Seite der Differentialglei-
chung. tspan gibt das Zeitintervall [to, b] an, in dem eine Ndherungslosung gesucht wird.

Der Vektor yO enthélt die Anfangswerte (y§°), . ,y,(qo)).

Nach dem Aufruf der Funktion enthélt der Vektor T die Zeitpunkte tg,t1,...,tr, in de-
nen eine Niherungslosung berechnet wurde. Y ist eine Matrix und enthélt in der k-ten

Zeile die Niherungslosung y*) = (y%k), e ,yﬁk)) zum Zeitpunkt tj.

Als Beispiel 16sen wir die Anfangswertaufgabe

o= —y, w0 =1
o = y1, %(0) =0
Die exakte Losung dieser Anfangswertaufgabe ist y(t) = (y1(t), y2(t)) = (cos(t), sin(t)).

Zuerst erstellen wir eine Matlab-Funktion fiir die Differentialgleichung, welche in die
Datei dgl1.m gespeichert wird:

function dy = dgli(t,y)

dy = zeros(size(y));

dy(1) = -y(2);

dy(2) = y(1);
Beachten Sie die Zeile dy = zeros(size(y));, damit bekommt dy die gleiche Dimension
wie y. Danach geben wir

[T,Y] = ode45(@dgli, [0,10],[1 0])
ein. Das Phasenbild erhalten wir mittels

plot(Y(:,1),Y(:,2))
und das Zeitbild durch die Sequenz

plot(T,Y(:,1),’r’);

hold on;
plot(T,Y(:,2),’g’)
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Sind die Néherungslosungen zu gewissen Zeitpunkten tg,t1,...tr gesucht, so miissen
diese als Vektor in der Variablen tspan angegeben werden:

tspan = 0:1:10;

[T,Y] ode45(@dgll,tspan, [1 0]);

text = sprintf(°%6.2f  %8.4f  Y8.4f \n’,[T,Y]’);
disp(text)

Dieses Programm liefert die Ausgabe

0.00 1.0000 0.0000
1.00 0.5403 -0.8416
2.00 -0.4164 -0.9094
3.00 -0.9900 -0.1409
4.00 -0.6533 0.7570
5.00 0.2842 0.9588
6.00 0.9604 0.2787
7.00 0.7534 -0.6576
8.00 -0.1463 -0.9890
9.00 -0.9114 -0.4111
10.00 -0.8383 0.5448

Das sprintf-Kommando gibt eine Matrix spaltenweise aus. Deshalb miissen wir hier
die transponierte Matrix [T,Y]’ angeben.

Weitere Optionen

Daneben konnen weitere Optionen gesetzt werden, um etwa die Genauigkeit oder die
Ausgabe der Néherungslosung zu verdndern. Welche Optionen es insgesamt gibt und
welche Voreinstellungen verwendet werden, erfahren Sie durch Eingabe von odeset. Diese
Funktion wird auch verwendet, um gewisse Parameter zu setzen und hat dann die Form

options = odeset(’namel’,wertl,’name2’,wert2,...)
So werden durch

options = odeset(’RelTol’,1le-6,’AbsTol’,1e-8)

[T,Y] = ode45(@dgli, [0,10],[1 0],options)

die Genauigkeitsschranken gesetzt. Die Art der Ausgabe wird durch OutputFcn gesteuert:
durch

options=odeset (’OutputFcn’,’odeplot’);
[T,Y] = ode45(@dgli, [0,10],[1 O],options)

wird das Zeitbild gezeichnet. Das Phasenbild erhélt man durch
options=odeset (’OutputFcn’,’odephas2’);

Besitzt die Differentialgleichung selbst Parameter, so haben wir zwei Moglichkeiten.
— Ubergabe als zusitzliche Parameter an die ode45-Routine:

[T,Y] = ode45(@dgli,[0,10],[1 O],options,parameter)
Diese miissen dann auch bei der Funktionsdefinition auftreten:

function dy = dgli(t,y,parameter)
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— Verwendung der Matlab-Anweisung global . Informationen dazu erhalten Sie in Mat-
lab durch das Kommando doc global.

Implizite Verfahren

Die bisher behandelten Matlab-Funktionen ode45 bzw. ode23 beruhen auf relativ ein-
fachen numerischen Verfahren (expliziten Runge-Kutta-Verfahren). Bei Differentialglei-
chungen mit gewissen Eigenschaften (den sogenannten steifen Differentialgleichungen)
sind diese Verfahren nicht empfehlenswert. Wir demonstrieren dies anhand eines Bei-
spiels:
1 = —10"y; + 0.0001yy y1(0) = 1
y‘2 = _1O—Ny2 > y2(0> = 1

mit einem Parameter p € R. Mit Hilfe von ode45 wird diese Anfangswertaufgabe fiir
verschiedene p’s gelost:

(66)

p=0.1 p=0.75 p=15
1 1 1
Y (1)
0.8 0.8 0.8
0.6 0.6 0.6
y,(®)
0.4 0.4 0.4
AU
0.2 0.2 0.2
y,(®
t y,(®
0 y,(® 0 0 1
0 5 10 0 5 10 0 5 10

Wir erkennen, dass fiir groflere p die 1. Losungskomponente y; (t) rasch gegen Null geht,
die Komponente y(t) hingegen sehr langsam. Differentialgleichungen mit stark unter-
schiedlich rasch abklingenden Losungskomponenten werden als steif bezeichnet. Das obi-
ge Beispiel ist also fiir groflere i eine steife Differentialgleichung. Fiir solche sind explizite
Runge-Kutta-Verfahren (und damit die Matlab-Funktionen ode23 bzw. ode45) ungeeig-
net: die Schrittweitensteuerung wird hier eine sehr kleine Schrittweite wihlen. Dies be-
deutet dann sehr viele Rechenschritte, bis das vorgegebene Zeitintervall durchlaufen ist.
Die folgende Tabelle demonstriert dies fiir die Losung der obigen Anfangswertaufgabe
im Zeitintervall [0, 10] eindrucksvoll:

1 0.5 1 2 3 4 5
Anzahl der Schritte | 1789 1745 2721 13569 | 122041 | 1206741
Rechenzeit 1.3 sec | 1.3 sec | 2.0 sec | 10.5 sec | 105 sec | 2028 sec

Fiir steife Differentialgleichungen empfiehlt sich daher die Verwendung von impliziten
Nédherungsmethoden. Hierzu bietet Matlab zwei Funktionen an.

Die Matlab-Funktionen ode15s und ode23t

Die Standard-Routine fiir steife Differentialgleichungen ist die Funktion ode15s. Ist die
Steifheit nicht zu hoch, so kann man auch ode23t verwenden, welche auf einem einfa-
cheren impliziten Verfahren beruht. Die Syntax dieser beiden Routinen ist dieselbe wie
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bei der bereits behandelten Matlab-Funktion ode45:
[T,Y] = odel5s(odefun,tspan,y0,options)

Als Beispiel 16sen wir die Anfangswertaufgabe (66). Dazu erstellt man zunéchst eine
Matlab-Funktion fiir die Differentialgleichung, welche in dgl2.m gespeichert wird:

function dy = dgl2(t,y,mu)

dy = zeros(2,1); % dy muss ein Spaltenvektor sein
dy(1) = (-10.7mu).*y(1) + 0.0001.%y(2);

dy(2) = (-10."(-mu)) .*y(2);

Dann wird noch die gewiinschte Genauigkeit festgelegt:

options = odeset(’RelTol’,1le-12,’AbsTol’,le-12);

Nun koénnen wir fiir verschiedene Parameter ;1 diese Anfangswertaufgabe mit Hilfe der
Matlab-Funktion ode15s 16sen und die Ergebnisse mit der obigen Tabelle vergleichen:

mu = 0.5;
[T,Y] = odelbs(@dgl2,[0,10],[1,1],options,mu);

W 0.5 1 2 3 4 5
Anzahl der Schritte 649 656 634 633 635 639
Rechenzeit 1.8sec | 1.8sec | 1.8sec | 1.8sec | 1.8 sec | 1.8 sec

Mit der Matlab-Funktion odeset konnen eine ganze Reihe von Optionen gesetzt werden.
Durch den Befehl

doc odeset
erhalten Sie dazu ausfiithrliche Informationen.
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7 Numerische Integration

7.1 Einleitung

In diesem Paragraphen befassen wir uns mit der ndherungsweisen Berechnung eines
Integrals. Zu f € Cfa,b] existiert das Integral

/ f)de . (67)

Ist eine Stammfunktion F(t) zu f(t) bekannt, so gilt (Hauptsatz der Differential- und
Integralrechnung)

/ f(tydt = F(b)— Fa) .

und man kann diese Formel zur Integralberechnung heranziehen (z.B. giinstig, falls f ein
Polynom ist).

Es gibt jedoch auch Situationen, wo diese Vorgehensweise nicht moglich bzw. nicht prak-
tisch ist:
e Die Stammfunktion ist nicht in expliziter Form bekannt, z.B. fiir f(¢) := \/%efg
(Dichtefunktion der Standard-Normalverteilung).

e Eine Stammfunktion ist zwar in expliziter Form bekannt, sie ist jedoch von sehr
komplizierter Bauart. Dies tritt hdufig bei rationalen Funktionen auf.

e Der Integrand f ist nur in gewissen Punkten a <ty < t; < --- < t,, < b gegeben,
z.B. als Ergebnis von Messungen.

Aus diesem Grunde benctigen wir Naherungsverfahren zur Berechnung des Integrals
(67). Solche Naherungsformeln haben die Gestalt

mit a < tg <ty <--- <ty <bund w; € R. Diesen Ausdruck nennt man eine Quadra-
tursumme, die w; heiflen die Gewichte und die t; die Stiitzstellen der Quadratursumme.
Die Gewichte hdngen nicht vom Integranden ab.

Den Fehler bezeichnen wir mit R[f], schreiben

b m
[ = > wifie) + Rl (68)

und nennen diese Darstellung auch eine Quadraturformel.

Anmerkung: Der Quadraturfehler R : C[a,b] — R ist ein lineares Funktional, d.h
Rla-f+ B-g] = a-R[f] + B-Rlg] fiiralle f,g € Cla,b], o, 5 € R.
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Definitionen:
1. Die Quadraturformel heifit ezakt fiir ein g € Cla, b, falls R[g] = 0 gilt.

2. Sie hat den Erxaktheitsgrad n (n € N), falls gilt

Rlg] = 0 furalleqeIl, wund R #0 fireinqgell,; .

Fiir die Numerik kommt es darauf an, die Stiitzstellen und die Gewichte ”geschickt” zu
wéhlen, damit die Quadratursumme einen guten Ndherungswert fiir das Integral liefert.
Hier kommen drei Methoden in Betracht:

e Der Integrand f wird durch ein Polynom p angenéhert (approximiert), das Integral
tiber p wird als Naherungswert fiir das gesuchte Integral (67) akzeptiert. Solche
Formeln bezeichnet man als interpolatorische Quadraturformeln. Das Integral von
Polynomen lésst sich leicht berechnen.

e Das Intervall [a,b] wird in Teil-Intervalle zerlegt; fiir jedes Teil-Intervall wird eine
(einfache) Quadratursumme verwendet. Diese Formeln heiflen zusammengesetzte
Quadraturformeln.

e Durch geeignete Kombination von (zusammengesetzten) Quadratursummen wer-
den neue gewonnen, die i.A. bessere Ndherungen an das Integral darstellen ( Romberg-
Verfahren).

Affine Transformation
Ist eine Quadraturformel fiir das Intervall [a,b] gegeben, so erhdlt man daraus durch
affine Transformation eine Quadraturformel fiir das Intervall [c, d].

Sei g € Clc,d] gegeben. Betrachte die affine Transformation
p:la,b] = [e.d], p(t) :=at+p mit ¢la) =c, pb)=d.

Durch die beiden Bedingungen werden o und [ eindeutig bestimmt:

a:Z:; und ﬂ:bz:zd
Dann gilt f := go ¢ € C[a,b] und
d b b
[owis = [ge®)od = a [glat+s)ar

Fiir die Funktion f(t) = g(¢(t)) wenden wir die Quadraturformel (68) beziiglich des
Intervalls [a, b] an und erhalten eine Formel fiir das Intervall [c, d]:

m

/g(x) dr = « Zwig(ozti—irﬁ) + R[g]

= ZU_J@Q(%) + Rl[g]

mit w; := aw; und x; := at; + 5.
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7.2 Interpolatorische Formeln

Herleitung

Esseien f € Cla,bj und a <ty < -+ < t,,, < b gegeben. Bilde das Interpolationspolynom
zu [ beziiglich dieser Stiitzstellen:

wobei die ; wieder die Lagrange-Grundpolynome sind (vgl. Abschnitt 4.2). Da das In-
tegral iiber Polynome leicht berechnet werden kann, bietet es sich an, den Integranden
f durch das Interpolationspolynom p zu ersetzen. Man erhélt dann

b

[rwar -
_ /(if )dt+R[f]

=0

p(t)dt + R[f]

Se—

b

=Y f(ti)/li(t)dt + R[f]

=0 w

= Swif) + Bl mit wo= [ 1) d

i=0
Definition: Eine solche Quadraturformel heifit eine interpolatorische Quadraturformel.

Satz: Eine interpolatorische Quadraturformel (mit m + 1 Stiitzstellen) besitzt mindes-
tens den Exaktheitsgrad m.

Beweis: Sei g € II,,, und p das zugehorige Interpolationspolynom. Aufgrund der Eindeu-
tigkeit der Interpolation stimmt p mit ¢ iiberein. O

m

Anmerkung: Fiir eine interpolatorische Quadraturformel gilt Zwi = b—a
=0

Einige elementare Formeln

Im Folgenden geben wir einige einfache interpolatorische Quadraturformeln an. Zur
Abkiirzung wird noch h;(t) := t* (Monome) gesetzt.

_a+b
5 -

/f (b—a)f (;b) © ORI (69)

Exaktheitsgrad: M = 1, denn man verifiziert sofort R[h,] = 0 und R[hs] # 0

Mittelpunktsregel: m := 0, :
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Quadraturfehler: Sei f € C?[a,b]. Dann gibt es ein ¢ € (a,b) mit

BRI = 5500-@Pf)

Auf die Bestimmung des Quadraturfehlers kommen wir in Abschnitt 7.7 zuriick.

Trapezregel: m =1, ty:=a, t; :=0

[ s@rar = 222 (5@ + 10 + RIA

Denn fiir die Gewichte erhélt man w; = b — a — wy und

b
1 b—a

b
t—b b
wy = /lo(t)dt = /a—bdt = 5 D) (t—0b)?, = 5

a

Exaktheitsgrad: M =1
Quadraturfehler: Sei f € C?[a,b]. Dann gilt

(b—a)’

D f@€)  fiir ein € € (a,b)

R[f] = -

Die Quadratursumme liefert den
Flacheninhalt eines Trapezes.

Keplersche Fassregel: (Johannes Kepler, 1571-1630)
m:2, to =a, t1 I:aT-H), to =b

/b Fyar = = <f(a)+4f (ib) +f(b)) + Rl

6 2

Exaktheitsgrad: M = 3
Quadraturfehler: Sei f € C*[a,b]. Dann gilt

_ 5
Rl = O DT ) i ein € € (a.0)

95

(71)

(73)
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Newton-Cotes-Formeln: (Roger Cotes, 1682-1716; Isaac Newton, 1642-1727)
Die Trapezregel und die Keplersche Fassregel sind Sonderfille einer allgemeineren Klasse
von Quadraturformeln: Fiir jedes m € N wéhlt man die Stiitzstellen dquidistant, also

b—a
t; ‘= a-+1

,=0,1,...
m (l ) )m)

und bildet die zugehorige interpolatorische Quadraturformel. Diese heilen Newton-Cotes-
Formeln.

So liefert m = 1 die Trapezregel und m = 2 die Keplersche Fassregel (weitere Beispiele
finden Sie in Schwarz [2]).

7.3 Zusammengesetzte Quadraturformeln

Hier wird das Intervall [a, b] in Teil-Intervalle zerlegt, fiir jedes Teil-Intervall wird eine
einfache Quadraturformel verwendet. Dazu sei a = 29 < 11 < - < axny_1 <2y = b .
Fiir das Integral gilt dann

/b Fydt = i/ fyde . (74)

Hier empfiehlt es sich zunéchst, die Teil-Intervalle alle gleich grof§ zu machen und jeweils
dieselbe Quadraturformel zu verwenden. Sei also
b—a
N

T, = a—+1

Die Trapezregel fiir das Teil-Intervall [x;_1, z;] lautet dann

[ r@an = 2 E )+ s + R

(beachte z; — z;_1 = %) mit

Rilf] = —% &) fiirein & € (251, 7;)

Fiir das Gesamt-Intervall ergibt sich mit (74)

[ rwar = 2 (%f(a)Jr%f(bHiZ_lf(wi)) VR ()

Definition: Diese Quadraturformel heifit zusammengesetzte Trapezregel.

Satz: Sei f € C?[a,b]. Dann gilt fiir den Quadraturfehler bei der zusammengesetzten

Trapezregel mit N Teilintervallen

(b—a)’
12N72

R[f] = — @) fiir ein € € (a,b). (76)



Numerische Integration 97

4 Teilintervalle 8 Teilintervalle

N\ N

N\

Anwendung: Sei f € C?[a,b] und € > 0 vorgegeben. Man berechne fiir das Integral

J = /b F(t) dt

einen Ndherungswert I, so dass |J — I| < ¢ gilt.

Losung: Wahle N so, dass
(b— o) 1]
12N72

erfiillt ist und bilde dann die zusammengesetzte Trapezregel mit N Teil-Intervallen.
Dabei werden Rundungsfehler vernachlassigt.

< €

Die Verwendung der Mittelpunktsregel (69) als Grundregel liefert

/f(t)dt _ b]_V“ Zf<a+2j2]_vl(b—a)> + R (77)

(zusammengesetzte Mittelpunktsregel).

Fiir den Fehler bei der zusammengesetzten Mittelpunktsregel gilt (fiir f € C?[a, b])

(b—a)’

R[f] = Wf@)(f) mit einem £ € (a,b)

Fiir die zusammengesetzte Keplersche Fassregel erhiilt man (fiir f € C4[a, b))

(b—a)®

~ 830V fH) mit einem £ € (a, b)

R[f] =

7.4 Das Prinzip der Extrapolation

Sei ¢ : [—a,a] — R eine reelle Funktion mit der Eigenschaft

o(—=h) = p(h) fir alle h € [—a, d].
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Weiter seien
O<hp<hpmaa<---<hy<a

gegeben. Gesucht ist ein Naherungswert fiir ¢(0).
Man bildet das Interpolationspolynom p(t) zu den Stiitzpaaren

(h?,gp(hz)) ) ’i:O,...,m

und verwendet p(0) als Ndherungwert fiir ¢(0). Die Durchfiihrung erfolgt dabei mit dem
Neville-Algorithmus (vgl. Abschnitt 4.7 iiber Numerische Differentiation).

Definition: Diese Vorgehensweise nennt man FExtrapolation.

Anmerkung: Es handelt sich also um eine Interpolation, wobei jedoch das IP-Polynom
an einer Stelle ausgewertet wird, die nicht im Bereich der Stiitzstellen liegt.

Sei ¢ nun von der Gestalt
o(h) = 10+ 7h* +moh* + 3h% + .- (78)
mit 7; € R; Entwicklung in h*-Potenzen). Dann 1st 79 = ¢ er gesuchte Wert.
' R; Entwickl in h2-P D i 0)d hte Wi

Weiter seien hg, h; € R gegeben mit hg > hq, also hy = ahy mit « := Z—é Man erhalt

po = wlhy) = To+71h(2)—|—72h§+73h8+--- ,
p1 = @(h) = 7o+t +7hy +7hi 4

Der Neville-Algorithmus (vgl. (27)) liefert

(0 — hi)po — (0= hi)p

Po1 = p01(0) = h% _ h%
h3p1 - h%po
h§ — hi
hi(1o + T1h? + mohi + 13hS + -+ ) — h3 (19 + T hd + Toh + T3hS + - - +)

h2—h2
TO_TQh(Q)h%_"'
= 7o+ Tohy + ThS + -

(mit gewissen 7; € R, die sich aus der obigen Beziehung genau angeben lassen, z.B.
Ty = —aTy). Somit gilt

po1 — ¢(0) = por — 10 = Tohg + T3hy + - -

Folgerung: Fiir betragsmiBig kleines hg ist po; eine bessere Niaherung an ¢(0) als py.

Dieses Prinzip lésst sich fortsetzen: Seien hg > hy > hy > 0 und ¢(h) wie in (78). Dann
liefert der Neville-Algorithmus

po1z — ¢(0) = por2 — 10 = %;;hg + ﬂhg +---  mit gewissen 7; € R.

Usw.
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7.5 Das Romberg-Verfahren

Das Extrapolationsprinzip lasst sich auf die zusammengesetzte Trapezregel anwenden
(mit Ny < Ny Teil-Intervallen). Dabei muss man zunéchst eine Funktion (k) finden mit
einer Entwicklung der Form (78).

Wir betrachten die zusammengesetzte Trapezregel mit N Teil-Intervallen:

T(h) = b (%f(a)Jr%f(bHif(fci)) (79)

mit h = b’T“ und z; := a+ih. Beachten Sie, dass T'(h) zunéchst nur fiir gewisse positive
h definiert ist. Unser Ziel ist eine Entwicklung von 7T'(h) der Form (78):

T(h) = 1o +1h* +nh* + sk + - mit 7, = /f(t) dt . (80)

Die Summenformel von Euler-MacLaurin
(Leonhard Euler 1707 - 1783; Colin MacLaurin, 1698 - 1746)

Wir betrachten zunéchst das Intervall [0,1], setzen By(t) := 1, Bi(t) := ¢t — + und
definieren weitere Polynome By (t) vom Grad k durch die Bedingungen

Bia(t) = (k+1)Bi(t) (k=1,2,...),
B2k+1(0) = ng+1(1) =0 fllI'kZl s

welche die By(t) eindeutig festgelegen. So erhdlt man zum Beispiel

1 3 1
By(t) = t2—t+6, Bs(t) = t3—§t2+§t.

Definition: Die Polynome By(t) heiflen Bernoulli-Polynome. Die Zahlen By := By(0)
nennt man Bernoulli-Zahlen (Jacob Bernoulli, 1654 - 1705).

Anmerkung: Byi1(t) ist bis auf einen Faktor eine Stammfunktion von By (t). Fiir die
Bernoulli-Polynome gilt ferner By, (1 —t) = (—1)*By(t), d.-h. Symmetrie beziiglich ¢ = 1.
Insbesondere hat man fiir alle k¥ > 2 die Beziehung By (1) = By(0) = By.

Sei nun f € C?"*2[a,b] fiir ein gewisses m € N. Dann gilt fiir die zusammengesetzte
Trapezregel mit N Teilintervallen (d.h. h = b’Ta ):

/f(t) dt = h (@ + @ + ;f(a+ih)> + ;h% (12321;! (f(%—l)(a) _ f(2k—1)(b))

+ h2m+27¢,m+1
Definition: Diese Darstellung heifit Summenformel von Fuler-MacLaurin.

Somit erhélt man eine Darstellung der Form (80) mit
b

To = /f(t)dt und 7 =

a

BQ@'

(22)' (f(2i—1)(b> . f(?i—l)(a)) ]
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Damit konnen wir nun das Extrapolations-Prinzip auf die zusammengesetzte Trapezre-
gel anwenden.

Das Romberg-Verfahren
Wihle Ny := 1, Ny := 2, Ny :=4,..., N; := 2" (die Anzahl der Teil-Intervalle wird
b—a b—a

jeweils verdoppelt) und entprechend h; = N, — o - Dann werden die zusammen-
1

gesetzten Trapezregeln

1) = 20 (LD TS st g (s1)

gebildet und auf die Paare (h?,T(h;)), @ = 0,...,1 (I € N gegeben) der Neville-
Algorithmus angewandt (Auswertung an der Stelle Null). Hier bezeichnet man die Ein-
trage im Neville-Schema mit Tf, der untere Index gibt dabei die Spalte im Tableau an.

hg | T(ho) = T7
y
Ty =1 1
T} Ty
BTy =12 T
¢
hi | T(hs) =Ty
mit der Rekursionsformel
4ITH Tk
TF = L (j=1,2,...; k=0,1,...). 2
j 45 — 1 (] ) ) k 07 ) ) (8 )
Beweis:
In der Notation des Neville-Schemas entspricht T = pg..s+;(0) (beachte: hier ist
¢ =0). Fir die h; gilt
h?
k
hiyj = 5% also hiﬂ = 4—5

Damit erhilt man

(0 — hiy;)pekrj—1(0) — (0 — hi)prsra+5(0)

Tf = Prks;(0) =

hi, = Mg
_ RTE - R TR
TR,
_ @f_%ﬁJ:4@§_I% a
1- 4 41 -1 ‘

Definition: Das obige Schema heifit Romberg-Schema (Romberg-Tableau,).
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Praktische Durchfithrung des Romberg-Verfahrens
Ziel: Programmierung so, dass moglichst wenig Rechenaufwand erforderlich ist.

Die Intervallhalbierung hat den Vorteil, dass T'(h;) zur Berechnung von T'(h;41) verwen-
det werden kann. Dazu bezeichne M (h;) die zusammengesetzte Mittelpunktsregel:

e

21'
= h Z fla+ (27 = 1hit)
j=1

2'L
M(h) = b;“Zf(a+
j=1

Lemma: Es gilt

T(hiss) = 5 (T(0) + M ()
Beweis: Wir erhalten

b—a [ fla) | fO) = b—a
T(hi+1) = it 9 + 9 + p f (a‘l‘] 2i+1)
1 fb—a(fa)  f) b b
- § L 2 < 2 ! 2 +J'ge§def<a+j22+l> jungze;adef(a_F]QPrl))]
1 b—a (fa) f) 22 > b—a
=5 |5 T +k:1f<a+2k:2m) ]; (a+ 2k—1)2i+1)
1 _b—a fla)  f(b) 2! kb—a 2 ok 1 b—a
T2 2 5 T +k:1f<a+ 21)+’;f( + _)21+1)
= %(T(h» +M(hi)) . d

Der Algorithmus zur Berechnung des Romberg-Tableaus wird folgende Punkte beriick-
sichtigen:

e Das Tableau wird zeilenweise erstellt.

e Berechne T9 = T'(hg) = hi(f(a) + f()) .

e Fiir i > 1 (i-te Zeile)
berechne M (h;_) (zusammengesetzte Mittelpunktsregel) und dann
Ty = T(hi) =3 (5" + M(hi—y))

e Fiir j > 1 berechne T} (j + k = i) geméB der Formel (82).

e Abbruchbedingung: Gilt fiir gegebenes £ > 0
T, — TZ-O,1| < ¢, dann wird T als Niherung akzeptiert.
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7.6 Gauf3-Quadraturformeln

In Abschnitt 7.2 wurde gezeigt, dass eine interpolatorische Quadraturformel (mit m + 1
Stiitzstellen) mindestens den Exaktheitsgrad m hat. Es stellt sich die Frage, ob durch
geeignete Wahl der Stiitzstellen ein noch hoherer Exaktheitsgrad erreicht werden kann.

Lemma: Eine Quadraturformel mit m+1 Stiitzstellen hat hochstens den Exaktheitsgrad
2m + 1.

Beweis: Seien a <ty < ... < t,, < b beliebige Stiitzstellen. Fiir das Polynom

gllt qc H2m+2 und

b m
/q(t) dt > 0 sowie ZwiQ(ti) =0 ,

also R[g] #0. O

Legendre-Polynome
Wir beschrianken uns nun auf das Intervall [—1, 1]. Durch

<frg> = / f(Dgt) e (fig € C1,1)

ist ein Skalarprodukt gegeben. Zwei Polynome p # 0 und ¢ # 0 heiflen orthogonal, falls
<p,q>= 0 gilt.

Satz (ohne Beweis): Es gibt eine Folge (Py)ren orthogonaler Polynome mit Grad P, = k
und Hauptkoeffizient > 0 (d.h. <P;, P;> = 0 fiir ¢ # j).

Anmerkungen:

1. Diese Polynome konnen mit Hilfe des Schmidtschen Orthogonalisierungsverfahrens
rekursiv konstruiert werden und heiflen Legendre-Polynome.

2. Die orthogonalen Polynome Fy, P, ..., P, bilden eine Basis des Polynomraumes II,,.
Daraus folgt
<P, q>=0 firalleqell,_;. (83)

3. Fiir die Legendre-Polynome gilt eine dreigliedrige Rekursionsformel:

2 1
n+t n

P, 4(t) (n>1) (84)

mit Py(t) =1 und Pi(t) = t.

Satz: P, hat n einfache reelle Nullstellen im offenen Intervall (—1,1).
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Beweis: Annahme P, hat in (—1,1) nur I < n reelle Nullstellen —1 <t; <--- <t <1
mit ungerader Ordnung. Dann gilt

q(t) = H(t_ti) € 1L
und nach (83)

<P,q> = /Pn(t)q(t)dt —0 . (85)

Andererseits ist P, (t)q(t) ein Polynom, das in (—1,1) nur Nullstellen gerader Ordnung
hat, folglich gilt P,(t)q(t) > 0. Somit

1

/Pn(t)q(t) dt > 0

-1

Dies ist ein Widerspruch zu (85). Also hat P, in (—1,1) n reelle Nullstellen ungerader
Ordnung. Da aber P, € II, gilt, sind diese Nullstellen alle einfach, und es gibt keine
weiteren (Fundamentalsatz der Algebra). O

Wiéhle nun die Nullstellen —1 < t5 < --- < t,, < 1 des Legendre-Polynoms F,,,; als
Stiitzstellen fiir eine interpolatorische Quadraturformel.

Definition: Diese Formeln heiflen Gauf-Quadraturformeln.
(Carl Friedrich Gauf, 1777-1855)

Satz: Die Gaul-Quadraturformel mit m + 1 Stiitzstellen hat den Exaktheitsgrad
M =2m+ 1.

Beweis: Sei ¢ € Ily,,,1 beliebig. Dann gibt es Polynome r, s € II,, mit
q = 71-Ppy + s

(P41 Legendre-Polynom, Division mit Rest). Es gilt R[s] = 0 (da eine interpolatori-
sche QF zugrunde liegt) und

1
m

R[r-Ppy] = / r(t) P (t)dt — D w;r(t;) Puaa(ti) = 0

—1 =0

(Orthogonalitét, vgl. (83); t; Nullstelle von P,,11). Insgesamt erhalten wir

Rlq] = R[r-Pys1+s] = R[r-Pynu1] + R[s] =0 .0O

Beispiel:
Aus der Rekursionsformel der Legendre-Polynome (vgl. (84)) errechnet man

3 1
Pg(t) — §t2 - 5
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und somit als Stiiztstellen

V3 V3
3 3

o = — ; 1 =

Als GauB-Quadraturformel fiir m = 1 ergibt sich

[rwa = 1 (—?) oy (?) + ALY

Exaktheitsgrad: M =3 .

4)
Fehler: Sei f € C*[—1,1]. Dann gilt R[f] = f13<5€) fiir ein £ € (—1,1).

7.7 Fehlerbetrachtungen

Wir fithren fiir m > 0 folgende Bezeichnung ein:

(t— 27 { (t—x)™ firt>x

+ T 0 firt<uzx

(abgeschnittene Potenzfunktion, truncated power function).

(t — )y

Die Quadraturformel (68) habe den Exaktheitsgrad M.
Satz (Peano): Sei f € CM*![qa,b]. Dann gilt fiir den Quadraturfehler
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Definition: Diese Fehlerdarstellung nennt man Kerndarstellung von Peano. K (s) wird
als Peano-Kern bezeichnet.

Beweis: Sei nun f € C™*1[a, b]. Die Taylor-Entwicklung um den Punkt a liefert

f(a)
M|

f) = fla)+ flla)t—a)+ -+ (t—a)™ +ruy(t)

mit dem Restglied (in Integralform)

rilt) = g7 [ U= 9Vds = oo [ - 9 ds

Somit gilt fiir den Quadraturfehler

RIFW®] = £ R+ F@ Rt =) -+ LD Rl — ™) + Rirui(o)
= Rlru(t)]
= /TM(t) dt — Zwﬂ“M(ti)
= %/ /f(MJrl)(S)(t 8)% ds|dt — M;wl/ f(M+1)(S)(tl —S)fdé’
- %/ /f(MH)(S)(t—S)Tdt ds — i,/ <f‘M“)(s)¥wi(t,»—s)¥> ds

b

b
1 1

_ / FOTD () K () ds

Im obigen Doppelintegral darf man die Integrationsreihenfolge vertauschen (Satz von
Fubini). O

Anmerkungen:

1. Der Peano-Kern K (t) hdngt nur von der gegebenen Quadraturformel ab, nicht jedoch
vom Integranden f.

2. Fur M > 1ist K(s) stetig, was aus (87) folgt.

Besitzt K (s) im Intervall [a, b] keinen Vorzeichenwechsel, so ldsst sich auf die Kerndar-
stellung von Peano der erweiterte Mittelwertsatz der Integralrechnung anwenden.
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Korollar: Sei f € CM*[a,b], M > 1, und K(s) > 0 fiir alle s € [a,b] (oder K(s) < 0
fir alle s € [a,b]). Dann gibt es ein £ € (a,b) mit

b

RIf) = fO0 (g / K(s)ds . (38)

a

Aus (86) erhalten wir die Fehlerabschétzung

b

BRI < O / K (s)) ds

a

Beispiel: Fiir die Mittelpunktsregel

/b ot = w-af (“5°) + AL

haben wir in Abschnitt 7.2 die Fehlerdarstellung

RIf] = (b= aPf®(€) firein € € (a,h)

(dabei sei f € C?[a,b]) behauptet. Wir beweisen nun diese Aussage.

Die Mittelpunktsregel hat den Exaktheitsgrad M = 1. Deshalb liefert der Satz von Peano
fir f € C?[a,b] die Darstellung

mit

Fiir K(s) erhdlt man

K(s) = /b<t—s>1dt—<b—a>(ajb—s)l

(b—s)? — (b—a) (L —s) firs<
(b—s)? fiir s >

s e
olF volF
S =
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Eine leichte Umrechnung zeigt:

(a—s)* firs<

K(s) =
fiir s >

N—= D=
—~
»
N—
o

Da K (s) keinen Vorzeichenwechsel hat, gilt mit (88)

R = 12 / K (s) ds

denn

a a aTva
1 atb 1
= —6 (CL 5)3 a;b 6 (b — 8)5
B 1 /a—0b\* 1 b—a
6\ 2 6\ 2
_ 1 3 3 _
= 48(1)—(Jc) + 48(6 a) (

Peano-Kern fiir Mittelpunktsregel

107
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8 Eigenwertaufgaben

8.1 Eigenwerte und Eigenvektoren

Sei A € R™™. Dann lautet das Eigenwertproblem: Gesucht ist ein A € C und ein Vektor
z € C"\ {0} mit
Ax = Az .

Die Zahl X heifit Figenwert und der Vektor = ein zugehoriger Figenvektor von A.

In der linearen Algebra lernen Sie, dass die Eigenwerte die Nullstellen der charakteristi-
schen Polynoms

p(t) := det(A —tI)

sind. Somit kann man die Eigenwertberechnung auf die Nullstellenberechnung eines Po-
lynomes zuriickfithren. Aus der Sicht der Numerik ist diese Vorgehensweise jedoch sehr
problematisch, da sie zu einer hohen Storempfindlichkeit in den Koeffizienten des char.
Polynoms fiihrt (in Paragraph 11 gehen wir noch ausfiihrlich darauf ein). Deshalb kom-
men in der Numerik andere Methoden zum Zug, die die explizite Berechnung des cha-
rakteristischen Polynoms vermeiden.

Vielmehr macht man von der Tatsache Gebrauch, dass dhnliche Matrizen dieselben Ei-
genwerte haben: Sei () € R™™ invertierbar, dann hat die Matrix

B = QAQ™!

dieselben Eigenwerte wie A. Ist x ein Eigenvektor von A zum Eigenwert A, so ist y := Qx
ein Eigenvektor von B zum Eigenwert A, denn

By = QAQ7'y = QAQT'Qr = QAr = Q(\x) = \Qz = )y

Aus Sicht der Numerik (Stabilitéit, Rechenaufwand) sind dabei orthogonale Matrizen Q)
(d.h. Q71 = QT) besonders interessant.

Dabei geht man meistens zweistufig vor: Zuerst wird die allgemeine Matrix A durch eine
Ahnlichkeitstransformation auf eine einfachere Form gebracht (Vortransformation).
Anschlieflend werden die Eigenwerte der transformierten Matrix bestimmt, in der Regel
durch ein iteratives Verfahren. Zum Beispiel versucht man, durch iterative Ahnlichkeit-
stransformationen ndherungsweise eine Gestalt zu erhalten, bei der die Eigenwerte sofort
abgelesen werden konnen (Diagonalgestalt, Dreiecksgestalt).

8.2 Anwendung aus der Physik

Schwingendes Federsystem (lineare Kette)

Vorgelegt seien N Massen M, die durch N + 1 Federn linear gekoppelt sind. Sie sollen
zwischen zwei festen Enden im Abstand L eingespannt sein:

C C Cc

| | | | |
T T T T T -

0 x1(t) xo(t) xn(t) L




Eigenwertaufgaben 109

Die i-te Feder habe dabei die Ruheldnge Ly und die Federkonstante ¢; > 0 .

Wir betrachten das schwingende System ohne Reibung. Es sei x;(t) die Position der
i-ten Masse zum Zeitpunkt ¢. Dann ist #(¢) die Geschwindigkeit und #(¢) die Beschleu-
nigung der i-ten Masse. Die Einspannung des Federsystems beriicksichtigen wir durch
die Setzung

zo(t) == 0, anu(t) = L
Weiter sei K;(t) die im Zeitpunkt ¢ in der i-ten Masse resultierende Kraft.
Fia(t) Ei(t)
-~
— Ki(t)
M9 oM G
B AN

z;1(t) z;(t) Ti11(t)

Die i-te Masse geniigt der Bewegungsgleichung
Mi(t) = Ki(t) . (9)

Die Kraft K;(t) ergibt sich dabei durch Uberlagerung der beiden Nachbarkrifte F; (%)
und Fj(t), also
Ki(t) = Fi(t) — Fi_1(t) .

Das Hookesche Gesetz liefert fiir die i-te Feder
Fi(t) = ci(xiq(t) —xi(t) — Lo)  (i=0,...,N)
und somit fiir die resultierende Kraft
Ki(t) = ci(@ini(t) — i(t) — Lo) — cima(@i(t) — xi-1(t) — Lo)
= ¢iariq(t) — (¢ + cio1)xi(t) + i () + (cio1 — ) Lo
Die Bewegungsgleichung (89) lautet dann fir ¢ =1,..., N
1

ZL‘Z(t) = M {Ci_lflfi_l(t) — (Ci + Ci_l)l‘i(t) + CiJZH_l(t) + (Ci—l - Ci)LO} . (90)
Wir fassen die x;(t) bzw. Z;(t) zu Vektoren zusammen:
1(1) i1 (1)
x(t) = ' ,E(t) = :
T (1) L (t)
Mit
Co +c —q 0 0
¢
1
A = —
i 0 0
—CN-1

0 oo 0 —enyo1 oeny—1ten
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und

(Co - Cl)Lo

1 (01 - CQ)LO
(CN72 - CNfl)LO

(CN—l — CN)L() + CNL

erhdlt man aus (90) die Darstellung
Z(t) = b — Azx(t) . (91)
Dies ist ein Differentialgleichungssystem 2. Ordnung.

Von der Physik her erwartet man, dass diese Differentialgleichungen die Positionen x;(t)
der Massen fiir alle ¢ > 0 eindeutig bestimmen, sofern

— die Anfangspositionen z;(0), i =1,..., N, und
— die Anfangsgeschwindigkeiten i;(0), ¢ =1,..., N,
vorgegeben werden.

Ruhelage

Das Federsystem befindet sich in der Ruhelage, falls alle resultierenden Kréfte Null
sind, d.h. K;(t) =0 (i = 1,...,N) gilt. Aus (91) folgt, dass die Losung T des linearen
Gleichungssystems

Ax = b

die Ruhelage liefert.
Dann 16st z(t) := & das Dgl-System (91) zu den Anfangswerten

Diese Losung nennt man einen stationdren Zustand des Dgl-Systems (91).

Die Matrix A besitzt Zusatzeigenschaften, die wir bei der Losung des obigen Gleichungs-
systems ausnutzen:

Lemma: Gilt ¢; >0 (i =0,...,N), so ist die Matrix A positiv definit.
Beweis: Ubung.

Transformation auf ein homogenes System

Sei  die Ruhelage des Federsystems (d.h. Az = b). Wir transformieren das Dgl-System
(91) in ein homogenes System. Dazu sei

Physikalisch ist y;(¢) die Auslenkung der i-ten Masse aus der Ruhelage. Dann gilt

b—Aly(t) +7) = —Ay(?)

<
Yy
~
N—
Il
&g.
—~
~
SN—
Il

Es geniigt also, das System
gt) = —Ay(t) (92)
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zu losen. Ist y(t) eine Losung von (92), so 16st

das System (91).

Losungen des homogenen Systems

Aus der linearen Algebra wissen wir, dass eine positiv definite Matrix A lauter positive
reelle Eigenwerte besitzt. Seien 0 < A} < Ay < .-+ < Ay die Eigenwerte von A und
oM o) zugehérige (linear unabhingige) Eigenvektoren.

Alle Losungen des homogenen Systems (92) sind von der Form

N

y(t) = Z <O[j cos(y/ Nt)o) + B sin(\/)\_jt)v(j)> : (93)

j=1

wobei «;, 5; € R beliebige Konstanten sind. Dass dies Losungen des homogenen Systems
sind, ergibt sich sofort durch Nachrechnen.

Losungen des schwingenden Federsystems
Aus (93) erhidlt man als Losungen fiir das schwingende Federsystem
N
z(t) = Z (aj cos(y/At)o) + B; sin(y/\jt) v(j)> +z

Jj=1

wobei T wieder die Ruhelage des Federsystems ist. In der Komponentenschreibweise
bedeutet dies

zi(t) = Z (04]- cos(\/)\_jt)vl-(j) + B; sin(y/\jt) vﬁj)> + 7 (i=1,...,N). (94

7j=1
Fiir die Ableitung folgt daraus
N . .
l’z(t) = Z <—\/ )\j-ozj sin(\/ )\jt)vgj) + A/ )‘j'Bj COS(\/ )\]t) Ugj)> . (95)
j=1
Seien nun Anfangsbedingungen
x;(0) und #;(0) (i=1,...,N)

vorgegeben. Dann erhalten wir aus (94) bzw. (95) fiir die ; und die 3; die Bezichungen

N
.Il(()) = Z&j'vi(j) + T; (Z:L,N),

J=1

#:(0) = i@(@ﬁ”) (i=1,...,N).
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Dies sind zwei lineare Gleichungssyteme. Fiir die o ergibt sich das lineare Gleichungsy-
stem C'a = d mit

vgl) e U%N) z1(0) — T4 o
C = : : , d = y =
U](\}) e U](VN) .I’N(O) — fN N
Die f3; erhdlt man aus dem linaren Gleichungssystem CfB = d mit

VA VY £(0) b
C = : : : :

VAl o ageY @y (0) Bn

Beachten Sie, dass die beiden obigen Matrizen regulér sind. Deshalb sind die a; und 3;
eindeutig bestimmt.

Fazit: Bei gegebenen Anfangsbedingungen gibt es genau eine Losung des schwingenden
Federsystems. Dies stimmt mit den physikalischen Erwartungen iiberein.

Zusammenfassung

Die Bestimmung der Losung des schwingenden Federsystems fiihrt uns auf folgende nu-
merische Problemstellungen:

1. Losung eines linearen Gleichungssystems mit positiv definiter Koeffizienten-Matrix
(Berechnung der Ruhelage).
2. Bestimmung aller Eigenwerte und zugehoriger Eigenvektoren einer reellen symme-

trischen Matrix.

3. Losung von linearen Gleichungssystemen mit beliebiger regulérer Koeffizientenma-
trix (Bestimmung der «; bzw (3;).

8.3 Lokalisierung der Eigenwerte

Der folgende Satz liefert Aussagen iiber die ungefiihre Lage der Eigenwerte.

Satz (Gerschgorin): Sei A € R"*". Die Vereinigung aller Kreisscheiben

n
Ki = ZGCI’Z—(IM|§Z|CLZ']€| s izl,...,n
ok
enthélt alle Eigenwerte von A.

Beweis: Sei A ein Eigenwert und x ein zugehoriger Eigenvektor, also Az = Ax oder in

Komponenten
n

Zaljxj = Xy; (I=1,...,n).

=1
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Daraus erhalten wir

()\ - all)xl = Zaljzj (l = 1, c. ,n).

j=1

i
Seinun i € {1,...,n} ein Index mit |z;| = ||z|| . Dann ergibt sich
N =il = | ay | <> aglth <> ayl
— Z; — |ZL'Z| —
j=1 ji=1 j=1
i i A

und folglich die Behauptung. O

Anmerkungen:

1. Die K; bezeichnet man als Gerschgorin-Kreise.

2. Man kann ferner zeigen, dass K; genau einen Eigenwert enthélt, falls K; disjunkt ist
zu allen anderen Kreisen (vgl. Stoer-Bulirsch [8]).

3. Da AT dieselben Eigenwerte hat wie A, kann man zusitzlich die Gerschgorin-Kreise
zu AT bilden und damit u.U. weitere Informationen iiber die Lage der Eigenwerte
erhalten.

Beispiel: (vgl. Stoer-Bulirsch [8])

1 01 -0.1
Es sei A = 0 2 04
-02 0 3
Gerschgorin-Kreise fiir A Gerschgorin-Kreise fiir A7
Ky, = {z€C: |2—-1] <02} El = {z€C: |2—-1]<0.2}
Ky, = {z€C : |z—-2| <04} Ky = {#€C : |z—2/<0.1}
Kg = {Z€C|2—3|§02} Fg = {Z€C|2—3|§05}
Gerschgorin—Kreise fur A Gerschgorin—Kreise fir AT

K,

G C

Lage der Eigenwerte

(v
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8.4 Transformation auf obere Hessenberg-Gestalt

Definition: Eine n x n - Matrix der Form

*
0
0 0 * %

heifit obere Hessenberg-Matriz.

Satz: Sei A € R™*". Dann gibt es eine orthogonale Matrix @, so dass QAQ7 eine obere
Hessenberg-Matrix ist.

Anmerkung: @) kann als Produkt von (n — 2) Householder-Matrizen gewéhlt werden. Im
Gegensatz zur QR-Zerlegung kann man hier i.A. keine obere Dreiecksmatrix erwarten,
da auch von rechts mit Q7 multipliziert wird.

Beweisidee: Wir zerlegen die Matrix A wie folgt:

ai ‘ a2 -+ Qip
Q21 | G22 -+ A2p

A= . . = (96)
Ap1 | Gp2 "+ App

Es gibt eine (n — 1) x (n — 1) Householder-Matrix H; mit
Hic = oe; (0 €R),
wobei e; € R"™! den ersten Einheitsvektor bezeichnet (vgl. Abschnitt 1.5). Dann ist
1 0
H, = ~ 7
! 0| H (07)
eine n X n Householdermatrix, und es gilt

11 | A2 -+ QAin

Ay

Beachten Sie, dass die erste Zeile von A nicht verdndert wird. Entsprechend veréndert
die Rechtsmultiplikation von (H,A) mit Hf = H, die erste Spalte von (H;A) nicht. Also
liefert die Ahnlichkeitstransformation

i |Gz -+ Qip

o

AW .= HyAH' = H,AH, = 0
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Der korrekte Beweis verwendet vollstiandige Induktion, wobei die obigen Ausfithrungen
dem Induktionsschluss entsprechen. 0O

Hieraus wird auch ersichtlich, dass eine obere Dreiecksmatrix i.A. nicht erreichbar ist.
Denn wiirde man eine Householder-Matrix 1" verwenden mit

aiy 1
T a.21 =0 ! )
a;ﬂ 0
so folgt zwar zunéchst
o % *
TA — 0 = ’
0 * *

aber die anschlieffende Rechtsmultiplikation von (T'A) mit T~! = T zerstort die Nullen
in der 1. Spalte wieder.

Korollar: Sei A € R™*" symmetrisch. Dann existiert eine orthogonale Matrix ) € R™*",
so dass QAQT eine symmetrische Tridiagonalmatrix ist.

Beweis: Fiir eine symmetrische Matrix hat man in (96) die Aufteilung

a1 CT

ap | ann | c'H,
g o
HA = 0 und  (H1A)H, = 0 :
LA | AH,
0 0

und H, A, H, ist wieder symmetrisch. Nun gilt

TH = THT = (Hio)' = (0e))” = (0,0,...,0) . O

Insgesamt haben wir also das Problem, Eigenwerte und FEigenvektoren von einer be-
liebigen Matrix zu berechnen, zuriickgefithrt auf das Bestimmen von Eigenwerten und
Eigenvektoren einer oberen Hessenberg-Matrix. Im symmetrischen Fall wird das Problem
sogar auf eine symmetrische Tridiagonalmatrix reduziert.



116 E. Luik: Numerik I

8.5 Das QR-Verfahren

QR-Zerlegung und Ahnlichkeitstransformationen

Sei A € R™" beliebig. In Abschnitt 1.5 wurde gezeigt, dass sich A zerlegen ldsst in der
Form

A= QR

mit einer orthogonalen Matrix ) und einer oberen Dreiecksmatrix R (QR-Zerlegung).
Dann erhélt man

QTAQ = QT(QR)Q = RQ
Also sind A und RQ &hnlich und haben deshalb dieselben Eigenwerte. Gleichzeitig be-

deutet dies, dass man hier bei der Ahnlichkeitstransformation mit einer Matrizenmulti-
plikation auskommt.

Definition: RQ heifit die QR-Transformierte von A.

In diesem Zusammenhang erweisen sich Hessenberg-Matrizen bzw. Tridiagonalmatrizen
als besonders giinstig. Denn einerseits spart man Rechenaufwand, andererseits gilt der
folgende

Satz: Sei B € R™™" eine obere Hessenberg-Matrix mit der QR-Zerlegung B = () R. Dann
ist die QR~Transformierte wieder eine obere Hessenberg-Matrix.

Beweis: Ubung.

Korollar: Ist B eine symmetrische Tridiagonalmatrix, so ist die QR-Transformierte wie-
der eine symmetrische Tridiagonalmatrix.

Beweis: Die QR-Transformierte
C = Q"BQ = RQ
ist nach obigem Satz eine obere Hessenberg-Matrix. Weiter gilt
C" = (Q"BQ)" = Q"B'"Q = Q"BQ = C |

also ist C' auch symmetrisch. Eine symmetrische Hessenberg-Matrix ist aber eine sym-
metrische Tridiagonalmatrix. O

Der QR-Algorithmus
1. Sei A € R™". Setze AWM = A.

2. Fir £ =1,2,... bilde von
() (k)

iy o Ay
Ak — :
a8 )

die QR-Zerlegung A®) = Q® R® und setze dann

AR = R QK (QR-Transformierte).
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Diese Iterationsvorschrift nennt man den QR-Algorithmus.

Um den Rechenaufwand ertréglich zu halten, wird bei der praktischen Durchfiihrung
zundchst die Vortransformation auf Hessenberg-Gestalt durchgefiithrt und der QR-Algo-
rithmus nur auf die Hessenberg-Matrix angewandt. Deshalb sei im Folgenden A schon
cine Hessenberg-Matrix. Dann sind alle A®) ebenfalls obere Hessenberg-Matrizen (vgl.
oben).

Beim QR-Algorithmus besteht natiirlich der Wunsch, dass die Folge der A*) gegen eine
Matrix konvergiert, bei der man die Eigenwerte leicht ablesen kann. Hier haben wir fol-
gende Aussagen:

1. Betragsmiflig verschiedene Eigenwerte
Es sei A eine obere Hessenberg-Matrix. Sind alle Eigenwerte von A betragsmiéflig ver-
schieden, d.h.
(Al > Ae] > > A
so kann man unter einer weiteren Voraussetzung
k

(%)
J+1.j

a <32 (=1....n-1) (98)

zeigen mit einer Konstanten ¢ € R. Daraus folgt GE@L ; — 0 fiir K — oo und somit

(k)

aj; — A firk—o00 (j=1,...,n).

Die Konvergenz kann aber sehr langsam sein. Um eine Konvergenzbeschleunigung zu
erzielen, benutzt man die

2. Shift-Strategie
Sei u eine Schétzung fiir A,,. Berechne dann

AW — = QWR®  und setze  A®D .= RWQW 4 T
Auch hier ist A®+D ghnlich zu A® | denn

AR — RWQW L1 = (QW)TQWRMQW 1 (@M TQW
= @QURY +pQ™ = (QW)(AW — ul + ph)QW
(QUNT AR QW)

In (98) hat man dann die Abschétzung

(k) An—pi |F
Upp1| < C m‘
mit dem (hoffentlich) kleineren Faktor )\/\”;f mt In jedem Iterationsschritt kann ;1 neu

gewahlt werden, zweckméafligerweise als u = alk).

3. Reduktion

Hat A® nach wenigen Iterationen die Form
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so ist ein Eigenwert hinreichend gut lokalisiert, und man setzt den QR-~Algorithmus nur
noch fiir die Untermatrix B fort.

4. Komplexe Eigenwerte
Sei nun
Al > > A = Al > > A

und \.41 = A, (konjugiert komplexe Eigenwerte). Fiir grofie k gilt dann

/\r—l .
k k
AR~ afy) af“,r)Jrl
(k) (k)
pi1p Qpyypyl
)\7“—1—2

*
An

mit der 2 x 2-Matrix

® ®
k) __ Arr ar,r—i—l
A" = ( ® W )

Arp1,1 Gpyp1 g1

Zwar konvergiert die Folge A®) i.A. nicht gegen eine 2 x 2-Matrix; aber A®) besitzt ein
Paar konjugiert komplexer Eigenwerte (o), o)), welches fiir & — oo gegen (A, \py1)
konvergiert.

Auch hier gibt es geeignete Shift-Strategien.

8.6 Das Verfahren von Hyman

Das charakteristische Polynom einer Hessenberg-Matrix

Ist A € R™"™ eine beliebige Matrix, so ist zur Eigenwertbestimmung der Weg iiber die
Nullstellenberechnung des charakteristischen Polynoms

p(p) = det(A —pl)
nicht empfehlenswert (Instabilitdten, Aufwand).

Anders ist die Situation, wenn die Matrix eine obere Hessenberg-Gestalt (bzw. eine
symmetrische Tridiagonalgestalt) hat. Denn in diesem Fall ist es relativ einfach, bei
vorgegebenem Argument p den Funktionswert p(u) und die Ableitung p’(u) des cha-
rakteristischen Polynoms zu berechnen. Dabei ist es nicht notig, das charakteristische
Polynom als Ganzes durch Koeffizienten darzustellen. Die Situation ist dhnlich wie bei
der Auswertung des Interpolationspolynoms ohne eine analytische Darstellung durch den
Neville-Algorithmus.

Sind wir in der Lage, Funktionswert (und Ableitung) bei jedem Argument bequem zu
ermitteln, so konnen wir zur Berechnung einer Nullstelle die in Paragraph 5 angegebenen
Verfahren verwenden. Das Newton-Verfahren wird die schnellste Konvergenz zeigen, ist
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aber durch den lokalen Charakter (vgl. Satz iiber die lokale Konvergenz) eingeschrénkt.
Im Allgemeinen wird man deshalb zunéchst mit einem anderen Nullstellenverfahren (z.B.
iterierte inverse Interpolation) beginnen. Ist man nach einigen Schritten in der Nihe ei-
ner Nullstelle angekommen, so kann man auf das Newton-Verfahren umsteigen.

Sei nun
byy -+ e oo by,
bay :
B = 0
0 e 0 bn,n—l bnn

eine obere Hessenberg-Matrix mit b;41,; #0 (i =1,...,n — 1).
Eine solche Matrix heift unzerlegbar.

Diese Zusatzannahme bedeutet keine wesentliche Einschrankung. Denn falls by, = 0
gilt fiir ein k, so folgt

det(B — pl) = det(By — ply)-det(By — puly)

mit zwei oberen Hessenberg-Matrizen kleinerer Dimension. Man betrachtet dann diese
Matrizen mit kleinerer Dimension.

Die folgende Methode zur Berechnung von p(x) und p’(p) stammt von Hyman.
Sei i € R fest. Betrachte das lineare Gleichungssystem

(B—plz = ae (99)
oder ausgeschrieben

(bu — ,u)xl + b12$2 + -+ bln.Tn =
192133'1 —+ (bgz — M>$2 + -+ bgnl'n = 0

bn,n—l'xn—l + (bnn - ﬂ)$n = 0

Anmerkung: Jeder Eigenvektor y zum Eigenwert \ einer unzerlegbaren oberen Hessenberg-
Matrix erfiillt y,, # 0; denn mit y,, = 0 folgt aus (B — AI)y = 0 durch Riickwértsauflosen
Yn-1 = Yn_2 = ... =y =0, im Widerspruch zur Definition eines Eigenvektors.

Setze nun z,, := 1. Damit lassen sich «, x1,...,z,_; eindeutig bestimmen (héngen aber
vom gegebenen p ab):
— Die letzte Gleichung im obigen System liefert x,,_1,
— die vorletzte Gleichung liefert x,,_o,
usw.
— die 2. Gleichung ergibt xy,
— aus der 1. Gleichung erhélt man schliellich oo = a(p).

Bis auf einen Faktor stimmt a(p) mit dem charakteristischen Polynom von B {iberein:
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Lemma: Es gilt

() = — V" ey — )
ST T b b

Beweis: Betrachte das lineare Gleichungssystem (99). Fiir x,, liefert die Cramersche Regel

det C'
l=z, = —i—— 100
T Qet(B — ul) (100)
mit
bit —p bio bin-1 «
b21 E 0
C = 0
bn—l,n—l — K
0 0 byn—1 0
Der Laplacesche Entwicklungssatz liefert
detC' = (—1)n+105b21b32 s bn,nfl
Einsetzen in (100) und Auflosen nach « ergibt dann die Behauptung. O
Betrachtet man «, xy, ..., z,_; als Funktionen von p und differenziert diese, so folgt aus
dem obigen Gleichungssystem (mit z} := x}(u))
(bn — u)x’l — X1+ blgl’/z + -+ bl’n71$;l_1 = O/(/L)
bgll'/l —+ (b22 — [,L).I'IQ — T2 + -+ b27n_1$;_1 = 0
bon1Zy 1 — 2y = 0
(beachte z,, = 1, also z!, = 0). Nachdem fiir festes p die Groen o, z1,...,x,_1 schon
berechnet sind, bestimmt man hieraus durch Riickwartsauflosen die Grofen «!,_, ...,z

und schliefllich o/(p). Wir losen also (bei festem ) das Gleichungssystem
(B—ul)x' = o'(p)er +x

Fazit: Fiir ein gegebenes p kénnen wir a(p) und o/ (u) einfach bestimmen (jeweils durch
Losen eines gestaffelten Gleichungssystems) und dann die bekannten Verfahren zur Be-
rechnung der Nullstellen von a(ux) anwenden. Diese Nullstellen sind nach dem obigen
Lemma die (reellen) Eigenwerte von B.

Bestimmung von Eigenvektoren

Das Verfahren von Hyman liefert auch Approximationen fiir einen Eigenvektor. Dabei
ist aber zu beachten, dass wir von einer Hessenberg-Matrix ausgehen und nur Eigen-
vektoren zu dieser Matrix berechnet werden. Eigenvektoren der urspriinglichen Matrix
sind dann iiber die Transformationen zuriick zu verfolgen, welche die Ausgangsmatrix
auf Hessenberg-Gestalt gebracht haben.
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Beim Verfahren von Hyman wird eine Nullstelle der Funktion a(u) berechnet. Ist i eine
Nullstelle, so gilt in (99)

(B—pl)r = 0 undsomit Bz = ux

Das bedeutet, dass die im Algorithmus (mit ) berechneten Zahlen xy,..., 2, 1 und
z, = 1 die Komponenten eines Eigenvektors z = (x1,...,x,) sind.

Da die Komponenten bei der Auswertung der Funktion o ohnehin anfallen, liefert (beim
Verfahren von Hyman) die Nullstellenberechnung ohne zusitzlichen Aufwand eine Ap-
proximation fiir die zugehorigen Eigenvektoren.

8.7 Eigenwerte und Eigenvektoren in Matlab

Zur Bestimmung der Eigenwerte und Eigenvektoren einer Matrix A gibt es in Matlab
die Funktion eig. Der Aufruf

d = eig(A)
liefert die Eigenwerte von A in einem Vektor d. Dagegen liefert

[V,D] = eig(A)
als Ergebnis zwei Matrizen derselben Grofle wie A. Dabei ist D eine Diagonalmatrix mit
den Eigenwerten in der Diagonalen, V enthélt in den Spalten die zugehdrigen Eigenvek-
toren, jeweils zur euklidschen Lange 1 normiert. Es gilt dann die Beziehung VD = AV.

Ist die Matrix A diagonalisierbar, so bedeutet dies D = V~"'AV (Ahnlichkeitstransfor-
mation).

Fiir schwachbesetzte Matrizen (sparse matrices) gibt die Matlab-Funktion eigs.

Abschlieend wollen wir das QR-Verfahren (vgl. Abschnitt 8.5) mit Hilfe eines Matlab-
Programmes veranschaulichen. Die Vortransformation auf obere Hessenberg-Gestalt er-
reicht man in Matlab durch

[P,H] = hess(A)

Dabei ist H die Hessenberg-Matrix und P die Transformationsmatrix, so dass H =
PTAP gilt. Die QR-Zerlegung einer Matrix A erhalten wir in Matlab durch

[Q,R] = qr(a)

Dabei ist Q eine orthogonale und R eine obere Dreiecksmatrix. Das folgende Matlab-
Programm demonstriert die einzelnen Schritte des QR-Verfahrens:

% Es wird das QR-Verfahren demomstriert
disp(’ Ausgangsmatrix A = ’);
A=[1111;1221;1234;1141]

ant = input(’ Weiter mit Eingabe-Taste ’,’s’);
disp(® Transformation auf Hessenberg-Form ’);
[P,H] = hess(A)

ant = input(’ Weiter mit Eingabe-Taste ’,’s’);
disp(’ Probe: A = PxHxP’’ ’);

A

PxHx*P’

ant = input(’ Weiter mit Eingabe-Taste ’,’s’);
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disp(’ QR-Verfahren (mit der Hessenberg-Matrix)’);
weiter=’j’;
count = 0;
while weiter==’j’
count = count + 1;

[Q,R] = qr(H);

text=sprintf(’ nach dem J%g-ten Schritt: \n’,count);
disp(text);

H = Rx*Q

ant = input(’ Weiter mit Eingabe-Taste ’,’s’);

end
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9 Iterative Verfahren

9.1 Iteration

Das Newton-Verfahren (vgl. Abschnitt 5.2) ist ein Spezialfall einer allgemeineren Klasse
von Verfahren, ndmlich der Iterationsverfahren.
Essei D C R" und ® : D — D eine stetige Funktion.

Definition: Ein £ € D heifit Fizpunkt von ®, falls gilt

£ = @)

Man kann das Auffinden einer Nullstelle von f(s) auf das Suchen eines Fixpunktes
zuriickfithren. Aus dem Newton-Verfahren (vgl. (41)) ergibt sich die Fixpunktform

_ ., f®
O(t) =t ) (101)
Denn aus £ = ®(¢) folgt sofort
_ T
‘T

und somit f(§) = 0.

Fixpunkte werden iterativ berechnet: Sei ein Startwert 2(*) vorgegeben. Dann setzt man

2 = o®)  (1=0,1,2,...). (102)
Frage: Wann existiert lim 2 ?
- 1—00
Falls der Grenzwert existiert, so ist ¢ := lim 2 ein Fixpunkt von ® (folgt aus der

1—00

Stetigkeit von ).

Graphische Darstellung eines Iterationsverfahrens

alternierende Konvergenz monotone Konvergenz
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keine Konvergenz

t

Zur Formulierung eines Konvergenzsatzes betrachten wir allgemeiner metrische Rdume.

Definition: Sei (X, d) ein metrischer Raum und ® : X — X eine Abbildung. ® heifit
kontrahierend, falls es eine reelle Zahl L. < 1 gibt mit der Eigenschaft

d(®(t),®(s)) < L-d(t,s) furalles,teX

Satz (Banachscher Fixpunktsatz):
Sei (X, d) ein vollstédndiger metrischer Raum und ® : X — X kontrahierend. Dann gilt

1. ® besitzt genau einen Fixpunkt.

2. Fiir jeden Startvektors #(*) € X konvergiert die Iterationsfolge 201 := ®(z®)
gegen den Fixpunkt.

Beweis: vgl. z. B. Himmerlin-Hoffmann [9].

Fiir das Newton-Verfahren haben wir X = [a,b] und als Metrik d(s,t) = |s — t|. Hier
lautet die Kontraktionsbedingung

|®(t) — ®(s)| < L|t—s| fiir alle s,t € [a, D).
Diese Bedingung ist zum Beispiel erfiillt, falls ® stetig differenzierbar ist und
|9, = max{|®'(t)] : t €a,b]} <L<1 (103)

gilt (Mittelwertsatz).
An dieser Stelle erinnern wir nochmals an die Begriffe lokale und globale Konvergenz:

Definition:

Konvergiert die Folge der Iterierten (102) nur fiir Anfangswerte xy aus einer Umgebung
U C D des Fixpunktes &, so heifit die Iteration lokal konvergent. Konvergiert die Itera-
tion fiir jeden Startwert aus dem gesamten Definitionsbereich D, so heif3t das Verfahren
global konvergent.

Anmerkung: Lokale Konvergenz liegt vor, wenn ® nur auf U C D mit £ € U kontrahie-
rend ist, nicht jedoch auf ganz D.
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Konvergenz des Newton-Verfahrens

Den Satz iiber die lokale Konvergenz des Newton-Verfahrens (vgl. Abschnitt 5.3) kann
man auch mit Hilfe des Banachschen Fixpunktsatzes beweisen:

Satz: (lokale Konvergenz). Sei f € C?[a,b] und € € [a,b] mit f(£) = 0 und f'(£) # 0.
Dann gibt es eine Umgebung U von &, so dass fiir jeden Startwert (%) € U das Newton-
Verfahren konvergiert.

Beweis: Fiir das Newton-Verfahren gilt

_ ., J@)
2=
® ist stetig differenzierbar mit
N 4 O P A OV A ORI A OV A O
v =1 [0 O

Insbesondere gilt dann ®'(£) = 0. Sei 0 < L < 1 fest gegeben. Aus den Voraussetzungen
f(&) =0 und f'(€) # 0 folgt, dass es eine Umgebung U = [£ — ¢, + ] gibt mit

(2)
¥(0)] = |1

< L <1 fiir alle t € U,

nach (103) ist ® kontrahierend auf U. Der Banachsche Fixpunktsatz liefert dann die
Behauptung. O

9.2 Vektornormen und Matrixnormen

Es sei K der Korper der reellen oder komplexen Zahlen (K = R oder K = C). Mit K™*"
bezeichnen wir den Raum der n x n - Matrizen.

Definition: || || heiit eine Norm auf K" (oder Vektornorm), wenn gilt:
(N1) Jlz|| > 0 fiir alle z € K™\ {0}
(N2)  [[Az]| = |A|||z|| fir allexz € K" und A € K |
(N3) e +yll < llzfl + [l fir alle z,y € K"

Beispiele: Es sei © = (z1, ..

., x,)T. Vektornormen sind

(Maximum-Norm) ,

(Euklidsche Norm) ,

Z | 4]

=1

({1-Norm) .

Ebenso lassen sich Normen auf dem Raum der Matrizen definieren. Man spricht dann
von Matrixnormen. Zur besseren Unterscheidung bezeichnen wir diese mit N(A).
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Definitionen:

1. N(-) heifit eine Matriznorm auf K™*", wenn gilt:
(N1I)  N(A) > 0 fiir alle A € K»\ {0}
(N2)  N(AA) = |[\'N(A) furalle Ac K" und A e K |
(N3) N(A+B) < N(A)+ N(B) fur alle A, B € K™"

2. Die Matrixnorm N heifit submultiplikativ, falls gilt:

N(A-B) < N(A)-N(B) fiir alle A, B € K™" .

3. Die Matrixnorm N und die Vektornorm || || heiflen vertrdglich, falls gilt:

|Az|| < N(A)-||z|| fiir alle A € K" und z € K" .

Beispiele: Es sei
aip - Qip

A =
Ap1 *+° Qpp

Dann erhilt man Matrixnormen durch

Z Z la;;|°  (Buklidische Norm, Schur-Norm),

i=1 j=1

Nz(A) = max. {Z |aik|} (Zeilensummennorm) ,

=1,...

Ng(A) := max {Z \aik\} (Spaltensummennorm) .

Vertréglich sind zum Beispiel:

Nz mit || [,
Ng mit || ||, .

Dagegen ist N nicht vertraglich mit || ||, .

Jede Vektornorm || || definiert eine submultiplikative, vertrigliche Matrixnorm durch
lub(A4) := max {||Az| : x € K" mit ||z| =1} .

Diese nennt man die von || || induzierte Matriznorm oder auch lub-Norm .
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So liefert zum Beispiel || ||; die Spaltensummennorm Ng und || ||, die Zeilensummen-
norm N.

Anmerkungen:

1. lub bedeutet least upper bound.

2. ¢ := lub(A) ist die kleinste Konstante, so dass fiir alle z € K" die Abschitzung
[Az][ < c-l]| gilt.

Definition: Fiir A € K"*" heifit die Grofle
0(A) = max{|A] € C : X ist ein Eigenwert von A}
(Betrag des betragsméBig groBten Eigenwertes) der Spektralradius von A.

Fiir jede lub-Norm gilt
o(A) < lub(4) . (104)

Um dies einzusehen, betrachten wir einen Eigenwert \; von A und einen zugehérigen
Eigenvektor v; mit ||v;|| = 1. Dann gilt

[Avill = [IAgvsll = Al [Joill = [N
woraus sich dann lub(A) > o(A) ergibt.

Lemma: Sei A € K™*™ mit p(A) < 1. Dann gibt es eine Vektornorm || ||, so dass fiir die
zugehorige lub-Norm gilt
o(A) < lub(4) < 1

Beweis: vgl. Stoer-Bulirsch [§].

9.3 Indirekte Verfahren fiir lineare Gleichungssysteme

Fixpunktformen
Gegeben sei eine reguldre Matrix A € K™*". Zu 16sen sei das lineare Gleichungssystem

Ar = b . (105)
Bei iterativen Verfahren sucht man eine dquivalente Fixpunktform
r =Tr+g = O(z) (106)
und bestimmt dann mittels der Iterationsvorschrift
20— (I)(x(i))

einen Ndherungswert fiir die gesuchte Losung von (105), wobei zunéchst ein geeigneter
Startwert zu wéhlen ist.

Lemma: Sei B € K™ reguldr. Durch Zeilenvertauschungen kann B in eine Matrix A
iibergefiihrt werden, deren Diagonalelemente von Null verschieden sind.

Beweis: Ubung.
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Sei also
@11 a2 -+ Aip
Q21 A22
A =
anl ) IR ann

mit a; # 0 fiir ¢ = 1, ..., n. Wir bilden folgende Matrizen:

a;; 0 0 0 0
D — 0 ax ; : I = a1 ’
' 0 :
0 a2 --- Q1n
U =
B Up—1n
0 - 0

Damit ergibt sich die Zerlegung
A=L+D+U

Das Gleichungssystem Az = b ist somit gleichwertig zu (L + D+ U)z = b. Hieraus lassen
sich nun Fixpunktformen herleiten. Da nach Voraussetzung a;; # 0 (1 = 1,...,n) gilt,
sind die Matrizen (L + D) und D invertierbar.

Es gilt
(L+D+U)x =b & Dr = —(L+U)r+b & o =-D'(L+U)x+D"'b.
Hier erhélt man die Fixpunktform (106) mit

T :=-DYL+U) und g := D' . (107)

Definition: Das hier erzeugte Iterationsverfahren heifit Gesamtschrittverfahren (Jacobi-

Verfahren).
Eine zweite Moglichkeit fiir eine Fixpunktform folgt aus den Umformungen
(L+D+U)r = b & (L+D)yr = —Ur+b & x = —(L+D)'Uz+(L+D)'b.

Hier sind
T = —(L+D)'U, und g := (L+D)"'b. (108)

Definition: Die so erzeugte Iteration heifit Finzelschrittverfahren (Gaufs-Seidel-Verfahren).

Gesamtschrittverfahren

Man wihlt einen beliebigen Startwert 2(%) € K™ und verwendet die Iterationsvorschrift

2 = D YL+ U)2® + D71
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oder in Komponentendarstellung

n

(i+1) 1 ()

x = — | - ap;r:’ +b k=1,2,...,n).

k Ak le kgt 4 k ( )
J#k

Einzelschrittverfahren
Man wihlt 2(®) € K® beliebig und verwendet dann die Iterationsvorschrift

¢ = (L4 D)UY+ (L+D)" ' (1=0,1,2,...).
Aus ' 4
(L + D)z = —yUz® +p
folgt fiir die k-te Komponente
k n
Z aijyﬂ) = — Z aijy) + bk
Jj=1 j=k+1

Auflésen nach :E,(;H) liefert fiir das Einzelschrittverfahren die komponentenweise Darstel-

lung
1 k—1 n
(i+1) _ (i+1) (i) _
T T (Zakﬂ% * Z Wkj Ty~ — bk) (k=1,...,n).
7=1 Jj=k+1
Unterschiede 4 ' '
Beim Gesamtschrittverfahren wird jede Komponente w,(;“) aus xgl), . ,a:,(f ) berechnet:
95(1i) x(1i+1)
(4) (i+1)
x x
e
0 e
Dagegen berechnet man bei Einzelschrittverfahren die Komponente x,(fﬂ) aus
(i+1) (i+1) (4) (i),
Ty T Ty, T
Jfgi) HigiJrl) ilfgiJrl) xgiJrl)
xé@) xé@) JZéH_l) mgz—i—l)
(@) (4) (@) (i+1)
x x x
.3 — 3 — 3 — 3
wffll xs)fl xi:)fl $£:11
Ne Ne NC i
xgiﬂ) xgi-l-l)
mg+n $g+n
(i+1) (i+1)
— = ’ — ’
i+1 i+1
517;—1) 2‘—1)
N N
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Aufwand: Fiir einen Iterationsschritt bendtigt man bei beiden Verfahren ungefihr n?
Punkt- und n? Strichoperationen. Fiir grofie Gleichungssysteme (z.B. n = 1000) bedeuten
dann 10 oder 20 Iterationsschritte wesentlich weniger Aufwand als bei direkten Verfahren
(z.B. LR-Zerlegung, dort werden ungefihr ’ Punktoperationen und %3 Strichoperatio-

3
nen benotigt).

Konvergenzfragen

Fiir Konvergenzaussagen bei [terationsverfahren steht uns der Banachsche Fixpunktsatz
zur Verfiigung, den wir hier auf die Iterationsfunktion

O(z) = Tx+g (109)
anwenden (7" eine n x n - Matrix). Sei || || eine Vektornorm und N (-) eine vertrigliche
Matrixnorm. Dann gilt fiir alle z,y € K"

[2(z) = @) = [Tz =Tyl = [T -yl < NT)-llz -yl

Damit ist die Kontraktionsbedingung erfiillt, falls
NT) <1 (110)
gilt fiir irgend eine Matrixnorm (beachte: alle Matrixnormen sind dquivalent). Man hat

dann Konvergenz fiir jeden Startwert z(®) € K.

Genau-dann-Kriterium
Satz: Genau dann konvergiert die Iterationsfolge

20D = T 4 g
fiir jeden Startwert 2(®) € K” gegen den Fixpunkt Z, wenn o(T) < 1 gilt.
Beweis: Sei Z ein Fixpunkt von Tz + g und 2(®) € K" ein beliebiger Startwert. Dann gilt

2D -z = T2V 4g-Tz—g = T —27)
= T(T2"? +g-Tz—g) = T?2"? —2)

= Ti(z% —7)
=" Sei A ein Eigenwert von 7" und y ein zugehoriger Eigenvektor. Wihle als Startwert

2(© := 4 + z. Dann erhilt man

0 = lim (z? —z) = lim 7%z — %) = lim T% = lim \y

1—00 1—00 1—00 1—00

Daraus folgt |A| < 1 und somit o(7T") < 1.

7<" Seinun o(7) < 1. Dann gibt es nach dem Lemma aus Abschnitt 9.2 eine Vektornorm
|| ||, so dass fiir die zugehorige induzierte Matrixnorm gilt

o(T) < Iub(T) < 1
Nach (110) folgt die Konvergenz der Iterationsfolge fiir jeden beliebigen Startwert. O

Anmerkung: o(T) ist i.A. nur schwer zu bestimmen. Deshalb sucht man nach anderen
(hinreichenden) Konvergenzkriterien, die leicht nachpriifbar sind.
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Hinreichende Bedingung fiir das Gesamtschrittverfahren

Beim Gesamtschrittverfahren gilt

Tg == —D YL +U)
oder ausgeschrieben
t O - 0 0 app - A1n
TG _ 0 . . a1
0 e e Ap—1,n
o -.- 0 X A1 0 At 0

ann

T lasst sich sofort mit Hilfe der Komponenten von A angeben. Wahlt man als Ma-
trixnorm die Zeilensummennorm Ny, so folgt aus (110) als hinreichendes Kriterium

Dolagl < lawl  (k=1,---,n). (111)

ji=1
i#k

Diese Bedingung nennt man das Zeilensummenkriterium.

Aus dem Zeilensummenkriterium ergibt sich durch Ubergang zu transponierten Matrizen
als hinreichendes Kriterium

D olawl < lagl  (GG=1,---n). (112)

k=1
k# j

Diese Bedingung nennt man das Spaltensummenkriterium.

Beweis: (fiir das Spaltensummenkriterium)

Das Spaltensummenkriterium entspricht dem Zeilensummenkriterium fiir A”. Also gilt
fiir die Tterationsmatrix T = —D~Y(UT + LT) die Bedingung p(T) < 1. Daraus folgt
p(TT) < 1. Weiter ist 77 = —(L+U)D™! und D'T"D = —D YL + U) = Tg, also
auch p(Tg) < 1.0

Hinreichende Bedingungen fiir das Einzelschrittverfahren

Beim Einzelschrittverfahren lasst sich die Iterationsmatrix
Ty = —(L+D)'U

nicht so einfach mit Hilfe der Koeffizienten von A ausdriicken, so dass man hier N (7Tg)
nicht so rasch bestimmen kann.

Satz: Das Zeilensummenkriterium und das Spaltensummenkriterium sind auch hinrei-
chende Konvergenz-Bedingungen fiir das Einzelschrittverfahren.

Beweis: (fiir das Zeilensummenkriterium)
Sei y € K" beliebig und z := Tgy. Mittels vollstiandiger Induktion zeigen wir fiir die
Komponenten von z

1

|2k < —
|ank

D laglllyle < N2(To)llyly  (k=1,....n). (113)
j=1

i#k
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Daraus erhélt man sofort
12l = I1Teylloe < Nz(To) llyll,  fiir alle y € K.
Da aber Ny die von || ||, induzierte Matrixnorm (lub-Norm) ist, folgt
Nz(Tg) < Nz(Tg) < 1

und damit die Behauptung.

Beweis der Behauptung (113) mittels Induktion:
Wir schreiben die Gleichung z = Ty um in (L + D)z = —Uy. Daraus folgt fiir die k-te
Komponente

k—1 n
1
2z = —— ( g agjz; + g akjyj> (k=1,---,n).
akk \ “=5 =
J Jj=k+1

Fir k =1 gilt (Induktionsanfang)

R R~
| 1| |a11‘ ]§:2| 1J|| ]| ’&11‘ j:2| 1J||| ||
< Nz(Te) Iyl

Mit Hilfe der Induktionsvoraussetzung und Nz(Tg) < 1 folgt fir die k-te Komponente

k—1 n
1
2l < (] D lagllzl + ) |akj||yj!>
kk Jj=1 j=k+1
1 k—1 n
< o] D ar I N2(Te) lylls + > !akjlllylloo>
HEL\G=1 ikt
1 k—1 n
< ol \ 2wl + > |%.|> I
Kk j=1 j=k+1

< Nz(Te) llylle - O

9.4 Nichtlineare Gleichungssysteme

Das mehrdimensionale Newton-Verfahren

Sei U C R"und F' : U — R™ hinreichend glatt (mindestes einmal stetig differenzierbar).
Gesucht ist ein # € U mit F(z) = 0 oder in Komponentendarstellung

fl(.fljl,...,xn) = 0

folze,...,zy) = 0

Wie im univariaten Fall (vgl. Abschnitt 5.2) wird auch hier F' lokal durch eine affin
lineare Funktion ersetzt. Von dieser kann man eine Nullstelle bestimmen (Losung eines
linearen Gleichungssystems).
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Als Ausgangspunkt dient uns dabei die Taylor-Entwicklung fiir den mehrdimensionalen
Fall. Mit DF(x) bezeichnen wir die Funktionalmatrix von F

%(x) %(m)
DF(x) = : :
Pow) o Se)

Ist F' mindestens zweimal stetig differenzierbar, so gilt fiir z,y € U die Taylor-Darstellung
F(z) = F(y) + DF(y)(xr —y) + Rest

Der Rest enthélt dabei nur hohere partielle Ableitungen und ist von der Gréfenordnung
O(||lz — y||?). Fiir festes y ist die Funktion

G(r) == F(y) + DF(y)(z —y)

affin linear. Damit erhélt man einen Naherungswert fiir eine Nullstelle von F' durch Losen
des linearen Gleichungssystems

DFE(y)r = DF(y)y — F(y) - (114)
Ist DF(y) invertierbar, so folgt daraus

x = y—(DF(y)"'F(y)

Sei nun DF(z) invertierbar fiir alle z € U und y® € U gegeben. Bilde die Iterations-
vorschrift
y& =y — (DF(M) T EYY)  (k=0,1,2,...).

Dies ist das (mehrdimensionale) Newton-Verfahren.

Im Fall n = 1 ergibt sich wieder das aus Abschnitt 5.2 bekannte (eindimensionale)
Newton-Verfahren.

Praktische Durchfiihrung

In der Numerik bestimmt man die Iterierten y*) durch das lineare Gleichungssystem
(114). Mit

v = y®) — yE+D
16sen wir das lineare Gleichungssystem
DF(y")w = F(y™) (115)
und setzen dann
gyt = )y

Breche die Iteration ab, falls fiir vorgegebenes £ > 0 und fiir eine gewéhlte Vektornorm
(z.B. Maximum-Norm oder Euklidsche Norm) gilt

[F®D)| < e uwnd [jy®D —y®|| < ¢
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Vereinfachte Form

Beim Newton-Verfahren ist in (115) in jedem Schritt ein Gleichungssystem mit der Ko-
effizientenmatrix A, := DF(y™*)) zu l6sen. Dies bedeutet, dass in jedem Schritt zuerst
diese Koeffizientenmatrix berechnet werden muss, was unter Umsténden viel Rechenzeit
kostet (n? Funktionsauswertungen).

Es gibt deshalb eine vereinfachte Form des Newton-Verfahrens, bei dem diese Koeffizien-
tenmatrix konstant gehalten wird (d.h. Aj, = A). Eine beliebte Wahl ist A := DF(y(©),
dabei wird der Startvektor y(® natiirlich so gew#hlt, dass DF (y(?)) invertierbar ist.

Dann erhalt man
Av = F(y®),  y® = y® o

Dieses Verfahren heif3t Parallelverfahren.

Bei der praktischen Durchfiihrung wird vorab von A eine Zerlegung (z.B. LR-Zerlegung
oder QR~Zerlegung) bestimmt. Dann kann man die anfallenden Gleichungssysteme rasch
16sen.

Zur Verdeutlichung des Parallelverfahrens schauen wir uns den skalaren Fall an. Wahlt

man dabei A = f/(y(¥) , so ergibt sich

(k+1) _ (k) _ f(’y(k))
Y f'y®)

f(t)

Parallelverfahren im
skalaren Fall

Im skalaren Fall spielt diese Methode eine geringere Rolle, da hier andere Alternativen
zur Anwendung kommen (z.B. Bisektionsverfahren oder Sekantenverfahren).

Konvergenz des Newton-Verfahrens

Die Konvergenzverhéltnisse sind beim n-dimensionalen Newton-Verfahren sehr verwickelt.
Es ist moglich, dass die Newton-Folge (selbst wenn man sicherstellen kann, dass sie fiir
alle Iterationsschritte gebildet werden kann) im Raum umherirrt, ohne sich irgendwo
festzusetzen. Ferner konnen die Iterierten eine Zyklus bilden, d.h. es gilt y@™) = ¢(© fiir
ein gewisses N € Nj.

Es gibt hier auch einen Satz, der Aussagen iiber die Konvergenz macht. Dieser ist jedoch
von theoretischer Art, die praktische Anwendung ist sehr schwierig.
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Satz (lokale Konvergenz):
Sei U C R" offen und F' : U — R" zweimal stetig differenzierbar. Es existiere ein u € U
mit F'(u) = 0. Ferner sei die Funktionalmatrix DF(u) invertierbar. Dann gelten:

1. Es gibt eine Kugel
Ko(u) = {zr €R" : [lz—al, <o} C U

mit F(z) # 0 fiir alle 2 € Ky(u) \ {a} (d.h. @ ist die einzige Nullstelle von F in
dieser Kugel).

2. Fiir jeden Anfangswert y(©) € K,(u) existiert die Newton-Folge y®). Es gilt y*) €
K,(u) und

klim y* = @  (lokale Kovergenz).
—00

3. Weiter gibt es eine (von @ und p abhéingige) Konstante ¢ > 0, so dass fiir alle £k € N

gilt
@ —y* |, < clla—y® Hi (Konvergenzordnung 2).

Beweis: vgl. Kress [13] oder Werner [11].
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10 Minimierung

10.1 Einleitung

Gesucht ist ein (lokales) Minimum einer Funktion h : D C R"™ — R | d.h. ein Vektor
Z = (Z1,...,%,) mit

h(Z) < h(z) firalle z€ D (globales Minimum) bzw.

h(z) < h(z) furalle z € U, U Umngebung von Z (lokales Minimum).

Wir geben uns mit dem Auffinden der lokalen Minima zufrieden und setzen die Existenz
der 1. und 2. partiellen Ableitungen von h voraus (h € C?(R", R)). Als lokale Minima

kommen dann nur Vektoren Z = (Zy,...,%,) in Frage, welche
0 .
77, h(zZy,...,Z,) =0 (i=1,...,n)
oder in anderer Schreibweise
grad h(z) = (h,,(2),...,h,,(Z)) = (0,...,0) = 0 (116)
erfiillen.

Numerische Verfahren bestimmen deshalb in der Regel zuerst einen Vektor Z, fiir den
(116) gilt (und zwar nidherungsweise im Rahmen einer vorgegebenen Genauigkeit) und
testen dann, ob dieser Punkt Z ein lokales Minimum ist (zum Beispiel mit Hilfe der
Hesse-Matrix von h).

10.2 Nichtlinearer Ausgleich

In den Anwendungen ist h hdufig eine Fehlerquadratsumme:

hz) = hiz,.z) = 3 (G2, z) = 55)°
j=1
mit einer Theoriefunktion G(t, z) = G(t, 21, ..., 2,). Dabei sind die Paare (¢, s;),
j=1,...,m, Messergebnisse eines Experimentes (vgl. Abschnitt 2.1).

Falls in GG die Parameter z1, ..., z, linear eingehen, so ergibt sich ein lineares Ausgleichs-
problem, welches bereits in Paragraph 2 behandelt wurde. Hier interessieren wir uns fiir
die nichtlineare Situation. Einige Beispiele wurden schon in Abschnitt 2.1 angegeben.
Trotzdem betrachten wir hier zunéchst noch eine weitere Anwendung.

Beispiel aus der Biologie: Enzym-Aktionen

Viele Stoffwechselvorgénge in Lebewesen erfolgen mit Hilfe von Enzymen, welche aus der
Reaktion unverdndert hervorgehen. Zum Beispiel:

Saccharose D-Glucose 4+ D-Fructose

Invertase
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In allgemeiner Form haben wir die Situation

Substrat Produkt

Enzym

oder kurz

X —— P
E

(wobei X das Substrat, P das Produkt und £ das Enzym bezeichnet). Bei einer solchen
Enzym-Aktion werden zunéchst Substrat-Molekiile an das Enzym gebunden; es entsteht
ein sogenannter Enzym-Substrat-Komplex (den wir mit £S bezeichnen). In einer zweiten
Stufe entsteht aus diesem Enzym-Substrat-Komplex das Produkt und wieder das Enzym:

X+E_ ES —P+E

Die erste Reaktion ist umkehrbar, die zweite nicht.

Aus biologischer Sicht ist es nun von Bedeutung, die Geschwindigkeit des Substratabbaus
in Abhéngigkeit von der Menge des angebotenen Substrates zu kennen. Bezeichnet man
mit ¢ die Konzentration von X und mit v die Reaktionsgeschwindigkeit, so ist eine
Funktion v(c) gesucht.

Nach Michaelis-Menten (1913) hat diese Funktion die Form

y(c):;fc mit K > 0 und p > 0.

Dabei sind die Konstanten K und p zunéchst unbekannt. Graphisch hat diese Funktion
den folgenden Verlauf:

=

|
I
I
I
I
|
T
K C

An dieser Stelle sei noch erwihnt, dass nicht jede Enzymreaktion einen Verlauf wie oben
zeigt. Solche Enzyme werden hier nicht betrachtet.
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Im biologischen Experiment wird zu gewissen Konzentrationen ¢; die Reaktionsgeschwin-
digkeit v; gemessen (i = 1,...,m). Aufgabe ist es nun, anhand dieser Messergebnisse die
Parameter K und p so zu bestimmen, dass

vi = v(e) (i=1,...,m)

moglichst gut erfiillt ist. Dies wird mathematisch prézisiert zu: Bestimme das Minimum

der Funktion . )
H-Ci
K, p) = <K+c. - ”i)

i=1
(vergleiche Abschnitt 2.1). Die Theoriefunktion ist hier
pec
. K) =
glesp K) = 57—

Dieser Ansatz stellt ein nichtlineares Ausgleichsproblem dar. Biologisch sinnvoll ist dabei
nur K > 0 und g > 0, was eine Einschrankung des Definitionsbereichs von h bedeutet.

Fiir die oben erwdhnte Enzym-Aktion haben Michaelis und Menten im Experiment fol-
gende Werte erhalten:

c | 0.3330 | 0.1670 | 0.0833 | 0.0416 | 0.0208 | 0.0104 | 0.0054

v | 3.6360 | 3.6360 | 3.2360 | 2.6660 | 2.1140 | 1.4660 | 0.8660

Messergebnisse optimaler Fit fiir u = 3.95, K = 0.018

v v
+ + T

Bei den géngigen Algorithmen zur nichtlinearen Minimierung spielt die Wahl eines ge-
eigneten Startwertes eine zentrale Rolle (denn in der Regel liegt nur lokale Konvergenz
vor). Bei Fitproblemen mit zwei Parametern lassen sich eventuell aus einer Hohenkarte
geeignete Startwerte ablesen.

10.3 Hohenlinien

Im Fall n = 2 erhélt man Hinweise iiber die ungefdhre Lage der Extremalstellen der
Funktion h(z, 2z2) durch Zeichnen der Hohenlinien von h. Sei ¢ € R, so ist

H. = {(z1,20) € D : h(z1,20) = ¢}

die Hohenlinie zum Niveau c. Dazu betrachten wir das folgende Beispiel:
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Praktische Bestimmung der H6henlinien

Hohenlinien von A bestimmt man durch numerisches Losen der Anfangswertaufgabe

Z'l = h/zg (Zly 22) 4 (0)
2.2 = _h'Zl (217 ZQ) ) 22(0)

o,

/B 7

dabei nehmen wir an, dass die partiellen Ableitungen von h existieren und stetig sind.

Lemma: Die Losung (21 (t), 22(t)) dieser Anfangswertaufgabe liefert (teilweise) die Hohen-
linie H, mit ¢ := h(a, §); denn es gilt

(z1(t), 22(t)) € H.

fiir alle ¢t aus dem Existenzintervall I der Losung.

Beweis: Die Funktion

o I =R, p(t):=h(z(t), 22(t))
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ist differenzierbar, und es gilt

p = ha(n(t), 22(t) 2t) + hey(2(t), 22(1) 22(1)
= Ty (21(t), 22(t)) hay (21(1), 22(8)) — Py (21(2), 22(1)) By (21(F), 22(2))
-0
Damit ist die Funktion ¢ konstant, also

h(z1(t), 22(t)) = @(t) = ¢(0) = h(21(0),22(0)) = h(e,B) firalletel. O

10.4 Abstiegsverfahren

Abstiegsrichtung

Gegeben sei ein Vektor z € R”. Wir fragen uns, ob es einen neuen Vektor z* € R" gibt
mit

Anschaulich bedeutet dies, dass wir uns in einem Gebirge an einer bestimmten Stelle z
befinden und ins Tal wollen. Wegen Nebels kann man jedoch nur die unmittelbare Umge-
bung erfassen. Eine naheliegende Methode besteht darin, zunéchst einmal zu priifen, ob
es eine von dem aktuellen Standpunkt z ausgehende Richtung gibt, in der es wenigstens
ein kleines Stiick abwirts geht.

Wir fragen uns also: gibt es eine Richtung p = (py,...,p,)T € R und ein ¢y, > 0, so
dass
h(z+t-p) < h(z) fir alle t € (0,t]

gilt. Ein solches p nennt man eine Abstiegsrichtung von h im Punkt z.

Beachten Sie, dass z und p Vektoren der Léinge n sind und dass ¢ eine reelle Zahl ist:

21 +tpy
z+tp = :

Zu festem z,p € R” betrachten wir die reelle Funktion
o(t) == h(z+tp) ,

welche auf einem gewissen Intervall I D [0, to] definiert ist und

eriillt. Ferner ist ¢ differenzierbar (da h € C*(R™, R) vorausgesetzt wird), und es gilt
p(t) = grad h(z +t-p)-p = hoy(z+1p)pr + o 4 Ds (2 +1D) Dn

(dabei fassen wir grad h(z + ¢-p) als Zeilenvektor und p als Spaltenvektor auf).
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Insbesondere erhalt man
¢(0) = grad h(z) - p

Gilt nun
$(0) = gradh(z)-p < 0 (117)

so diirfen wir aufgrund der Stetigkeit von ¢ daraus ¢(t) < 0 fir alle ¢ aus einer
geeigneten Umgebung von 0 schlieflen, d.h. es gibt ein ¢; > 0 mit

Go(t) < 0 fir0<t<t
Dann ist ¢ streng monoton fallend in diesem Bereich, also

hz+1tp) = o(t) < p(0) = h(z) fir0<t<ty

Fazit:

1. Waihlt man den Vektor p € R"™ so, dass (117) gilt, dann ist p eine Abstiegsrichtung
von h im Punkt z.
2. Ist grad h(z) # 0, so gibt es immer eine Abstiegsrichtung, namlich p = —grad h(z).

Basisalgorithmus

Der vorige Abschnitt motiviert folgendes Verfahren zur Berechnung eines Punktes Z mit
grad h(Z) = 0:

1. Sei ein 2% € R” gegeben. Setze k = 0.

2. Berechne grad h(z®). Gilt grad h(z*)) = 0, so beende das Verfahren.
Andernfalls bestimmt man eine Abstiegsrichtung p*) € R und ein ¢*) > 0 mit

Setze dann 2D = 2B 4 ¢®).p*) L= k + 1 und wiederhole Schritt 2.

Eine solche Iterationsvorschrift wird als Abstiegsverfahren bezeichnet. Es besteht aus
einer Richtungs- und einer Schrittweitenstrategie: fiir jedes k = 0,1,2,... ist eine Ab-
stiegsrichtung p*) und eine Schrittweite ¢*) so zu wihlen, dass (118) erfiillt ist.

Schrittweitenstrategie

Seien 2} € R" und eine Abstiegsrichtung p*) von h im Punkte z*) schon bestimmt.
Dann betrachten wir wieder die Funktion

o(t) == h(z™ 4 ¢p®)

Unter gewissen Voraussetzungen hat ¢ qualitativ folgendes Aussehen:
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Hieraus erkennt man
h (z(k) +t-p(k)) = o(t) < p(0) = h (z(k)) fiir alle t € (0, 1)
und
o(t) < p(t) fiir alle t € (0,1)

Dieses t ist das erste relative Minimum von ¢, also die kleinste positive Nullstelle von
¢. In unserem Basisalgorithmus konnen wir dann ¢t*) := 7 wihlen, welches als exak-
te Schrittweite bezeichnet wird. ™) ist die Losung einer skalaren Minimierungsaufgabe.
Beachten Sie, dass sich fiir jedes k ein anderes t*) ergibt, da ¢ jeweils von z*) und p*)
abhéangt.

Richtungsstrategien

Ist der Punkt z(*) schon bestimmt und gilt grad h(z*)) # 0, so kann man als Abstiegs-
richtung p® den negativen Gradienten wihlen:

T T
p®) = —grad h (z(k)) = (—hzl (Z(k)) yeuoy —hy, (z(k)) )
Die so erzeugte Iterationsvorschrift heifit Gradientenverfahren.

Konvergenz

Unter gewissen Voraussetzungen (die in der Praxis allerdings nur schwer zu verifizieren
sind) erhdlt man Konvergenz gegen ein lokales Minimum. Wir geben hier nur einen Satz
fiir das Gradientenverfahren an.

Satz: Seien h € C?(D,R), D C R" offen und 2(¥ € D der Startwert des Gradientenver-
fahrens. Die Niveaumenge

Lo == {x €D : h(z) < h(z9)}

sei kompakt und besitze genau ein Z € Ly mit grad h(z) = 0.
Dann konvergiert das Gradientenverfahren (mit Startwert 2(%)) gegen Z.

Beweis: vgl. Werner [12].

Wird im Basisalgorithmus eine andere Abstiegsrichtung (als der negative Gradient) ver-
wendet, so sind fiir die Konvergenz weitere Voraussetzungen erforderlich.
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10.5 Differentialgleichungsmethoden

Stationdre Punkte einer Differentialgleichung
Gegeben sei die Differentialgleichung

Z = F(z2)

mit F € C(R",R"). Die Nullstellen von F' liefern konstante Losungen der Differential-
gleichung: Sei z € R” eine Nullstelle von F', so ist

z(t) = z firalleteR
eine Losung der obigen Differentialgleichung, denn
it) = 0 = F(z) = F(2())

Man bezeichnet deshalb z als stationdren Punkt. Unter gewissen Voraussetzungen ist ein
stationédrer Punkt asymptotisch stabil. Dies bedeutet, dass alle in einer (kleinen) Um-
gebung um Zz gestarteten Losungen z(t) der Differentialgleichung gegen den stationédren
Punkt konvergieren (fiir ¢ — 00).

Diese Eigenschaft konnen wir fiir die Numerik ausnutzen.

Nullstellen des Gradienten als stationire Punkte einer Dgl

In der Einleitung zu diesem Paragraphen haben wir erwéhnt, dass als lokale Minima der
Funktion h nur solche Vektoren z € R" in Frage kommen, welche

grad h(Z) = 0

erfiillen. Betrachtet man nun die Differentialgleichung

z = —grad h(z) (119)
oder ausfiihrlich hingeschrieben
21 = _hz1 (21, . 7Zn>
20 = —ho (21,...,20)
so wissen wir, dass die Nullstellen von g(z) := —grad h(z) stationdre Punkte der

Differentialgleichung (119) sind. Das bedeutet, dass die stationdren Punkte dieser Dgl.
als lokale Minima von A in Betracht kommen.

Sei nun ein Vektor z(¥) € R™ gegeben. Mit W(t) = (Vy(t),..., ¥, (t)) bezeichnen wir die
Losung der Anfangswertaufgabe

i = —grad h(z), =2(0) = 2@ . (120)

Fiir die Funktion
p(t) == h(¥(t))

(beachte W(t) ist eine Kurve im R™) errechnet man
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d d d

pt) = —Zot) = hs(V(1) = 0a(t) + ha, (2 (2)) = U (1)
= By (U)W (t) + . D, (U(1) (1)
= —hzl(‘l’(t))'hzl(‘l’(t)) — he, (U(1)) Do, (W (1))

< 0 fiirallet.
Daraus folgt, dass ¢(t) monoton fallend ist, also

Unter gewissen Voraussetzungen (z.B. Z ein stabiler stationdrer Punkt und 2(® hinrei-
chend nahe bei %) gilt
lim ¥(t) = z

t—o00

(d.h. lim W,(t) = z; fiir jede Komponente).

t—o00
Numerisches Verfahren
Fiir uns ergibt sich daraus das folgende numerische Verfahren:

1. Wihle einen Vektor z(*) € R® (moglichst in der Nihe eines lokalen Minimums) und
eine feste Schrittweite o > 0. Setze k = 1.

2. Berechne mit einem numerischen Verfahren die Losung der Anfangswertaufgabe
(120) zum Zeitpunkt k-o:
2P~ U(k-o)

oder in Komponentenschreibweise

2B a0y (ko)

AP

Q

U, (k-o)
sowie
grad h (Z(k)) = (hz1 (z(k)) ooy hy, (Z(k)))

Gilt dann mit vorgegebener Genauigkeitschranke ¢ > 0
‘hzi (z(k))‘ < e firallei=1,...,n,

so beenden wir das Verfahren und akzeptieren z*) als Néherungswert fiir Z.

3. Andernfalls setzt man k = k + 1. Ist k < K (wobei K vorgegeben ist und die
maximale Anzahl der Iterationsschritte bedeutet), so wiederholen wir den Schritt 2.

4. Ist k > K, so wird das Verfahren (ohne brauchbares Ergebnis) abgebrochen. Dann
liegt die Vermutung nahe, dass der von uns gewihlte Startvektor 2(9) ungiinstig war.
Deshalb starten wir das Verfahren erneut mit einem anderen z(?.

Aus Stabilitdtsgriinden empfiehlt sich hier der Einsatz von impliziten Verfahren zur
Losung der AWA (120). Matlab bietet dafiir geeignete Unterprogramme an (vergleiche
Abschnitt 6.7).
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11 Stabilitdts- und Storungsfragen

11.1 Einleitung

Stabilitat

Gegeben sei eine Funktion F' : R™ — R”, von der eine Nullstelle Z gesucht ist (d.h.
F(z) = 0). Bekannt sei ein Wert y mit

F(y) =~ 0
Wir untersuchen, unter welchen Bedingungen dann y eine "gute Naherung” fiir die ge-
suchte Nullstelle Z ist. Diese Fragestellung nennt man das Stabilitatsproblem.

Dies ist etwa von Bedeutung fiir Abbruchkriterien bei Iterationsverfahren, denn dort hat
man im Allgemeinen nur den Defekt F(y*)) und die Verinderung y® — y* =1 als
Giitewert zur Verfiigung.

Man spricht von einer guten Stabilitit der Nullstelle z, falls wir bei relativ groem Defekt
F(y) auf eine gute Naherung y schliefen kénnen. Demgegeniiber ist bei einer schlechten
Stabilitdt ein sehr kleiner Defekt F(y) zu erreichen, um eine gute Nidherung zu garantie-
ren.

Im skalaren Fall gibt es eine graphische Veranschaulichung:

schlechte Stabilitat gute Stabilitit

Storempfindlichkeit

Eine andere Situation liegt vor, falls die Funktion F' nicht genau bekannt ist. Dann ist
man darauf angewiesen, die Nullstelle einer gestérten Funktion G(x) zu ermitteln.

So konnen bei der Berechnung der Koeffizienten eines Polynomes p € II,, (z.B. beim cha-
rakteristischen Polynom) Rundungsfehler entstehen. Statt der Nullstelle £ von p wird
eine Nullstelle y eines gestérten Polynoms p berechnet.

Im Gegensatz zum Stabilitdtsproblem nehmen wir beim Stérungsproblem an, dass die
Nullstelle y von G exakt bekannt ist und interessieren uns dann fiir die Differenz z — y.
Die zentrale Frage des Storungsproblems lautet: Unter welchen Voraussetzungen ist bei
einer kleinen Storung der Wert y eine gute Approximation an die gesuchte Groéfie z 7
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In der Praxis treten Stabilitéits- und Storungsprobleme héufig gleichzeitig auf.

Die Storung modellieren wird durch einen ¢-dimensionalen Parametervektor und be-
trachten eine Familie von Funktionen

G : R"™ 5 R" : (z,u) = Gz, p)

mit G(z, 1) = F(x) fiir ein gewisses fi. So setzt man zum Beispiel fiir ein in den Koeffi-
zienten gestortes Polynom

G(l’,ﬁbo,...,ﬂn) = p(x) + ZM,LCCZ
=0

Gesucht ist ein z mit
0 = F(z) = G(z,n) (Ausgangsproblem).

Wir kennen dagegen ein (y,7n) mit G(y,n) = 0 (Losung des gestorten Problems).

11.2 Eine allgemeine Fehlerdarstellung

Gegeben sei eine stetig differenzierbare Funktion
G : R"™ SR : (u,v) = G(u,v)
oder in Komponentendarstellung

g1(Ury .oy Up,y U1, ., U)
G(u,v) = :

Gn (U1, ..y Up, U, .., V)

Fiir jedes 7 = 1,...,n gilt folgender "Mittelwertsatz”:
"0
gi(wop0) = g5w.m) = Y505 (W t(w —y)m+ty(p— ) (v — wi)
i=1 "

q
0
+ > 570 W (@ = y) e+t —0) (s — )
i=1 '
= Dugj (y+t;(z —y)n+t;(n—n))-(x —y)
+ Dug; (y+ ti(x —y),n + t5(n—n))-(n—n)
mit einem Zwischenwert ¢; € (0,1), genauer t; = t;(z,y, 11, n).
Dieses Ergebnis der Analysis ergibt sich, wenn man auf die univariate Funktion
w(s) = gi(y+s(x—y)n+sp—n)
den Mittelwertsatz anwendet und ¢ nach der Kettenregel differenziert:
gi(x, 1) — gi(y.m) = (1) — @(0) = £(t;)

= ng(y+tj(x—y),n+tj(u—77))-( z:% )
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(Dg; = (Dygj, Dyg;) ist der Gradient von g;).

In kompakter Form schreiben wir

Glo) - Gln) = (0,606 (471 (121)
= D,G-(r—y) + D,G-(n—n)

Dabei ist D,G die n x n - Matrix mit den Elementen

a . .
a_mgj<y+tj(x —y)n+ti(p—m) (i,j=1,...,n)

und D,G die n x ¢ - Matrix mit den Elementen

0 . .
a_vg](y—i_tj(x - y)7n+t](ﬂ _77>) (] = ]-a e, n und @ = 17 o ’p)
Diese Darstellung gilt auch fiir ¢ = 0 und lautet dann
F(z) — F(y) = DF-(z—y) . (122)

In (121) sind in der Funktionalmatrix (D,G, D,G) verschiedene Zwischenpunkte zuge-
lassen. Im Folgenden werten wir die Funktionalmatrix an der festen Stelle (z, 1) aus; in
(121) gilt dann nur approximativ die Gleichheit.

Stabilitatsproblem

Hier hangt G von keinen Parametern ab (d.h. ¢ = 0 und somit G(x) = F(x)). Sei Z eine
Nullstelle von F' und y ein Naherungswert. Dann gilt

—Fy) = F(z) = F(y) = DF(2)-(z - y)
und falls DF'(z) invertierbar ist
-y~ —(DF() " Fly) . (123)

Fazit: Aus (123) erkennt man, dass ein kleiner Defekt fiir eine gute Stabilitét noch nicht
ausreicht. Vielmehr ist auch noch eine kleine Norm der Inversen der Funktionalmatrix
erforderlich.

Im skalaren Fall ist (DF(z))~! = F,L(r_), und diese Uberlegungen stimmen mit der gra-

phischen Veranschaulichung {iberein.

Storungsproblem

Sei G(z, 1) = 0. Berechnet wurde die Losung G(y,n) = 0 eines gestorten Problems.
Aus (121) erhdlt man dann die approximative Beziehung

Ist D,G(z, i) invertierbar, so ergibt sich

T -y = _<DuG(f7ﬂ))_l'DvG(i‘vﬁ)'(ﬂ_77) : (124)
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Die Giite der Nédherung y wird in Abhéngigkeit der Differenz der Parametervektoren
gemessen. Das auftretende Produkt der Funktionalmatrizen bewirkt eine Verstidrkung
oder eine Dampfung.

Fazit:
1. Fiir die Storempfindlichkeit ist die Norm der Matrix

(DUG<j> ﬂ))_leG(‘fa /jL)

verantwortlich.

2. Eine kleine Norm bedeutet nach (124), dass bei einer kleinen Stérung i — n auch
ein kleiner Fehler z — y garantiert ist. Es liegt eine kleine Storempfindlichkeit (oder
Storunempfindlichkeit) vor.

3. Dagegen bedeutet eine grofle Norm, dass selbst bei einer sehr kleinen Stérung iz — 7
ein sehr grofler Fehler z — y auftreten kann. Hier spricht man von einer groflen
Storempfindlichkeit.

11.3 Stabilitdt und Stoérempfindlichkeit einer Nullstelle
Stabilitat

Gegeben sei die skalare Nullstellen-Situation

feCR), [f(@) =0, [f(@) #0

und ein Niaherungwert y. Mit der allgemeinen Theorie (vgl. (123)) finden wir

Konkret erhalten wir dann folgende Aussage:
(@) ~ 10, |f(y)] =~ 10" = |y—z| ~ 107"

Um also |y — 7| &~ := 107" zu erhalten, muss der Defekt |f(y)| ~ 10*77 erfiillen.

Fiir £ > 1 wird man von einer guten Stabilitéit reden (trotz eines relativ groBen Defekts
ist y eine gute Néherung fiir z), fiir & < —1 dagegen von einer schlechten Stabilitét.

Anmerkungen:
1. Betrachtet man die exakte Fehlerdarstellung (122), so ergibt sich

1
y — T = f’(f)ﬂy) mit einem £ € (min{z,y}, max{z,y}).
Daraus wird ersichtlich, dass fiir das Stabilitdtsverhalten genau genommen nicht
nur f'(z) entscheidend ist, sondern das Verhalten von f’ in einer Umgebung der
Nullstelle 7.

2. Hat f mehrere Nullstellen, so kann das Stabilitdtsverhalten in den einzelnen Null-
stellen sehr unterschiedlich sein.
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Storempfindlichkeit einer Nullstelle

Vorgelegt sei ein skalares Storungsproblem mit einem Parameter:

Gla,p) = f(x) + pglx), [fg9eC(R)
sowie
G(z,0) = f(x) =0,  Gly,n) = fly) +ngly) =0
Aus der allgemeinen Darstellung (124) erhalten wir fiir diesen Sonderfall

9@
@ " T e

(125)

dabei sei f'(Z) # 0 vorausgesetzt.

Definition: Die Grofle

%’ heiit Konditionszahl (der Nullstelle z ).

Daraus erkennt man eine hohe Stérempfindlichkeit, falls die Konditionszahl grof3 ist.

Beispiel: (vgl. Schwarz [3])
Gegeben sei das Polynom vom Grad 12 mit den Nullstellen 7, = k (k= 1,...,12):

fla) = [[(z—k) = 2™ —78" + —.. — 69266342 + — ... + 4790001600

12
= E pit’
i=0

Wir betrachten eine Stérung im Koeffizienten p;, d.h.

pg(z) = ppa’

und erhalten

(f’(x) = > [[@-9 somit f'(k) = [J(k—i) = (=) (k- 112 - k)! )

=1 ij ik

sowie g(k) = pjk?. Damit ergeben sich die Konditionszahlen

g(k)‘ — [p; |+’
(k—1)!1(12 — k)!

In der folgenden Tabelle werden einige c; angegeben.

=1 k=3 |k=9 |k=12
1.20-10" | 6.60-10% | 1.98-10 | 1.20-10"
3.54-10" | 5.26-10* | 4.26-10° | 6.12-10*
1.17-107" | 2.09-10* | 1.37-10° | 6.22-10°
1]1.95-10 | 1.90-10" | 1.01-107 | 1.45-10°

I
_ - W o

e . . .
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Fiir die kleineren Nullstellen (insbesondere fiir Z; = 1) liegt in den Koeffizienten zu den
hoheren Potenzen eine Storunempfindlichkeit vor.

Dagegen erkennt man fiir die grolen Nullstellen eine sehr hohe Stérempfindlichkeit in
den Koeffizienten.

Wir wollen nun speziell die Nullstelle Zg bei einer Stérung von p; anschauen und stellen
uns einen Rechner mit 10-stelliger Mantisse vor. Der Koeffizient p; wird in der letzten
Stelle um eine Einheit gestort:

P? iy Urd
b7

= 1.444-1071°

p5 = pr+pp; = 6926634.001, also u =
Formel (125) liefert fiir die Nullstelle yg des gestorten Problems yo & Zg— jco; = 8.980.
Dieser Wert wird durch die Rechnung mit sehr hoher Genauigkeit bestétigt.

Fazit:

1. Das obige Beispiel zeigt eine hohe Empfindlichkeit der Nullstellen gegeniiber Stérun-
gen in den Koeffizienten des Polynoms. Diese Empfindlichkeit verstéarkt sich in der
Regel mit zunehmendem Polynomgrad.

2. Dieser Aspekt ist ein wesentlicher Grund, warum man bei der Eigenwertbestimmung
Verfahren verwendet, die die explizite Berechnung der Koeffizienten des charakteris-
tischen Polynoms vermeiden.

11.4 Storempfindlichkeit bei Eigenwertaufgaben

Eigenwerte gestorter Matrizen

Es sei ||-|| eine Vektornorm und lub(-) die induzierte Matrixnorm:
lub(A4) = max{||Az|| : x € R" mit ||z| = 1}

In diesem Abschnitt untersuchen wir die Frage, wie weit Eigenwerte benachbarter Ma-
trizen voneinander abweichen konnen. Der folgende Satz liefert die Grundlage fiir Eigen-
wertabschétzungen:

Satz: Seien A, B € R"*", Ist A € C ein Eigenwert von A und kein Eigenwert von B, so
gilt

1 < lub((AI=B) " (A-=B)) < lub((\I —B) ") lub(A—B) . (126)

Beweis: Die zweite Ungleichung ergibt sich sofort aus der Submultiplikativitat der lub-
Norm. Ist v ein Eigenvektor mit [|v]| = 1 von A zum Eigenwert A, so erhélt man

(A—B)v = (M — B)v

(M — B) ist invertierbar, denn A ist kein Eigenwert von B. Also folgt
(M —-B)' (A= By = v

und damit nach Definition der lub-Norm

lub (M —-B)"(A-B)) >1 . O
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Die Ungleichung (126) wird benutzt, um die Eigenwerte einer gestorten Matrix abzu-
schiitzen. Dazu verwenden wir die euklidsche Vektornorm || ||,; o(A) bezeichne wieder
den Spektralradius der Matrix A.

Lemma: Ist A € R™*" symmetrisch, so gilt fiir die zur euklidschen Vektornorm gehérige
lub-Norm
luby(4) = o(A)

Fiir eine Diagonalmatrix A ergibt sich

luby(A) = max las| . (127)

Beweis: Ubung.

Anmerkung: Fiir eine beliebige Matrix A € R™*™ gilt
lubo(A) = /o(ATA)

(vgl. z.B. Himmerlin-Hoffmann [9]).

Definition: Es sei A eine invertierbare Matrix, ||-|| eine Vektornorm und lub(-) die
induzierte Matrixnorm. Dann heif3t

cond(A) = lub(A)-lub(A™)
die Konditionszahl von A. Die Konditionszahl héngt von der gewéahlten Vektornorm ab.

Satz: Sei B € R"*" diagonalisierbar mit den Eigenwerten A (B), ..., \,(B). Es gelte also
die Darstellung B = PDP~! mit D = diag(\(B),...,\,(B)) und einer invertierbaren
Matrix P. Ist A eine beliebige Matrix, so gibt es zu jedem Eigenwert A von A einen
Eigenwert \;(B) mit

IA—=X;(B)] < condy(P)-lubs(A— B)

Beweis: Ist A auch ein Eigenwert von B, so ist die Behauptung trivial. Sei also im
Folgenden A kein Eigenwert von B. Dann erhélt man unter Beachtung von (127)

luby (M — B)™') = luby (APP~' — PDP™1)7!)

= lub, ([P(\] — D)P~'|™)
= lub, (P(A\ —D)~'P7")
< 1ub2 (()\[ )hlbg(P)Jlle(P*l)

= lrg;ag; { |/\ Z } COHdQ(P)

= condy(P)  fiir ein gewisses j .
=X (B)] A i(B)|

Dies setzen wir in (126) ein und erhalten
1 < luby (M — B)7') luby(A — B)

< -condy(P)-luby(A — B)

X X(B)]

woraus die Behauptung folgt. O
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Korollar: Ist die Matrix B symmetrisch, so gibt es zu jedem Eigenwert A einer beliebigen
Matrix A einen Eigenwert A(B) von B mit

A= A\(B)| < luby(A— B) . (128)

Beweis: Bei symmetrischen Matrizen ist P eine orthogonale Matrix. Fiir eine orthogonale
Matrix P gilt luby(P) = luby(P~!) = luby(PT) = 1 und damit condy(P) = 1; denn fiir
jedes x € R™ erhélt man

HxH% =2y = 2"PTPy = (Px)TP:c = HPng

Damit folgt die Behauptung aus dem obigen Satz. O

Fazit:

1. Das obige Korollar besagt, dass sich bei einer kleinen Storung einer symmetrischen
Matrix die Eigenwerte auch nur wenig dndern. Das Eigenwertproblem (bei einer
symmetrischen Matrix) ist deshalb storunempfindlich. Man sagt auch, das Eigen-
wertproblem ist gut konditioniert.

2. Demgegeniiber steht eine hohe Storempfindlichkeit der Koeffizienten des charakte-
ristischen Polynoms (vgl. Abschnitt 11.3). Es ist also nicht ratsam, das charakteri-
stische Polynom durch seine Koeffizienten darzustellen und dann die Nullstellen zu
berechnen.

Storempfindlichkeit bei Ahnlichkeitstransformationen

Das QR-Verfahren (vgl. Abschnitt 8.5) basiert auf einer Folge von Ahnlichkeitstrans-
formationen (mit orthogonalen Matrizen). Wir wollen nun untersuchen, wie sich eine
Storung bei einer Ahnlichkeitstransformation B = P~'AP auswirkt.

Sei A € R™™ und AA eine Storung. Fiir eine invertierbare Matrix P folgt dann
P Y A+AAP = P'AP + PL.AA-P = B+ P 1.AA.P
Die Stérung AA wird also zu einer Stérung P~1-AA-P auf B weitergegeben. Es gilt

lubs(P~1-AA-P) < lubs(P~Y)-lubs(P)-luby(AA)
= condy(P)-luby(AA)

Dies bedeutet, dass sich eine Storung im néchsten Schritt verstérkt, falls die Transforma-
tionsmatrix P eine groflie Konditionszahl besitzt. Bei den Transformationsalgorithmen
ist deshalb darauf zu achten, dass diese Konditionszahl klein bleibt.

Verwendet man orthogonale Ahnlichkeitstransformationen B = QT AQ), so gilt

conds(Q)) = 1

(vgl. oben). Eine einmal gemachte Stérung wird im néchsten Schritt nicht verstarkt. Dies
ist ein weiterer Vorteil von orthogonalen Ahnlichkeitstransformationen.

Fazit: Orthogonale Ahnlichkeitstransformationen sind stérunempfindlich.
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11.5 Storempfindlichkeit linearer Gleichungssysteme

Storung in der rechten Seite

Gegeben sei das lineare Gleichungssystem
Ax = b

mit einem invertierbaren A € R™" und b € R"™. Es bezeichne z € R" die exakte Losung
des linearen Gleichungsystems, also Az = b. Wir betrachten zunéchst nur eine Storung
Ab in der rechten Seite b. Es sei y € R" die Losung des gestorten Problems:

Ay = b+ Ab

Mit y = Z + Az ergibt sich
A(Z+ Azx) = b+ Ab

und daraus schliefSlich

Ar = ATPAbL . (129)
Sei || || eine beliebige Vektornorm und lub(-) die induzierte Matrixnorm. Dann erhalten
wir fiir den absoluten Fehler
Iz =yl = [[Az] < lub(A™)[Ab]

Fazit: Bei einer groffen Norm der inversen Matrix liegt eine hohe Empfindlichkeit ge-
geniiber Stérungen in der rechten Seite vor (bezogen auf den absoluten Fehler).

Fiir den relativen Fehler ergibt sich unter Beachtung von

_ : lub(A)
|16]] < lub(A)[|Z|| und somit ] < ]
die Ungleichung
A lub(A=1)-||Ab Ab Ab
L TN - N -0
[ 1]l 2] 1]

Fazit: Fiir die Stérempfindlichkeit ist die Konditionszahl von A entscheidend.

Anmerkung: Das Ergebnis (129) erhalten wir auch mit dem allgemeinen Konzept aus
Abschnitt 11.2. Dazu setzt man

G(x,p) = Az — b — p
Dabei ist g = (pt1, ..., pin)T ein Vektor. Man findet dann
D,G(z,pn) = A, D,G@,p) = —1
und damit fiir 4 = Abund 7 =0
~Az = 7 (Z+Az) = —[D,G(7,0)]"D,G(z,0)-(0 — Ab) = —A'Ab

Hier steht sogar die Gleichheit, da die Ableitungen D,G und D,G konstant sind.
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Storung in den Koeffizienten der Matrix

Sei A € R™" invertierbar. Neben der tatsédchlichen Losung Az = b betrachten wir das
in den Koeffizienten gestorte Problem

(A+AAy = (A+AA)(T+Az) = b
mit Az =y — z. Ist (A + AA) invertierbar, so erhilt man daraus

Ar = (A+AA) ' (b— (A+AA)T)
—(A+AA)'AAZ

und somit fiir eine beliebige Vektornorm und die zugehorige lub-Norm
|Az|| < lub ((A+ AA)™")-lub(AA)-|z| . (130)

Um nun lub ((A + AA)™!) abzuschétzen, bendtigen wir folgenden

Hilfssatz: Sei B € R™*™. Fiir eine beliebige Vektornorm || || und eine vertrigliche Ma-
trixnorm gelte N(B) < 1. Dann existiert (I + B)™!, und es gilt

1
1 I+B)7Y) < ———
b ((T+B)7) < 155
Beweis: Sei x # 0. Dann gilt
I+ B)zl| = |z + Bzl| = [l =Bzl = |lz| = N(B)|l=|

= (1=N(B))lz] >0

Somit besitzt das homogene lineare Gleichungssystem (I + B)x = 0 nur die triviale
Losung = = 0. Damit ist die Matrix [ 4+ B regulér. Fiir die zu || || gehorige lub-Norm gilt
(vgl. Abschnitt 9.2)

lub(B) < N(B) wund lub(l) =1

Weiter erhalten wir

= lub(I) = lub(({+B)I+B)™")
lub (I +B)"'+B(I+B)™")
> lub ((I + B)~ 1) lub (B(I + B)™)
> lub((I 4+ B)™") — lub(B)-lub ((I + B)™")
= lub((/+B)™')-(1—lub(B))

und somit die Behauptung. O
Satz: Es seien A invertierbar und lub(A™!)-lub(AA) < 1. Dann gilt fiir den relativen

Fehler des in den Koeffizienten gestorten linearen Gleichungssystems
|Az|| < cond(A) lub(AA)
|lZ]| — 1—lub(A=1)lub(AA) lub(A)
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Beweis: Es gilt
lub(A™' AA) < lub(A™1)-lub(AA) < 1
Wir setzen im obigen Hilfssatz B := A~ AA und erhalten dann
lub ((A + AA)_I) = lub ([A(] + At AA)]_I)
= lub ((I + A1 AA)’lA’l)
< lub (I 4+ A7"AA)™) lub(A™)
1
1 —lub(A=1)-lub(AA)
Damit folgt aus (130) fiir den relativen Fehler
[Az]| < lub(A™1)-lub(A) 1ub(AA)
|lZ]| — 1—1lub(A=1)-lub(AA) lub(A)
cond(A) lub(AA)
1 —lub(A=1)-lub(AA)  lub(A)
Fazit: Fiir die Storempfindlichkeit ist wieder die Konditionszahl entscheidend. Denn bei
einer sehr kleinen Stérung AA wird 1 — lub(A™1)-lub(AA) ~ 1 gelten.

IN

Jub(A™1)

Storung in den Koeffizienten und in der rechten Seite
Wir lassen nun allgemeine Storungen zu und haben dann
Az = b und (A+AA)(z+Az) = b+ AD
Aus der 2. Gleichung folgt (fiir invertierbares A + AA)
Ar = (A+AA)(Ab— AAZ)

und daraus fiir den relativen Fehler

< lub ((A+AA4)7 <M + lub(AA))

]

Es sei wieder lub(A™!)-lub(AA) < 1. Mit dem Hilfssatz erhiilt man dann (analog zum
Beweis des vorigen Satzes)
| Ax|| < cond(A) |Ab||  lub(AA)
lz]| = 1—1lub(A~1)-lub(AA) \ |5l lub(A)

(131)

Wir wollen uns die numerischen Konsequenzen aus der obigen Ungleichung veranschau-
lichen und unterstellen einen Rechner mit d-stelliger Mantisse. Storungen der Grofien-
ordnung

lub(A4) 128 —a
AT 51070, 220 5090
lub(4) i
und eine Konditionszahl cond(A) ~ 10* ergeben in (131) die Abschétzung
HA'/EH 10a—d+1
[/ —

Fazit: Wird ein lineares Gleichungssystem Az = b mit d-stelliger Gleitpunktrechnung
gelost und betrigt die Konditionszahl cond(A) & 10%, so sind in der berechneten Losung
nur d — a — 1 Stellen sicher.
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