1. EINLEITUNG

In einem Zeitraum von mehreren tausend Jahren haben die Menschen
die Wissenschaft , Mathematik” entwickelt, um die von ihnen beob-
achteten Gesetzméfligkeiten und Ordnungen in ihrer Umwelt zu be-
schreiben. Dabei bedeutet ,Mathematik machen” nicht nur ,, Rechnen”
bzw. Anwendung von vorgegebenen Regeln, sondern vor allem das Ent-
wickeln neuer Regeln und Ordnungsstrukturen, die dabei helfen sollen,
die Welt besser zu verstehen.

In diesem Zusammmenhang haben sich eine spezielle Fachsprache, eine
eigene Symbolik sowie eine angepasste Methodik entwickelt. Die Formu-
lierung mathematischer Sachverhalte benutzt z.B. Sprachelemente der
Logik und Mengenlehre und seit ungefahr einhundert Jahren beruht
die Vorgehensweise beim Entwickeln neuer mathematischer Theorien
auf der sogenannten axiomatischen Methode. Im Vergleich zu anderen
Wissenschaften ist die Besonderheit der Mathematik, dass Begriffe und
Argumentationen extrem praizise genutzt werden. Der Umgang mit die-
ser Prézision sowie mit der hohen Dichte des iiber viele Jahre hinweg
gesammelten und stark vernetzten Wissens kann zu Studienbeginn er-
hebliche Schwierigkeiten bereiten. Dies etwas abzumildern ist das Ziel
des Vorkurses.

2. PROBLEM ERKANNT, GEFAHR GEBANNT?

Vom Gymnasium sind Sie an eine bestimmte Form des Lernens und
an einen bestimmten Umgang mit Mathematik gewohnt. Sie werden
sehen, dass sich Ihr Mathematikstudium an der Universitat deutlich
davon unterscheidet. Einige Griinde fiir diesen Unterschied sind in den
folgenden Abschnitten beschrieben.

2.1. Lernen - aber wie? Schauen Sie einmal einem kleinen Kind zu,
wie es gehen oder sprechen lernt: zuschauen, nachmachen, experimen-
tieren, iiben, nachmachen, experimentieren, zuschauen...

Lernprozesse verlangen eine intensive selbstdndige Beschéftigung mit
dem Lerngegenstand. Diese kreative eigenstéindige Beschéftigung ist
wichtig und nicht die Zeit, die Sie dabei verbringen. Lernen wird nicht
in Stunden gemessen, sondern in Anzahl der Aha-Erlebnisse, d.h. der
selbsténdig gewonnenen Einsichten.

Betrachten Sie folgende Analogie: Klavierspielen (Mathematik) hat
noch niemand allein durch den Besuch von Konzerten (Vorlesungen)
gelernt.

Konzerte zeigen nur was gespielt werden kann und vielleicht kénnen Sie

einige Grifftechniken beobachten. Um Klavierspielen zu lernen miissen
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Sie aber selbst auf die Tasten driicken! Es niitzt auch nichts, wenn
Sie viel iiber die Technik des Klavierspielens lesen und viel Zeit mit
Biichern verbringen. Sie sind wichtig als Anleitungen aber das eigenhén-
dige selbstéandige Umgehen mit dem Instrument (der Mathematik) kon-
nen Sie nicht ersetzen.

2.2. Kondensiertes Wissen. Die Urspriinge des Gebiets ,, Analysis”
liegen im 17. Jahrhundert und sind verbunden mit den Namen Isaac
Newton und Gottfried Wilhelm Leibniz. Seit dieser Zeit wurde eine
riesige Menge praktischer Erfahrungen mit Konzepten wie Differen-
zierbarkeit und Integrierbarkeit gesammelt. Die vielen Anwendungsbei-
spiele wurden zu abstrakteren Aussagen verdichtet, Beziehungen zwi-
schen Konzepten wurden entdeckt, nicht vorhandene (aber oft intuitiv
vorausgesetzte) Beziehungen wurden durch geschickte Gegenbeispiele
widerlegt. Das Destillat aus diesem mehr als dreihundert jahrigen Pro-
zess wird Thnen nun in drei Semestern serviert. Der Vorteil: Sie sind
200x schneller fertig! Der Nachteil: Sie lernen die abstrahierten Kon-
zepte aber nicht die vielen Beispiele, Gedankengéinge und Irrwege, die
zur Abstraktion fithrten und die zu einem tiefergehenden Verstédndnis
unverzichtbar sind. Der einzige Ausweg: Sie miissen sich Beispiele anse-
hen, Sie miissen Gedankengénge selbst durchfiihren und eigene Irrwege
durchlaufen (Stichwort ,,wie wiirde ich das denn machen”). Kurzum,
Sie miissen dem Destillat, das in der Vorlesung vermittelt wird wieder
,», Wasser” hinzufiigen, d.h. jedes abstrakte Konzept sofort an mehreren
Beipielen studieren, beobachten und ausprobieren. Ansonsten ist das
Destillat ungenieSbar und fithrt zu Magenverstimmungen.

Gleiches gilt fiir den Bereich Algebra und Geometrie, mit dem klei-
nen Unterschied, dass hier noch wesentlich mehr Zeit zum Konzept-
Kondensieren zur Verfiigung stand. Bereits die Babylonier beschéftig-
ten sich mit algebraischen Fragestellungen und die Geometrie wurde
in Griechenland vor knapp zweitausend Jahren bereits sehr weit ent-
wickelt.

Auch hier gilt: immer Beispiele zu abstrakten Konzepten studieren
(oder besser noch, eigene Beispiele konstruieren und dann studieren).

2.3. Préazise Ausdrucksweise. Wie bereits angedeutet, gehort es zu
den Zielsetzungen der Mathematik, GesetzméBigkeiten und Ordnungs-
strukturen zu entdecken. Eine unklare bzw. mehrdeutige Sprache wie
die Umgangssprache ist allerdings fiir die Beschreibung von prézisen
GesetzméBigkeiten ungeeignet. Den in der mathematischen Fachspra-
che benutzten Vokabeln werden deshalb in sogenannten Definitionen
jeweils unmissverstiandliche Bedeutungen zugewiesen. Bei Begriffen wie
,Untervektorraum”, ,Spuroperator” oder , kompakte Manigfaltigkeit”
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gibt es kaum Verwechslungsgefahr mit Alltagskonzepten und man wird
automatisch die genaue Definition zu Rate ziehen, wenn man mit den
Objekten arbeitet. Gefahrlicher sind da schon Begriffe wie ,,natiirliche
Zahl” | junbeschranktes Gebiet”, . glatte Kurve”, ,Inhalt” oder ,, Wahr-
scheinlichkeit”, die auch in der Umgangssprache eine &hnliche Bedeu-
tung haben. Hier muss man sorgféltig darauf achten die prézise mathe-
matische Bedeutung zu verwenden und nicht die umgangssprachliche.
Es ist in der Mathematik besonders wichtig auf die Sprache zu achten:
Worte haben genau geregelte Bedeutung und jedes Detail ist wichtig.
Beachtet man das nicht, sind Aussagen schnell falsch und ,,Ich hatte es
aber doch so gemeint” hilft nicht weiter.

Schon Goethe kommentierte die besondere Sprachnutzung in der Ma-
thematik:

Die Mathematiker sind eine Art Franzosen; redet man zu ihnen, so
libersetzen sie es in thre Sprache, und dann st es alsbald ganz etwas
anders.

Die Prézision bezieht sich aber nicht nur auf das Formulieren von Aus-
sagen sondern auch auf die logische Argumentation. Nach genau fest-
gelegten Regeln werden hierbei aus gegebenen wahren Aussagen neue
wahre Aussagen abgeleitet. Die abgeleitete Aussage nennt man dabei
einen Satz und den Nachweis, dass die Aussage wahr ist, einen Beweis.
Prinzipiell besteht ein Beweis also aus einer Kette von wahren Aus-
sagen die mit genau angegebenen logischen Schlussregeln verkniipft
werden. Diese Vorgehensweise hat einen riesigen Vorteil; denn sie er-
laubt es jedem die Argumentation genau nachzupriifen. Selbst Beweise
des grofiten Mathematikers konnen prinzipiell vom Studierenden im
ersten Semester iiberpriift und fiir korrekt bzw. inkorrekt befunden
werden. Dazu muss ndmlich nur nachgesehen werden, ob die als wahr
benutzten Aussagen tatsichlich wahr sind, d.h. wieder Satze sind, und
ob die logischen Schlussregeln korrekt sind und korrekt benutzt wer-
den (diesen Prozess werden wir uns in Kiirze ansehen). Die Prézision
der Formulierung und Schlussfolgerung verhindert also in der Mathe-
matik, dass Aussagen als wahr bezeichnet werden, nur weil méchtige
Personen das gerne hétten. Dies ist ein sehr angenehmer Aspekt! An-
dererseits hat absolute Préazision aber auch den Nachteil, sehr zeitrau-
bend und umsténdlich zu sein. Aus diesem Grund werden Sie kaum
einen Beweis finden, in dem wirklich alle benutzten wahren Aussagen
als solche aufgefithrt wurden und genauso wird nicht jede benutzte
Schlussregel angegeben. Diese Nachlassigkeit fithrt dann dazu, dass es
fiir Studierende im ersten Semester doch wieder schwierig wird, Be-
weise zu verstehen und fast unmoglich, Beweise in Forschungsarbeiten
nachzuvollziehen. Wie kommt es dazu? Stellen Sie sich eine Gruppe
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von Mathematikern vor, die Beweise stets in absoluter Prézision (d.h.
in grofiter Ausfiihrlichkeit) angeben. Nach einiger Zeit stellt sich her-
aus, dass bestimmte Argumentationsabldufe immer wieder sehr &hnlich
sind. Irgendwann werden die Gruppenmitglieder sich darauf einigen,
diese immer sehr &hnlichen Schritte nicht mehr im Detail auszuschrei-
ben, um Papier und Zeit zu sparen. Sie schreiben zur Abkiirzung nur
noch ,,daraus folgt”, oder ,,daher”, oder ,und damit ergibt sich”, oder
einfach gar nichts, da jeder in der Gruppe in der Lage ist, die De-
tails nachtraglich wieder einzufiigen. Diese Vorgehensweise ist effektiv
innerhalb der Gruppe, erschwert aber offensichtlich dem Neueinsteiger
das Verstandnis. Die einzige Moglichkeit fiir den Neuling, die unprézise
Darstellung zu verstehen, besteht darin, den Gruppenprozess zu wie-
derholen. Die miithsame Anfangsphase des sehr genauen Aufschreibens
muss durchlaufen werden, die immer wieder auftretenden Schlussweisen
miissen selbst entdeckt werden, bis es langweilig wird, sie stets im Detail
anzugeben. Erst wenn Klarheit besteht, wie Beweise auf dem hochsten
Prézisionslevel zu fithren sind, darf man Abkiirzungen benutzen! Wer
versucht, die Beweisfithrung erfahrener Mathematiker einfach nachzu-
machen, ohne zu wissen, wie der prézise Beweis aussehen miisste, ist in
grofler Gefahr, falsche Beweise zu produzieren. Was bedeutet das fiir
Sie? In diesem Vorkurs wird gezeigt, wie das Beweisen auf der hochsten
Préazisionsebene funktioniert. Sie werden dabei sehen, dass dies zwar
sehr aufwendig ist aber letztlich fast mechanisch funktioniert. Mit die-
sem Wissen ausgestattet konnen Sie sich dann Vorlesungen anhoren
und sie anschliefend in Eigenarbeit auf Ihren aktuellen Prézisionslevel
tbersetzen. Dazu aber mehr im néchsten Abschnitt.

2.4. Alles gleichzeitig. In der Vorlesung werden Sie in schneller Fol-
ge mit neuen Konzepten (Inhalten) und neuen Argumentationsformen
(Logik) konfrontiert. Das miissen Sie auf jeden Fall in Ihrer personlichen
Geschwindigkeit verarbeiten.

Da es nicht moglich ist, bei der Darstellung des Materials in der Vor-
lesung stets die kleinstmoglichen logischen Argumentationsschritte zu
machen, ist es dringend angeraten, dass Sie diese Schritte selbstindig
nachtréglich hinzufiigen, bis Ihnen absolut klar ist, wie die prézise Dar-
stellung des Beweises aussehen miisste. Dies hat mehrere Vorteile

e Sie miissen eigenstéindig argumentieren und Symbole benutzen
(Sprache/Schrift lernen)

e Sie wiederholen die Vorlesung griindlich

e Sie merken, ob und was Sie nicht verstehen

e Sie gewinnen Sicherheit auf dem Level der prézisesten Darstel-
lung. Erst wenn Sie diese Sicherheit haben, konnen Sie sich auf
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Ebenen begeben, wo die Prézision etwas in den Hintergrund
und die Ideen etwas in den Vordergrund treten.

2.5. Kreativitat und Anschauung. Nach dem bisher Gesagten mag
es so aussehen, als ob die Mathematik eine Maschinerie sei, um mit vor-
gegebenen Schlussregeln aus wahren Aussagen andere wahre Aussagen
abzuleiten. Diese Sichtweise ist allerdings sehr verkiirzt und wiirde si-
cherlich nicht erkldaren, warum sich viele Menschen leidenschaftlich mit
Mathematik beschéftigen. Mathematik machen ist tatsdchlich ein krea-
tiver Prozess und dhnelt oft einer Schatzsuche verkniipft mit Gefiihlen
wie Spannung, Freude, Ehrgeiz, Wut, Uberraschung, Frustration, Mii-
he, Euphorie und Gliick. Kreativitét ist gefordert, um in einer beste-
henden Theorie neue Fragestellungen zu formulieren bzw. neue Zusam-
menhéinge zwischen den Objekten der Theorie zu entdecken. Besonders
reizvoll ist es auch, Fragestellungen anderer Wissenschaften zu mathe-
matisieren d.h. mathematische Objekte zu kreieren bzw. zu definieren,
um die Fragestellung mathematischen Methoden zugénglich zu ma-
chen (diese Arbeit wird als mathematisches Modellieren bezeichnet).
Ist die Fragestellung in Mathematik iibersetzt, ergeben sich schnell in-
teressante Folgefragen (hin und wieder auch ganz neue Theorien) und
es hat einen besonderen Reiz, die gefundenen mathematischen Ergeb-
nisse in die Sprache des Ausgangsproblems riickzuiibersetzen. Auch
wenn es darum geht, eine mathematische Aussage zu beweisen, ist viel
Kreativitiat gefordert. Beweisen geht nicht nach Rezeptbuch! (Im Ge-
gensatz zum Nachvollziehen von Beweisen, was eine fast mechanische,
durchfiihrbare Aufgabe ist.) Einen Beweis zu finden gleicht eher dem
Zusammensetzen eines Puzzles mit der zusétzlichen Schwierigkeit, dass
mehr Teile als benotigt zur Verfiigung stehen. Das Puzzlebild (die ma-
thematische Aussage) ist bekannt aber wie setzt man es zusammen?
Gewisse Techniken gibt es natiirlich schon, aber klare Rezepte wie z.B.
,nimm ein Teil und probiere alle anderen durch, bis ein passendes Nach-
barteil gefunden ist” funktionieren nur bei sehr kleinen Puzzles. Die
Baustrategien sind eher vage und oft abhingig vom Puzzlebild (z.B.
,fange mit Randstiicken an”, ,suche Teile mit &hnlicher Farbe oder
Textur”). Auf jeden Fall erfordert Puzzle bauen Kombinationsgabe,
Spiirsinn und Mustererkennung. Genau das gleiche gilt beim Beweisen
und wie beim puzzlen ergibt sich die Regel ,,Wenn es nicht auf Anhieb
klappt, nicht einfach aufgeben, sondern an einer anderen Ecke einen
neuen Anlauf versuchen”.

Eine wichtige Voraussetzung um mit mathematischen Objekten krea-
tiv zu arbeiten ist Anschauung. Zu jedem abstrakten Objekt muss man
gute Beispiele kennen und unterschiedliche Anwendungsmoglichkeiten
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selbst ausprobiert haben. Nur diese Vertrautheit erlaubt es, ein Objekt
kreativ einsetzen zu konnen. Dabei unterscheiden sich mathematische
Objekte und Konzepte nicht von anderen Werkzeugen wie etwa den
Werkzeugen eines Tischlers. Um mit ihnen kreativ arbeiten zu kénnen
muss man die verschiedenen Einsatzmoglichkeiten an konkreten Bei-
spielen studiert haben. Dass viel Ubung nétig ist, um mit den Werk-
zeugen kunstvoll umgehen zu koénnen, versteht sich von selbst. Das
Gleiche gilt fiir die mathematischen Werkzeuge.

2.6. Forschen statt pauken. In der Schule wurde Thnen das Wissen
in kleinen wohldosierten Dosen verabreicht. Es war stets klar, was gera-
de gelernt wurde und jedes Konzept wurde hinreichend lange eingeiibt.
Das ist an der Universitédt anders. Hier steht das selbstdndige Lernen
im Vordergrund. Sie miissen selbst das fiir Sie passendste Lehrmate-
rial auswéhlen, Sie miissen selbst {iberpriifen, was Sie bereits gut und
was noch nicht so gut verstanden haben, um dann gezielt an den Pro-
blemstellen zu arbeiten. Sie miissen lernen, kritisch mit sich selbst zu
sein, eigene Fragen formulieren zu Dingen, die Sie nicht richtig verste-
hen und dann gezielt nach Antworten auf diese Fragen suchen, durch
Selbstdenken, in Biichern, oder bei Ihren Mitstudierenden oder Leh-
rern. Mit dieser Einstellung werden Sie zu einem Forscher bzw. einer
Forscherin und das ist ein wichtiges Ziel der Ausbildung an der Uni-
versitat.

3. LOGIK AUF DEN PUNKT GEBRACHT

In diesem Abschnitt wollen wir den Prozess des logischen Schliefens un-
tersuchen und damit zusammenhéngende intuitive Vorstellungen préa-
zisieren. Zunéchst stellen wir fest, dass logisches Argumentieren ein
bestimmtes Verkniipfen von Aussagen bedeutet. Dabei bezeichnet im
Folgenden eine Aussage einen Sachverhalt, der entweder wahr (1) oder
falsch (0) ist. Weitere Wahrheitswerte wie z.B. ,,moglich” sind in der
zwetwertigen Logik nicht zugelassen. Es gibt durchaus grammatikalisch
korrekte Sétze, die weder wahr noch falsch sein kénnen, z.B. der Satz

,Diese Aussage ist falsch”

Wire die Aussage wahr, dann wére sie falsch; wire sie falsch, dann
wire sie wahr. Das Problem in dieser Aussage ist der Selbstbezug]!
Ein Satz: ,Peter hat rote Haare” ist eine Aussage (in einem Kontext,
wo Peter eindeutig eine Person beschreibt), selbst wenn Sie Peter nicht
kennen und deshalb der Wahrheitswert nicht bekannt ist. Es ist nur
wichtig, dass die Aussage entweder wahr oder falsch ist.
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Wenn Sie verschiedene Beispiele fiir ,,logisches Schlussfolgern” betrach-
ten, merken Sie, dass dieser Prozess gar nicht vom Inhalt der Aussagen
abhéngt.

Man kann sich also Gedanken iiber Logik an sich machen. Zum Bei-
spiel werden Sie folgende Argumentation eines Technikers wohl richtig
finden, obwohl Sie die Details nicht verstehen.

,Bei diesem Fehler liegt eine Taktstorung im zentralen Celurgabuffer
oder ein Kriechstrom in der Phylasensorik vor. Die Taktstorung ist
es diesmal nicht. Also haben wir einen Kriechstrom im Bereich der
Sensorik”.

Warum wir diese Argumentation als solche richtig finden, obwohl wir
die beteiligten Aussagen nicht verstehen (und auch deren Wahrheits-
gehalt nicht wirklich kennen), wollen wir im folgenden systematisch
untersuchen. Zunéchst sammeln wir die beteiligten elementaren Aus-
sagen.

A = _Es liegt eine Taktstorung im zentralen Celurgabuffer vor.”

B = ,Es liegt ein Kriechstrom in der Phylasensorik vor.”

Diese Aussagen werden in der Argumentation des Technikers in einer
bestimmten Weise miteinander verkniipft. Zunéchst erkennen wir die
oder-Verkniipfung:

,Bei diesem Fehler liegt eine Taktstorung im zentralen Celurgabuffer
oder ein Kriechstrom in der Phylasensorik vor.”

Diese Verkniipfung ist sinngeméf identisch mit

C = Aoder B kurz C=AVDEB

Als néchstes bemerken wir, dass die Teilaussage ,,Die Taktstorung ist
es diesmal nicht” sinngem&fl mit der Verneinung von A identisch ist

D = nicht A oder kurz D =-A.

Da die beiden ersten Sitze gleichrangig nebeneinander stehen liegt hier
(sinngeméf) eine und- Verkniipfung vor. Man kann némlich statt
,Bei diesem Fehler liegt eine Taktstorung im zentralen Celurgabuffer
oder ein Kriechstrom in der Phylasensorik vor. Die Taktstorung ist es
diesmal nicht.”

auch sagen

,Bei diesem Fehler liegt eine Taktstorung im zentralen Celurgabuffer
oder ein Kriechstrom in der Phylasensorik vor und die Taktstérung ist
es diesmal nicht.”

Die neue Teilaussage £ = C' und D wird auch mit £ = C'AD abgekiirzt.
Die Gesamtaussage ist schliefllich eine Implikation, da der Techniker
ja die Aussage B aus E = C A D schlussfolgert. Dies wird an dem
Wort ,,Also” deutlich. Bezeichnen wir die Gesamtaussage mit G, so
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ist G = (aus E folgt B), oder G = (£ impliziert B), oder symbo-
lisch G = (E = B). Zur Bildung der Gesamtaussage haben wir die
Verkniipfungsoperationen V, A, =, = benutzt. Expandiert ergibt sich

G=[(AVB)A(-A)] > B

Dies ist die (stark komprimierte) Form der Argumentation des Techni-
kers. Setzen Sie fiir A, B doch einfach mal andere Aussagen ein, z.B.

A = Der Hund bellt”.
B = ,Die Karawane zieht weiter”.

Die Gesamtaussage ist dann

,Da der Hund bellt oder die Karawane weiterzieht und der Hund nicht
bellt, zieht die Karawane weiter.”

Die Tatsache, dass wir eine solche Argumentation unabhéingig vom
Inhalt als richtig empfinden, sollte sich dadurch &uflern, dass die Im-
plikationsaussage

(AVB)A(-A) = B

unabhéngig von den Aussagen A, B wahr ist, d.h. eine sogenannte Tau-
tologie darstellt. Es geht also um die Frage, ob prinzipiell richtig ge-
folgert wird und nicht ob die Folgerung richtig ist (das héngt ja vom
Wahrheitswert der Aussage B ab). Umgangssprachlich trennt man die-
se beiden Aspekte oft nicht voneinander was zur Verwirrung fiithren
kann.

Um diese Verwirrung zu verhindern, hat man sich in der Mathema-
tik auf klare Regeln geeinigt, wie mit den Verkniipfungs-Symbolen
V, A, 1, = bzw. den zugehorenden Worten umzugehen ist.
Insbesondere wird sichergestellt, dass bei der Verkniipfung von Aussa-
gen wieder Aussagen entstehen, d.h. Sachverhalte die entweder wahr
oder falsch sind. Der Wahrheitswert einer verkniipften Aussage soll da-
bei aus den Werten der beteiligten elementareren Aussagen bestimmt
werden koénnen.

Betrachten wir als Beispiel die Verneinung —. Wenn eine Aussage A
wahr ist, dann ist =A nicht wahr also falsch (da wir uns auf Zwei-
wertigkeit geeinigt haben). Umgekehrt ist = A wahr, wenn A falsch ist.
Diesen Sachverhalt fasst man in einer sogenannten Wahrheitstabelle
zusammen

Al-A
0] 1
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Die Wahrheitstabelle fiir die oder- Verkniipfung ergibt sich folgender-
mafen: AV B ist wahr, wenn A wahr ist, oder B wahr ist

AV B

A
0
0
1
1

=R =]lvs]
— == o<

Beachten Sie, dass A V B auch wahr ist, wenn A und B wahr sind. Es
handelt sich also hierbei nicht um das entweder -oder sondern um das
und -oder. Das ist einer der ersten Punkte, an denen die mathematische
Sprache von Threr gewohnten Umgangssprache abweichen kann, sofern
sie ,oder” synonym fiir ,,entweder -oder” benutzen. In der Mathematik
ist die Wahrheitstabelle fiir ,oder” verbindlich. Fiir die entweder-oder
Verkniipfung gibt es ein spezielles Symbol A @& B mit der Wahrheitsta-
belle

A
0
0
1
1

— O = ol
= =)

(dies entspricht der binéiren Addition ohne Ubertrag, was das @ Zeichen
erklédrt). Die verkniipfte Aussage A A B ist dann wahr, wenn A wahr
ist und B wahr ist, also

A
0
0
1
1

=l =]ls!
—_ o o ol >

Betrachten wir nun die Implikationsverkniipfung A = B. Unter wel-
chen Umstédnden wiirden Sie sagen, dass die Aussage ,,aus A folgt B”
richtig bzw. falsch ist?

Wie schon angedeutet, ist diese Frage etwas kniffelig, da wir die Ant-
wort immer an einen kausalen Zusammenhang zwischen A und B kniip-
fen wollen und das funktioniert nicht, wenn die Aussagen gar nicht
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bekannt sind. Den Wahrheitswert , hdngt davon ab” gibt es aber in
der zweiwertigen Logik nicht. Es stellt sich heraus, dass nur eine ganz
bestimmte Wahrheitstabelle fiir A = B mit unserer intuitiven Vorstel-
lung gut zusammenpasst.

A
0
0
1
1

—_ O = O
»—tO»—t»—tU

Trotzdem ist diese Tabelle moglicherweise gewohnungsbediirftig, da die
Aussage A = B immer wahr ist, wenn A falsch ist, d.h.

e Es ist wahr, dass eine falsche Aussage jede andere Aussage im-
pliziert.

Entsprechend legt die Tabelle fest:

e Es ist wahr, dass eine wahre Aussage jede wahre Aussage im-
pliziert.
e Es ist falsch, dass eine wahre Aussage eine falsche Aussage im-
pliziert.
Beachten Sie nochmal, dass A = B nicht bedeutet ,ich kann mit der
Voraussetzung A beweisen, nachrechnen oder schlussfolgern, dass B
stimmt” .
Es handelt sich um eine reine Aussagenverkniipfung wie ,,und” ,oder”,
,nicht” - sonst gar nichts.
Zum Beispiel ist
1=1 = 1=2
eine giiltige Aussage, mit dem Wahrheitswert falsch und
1=2 = 1=3

ist eine wahre Aussage.

Insbesondere sagt A = B alleine nichts iiber den Wahrheitswert von B
aus! Nur wenn bekannt ist, dass A wahr ist und A = B wahr ist, dann
kann man aus der Tabelle ablesen, dass auch B wahr ist. So benut-
zen wir Implikationen tatsidchlich umgangssprachlich. Wenn Thnen die
Wahrheitstabelle fiir = nicht intuitiv sinnvoll erscheint, so bleibt Th-
nen nur iibrig IThre Intuition zu &ndern! Die zweiwertige Aussagenlogik
und damit die gesamte Mathematik die wir betreiben werden basiert
namlich auf genau dieser Tabelle. Allerdings wiirde das nie verniinftig
funktionieren, wenn die Implikation der Aussagenlogik letztlich nicht
doch genau die gesunde-Menschenverstand Implikation wére, wenn Sie
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sich also immer noch etwas unwohl fiithlen kann ich Sie vielleicht fol-
gendermaflen iiberzeugen.

Lassen wir die Wahrheitstabelle fiir P = K zunéchst variabel weil uns
nicht alle Eintrage klar sind.

Pramisse | Konklusion
P K P=K
0 0 Woo
0 1 Wor
1 0 W10
1 1 Wi

Offensichtlich gibt es 2% = 16 mogliche Tabellen. Wir wollen jetzt nach
dem Ausschlussprinzip vorgehen und alle Tabellen ausschliefen die mit
unserer natiirlichen Vorstellung von = in Konflikt stehen. Dazu miissen
wir zunéchst solche Eigenschaften sammeln, {iber die wir uns intuitiv
einig sind.

Dass die Aussage A = A unabhéngig von der Aussage A richtig ist (d.h.
eine sogenannte Tautologie darstellt) bereitet Thnen wohl kein grofies
Unbehagen. Als Beispiel betrachten wir den Satz wenn Peter rote Haare
hat dann hat Peter rote Haare. Dieser Schlufifolgerung werden Sie wohl
zustimmen, selbst wenn Sie nicht wissen ob Peter rote Haare hat oder
nicht. Auch werden Sie nicht daran zweifeln, dass P = K selbst keine
Tautologie ist, denn sonst wiirde es wahr sein, dass jede Aussage jede
andere Aussage impliziert.

Eine weitere intuitiv nachvollziehbare Eigenschaft der Implikation sieht
man an folgendem Beispiel, dass mit den Elementaraussagen

A = Das Seil reifit”, B = ,Armin fillt”, und C' = ,Beatrix fillt”
arbeitet.

Wir betrachten die zusammengesetzte Aussage ,, Wenn das Seil reifit,
fallt Armin, und wenn Armin fillt dann féllt Beatrix”, also symbolisch
(A= B)AN(B=C).

Diese Kette aus zwei Regeln impliziert mit dem natiirlichen Implika-
tionsbegriff zwangsldufig die neue Regel ,Wenn das Seil reifit, dann
fallt Beatrix”, d.h. (A = (). Zwangslaufig bedeutet dabei, dass die
Gesamtaussage

(A= B)AN(B=C)]= (A= 0C)

von uns auf jeden Fall als korrekt (d.h. wahr) betrachtet wird. Dieser
sogenannte Kettenschluss spiegelt dabei unsere Alltagserfahrung mit
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kausalen Zusammenhéngen wider. Er beschreibt die korrekte Zusam-
menfassung einer Kette von Regeln und beschéftigt sich gar nicht mit
dem Wahrheitsgehalt der beteiligten Elementaraussagen! Merken Sie,
dass Sie den Kettenschluss akzeptieren, ohne zu wissen, ob das Seil
reifft oder nicht bzw. ob Armin oder Beatrix tatséichlich fallen oder
nicht. Wir haben also eine weitere intuitive Tautologie entdeckt, denn
wir betrachten

T'=([A=B)ANB=0)]=A=0)

als wahr unabhéngig vom Wahrheitsgehalt der beteiligten Aussagen.
Um die noch unbestimmten Wahrheitswerte der Implikationstabelle zu
ermitteln kénnen wir uns nun nacheinander die 16 moglichen Tabellen
vornehmen und jeweils iiberpriifen, ob sie unseren intuitiven Anforde-
rungen geniigen. Dabei stellt sich heraus, dass die oben angegebene
Tabelle die einzige Moglichkeit ist, fiir die

A=A  und (A= B)A(B=C)]= (A= C)

Tautologien sind, aber A = B keine Tautologie ist. Damit die in-
tuitiven Forderungen gelten, miissen wir also die etwas-nicht-intuitive
Wabhrheitstabelle akzeptieren.

Ubrigens, falls Sie nicht alle Tabellen durchgehen wollen, gibt es auch
eine etwas geschicktere Methode. Schauen wir uns dazu die Tabelle von
A= A an.

AlA= A
0 W
1| Wi

Da A = A eine Tautologie sein soll, konnen wir uns sofort auf die vier
Tabellen konzentrieren, fiir die Wyg = Wi, = 1 gilt. Darunter befindet
sich auch die Tabelle Wy, = Wy = Wig = Wi = 1, die wir verwerfen
kénnen, da A = B ja keine Tautologie sein soll.

Es bleiben also noch drei Tabellen {ibrig wobei Wyq = Wy, = 1 gilt und
mindestens einer der beiden Werte Wy, Wi, gleich 0 ist. Benutzen wir
nun die Tautologie T', im Fall W(A) = W(C) =1 und W(B) = 0, wo-
bei W(-) den Wahrheitswert einer Aussage bezeichne. Es gilt dann ent-
sprechend der Implikationstabelle W(A = B) = Wy, W(B = C) =
Wy und W (A = C) = Wy = 1. Da entweder Wy; = 0 oder Wig = 0
ist, ergibt die und-Verkniipfung W ((A = B) A (B = C)) = 0 und ein
erneuter Blick auf die Implikationstabelle zeigt W(T') = Wy,. Da T
eine Tautologie sein soll, miissen wir uns auf die Tabelle mit Wy, = 1
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festlegen, d.h. die einzige Tabelle, die allen unseren intuitiven Anfor-
derungen entspricht ist die mit Wyg = Wy, = Wiy = 1 und Wy, = 0.
Kommen wir nun zuriick zu unserem Ausgangsbeispiel

A = “Es liegt eine Taktstorung im zentralen Celurgabuffer vor.”

B = “Es liegt ein Kriechstrom in der Phylasensorik vor.”

Die Schlussfolgerung des Technikers

(AVB)A-A) = B

empfanden wir dabei intuitiv als logisch korrekt. Jetzt konnen wir
nachrechnen, dass unser Gefiihl fiir logische Korrektheit tatsichlich ein
Gefiihl fiir Tautologien ist. Notieren wir unter den Elementaraussagen
die moglichen Wahrheitswerte und unter den Verkniipfungszeichen die
Werte der entsprechen verkniipften Aussagen, so ergibt sich

(A VB)A-A) = B
000 0 10 1 0
0 1 1 1 10 1 1
110 001 10
1 1 1 0 01 1 1

Da die Gesamtaussage unabhéngig von den beteiligten Wahrheitswer-
ten stets wahr ist, handelt es sich um eine Tautologie.
Gleiches gilt fiir andere vertraute Schlussweisen, z.B. ist

(A= B)NA)=B

eine Tautologie, wie man leicht nachrechnet

(A= B )AA)=18B
0 1 0 0 0 1 0
0 1 1 0 0 1 1
1 0 0 0 1 1 0
1 1 1 1 1 1 1

Probieren Sie einfach aus, ob diese Tautologie in einem konkreten Fall
tatsédchlich logisch korrekt erscheint. Mit A = | Das Seil reifit” und B =
,Armin fallt” ergibt sich ,Das Seil reiffit und wenn das Seil reifit, fallt
Armin. Also fallt Armin.” Hierbei haben wir aus stilistischen Griinden
die Aussage umgestellt in die Form

AN(A=B)=1B
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Diirfen wir das einfach so? Beschreibt die umgestellte Aussage den
gleichen Sachverhalt wie

(A= B)NA= B?

Dies ist die Frage nach der Aquivalenz von Aussagen. Inzwischen wissen
wir ja, dass der Wahrheitswert in verkniipften Aussagen entsprechend
den Wahrheitstabellen aus dem Wahrheitswert der Teilaussagen gebil-
det wird. Ersetzen wir nun eine Teilaussage durch eine andere mit genau
den gleichen Wahrheitswerten, dndert sich der Gesamtwahrheitsgehalt
nicht. Zwei Aussagen, die den gleichen Wahrheitswert haben nennen
wir dquivalent. Die Wahrheitstabelle der Aquivalenz ist also

DIE|D<«=E
010 1
01 0
110 0
111 1

Nun kann man sehr leicht nachrechnen, dass die Aussagen A; A A,
dquivalent zur Aussage As A A, ist, d.h. dass

Al/\A2<:>A2/\A1

eine Tautologie ist.

»—n»—n@@lb
[
— oo ol >
e =l )
l—\l—\l—‘l—‘ﬂ
=l Kol Ny Naw)
—lo|lo|lol >
»—l»—lOO}

Aus diesem Grund ist dann auch
[((A=B)ANA)= B] < [AN(A= B)= B]

fiir jedes Paar von Aussage A, B eine wahre Aussage (da ja der Wahr-
heitswert der Pramisse auf beiden Seiten gleich ist).

Bevor wir die Beobachtungen dieses Abschnitts zusammenfassen, soll
schnell noch ein kleiner Test durchgefiihrt werden, ob unsere formale
Logik auch tatsédchlich mit der Bauchlogik zusammenpasst. Aus wahr-
scheinlich nicht mehr genau lokalisierbarer Vorzeit ist Thnen bekannt,
dass wenn aus A die Aussage B folgt und aus B die Aussage A, dann
sind A und B dquivalent.
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Mit Symbolen geschrieben sollte also
(A= B)AN(B= A) <—= (A < B)

eine Tautologie sein. Rechnen Sie es nach!

Im Folgenden werden wir uns nicht weiter mit Alltagsaussagen wie
,Peter hat rote Haare” beschéftigen. Statt dessen betrachten wir ma-
thematische Aussagen, die durch Verkniipfung von vorgegebenen wah-
ren Elementaraussagen (sogenannten Aziomen) entstehen. Die Axiome
stehen also am Anfang einer Theorie und alle Aussagen sind letzlich
dquivalent zu mehr oder weniger lange Verkettungen dieser Elementar-
aussagen.

Wir fassen zusammen:

e Mathematische Aussagen sind nach bestimmten Regeln zusam-
mengesetzte Verkniipfungen mathematischer Sprachelemente.
Einer Aussage muss genau einer der beiden Wahrheitswerte
(wahr oder falsch) zugeordnet werden kénnen.

e Durch Verkniipfung von Aussagen mit ,,und”, ,joder”, ,impli-
ziert”, etc. entstehen weitere Aussagen, deren Wahrheitswerte
sich aus den Wahrheitswerten der beteiligten Aussagen eindeu-
tig ableitet (mit Wahrheitstabellen).

e Logische Schlussfolgerungen entsprechen Tautologien, d.h. Aus-
sagenverkniipfungen die unabhéngig von den beteiligten Wahr-
heitswerten stets wahr sind.

Wir werden uns spéter an einigen Beispielen ansehen, wie mit logischen
Schlussfolgerungen der Wahrheitswert einer Aussage bestimmt werden
kann.



