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Integration: Erinnerung & Ubersicht

Integrale in 1D

| liml z min f(x) Ax,
Was wird integriert ? — Funktionen ’j‘/.( Odx - :mAn ”Z /(,)
. ! o "rm\ Ay lo B 2k bl
S:D(f)cR >R N | Iiml ZA max f{x
Woriiber wird integriert? — Intervalle LA 0T s
[a.b] = D(f) Das Integral ist ein Grenzwert!

Riemann‘sche Obersumme

Verallgemeinerung Warum verallgemeinern?
Integrale in 2D & 3D « Natiirliche Fragen: Berechnung von Lénge, Oberflache, Volumen geometrischer Objekte.

« Ubertragung einer ,bewahrten“ mathematischen Technik auf kompliziertere Probleme mit
mehreren Variablen.

Wortliber wird integriert ?

ebene Kurven & Flachen raumliche Kurven & Flachen und Volumina
= / 2,
/
/
2D 3D

Was wird integriert ?

Das hangt u.a. vom Integrationsbereich ab. Kompliziertere Integrationsbereiche erlauben auch
strukturell komplexere Integranden wie Differentialformen und Vektorfelder.

Synonym
Wegintegral = Kurvenintegral, Linienintegral (Contourintegral)

Nattirlich sind auch Vektorfelder, Differentialformen etc. Funktionen im Sinne von Abbildungen, aber komplizierterer Bauart als die gewdhnlichen
skalarwertigen Funktionen.




Beschreibung (Darstellung) von Kurven/Wegen

Wie laBt sich eine Kurve I' analytisch beschreiben?

in 2D « explizit als Graph einer Funktion {(x f(0))eR?: xeD(f) }
einer Variablen x e R : h :
« explizit durch Parametrisierungen T'= {P(Z)Z(p‘(t), Pv(l))E R*: te [a,b]}
« implizit als Lésungsmenge einer )
Gleichung ((Null-)Niveaulinie einer r= {(x,y) eR™: glny)= 0}
Funktion zweier Variablen x, y ¢ R) {IL(I)J
p() =| p,(®
in 3D p.(0)

+ explizit durch Parametrisierungen  T'={p(t)=(p. (), p, (1), p.(t) )eR*: te[a,b]}

« implizit als Lésungsmenge zweier

Gleichungen (bzw. Schnitt zweier _ {(x,y,z) eR’: g(x,y,2)=0 und h(x,y,z)= 0}
Flachen)

Bemerkung: Parametrisierungen bringen eine dritte Variable, den Parameter, ins Spiel, den man als
fiktive Zeit deuten kann. In der Parametrisierung 1aRt sich daher nicht nur die geometrische Information
beziiglich Form und Lage einer Kurve kodieren sondern auch kinematische (bewegungsmaRige)
Information, d.h. mit welcher Geschwindigkeit (Schnelligkeit) die Kurve durchlaufen werden soll.

Notation: Die Ableitung nach dem Parameter wird a /a Newton mit einem Punkt Uber der betreffenden
Funktionsvariable markiert.

Begriffskldrung: Kurve(nstiick) / Weg

Intuitive Vorstellung bzw. Beschreibung:

Ein Kurvenstiick ist eine eindimensionale (zusammenhangende)
Punktemenge in der Ebene, im Raum oder allgemein im R<.

Definition: Eine Teilmenge I' im R? heilt C"—Kurvenstiick (- aus N,), kurz Kurven-
stlick, wenn I" dem Bild einer »-mal stetig differenzierbaren Abbildung p:[a,b] —»R4 ent-
spricht.

Die Abbildung p wird als C"-Parametrisierung von I" bezeichnet.

Reguléare Parametrisierung: Furalle z €[a,b] %p(z) =p() =0

Kurven werden aus Kurvenstiicken zusammengesetzt, d.h. die Vereinigung mehrerer
Kurvenstuicke wird als Kurve bezeichnet.

Beachte: Geman der obigen Definition stellt auch ein einzelner Punkt ein C"-Kurvenstiick dar (allerdings kein reguldres),
namlich mit einer konstanten Parametrisierung.




Berechnung der Bogenlange — Prototyp eines Wegintegrals

p(z,) p(zy,) Kurvenstiick I mit Parametrisierung p:[a,b] - R?, tp(0) = (Z‘g;j
)

Lange von I'? Idee: Bestimme ¢(T') ,,ndherungsweise” als Lange

P(y) {(P,) eines Polygonzugs P, zur Zerlegung Z. — Erfordert nur
Abstandsmag fur Punkte — euklidische Norm.
e o (p,) = o)+ R+ . + oz, Op()
a=t, Nlgy=

Zerlegung Z von [a,b]

= (@) —p@)| + [p() —p@)|+ - + [p(z)) ~p ()|
Falls Az, :==t,,,—7, hinreichend klein:

a E :
Ap; =P(E) =R (E) = PEHATISPE) S GEIAGSPEI AL T ) poa o
N N E NE Riemann - Summe der Funktion
UPy) = ZHP(THI)*p(rk)H = ZHP(Q)AT}{H = ZHP(T/{)H Az, [ab]>t [p()]<R
k=0 k=0 k=0 )

Einerseits: ¢(P,) —42°5 /(')  wobei |Z]:= max), Ar,

No1 , b Je kleiner |Z| desto geringer die Abwei-
Andererseits: ((PZ) ~ Z‘H)Hp(rA)H Az, M—)J‘ Hp(t)Hdt chung zwischen ((P,) und der Rie-
B “ mann-Summe.

b b (skalares) Langen- bzw.
= A EIdl = Ids = ij(t)Hdt = j p.() + py(t)z dt Streckenelement
T T 4 u dl =ds = [p()|de

Standardnotation: () zjr'ds - f‘/ir(/)l + () dt ﬁmyr Merke : As® = Ap? + Apfz[[dd—‘;\)z + [dd—p[']l}m}

Pythagoras

Hinterfragen

Kritik an der Argumentation auf Seite 3:

Einerseits: /(P,) —42%5 ¢(T)  wobei |Z|:= max,, Ar,

« Hinter dieser intuitiv anschaulichen Feststellung verbirgt sich eine Behauptung. Diese besteht jedoch
nicht in der Aussage, dal ¢(P,) gegen {(I') konvergiert sondern vielmehr in der Tatsache, dal £(P,)
Uberhaupt konvergiert. In diesem Zusammenhang muf zunachst prazisiet werden, wie die
Konvergenz flr |Z—0 Uberhaupt zu verstehen ist. A priori bleibt es vollig im Vagen, was die Lange
einer gekrimmten Kurve sein soll. Klar ist allein die Abstandsmessung zwischen zwei Punkten mittels
einer Norm wie der euklidischen (Standardnorm). Weil aber ((P,) bei feiner werdender
Intervallzerlegung Z einem Grenzwert zustrebt, kann man diesen heranziehen um ¢(I') sinnvoll zu
definieren.

Andererseits: /(P,) = 3"\ b(z,)| Az, —2=22=s [l de
* Zwar ist die Naherung  p(t,+Az) — p(¢) = p'(t)Az, umso besser, je kleiner |Z| und damit Az, ist,
allerdings ist zu beachten, da bei kleinem |Z| die Summe mehr Summanden umfalt und der Fehler
daher ofter wiederholt wird. Es ergeben sich somit zwei widerstreitende (antagonistische) Effekte. Es
bleibt deshalb zunéchst offen, welcher Effekt sich gegebenenfalls durchsetzt.

Insofern ist hier eine etwas genauere Analyse von Néten. Da sich der Abbruchfehler (Taylor!) bei
glattem p und einer halbwegs verniinftigen Zerlegungfolge (z.B. &quidistant) wie O(Az?) = OV ?)
verhalt, wahrend die Anzahl der Terme in der Summe nur linear mit N wachst, ist zu erwarten, dal}
£(P,) und die Riemann-Summe gegen denselben Grenzwert konvergieren.




Messung & Definition der Bogenlange

Wie laRt sich der Kurve I eine Lange ¢ (I') zuordnen?

Zerlequng Z:a=t1,<7,< .. < 1, =b des Parameter-
gung 0= N intervalls  [a,b]

definiert Polygonzug P, = p(z,)p(r,) U ... U p(ry_)p(zy).

Approximiere ¢(I') durch £(P,):

E(Pz) = Hp(T())_p(Tl)H"'Hp(Tl)_P(Tz)H+ et Hp(TN—l)_p(TN)

N
= 2lp@)-p@.)|
=

Abstand zwischen
p(ty) und p(t))

Beobachtung: Z, Verfeinerungvon Z,,d.h. Z, cz, = [U(P,) < UP,)

Definition: Es existiere M >0 mit ¢(P,)<M fir alle Zerlegungen Z.
Dann heilt T rektifizierbar und man setzt /(T') :=sup /(P,).
z

{(P,) ist die Summe der Abstande ,benachbarter" Eckpunkte (Vertizes) des Sehnenpolygonzugs P,.

||| bezeichnet die euklidische Norm: [p(z,)-p(z,,)| = z’y’:l(p,(q)—p,(r‘,l))2

Anhang: Satz liber die Bogenlange

Satz: T sei Kurvenstlck im R mit C!-Parametrisierung p: [a,b]—>R% d.h. p ist stetig
differenzierbare Abbildung im kompakten Intervall [a,b] nach R

b b
= T ist rektifizierbar mit ¢(T)=[dl = [|p()]d: = j,/ WAOKR
C a a

Beweis: Zeige zunéchst: /()< o
1) Es sei Z eine Zerlegungvon [a,b] mit Z:a=1,<7, < ...<7y=b.

Laut Mittelwertsatz existiert fiir jede Komponentenfunktion p, mit i € {l,...,d} und jedes Teilintervall
[z, 7,1 mit ke {l,...,N} eine Zwischenstlle ¢, (7, ,, 7,), so daB

1) = Yo )| = ST (be)-pE ) =X Y o E )
k=1 k=1 k=1

N
Also: ((B)= Y 3! p(&) Ar,  mit Ar=,-7, .
k=1

2) Nach Voraussetzung ist jedes p, stetig auf dem Kompaktum [a,5]

= Vie{l..d}, M, €[0,0) Vrela,b]: |p(t)<M, (Beschranktheitderp,'s)
= Abschétzung von £(P,) mit M =max M, < o

o(P) = i,/zlepf(gm) Az, < iw/ZL.MZ Az, = Md iArk = Md(b-a) <

Beachte: Vielfach wird die Bogenlange von C'-Kurvenstiicken direkt Gber das Integral definiert.

Der Beweis gliedert sich in zwei Teile. Zunachst wird die Rektifizierbarkeit nachgewiesen. Insgesamt ist der Beweis in 9 Argumentationspunkte
gegliedert. Achtung: Der Mittelwertsatz &Rt sich leider nicht direkt auf p anwenden, was den Beweis deutlich abkirzen wiirde.




Anhang: Satz liber die Bogenlange (Forts. Beweis)

3) Damit gilt unabhangig von Zerlegung Z: ¢(P,) < MJd (b—a) = #T)=sup(P,) < MJd (b—a)< =
z

Zeige nun fiir beliebiges 7 >0: ‘t'(l")— '[/VHP(I)HdI

<7n.

- ‘z‘(r)f ﬂHp(z)Hdt‘:o & Behauptung £(T)= ['[p(0)fdr < =.

4) Dreiecksungleichung:

ﬁ(l")—J Ib()|dz

b
< Ju-up) + |1p)- [ Ipo]ds
u
=4 =B
5) Einschieben einer Riemann-Summe in B mit den Zwischensellen &, €[z, ,7,] fir k e{l,...,N}
& Anwendender Dreiecksurgleichung auf B:

N " b
B = ‘Z\/ PG A= [ Ipo]dr
N " N N b
< ‘Zw/ ACARUEDIN EYTSAREDN NIl O L
k=1 k=1 k=1 a
—_—
=B, =B,

6) GemaR Voraussetzung ist Ableitung p stetig auf Kompaktum [a,b].
= p gleichméaBig stetig auf [a,b].
= Komponenetenfunktionen p,....p, bzw.derenQuadrate p;,...p; gleichméBig stetig auf [a,b], d.h.:
Ve>0, 35>0, Vs,tela,b], Viell,...d}: |s—t|<d = |pis)-pr@)|<e.

Anhang: Satz liber die Bogenlange (Forts. Beweis)

7) Abschétzen von B unter Annahme: |Z|= m:lerk <0

Wegen ;. lr,,.7,] folgt mitPunkt6): |p(&,)-pi(E)|<e da |{,—& | <Az, < &

B = ‘2(\/2; PG X PED ) Az,
k=1

= de?(b—a)

N
7}‘ i=1

1

PG - PHE)| Az,

<

N
Z«/% Az,
k=1

8) Seinun 7 >0 vorgegeben.
Betrachtefolgende Ungleichurg, welchesichausPunkt4) & 5) ergibtundschatze 4, B, und B, ab:

+

b
()~ o)z

< lamy-up)| +
I

\ INod o R
PRDINACHOW-EDY 15 Ve
k=1 k=1

N b,
> I az, - [ b d:
k=1 a

=B, =B,
A: Definition & Endlichkeit von ¢(I') = 3 Zerlegung Z, von [a,b] mit 9, :=|Z,|: ‘Z(I‘)—Z(Plu )‘ < g

B,: WahleinPunkt6) s=— " undsetze 9 :=3 (zugehbriges 5)
9d(b—a)

N N
Punkt7) = VZerlegungen Z mit|Z|< 4 : ‘Z :’lef(g,k) Az, - Y (&) Az,
k=1 k=1

< «/%(b—a) :g

(*) Dabei wurde die allgemeineUngleichung benutzt: ‘\/a, tott, - B+t B, ‘ <\la, =B | +.tla, =B, |

Punkt 6) und 7) sind als Vorbemerkung zu Punkt 8) zu verstehen.




Anhang: Satz liber die Bogenlange (Forts. Beweis)

B, Als stetige Funktion ist |p| iiber dem Kompaktum [a,b] integrierbar.
Definition des Integrals mittels Riemann'sche Summen:

N b
= 3JZerlegung Z, mit %, =Z,: Y |p(&)]Ar, —j b de < g
= Y

9) Wahle nun Zerlegung Z als gemeinsame Verfeinerungvon Z,und Z, mit 9:=|Z|< 9.
= Die Abschéatzungen der Terme 4, B, und B, in Punkt8) bleiben bzgl. dieser Zerlegung Z bestehen.

Somit folgt :

< A+B +B, <

w3

+14
3

w3

=n [ ]

)~ [ [po)]d4

Die folgende allgemeine Ungleichung wurde in Punkt 7) benutzt:
Lemma: Es seien a,,...,a,und f,,..., B, reelle Zahlen mit a,+...+ a,> 0 und g+...+ g, > 0. Dann gilt:
Na+ra, - JB+sh, | <\Ta—f | ++la, =4,

Beweis: Betrachte den Fall n=1: a =a,, b= p,. 0.B.d.A. gelte a > b>0.
quadrieren 24
Behauptung < a-+vb<+va-b <o a-2Jab+b<a-b < 2b<2ab < b<a

quadrieren
R b<a wahr nach Vorausetzung.

Fihre Fall n>1 auf Fall n=1 zuriick. O.B.d.A. darf angenommen werden: a:== o, +...+ o, > f,+...+ f =b.
Es folgt mit der Dreiecksungleichung aus Fall »=1:

Jatota, —Jp+.+p, < Jla+.va,)-(B+.+8) = fla,-f)+.+(a,-5,) < \/‘arﬂﬁ--ﬂr‘&,ﬁﬂ”‘ -

Beispiel: Berechnung der Kurvenlange

Gesucht: Linge des oberen Einheits-Halbkreises 7 : (Hy== e
H = {(x,y)eRzz x*+y*=1 und xZO}

1. Parametrisierung:  p:[0,7] > R?, (DH(C?S(DJ
sin @
()
(31)= [l @)+ 3 (p) dp = [(=sing)* +(cosp)’ dp = [V1dp=x (g
0 0 0
\T
2. Parametrisierung:  q:[-1,1] > R?, x!—)(x, l—xz)
$4()
1 1 i/
- - 1
()= [Jii ) +d3(0) dx = = [—dx
-1 SVl=x X
T T
= 1)— n=2_|_Z| =
arccos(l) —arccos(—1) 3 ( 2) V4
T l'(/
3. Parametrisierung: r:[0,0) —> R?, y»—)[l_”,z‘/;]
1+pu 1+pu <
y = (xt1

Daf die Parametrisierungen tatséchlich Punkte auf dem Einheitskreis liefern, 1aBt sich tiberpriifen, indem man die beiden Komponenten jeweils
quadriert und anschlieBend addiert. Dann muB sich 1 ergeben.




Beispiel: Berechnung der Kurvenlédnge (Forts.)

. 1-u
Rechnung zur 3. Parametrisierung: 7 () :m, n(p) =

Berechnung der Wurzel (Ableiten der Komponenten r,, r, mittels Quotientenregel).

s (+p--p) (aiarm-24) _ [ =2 Y ( 1-u Y
x/ﬁ(ﬂ)%(ﬂ)J[ ]+[ J ’\/[(1+ﬂ)z] +[ﬁ(1+#)zj

u
1+u

U+ p)? a+p’
_ 1 \/4/”(17;4)2 _ 1 \/(Hyf 1
(1+n) u -+’ N u Jp(U+ 1)

2

_w 52 52 _w 1 itution : H=v
o(H) = ! () +75 () d —!\/;(Hﬂ)d# Subst'tut'on-{dﬂzz‘,dv

ce—s

! 2vdv = ZJ. ! > dv = 2 (arctanco — arctan0) =2 Z ol=x
v(i+v?) o l+v 2

1-v? 2v

Bemerkung:  Die Parametrisierung v

2

> weist zwei Besonderheiten auf :

1+v: 1+

*  Rationale Parametrisierung: Punkte auf Kreis kdnnen allein mit den vier Grundrechenarten
berechnet werden.

«  Parametrisierungsintervall ist nicht beschrdnkt bzw. kompakt.

Die Parametrisierung ergibt sich dadurch, da man die beiden zueinander senkrecht stehenden Geraden mit den
Steigungen v und —1/v zum Schnitt bringt, wobei die Gerade mit der Steigung v durch den Punkt (—1,0) die andere durch
den Punkt (1,0) verlauft. Man erhalt so ein rechtwinkliges Dreieck tiber dem Durchmesser des Einheitskreises (x-Achse),
dessen Spitze — Schnittpunkt der beiden Geraden -- auf der Einheitskreislinie liegt (Satz des Thales).

Exkurs: Zur Kreiszahl =

DenkanstoRe:

¢ Die Formeln zur Berechnung des Kreisumfangs U und der
Kreisflaiche F sind aus der Schule bekannt. Hier wird = als
Verhaltniszahl (Proportionalitatsfaktor) eingeflihrt. Wie wird z in
der Hoéheren Mathematik (Calculus/Infinitesimalrechnung) de-

finiert? U=2rr=nrd F=nxr'= %dz
« A priori sollte es etwas Uberraschend sein, dal® = in beiden . i _
Formeln erscheint. Wie ist das zu erklaren? Beachte : dr F =U®

Analoges gilt fur die Kugel.
_— Betrachte Folge der regelmafRigen n-Ecke zu einem
r V\ gemeinsamen festen Umkreis (z.B. Einheitskreis) vom
\ Radius r. U, sei der Umfang, F, die Flache und p, der
Inkreisradius zum jeweiligen n-Eck. Angenommen

U=2zr und F=7r" mit 7#7.

p, —22 s
Nun gilt: \U, —=2> U =2zr
F;’ n—n F:;z:rl
Wegen (siehe Skizze) F,= %U“ o = F:%Ur > 7rr=nar
folgt: 7 = =.

« Man definiert zum Beispiel /2 als kleinste positive Nullstelle des Kosinus. Dazu ist zunéchst der Kosinus zu definieren (z.B. als Reihe);
sodann ist zu zeigen, daR® der Kosinus tatséchlich eine positive Nullstelle erreicht
« Der Inkreisradius entspricht gerade der Hohe der i.a. gleichschenkligen Dreiecke, aus welchen das regelméBige n-Eck zusammengesetzt ist.




Unabhéngigkeit der Bogenlange von der Parametrisierung

Beobachtung: Bogenlange des Halbkreises ergibt sich unabhangig von der gewahlten

Parametrisierung. Warum?
p:la,b]>T

\p—(u)]q(\_l),)[- Betrachte zwei Parametrisierungen {q.[c d]>T
b b N >
Warum J. H p(zz)H du = J. Hq(n') H dw ?

Jedem Punkt von [a,b] bzw. [¢,d] wird durch p bzw. q genau ein Punkt auf I
zugeordnet — daraus ergibt sich auch eine eindeutige Zuordnung zwischen

E A den Punkten in den beiden Intervallen:
yilabl>ledl, yw=q"pw) < qly@)=pw)

Anwenden der Substitutionsregel

Q
o
S

d b=y (d) Es wird vorausgesetzt, daR p und q die Kurve T gleichsinnig

_ 2 _ 9 . parametrisieren. Dann ist y streng monoton wachsend mit positiv-

[(r) - '[ Hq(w)Hd wo = '[ q(l//(u))H l//(u)du wertiger Ableitung, welche problemlos in die Norm gezogen werden
Iz a=y~\(c) kann. Bei gegensinniger Orientierung ist die Ableitung von y zwar

=V negativ-wertig, dafiir drehen sich aber auch die Integrationsgrenzen um.

b b
g 9 d
- [lab)ie far = [ | Llafaw e e
b d b
B '[ HE[”(“)]H du = .[Hp(u)Hdu Umbenennen

Fazit: Bogenlange hangt nicht von der Parametrisierung ab. — Bogenlange ist eine
Eigenschaft der Kurve als geometrisches Objekt (Punktemenge im R2).

Im allgemeinen mag es sehr schwer sein, y konkret auszurechen, da man dazu q invertieren mu3. Entscheidend fiir die hiesige Argumentation ist
aber lediglich, daB y existiert und differenzierbar ist. Dies ist der Fall, wenn p und q injektive C'-Parametrisierungen sind mit nicht verschwindender
Ableitung (reglare Parametrisierung). In analoger Weise ist auch das allgemeine Wegintegral unabhangig von der Parametrisieung.




