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Numerik gewohnlicher Differentialgleichungen
Aufgabenblatt 5

Aufgabe 11: Konsistenz von Einschrittverfahren

a) Zeige, dafl das Einschrittverfahren genau dann konsistent ist, wenn die numerische Flu$-
funktion v die folgende Bedingung erfiillt:

lgﬁ]l Y(t,x, h) = f(t, x) gleichméBig V(¢,z) € D.

b) Bestimme die Konsistenzordnungen des Heunschen und des modifizierten Euler Verfahrens
fiir eine beliebig oft differenzierbare Flufunktion f.

Heun : (t,x,h) = %{f(t,x)+f(t+h,x—|—hf(t,x))]
mod. Euler :  (t,z,h) = f(t—i—%,m—{—%f(t,x))

Fiir Masochisten: Selbige Aufgabe fiir das klassische Runge-Kutta Verfahren.

c¢) Begriinde, weshalb das modifizierte Euler-Verfahren die Differentialgleichung & = ¢ exakt
16st.

Aufgabe 12: Ordnung ist nicht alles!

Betrachte das folgende Anfangswertproblem
z(0) =1, z(t)y=11—=z()|+1 te€]0,T] fir 7> 0.1.
i) Berechne die analytische Losung.

ii) Lose das Anfangswertproblem numerisch und stelle den Fehler fiir mehrere Verfahren als
Funktion der Schrittweite in einem doppelt logarithmischen Diagramm dar. Welche Beob-
achtung ergibt sich?

Aufgabe 13: Seltsame Planetenorbits

In einem Science-Fiction wird davon berichtet, dal es in einer ent-
fernten Galaxie Sonnensysteme mit Planeten gibt, auf denen Som-
mer und Winter auf beiden Halbkugeln gleichzeitig und nicht wie
bei uns versetzt stattfinden. Auflerdem gibt es kein Sommer- bzw.
Winterhalbjahr, sondern auf einen Sommermonat folgt ein Win-
termonat und umgekehrt. Insgesamt gibt es acht Sommer- bzw.
Wintermonate pro Jahr.

Die beschriebenen Phanomene sind leicht erklarbar, wenn man annimmt, dafl sich die Plane-
ten auf rosettenférmigen Umlaufbahnen befinden, wie oben abgebildet. Die Jahreszeiten werden



dann im wesentlichen nicht durch eine Neigung ihrer Rotationsachse zu ihrer Ekliptik (Umlaufe-
bene) hervorgerufen, sondern durch einen stark variierenden Abstand von ihrem sonnené&hnlichen
Zentralgestirn.

Komme den mysteriosen Kréften auf die Spur, die diese eigenartigen Umlaufbahnen erzwingen.
Zeige, daf} solche Planetenbahnen in bestimmten Zentralkraftfeldern mo6glich sind und fiihre zur
Untermauerung und Illustration numerische Simulationen durch.

Vorgehensvorschlag:

a)

Wie konnte eine moglichst einfache Beschreibung in Polarkoordinaten einer solchen Um-
laufbahn mit oszillierendem Abstand zum Zentralgestirn (Koordinatenursprung) aussehen.
Gib den Abstand r vom Ursprung als Funktion des Azimutalwinkels ¢ an.

Physikalischer Teil: Leite unter Verwendung des Energie- und Drehimpulserhaltungssatzes
die folgende Bahngleichung

2
i tu=—ap/G)

fiir den inversen Abstand u = % als Funktion des Azimuts ¢ her. Die Masse des Planeten
sei auf 1 normiert und [ entspreche dem konstanten Drehimpuls.

. dr _ drde 2dp _ 7 _
Beachte: df = dpdr und r T = | = const.

Setze den Ansatz aus a) in die Bahngleichung ein und bestimme so das Zentralkraftfeld.
Inwiefern unterscheidet sich dieses qualitativ vom Newtonschen Gravitationsgesetz.

Lose die Bahngleichung mit dem gefundenen f numerisch und demonstriere so, dafl man
die “eingesetzte Bahn” zuriickerhélt. Wéhle verschiedene spezielle Bahnen. Welche nu-
merischen Schwierigkeiten ergeben sich bei stark oszillierenden Bahnen mit lokal grofien
Krimmungen?

Zeige abschlieSiend, dal die postulierten Bahnen tatséchlich in dem durch f definierten
Zentralkraftfeld realisiert werden konnen, wenn die Anfangsbedingungen fiir die Planeten
geeignet gewihlt werden. Simuliere dazu die Bewegungsgleichung der Planeten in dem
Zentralkraftfeld.

Bemerkung: Die Bewegungsgleichung erlaubt keine analytische Vergleichslésung, da sich
die zeitliche Abhéngigkeit nicht mehr explizit analytisch berechnen 148t. Dennoch kénnen
wir die erhaltene Bahn mit der postulierten Bahn vergleichen. Beachte, daff wir mittels
der Numerik die (unterschiedliche) Dauer von Sommer- und Wintermonaten berechnen
konnen, die alternativ mit dem Keplerschen Fléchensatz abgeschéitzt werden kann.



