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Numerik gewohnlicher Differentialgleichungen
Aufgabenblatt 8 mit Weihnachtsaufgaben

Aufgabe 18: Die Arcus-Tangens Rutsche

Ein Punktteilchen bewege sich unter dem Einfluf} einer konstanten Kraft K auf dem Graphen
der Funktion
x — —aarctan ((z) mit «, 3 > 0.

Die Kraft wirke mit der Stirke g > 0 in negative y-Richtung. Konkret mag man sich eine Perle
vorstellen, welche aufgrund der Erdanziehung einen zu einer Arcus-Tangens Kurve gebogenen
Draht reibungsfrei hinabgleitet.

Leite zunéchst fiir die x-Koordinate eines Teilchens, das sich durch die Schwerkraft K angetrie-
ben auf dem Graphen einer C? Funktion f bewegt, folgende Bewegungsgleichug her:

.. f/(l“(t)) "y P —
i) + S oe o [ @w) 0+ 9] = 0.

Lose diese Gleichung fiir die angegebene Funktion numerisch unter Verwendung von Runge-
Kutta Verfahren mit und ohne Schrittweitensteuerung fiir verschiedene Parameter «, 3.

Aufgabe 19: Teilchenschaukel

Zeige, dafl die Bewegungsgleichung fiir ein Punktteilchen, welches sich unter dem Einflufl der

Kraft K (siehe oben) entlang einer parametrisierten Kurve ¢ +— (ﬁi;) € R? bewegt, gegeben ist
durCh .. x/ x// + y/ y// . gy/

b+ I
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Abkiirzend ist hierbei 2/ = g—z(qﬁ(t)); entsprechendes gilt fiir 27,1/, y”. Beachte, daf} stillschwei-
gend eine zweimal stetig differenzierbare Parametrisierung vorausgesetzt wird.
Durch die folgende Parametrisierung wird eine Zykloide beschrieben.

z(p) = re+rsin(p)

y(p) = r—rcos(p) p€l-ma], >0

Betrachte nun mehrere Teilchen, welche mit unterschiedlichen Auslenkungswinkeln ¢(t = 0)
initialisiert werden. Ihre “Anfangsgeschwindigkeit” %(b(t = 0) betrage stets Null. Wie héngt die
Schwingungsdauer vom anfinglichen Auslenkungswinkel ab? Versuche die Beobachtung ggf. zu
beweisen. Vergleiche die Zykloidenschaukel mit einer monomialen Schaukel, bei der das Teilchen
auf dem Graphen eines geraden Monoms = — 22", n € N hin- und hergleitet.

Aufgabe 20: Das Brachystochronen-Problem (1. Weihnachtsaufgabe)

Durch welche Kurve sind zwei Punkte (x1,v1), (x2,%2) € R? mit y; > y2 zu verbinden, damit ein
Teilchen moglichst schnell unter Einwirkung der Kraft K (siehe Aufgabe 1) von (z1,y;) nach



(z2,y2) rutscht?

Uberlege dir zuniichst, daB die beiden Punkte durch ein (monotones) Teilstiick eines Zykloiden-
bogens verbunden werden kénnen. Vergleiche die zykloidale Verbindung mit einer geradlinigen
sowie parabelférmigen Verbindung und einem verbindenden Kreisbogen. Ergibt sich eine Ver-
mutung und wie liefle sich diese begriinden (Tip: Variationsrechnung)?

Aufgabe 21: Der N-Schwinger (2. Weihnachtsaufgabe)

Betrachte N € N Massenpunkte, welche sich entlang der z-Achse reibungsfrei bewegen kénnen
und durch idealisierte Federn miteinander verbunden sind. Das am weitesten links bzw. rechts
befindliche Teilchen besitzt entweder nur eine Federverbindung (freies Ende, Neumann Rand-
bedingung) oder es ist iiber eine zweite Feder mit einer festen Wand verbunden (festes Ende,
Dirichlet Randbedingung). Jede Feder habe im Entspannungszustand eine bestimmte L#nge.
Wird diese Lange verdndert, reagiert die Feder mit einer Riickstellkraft, die versucht, die Feder
wieder in ihren Ruhezustand zu versetzen. Die Riickstellkraft mége proportional zur Auslenkung
sein (allerdings mit umgekehrten Vorzeichen).

Fiihre numerische Simulationen eines derartigen N-Schwingers mit verschiedenen Randbedin-
gungen durch. Beobachte wie sich z.B. die Storung der Ruhelage eines Teilchen iiber das gesamte
System ausbreitet.

Vereinfachend mag man zunéchst annehmen, dafl die Teilchen alle dieselbe Masse bzw. die Fe-
dern alle die gleiche Ruhelénge und Hérte (Steifigkeit, engl. spring stiffness) besitzen. Aulerdem
beginne man zunéchst mit einem Teilchen und fiige dann weitere hinzu.

Wie verhilt sich die Simulation, wenn bei fester Schrittweite die Federn immer hérter werden?
Erkldre die Beobachtungen fiir Runge-Kutta Verfahren mit konstanter Schrittweite unter Be-
zugnahme auf die Stabilitédtsbereiche (Blatt 6, Aufgabe 14). Beriicksichtigt die Simulation das
Prinzip der Energieerhaltung? Wie kann man die auftretenden Schwierigkeiten umgehen? Welche
Nachteile hat man dennoch in Kauf zu nehmen?



