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O Aufgabe 37 (Satz von Fubini)

sin(z
1. Berechnen Sie {iber dem Dreieck A mit Eckpunkten (0,0), (1,0), (1,1) das Integral von f(z,y) = (@)

T

2. Berechnen Sie — falls moglich — fiir die Funktion f(x,y) = mit (x,y) # (0,0) die Integrale

//f(x,y) dydz, //f(x,y) dz dy, /f(fcvy)d(x,y)-
RR RR R2

3. Zeigen Sie, dass fiir die Funktion f : [0,1]> — R mit

1
02

1
fw)= g O<z<y<l.  fy)=-;50<y<z<l.  0sonst

die Integrationsreihenfolge nicht vertauscht:

11

0/ 0/ f(a, y) dyde £ 0/1 0/1 f(z, y) da dy.

Losung.

1. Der Integrand ldsst sich in (0,0) durch den Wert 1 stetig fortsetzen. Die Voraussetzungen zum iterativen
Integrienren (Satz von Fubini) sind somit erfiilllt und wir erhalten

/f(ac) d(z,y) = /1/1 Wdy dx = /15111(:5) dz =1 — cos(1).
A 00 0

2. Aus Symmetriegriinden liefern beide rekursiven Integrale den gleichen Wert, ndmlich Null:
+R R
I Y dy=li / 0 __ T _4y— = [™
1m —_— = |lim _ = lim ————
R-500 (22 +y?)? Y= g Oy 2(x2 + y?) Y= g 222 +y?) | _»
-R

=0.

f ist allerdings nicht iiber R integrierbar; andernfalls wiirde die Integration von f iiber (1, 00)? einen endlichen
Wert liefern. Es ist aber

RR
. L zy
(1 R)2 11

T 1 22+ 1 R

R
T
= 1i —~ dr= lim ~In———| =o0.
Rl—I>noo/2(1'2+1) 2(z2 + R?) * R1—r>noo2n$2+R21 >
1




3. fist in [0,1]? nicht integrierbar, ein Ubereinstimmen der Integralwerte bei Vertauschung des Integrationsrei-
henfolge ist also nicht zu erwarten. In der Tat gelten

11 1y1 1 .

//f(x,y)dxdy://—zdmdy+/ 5 dzdy
y x

00

und

O Aufgabe 38 (Volumen- und Oberflachenintegrale)

1. Seien h > 0 und n € N. Berechnen Sie den Flicheninhalt der Wendelfliche mit Ganghéhe A und Um-

drehungszahl n:
D(t, ) = (tcosp, tsingp, hy) 0<t<R,0<yp<2mn.

Berechnen Sie mittels Transformationssatz das Volumen und die Oberfliche einer Kugel mit Radius R und
eines Torus mit Radien R, .

Losung.

1. Die partiellen Ableitungen der Parametrisierung sind gegeben durch

0 t2

und wir erhalten das zu erwartende Ergebnis, dass der Flacheninhalt der Wendelfliche dem n-fachen Fliachen-
inhalt des Kreies mit Radius R entspricht:

D, = (cos ¢, sin g, 0), O, = (—tsing,tcosp,h) = gram(V®) = (1 0) =t?

R2
tdpdt = 27m7 = nrR%

O_/m(r,gp)d(r,@_f
J 0

o\§

2. Mit den Parametrisierungen K : (0, R) x (0,7) x (—m,7) (Kugel) und T": (0,7) x (0,27) x (0, 27) (Torus),
rsin 6 cos ¢ cosv COS U COS ¥
K(r,0,6)=| rsinfsing |, T(p,u,v) =R | sinv | +p| cosusinv |,
r cos 0 sinu

erhalten wir die Jacobi-Matrizen

sinfsing rcosfcos¢p —rsinfsing

VK(r,0,0) = | sinfsing rcosfsing rsinfcose ,
cosf —rsind 0
cosucosv —psinucosv —Rsinv — pcosusinv
VT (p,u,v) = cosusinv —psinusinv  Rcosv + pcosucosv
sinw pCOS U 0
und daraus
det(VK)(r,0,¢) = r*sin, gram(VK)(0, ¢) = R*sin? 0,

det(VT)(p,u,v) = —pR — p* cosu, gram(VT)(u,v) = r*(R + r cosu)?.



Es ergeben sich die bekannten Formeln

V(K):/ T,Y, 2 /|detVK|dr 0,0) = ///r sin @ de df dr

KO

R
—27r//r sm@d@dr—?w/ —r?cos0
0

:/«/gramVKd(H,ng) = // R%sinfde¢ df = 2w R? /sin0d6’ = —27R%cos b
O

T

dr—47r/r dr—ﬂrR?’

0
0

= 47 R?,

—T

0—m -
r 27w 2m r 2w

/|detVT|dx Y,z :///pR—i—chosudvdudp:27r//pR—|—p200sududp
0 0 00

TO
A 2
= 27r/pRu + p? sinu
0

dp = 47r2R/pdp =212 Rr?,

0

27 2w 27

:/\/gramVTd(u,v) ://T(R—i—rcosu)dvdu:%r/rR+r2(:0sudu:47r2rR.
m

0 0 0

O Aufgabe 39 (Schnittkorper)

Das Vivianische Fenster entsteht durch den Schnitt eines
Zylinders Z mit einer Kugel K,

(-3)=r<(3)}

2?4 y? + 22 gRQ}.

Z = {(m,y,z) €R3

K= {(x,y,z) e R3

1. Berechnen Sie die Zylinderoberfliche innerhalb der NGRS
Kugel und die Kugeloberflache innerhalb des Zylinders. 1

2. Bestimmen Sie das Volumen des Schnittkorpers.

Losung.

Mit der kartesischen Parametrisierung der oberen Kugelschale
(I)(Qj,y) = (x,y,z(m,y)), Z(:C,y) = R2 — 22 —y2,
erhalten wir

2
1+27 22y

_ 2 2
2wy 1+z§ f1+zz+zy.

Vo(x,y) = 0 1 = gram V& (x,y) =

Berechnung der partiellen Ableitungen z;, z, ergibt

—T,— 1‘2+ 2 R
Vz(z,y) = M - Veram Vo(z,y) = \/1 + R2 : 2 =

R2 — 22 — 2 —x2 -y RZ 22 — 2

Die Zylindergrundfliiche Zg = {(z,y) | (x — £)% + y> < (£)?} lisst sich in Polarkoordinaten schreiben als
Zag={(r,p) | —m <o <7m&0<r <R}, denn fiir gegebenen Winkel ¢ folgt aus dem Satz von Thales, dass

Ccosp = f.



Damit besitzt der Kugelanteil im Zylinder den Flacheninhalt

% Rcosyp

_Rr
RZ — 2

Rcos ¢
-V R? —r2 dy = 2R? / —v/1—cos?2p+ VR2dp

0

\w

O(Vk)=2 drdp = 2R

—

_ T
2

[SE]

_
2

—sinpdp -|—7T> =2R*(1 — 2).

O\MH

0
——2R2/|Smgo+1d90—2R2</smg0dcp
-3

i
2

Die Mantelfliche des Zylinders ist symmetrisch bzgl. der xy-Ebene y = 0. Im Sektor y > 0 ldsst sie sich

parametrisieren durch

O(x,y(z,2),2), yz,z2)= <x,z,+\/<};)2 - (x - ];)2 — Rz — 2.

Die Gramsche Determinante berechnet sich als
R — 2z
2v/Rx — 22’

Das Integrationsgebiet fiir den Mantelanteil innerhalb der Kugel, d.h. die Kugelgrundflache, iiber welche inte-
griert wird, ist gegeben als die Menge K¢ = {(z,2) | 0< 2 <R & —+VR?> — Rx <z <+VR? — Rz}:

2 2
<x—§> +y2_<R) =0 & 2*+y*+22=R* = *=R?’-Ru

2

r = Z:O — (b :1 2 2:7_
y y gram(V®) =14y, +y; (R =29

2

Wir erhalten:

R +VR?—Rz R R 7R R )
— Rz
O(Vz)=2 d dz =2R [ \/ —— da =2RVR | —=da = 4R>.
z) / / 2v/Rz — 22 i / Rr—a2 " /\/E o
0 _ /7532 0 0
Insbesondere ist die Gesamtoberfliche des in der Kugel eingeschlossenen Zylinderanteils gerade halb so groft wie

die Kugeloberfliche.
Fiir das Volumen ergibt sich schliefslich:

5> Rcosyp z .
1 g|ftcose
V_Q/ (z,y)d(z,y) 2/ T\/ﬂde(p—Q/_g Rz _ 2 de
Za -z 0 x 0
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