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Lösungen zum 13. Übungsblatt

� Aufgabe 37 (Satz von Fubini)

1. Berechnen Sie über dem Dreieck ∆ mit Eckpunkten (0, 0), (1, 0), (1, 1) das Integral von f(x, y) =
sin(x)

x
.

2. Berechnen Sie – falls möglich – für die Funktion f(x, y) =
xy

(x2 + y2)2
mit (x, y) 6= (0, 0) die Integrale

∫
R

∫
R

f(x, y) dy dx,

∫
R

∫
R

f(x, y) dx dy,

∫
R2

f(x, y) d(x, y).

3. Zeigen Sie, dass für die Funktion f : [0, 1]2 → R mit

f(x, y) =
1

y2
(0 < x < y ≤ 1), f(x, y) = − 1

x2
(0 < y < x ≤ 1), 0 sonst

die Integrationsreihenfolge nicht vertauscht:

1∫
0

1∫
0

f(x, y) dy dx 6=
1∫

0

1∫
0

f(x, y) dx dy.

Lösung.

1. Der Integrand lässt sich in (0, 0) durch den Wert 1 stetig fortsetzen. Die Voraussetzungen zum iterativen
Integrienren (Satz von Fubini) sind somit erfülllt und wir erhalten

∫
∆

f(x) d(x, y) =

1∫
0

x∫
0

sin(x)

x
dy dx =

1∫
0

sin(x) dx = 1− cos(1).

2. Aus Symmetriegründen liefern beide rekursiven Integrale den gleichen Wert, nämlich Null:

lim
R→∞

+R∫
−R

xy

(x2 + y2)2
dy = lim

R→∞

R∫
−R

∂

∂y

−x
2(x2 + y2)

dy = lim
R→∞

−x
2(x2 + y2)

∣∣∣∣+R
−R

= 0.

f ist allerdings nicht über R integrierbar; andernfalls würde die Integration von f über (1,∞)2 einen endlichen
Wert liefern. Es ist aber

lim
R→∞

∫
(1,R)2

f(x, y) d(x, y) = lim
R→∞

R∫
1

R∫
1

xy

(x2 + y2)
dy dx

= lim
R→∞

R∫
1

x

2(x2 + 1)
− x

2(x2 +R2)
dx = lim

R→∞

1

2
ln

x2 + 1

x2 +R2

∣∣∣∣R
1

=∞.



3. f ist in [0, 1]2 nicht integrierbar, ein Übereinstimmen der Integralwerte bei Vertauschung des Integrationsrei-
henfolge ist also nicht zu erwarten. In der Tat gelten

1∫
0

1∫
0

f(x, y) dxdy =

1∫
0

y∫
0

1

y2
dxdy +

1∫
0

1∫
y

− 1

x2
dxdy

=

1∫
0

x

y2

∣∣∣∣y
0

dy +

1∫
0

1

x

∣∣∣∣1
y

dy =

1∫
0

1

y
dy +

1∫
0

1− 1

y
dy = 1

und
1∫

0

1∫
0

f(x, y) dy dx =

1∫
0

x∫
0

− 1

x2
dy dx+

1∫
0

1∫
x

1

y2
dy dx

=

1∫
0

− y

x2

∣∣∣∣x
0

dx+

1∫
0

−1

y

∣∣∣∣1
x

dy =

1∫
0

− 1

x
dx+

1∫
0

1

x
− 1 dx = −1.

� Aufgabe 38 (Volumen- und Oberflächenintegrale)

1. Seien h > 0 und n ∈ N. Berechnen Sie den Flächeninhalt der Wendelfläche mit Ganghöhe h und Um-
drehungszahl n:

Φ(t, ϕ) = (t cosϕ, t sinϕ, hϕ) 0 ≤ t ≤ R, 0 ≤ ϕ ≤ 2πn.

2. Berechnen Sie mittels Transformationssatz das Volumen und die Oberfläche einer Kugel mit Radius R und
eines Torus mit Radien R, r.

Lösung.

1. Die partiellen Ableitungen der Parametrisierung sind gegeben durch

Φt = (cosϕ, sinϕ, 0), Φϕ = (−t sinϕ, t cosϕ, h) =⇒ gram(∇Φ) =

(
1 0
0 t2

)
= t2

und wir erhalten das zu erwartende Ergebnis, dass der Flächeninhalt der Wendelfläche dem n-fachen Flächen-
inhalt des Kreies mit Radius R entspricht:

O =

∫
�

√
gram(∇Φ)(r, ϕ) d(r, ϕ) =

R∫
0

2πn∫
0

tdϕdt = 2πn
R2

2
= nπR2.

2. Mit den Parametrisierungen K : (0, R)× (0, π)× (−π, π) (Kugel) und T : (0, r)× (0, 2π)× (0, 2π) (Torus),

K(r, θ, φ) =

 r sin θ cosφ
r sin θ sinφ
r cos θ

 , T (ρ, u, v) = R

 cos v
sin v

0

+ ρ

 cosu cos v
cosu sin v

sinu

 ,

erhalten wir die Jacobi-Matrizen

∇K(r, θ, φ) =

 sin θ sinφ r cos θ cosφ −r sin θ sinφ
sin θ sinφ r cos θ sinφ r sin θ cosφ

cos θ −r sin θ 0

 ,

∇T (ρ, u, v) =

 cosu cos v −ρ sinu cos v −R sin v − ρ cosu sin v
cosu sin v −ρ sinu sin v R cos v + ρ cosu cos v

sinu ρ cosu 0


und daraus

det(∇K)(r, θ, φ) = r2 sin θ, gram(∇K)(θ, φ) = R4 sin2 θ,

det(∇T )(ρ, u, v) = −ρR− ρ2 cosu, gram(∇T )(u, v) = r2(R+ r cosu)2.



Es ergeben sich die bekannten Formeln

V(K) =

∫
K�

d(x, y, z) =

∫
�

|det∇K|d(r, θ, ϕ) =

R∫
0

π∫
0

π∫
−π

r2 sin θ dϕdθ dr

= 2π

R∫
0

π∫
0

r2 sin θ dθ dr = 2π

R∫
0

−r2 cos θ

∣∣∣∣π
0

dr = 4π

R∫
0

r2 dr =
4

3
πR3,

O(K) =

∫
�

√
gram∇K d(θ, φ) =

π∫
0

π∫
−π

R2 sin θ dφ dθ = 2πR2

π∫
−π

sin θ dθ = −2πR2 cos θ

∣∣∣∣π
−π

= 4πR2,

V(T ) =

∫
T�

|det∇T |d(x, y, z) =

r∫
0

2π∫
0

2π∫
0

ρR+ ρ2 cosudv dudρ = 2π

r∫
0

2π∫
0

ρR+ ρ2 cosududρ

= 2π

r∫
0

ρRu+ ρ2 sinu

∣∣∣∣2π
0

dρ = 4π2R

r∫
0

ρdρ = 2π2Rr2,

O(T ) =

∫
�

√
gram∇T d(u, v) =

2π∫
0

2π∫
0

r(R+ r cosu) dv du = 2π

2π∫
0

rR+ r2 cosudu = 4π2rR.

� Aufgabe 39 (Schnittkörper)

Das Vivianische Fenster entsteht durch den Schnitt eines
Zylinders Z mit einer Kugel K,

Z =

{
(x, y, z) ∈ R3

∣∣∣∣ (x− R

2

)2

+ y2 ≤
(
R

2

)2}
,

K =

{
(x, y, z) ∈ R3

∣∣∣∣ x2 + y2 + z2 ≤ R2

}
.

1. Berechnen Sie die Zylinderoberfläche innerhalb der
Kugel und die Kugeloberfläche innerhalb des Zylinders.

2. Bestimmen Sie das Volumen des Schnittkörpers.

Lösung.

Mit der kartesischen Parametrisierung der oberen Kugelschale

Φ(x, y) = (x, y, z(x, y)), z(x, y) =
√
R2 − x2 − y2,

erhalten wir

∇Φ(x, y) =

 1 0
0 1
zx zy

 =⇒ gram∇Φ(x, y) =

∣∣∣∣1 + z2
x zxzy

zxzy 1 + z2
y

∣∣∣∣ = 1 + z2
x + z2

y .

Berechnung der partiellen Ableitungen zx, zy ergibt

∇z(x, y) =
(−x,−y)√
R2 − x2 − y2

=⇒
√

gram∇Φ(x, y) =

√
1 +

x2 + y2

R2 − x2 − y2
=

R√
R2 − x2 − y2

.

Die Zylindergrundfläche ZG = {(x, y) | (x − R
2 )2 + y2 ≤ (R2 )2} lässt sich in Polarkoordinaten schreiben als

ZG = {(r, ϕ) | − π ≤ ϕ ≤ π & 0 ≤ r ≤ R}, denn für gegebenen Winkel ϕ folgt aus dem Satz von Thales, dass
cosϕ = r

R .



Damit besitzt der Kugelanteil im Zylinder den Flächeninhalt

O(VK) = 2

π
2∫

−π2

R cosϕ∫
0

Rr√
R2 − r2

drdϕ = 2R

π
2∫

−π2

−
√
R2 − r2

∣∣∣∣R cosϕ

0

dϕ = 2R2

π
2∫

−π2

−
√

1− cos2 ϕ+
√
R2 dϕ

= −2R2

π
2∫

−π2

| sinϕ|+ 1 dϕ = 2R2

( 0∫
−π2

sinϕdϕ+

π
2∫

0

− sinϕdϕ+ π

)
= 2R2(π − 2).

Die Mantelfläche des Zylinders ist symmetrisch bzgl. der xy-Ebene y = 0. Im Sektor y ≥ 0 lässt sie sich
parametrisieren durch

Φ(x, y(x, z), z), y(x, z) =

(
x, z,+

√(
R

2

)2

−
(
x− R

2

)2

=
√
Rx− x2.

Die Gramsche Determinante berechnet sich als

yx =
R− 2x

2
√
Rx− x2

, yz = 0 =⇒ gram(∇Φ) = 1 + y2
x + y2

z =
R2

4(Rx− x2)
.

Das Integrationsgebiet für den Mantelanteil innerhalb der Kugel, d.h. die Kugelgrundfläche, über welche inte-
griert wird, ist gegeben als die Menge KG = {(x, z) | 0 ≤ x ≤ R & −

√
R2 −Rx ≤ z ≤

√
R2 −Rx}:(

x− R

2

)2

+ y2 −
(
R

2

)2

= 0 & x2 + y2 + z2 = R2 =⇒ z2 = R2 −Rx.

Wir erhalten:

O(VZ) = 2

R∫
0

+
√
R2−Rx∫

−
√
R2−Rx

R

2
√
Rx− x2

dz dx = 2R

R∫
0

√
R2 −Rx
Rx− x2

dx = 2R
√
R

R∫
0

1√
x

dx = 4R2.

Insbesondere ist die Gesamtoberfläche des in der Kugel eingeschlossenen Zylinderanteils gerade halb so groß wie
die Kugeloberfläche.

Für das Volumen ergibt sich schließlich:

V = 2

∫
ZG

z(x, y) d(x, y) = 2

π
2∫

−π2

R cosϕ∫
0

r
√
R2 − r2 dr dϕ = 2

π
2∫

−π2

−1

3

√
R2 − r2

3
∣∣∣∣R cosϕ

0

dϕ

=
2

3
R3

π
2∫

−π2

−
√

1− cos2 ϕ
3

+ 1 dϕ =
2

3
R3

π
2∫

−π2

−| sinϕ|3 + 1 dϕ =
4

3
R3

(
π

2
−

π
2∫

0

sin3 ϕdϕ

)

=
4

3
R3

(
π

2
− 2

3

)
.


