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KAPITEL 1

Optimalititsbedingungen fiir die restringierte
Optimierung

Das Ziel in diesem Abschnitt ist die Herleitung notwendiger und hinreichen-
der Optimalitédtsbedingungen erster und zweiter Ordnung. Fiir mehr Details und
weitere Beispiele verweisen wir auf [8, § 10].

1. Nebenbedingungen
Wir betrachten
(P) minJ(z) uwdN. z€R" e(z)=0und g(z) <0,

wobei J : R®™ — IR das Kosten- oder Zielfunktional ist, e = (ey,...,em)? : R —
IR™, m < n, die Gleichungs-Nebenbedingungen und g = (g1,...,g,)7 : R® — IRP die
Ungleichungs-Nebenbedingungen sind. In (P) wie im weiteren steht die Abkiirzung
“u.d.N.” fiir “unter der Nebenbedingung”. Wir schreiben g(z) < 0 genau dann,
wenn g;(z) < 0 fiir alle Komponenten i = 1,...,p von g gilt. Ein Punkt z € R"
heifit zuldssig fiir (P), sofern e(x) = 0 und g(z) < 0 erfiillt sind. Die zuldssige Menge
fiir (P) bezeichnen wir mit

FP)={z € R"|e(z) =0 und g(z) <0}.

Bei den Ungleichungen unterscheiden wir zwei Fille. An z € F(P) heifit eine
Ungleichungs-Nebenbedingung g¢;(z) aktiv fir ein ¢ € {1,...,p}, wenn g;(z) = 0
gilt, und inaktiv, wenn g;(x) < 0 erfiillt ist.

In der folgenden Definition wollen wir den Begriff einer Losung von (P) einfiih-
ren.

DEFINITION 1.1. Sei x* ein Punkt im R™.

1) Der Punkt x* wird lokale Losung von (P) genannt, wenn z* € F(P) und
J(x*) < J(x) fir alle x € U(x*) N F(P) gelten, wobei U(x*) C R™ eine
Umgebung des Punktes x* bezeichnet.

2) Der Punkt x* ist eine strikte lokale Losung von (P), wenn x € F(P) und
J(x*) < J(x) fir alle x € U(z*) N F(P) erfillt sind, wobei U(z*) C IR™
wieder eine Umgebung des Punktes x* bezeichnet.

3) Der Punkt x* ist eine globale Losung von (P), wenn z* € F(P) und
J(x*) < J(z) fiir alle z € F(P) gelten. Wir nennen x* eine strikte globale
Losung von (P), wenn z € F(P) und J(z*) < J(x) fir alle z* € F(P)
erfillt sind.

Globale Losungen sind im allgemeinen schwieriger zu bestimmen als lokale.
BEISPIEL 1.2. Wir betrachten das Problem
(1.1) min |z wdN. zecR"und |z|3>1,

5



6 1. OPTIMALITATSBEDINGUNGEN FUR DIE RESTRINGIERTE OPTIMIERUNG

wobeli || - |2 die Euklidische Norm bezeichnet. Offenbar ist (1.1) ohne Ungleichungs-
Nebenbedingungen ein konvexes, quadratisches Problem mit der eindeutigen Losung
x* = 0. Wegen der Bedingung ||z||2 > 1 16st (P) jedes x € IR™ mit ||z||2 = 1, insbe-
sondere gibt es unendlich viele Losungen fiir n > 2. O

Wenn wir a-priori wissen, dass eine Losung von (P) aktiv ist in allen Komponen-
ten i € {1,...,p}, so konnen wir die Ungleichungs-Nebenbedingungen ignorieren.
Wir erhalten dann ein Problem mit Gleichungs-Nebenbedingungen. Diese Probleme
werden wir zunéchst genauer untersuchen.

2. Die Tangentialebene

Wir setzen nun voraus, dass die beiden Funktionen J und e stetig differenzierbar
seien.

Um die Tangentialebene einzufithren, werden wir den Begriff der Kurven auf
Hyperflichen verwenden. Eine Kurve in einer Hyperfliche H C IR™ ist eine Familie
von Punkten x(t) € H, wobei x : [a,b] — H eine stetige Abbildung ist. Die Kurve

heiBt differenzierbar in t, wenn @(t) = 92 (t) existiert, und sie zweimal differenzier-

bar in t, wenn &(t) = %(t) existiert. Wir sagen, die Kurve z(t) geht durch einen
Punkt T € H, wenn fiir ein ¢ € [a,b] die Bedingung z(¢) = Z gilt. Die Tangential-
ebene an T € H ist die Menge der Tangentialvektoren z(¢) aller durch den Punkt
Z gehenden differenzierbaren Kurven in H.

Wir definieren die (glatte) Fliche
(1.2) E={zeR"|e(z) =0}
in R™. Unser Ziel ist es nun, die Tangentialebene an einem Punkt z € £ mit Hilfe
der Gradienten von e;, 1 < ¢ < m, zu beschreiben. Daher betrachten wir die Menge
Kern Ve(z) = {v € R"| Ve(z)v = 0},
wobei Ve(Z) € R™*" die Funktional-Matrix
Ve (z)
Ve(z) = :
Ve (Z)
bezeichnet und Ve;(Z) € IR*™ der Gradient von e; an T ist, 1 <i < m.
Wir wollen in Satz 1.4 zeigen, dass Kern Ve(Z) die Tangentialebene an £ im

Punkt Z darstellt. Dazu muss die Funktional-Matrix Ve am Punkt Z aber folgende
Eigenschaften haben:

DEFINITION 1.3. Ein Punkt T € £ heif$t regulérer Punkt (oder einfach regulér)
beziiglich der Nebenbedingung e(x) = 0, wenn die Gradienten Vei(Z), ..., Ven(T)
linear unabhdngig in R™ sind.

In [12, Kapitel 1] wird folgender Satz beweisen.

SATZ 1.4. Sei & € £ ein requldrer Punkt. Dann ist die Tangentialebene an T
gleich der Menge Kern Ve(Z).

BEMERKUNG 1.5. Die Voraussetzung, dass Z regulér ist, stellt keine Voraus-
setzung an die Menge £ dar, sondern an die Darstellung mittels der Funktion e.
Die Tangentialebene an Z ist unabhéngig von der Repréisentation von £ durch die
Abbildung e, die Menge Kern Ve(Z) aber offensichtlich nicht. O
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BEISPIEL 1.6. Seien n = 2, m = 1 und e(z1,23) = x1. Dann ist die Menge
€ die x2-Achse. Wegen Ve(0,22) = (1,0) # (0,0) sind alle Punkte in € regulér.
Reprisentieren wir aber die Menge £ mit der Funktion e(x1,z2) = z%, erhalten wir
allerdings Ve(0,z2) = (0,0) fiir alle Punkte aus £. Damit ist in diesem Fall kein
Punkt aus & regular. O

3. Notwendige Bedingungen 1. Ordnung fiir Gleichungs-Restriktionen
Wir betrachten nun an der Stelle von (P) das (in der Regel einfachere) Problem
(Pa) minJ(z) uwdN. zé€ R" und e(z) =0.

Das Haupt-Resultat dieses Abschnittes lautet wie folgt: Sei z* € IR™ ein lo-
kales Minimum von (P¢;) und ein regulidrer Punkt. Dann existiert ein Lagrange-
Multiplikator \* = (A}, ..., A5,)T € R™ mit

(1.3) VJ(JJ*)—Fi)\fVei(x*) = 0.

Die Gleichung (1.3) ldsst sich wie folgt interpretieren:
1) Der Gradient von J an z* liegt im Span der Gradienten der Nebenbedin-
gung;:
VJ(z*) € Span {Ve1(z*),..., Ven(z*)}.

2) Schreiben wir
D AiVei(z*) = (A1) Ve(z")
i=1

und transponieren die Gleichung (1.3), so erhalten wir
Ve(z*)TA\* = —VJ(z")T.
Damit gilt V.J(2*)T € Bild Ve(z*)T. Der transponierte Gradient V.J (z*)7
liegt damit im Bild der adjungierten/transponierten Matrix Ve(x*)T. Da
x* reguldir ist, ist Ve(z*) surjektiv und daher Ve(z*)T injektiv. Es kann
daher also héchstens nur ein A* geben.
3) Multiplizieren wir Gleichung (1.3) mit v € Kern Ve(z*), so folgt sofort
VJ(@*)v =0 fir alle v € Kern Ve(z™).

Fiir Variationen v € Kern Ve(x*) erfiillt 2 = 2* 4+ v die Nebenbedingung
e(z) = 0 bis zur ersten Ordnung. Damit darf J beziiglich dieser Variation
bis zur ersten Ordnung nicht wachsen oder fallen.

BEISPIEL 1.7. Betrachte das Optimierungs-Problem
min J(z) =z + 2 wdN. 27 +23=2.

Wie wir uns leicht grafisch tiberlegen kénnen, ist z* = (—1,—1) die eindeutige
Losung. Wir berechnen VJ(z*) = (1,1) und Ve(z*) = (=2, —2) # (0,0). Damit ist
x* ein regulérer Punkt, und mit A\* = 1/2 folgt (1.3). O

BEispIEL 1.8. Wir wollen nun das Problem

min J(z) = 21 + 22 wd.N. <2§3)<§§1:§§§1§§:i)(8)
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untersuchen. Hier ist die Menge & ein-elementig, und z* = (0, 0) der einzige zulissi-
ge Punkt und damit die (triviale) Losung des Minimierungs-Problems. Der Gradient
von J ist wie im vorangegangenen Beispiel gegeben durch VJ(z*) = (1,1). Ferner
ergeben sich wegen Vej(x1,22) = (2(x1 — 1),222) und Veo(z1,22) = (2(z1 —
2),2x9) die Gradienten von e; und ey an z* zu Vej(z*) = (—2,0) beziehungs-
weise Veg(z*) = (—4,0). Damit sind die Gradienten Vep(z*) und Ves(z*) linear
abhiingig in IR, der Punkt z* kann also nicht reguliir sein. Offenbar 16st x* 16st die
Minimierungs-Aufgabe, es gibt aber kein \* € IR?, so dass (1.3) erfiillt ist. %

Wir kommen nun zur Formulierung des Haupt-Resultates von diesem Ab-
schnitt. Fiir einen Beweis verweisen wir auf [12, Kapitel 1].

Satz 1.9 (Notwendige Bedingungen 1. Ordnung). Sei der Punkt x* eine lo-
kale Lésung von (Pgp) und ein reguldrer Punkt. Dann existiert genau ein \* =

(A, 25T € R™, der sogenannte Lagrange-Multiplikator, so dass
(1.4) V() + 3 AVei(x*) = VJ(z*) + (A)Ve(z*) = 0.
i=1
BEMERKUNG 1.10. a) Die notwendigen Optimalitétsbedingungen erster
Ordnung

VJ(z*) + (A Ve(z*) =0
zusammen mit der Nebenbedingung
e(z*)=0

ergeben ein (nichtlineares) Gleichungs-System mit n +m Gleichungen fiir
die n + m Unbekannten z* € R™ und \* € R™.

b) Der Beweis von Satz 1.9 zeigt auch, wie der Lagrange Multiplikator \*
berechnet werden kann. Wir sortieren den Vektor x um, indem wir z =
(xp,zRr) € R™ schreiben mit xp € R™, zp € R"™™, so dass Vpge(z*) €
R™>*™ invertierbar ist. Hierbei bezeichnet Vg den Gradient mit den
partiellen Ableitungen beziiglich des Vektors xp. Fiir gegebene optimale
Losung z* von (Pg;) 16st A* das lineare System

Vpe(z*) T\ = —VgJ(z*)T
Offenbar ist A* = 0 im Fall von VgJ(z*) = 0. O

Wir bezeichnen mit {-,-)gm das Euklidische Skalarprodukt im IR™. Mit der
Einfithrung der Lagrange-Funktion

(1.5) L(z,A) = J(2) + Ae(z) = J(@) + (A, e(2)) g

lassen sich die Optimalitéitsbedingungen (1.4) und die Nebenbedingung kompakt
schreiben mit Hilfe des Gradienten von L:

(1.6a) V. L(z*, \*) = VJ(2*) + (\) T Ve(z*) =0,
(1.6b) VaL(z*, \*) = e(z*)T =0,
also insgesamt VL(z*,\*) = 0.

BEISPIEL 1.11. Wir betrachten das Problem

minxixo + xox3 +x1x3 wd.N. x1+x9+ 23 =3.
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Um die Form (P¢;) zu erhalten, setzen wir n = 3, m = 1, J(z) = z129+zox3+ 2123
und e(r) = x1 + 73 + 23 — 3 fiir x = (71, 22,73) € R3. Wegen Ve(z) = (1,1,1)
ist jeder Punkt = € IR? regulir. Zum Aufstellen des Gleichungssystems (1.6) fithren
wir die Lagrange-Funktion gemif (1.5) ein:
L(z,\) = J(x) + de(x) = x1220 + Taws + 2123 + A1 + 22 + 23 — 3).

Dann folgen die beiden Gleichungen:

VaoL(z,A) = (z2 + 23+ N\ 21 + 23+ N\, 21 + 22+ A) =0,

V)\L(Z‘,A) =1 +2T2+ 23 —3=0.

Nun lassen sich z* = (z},z5,25) € R3 und A\* € R als Losung des Gleichungs-
Systems

01 1 1 x3 0

1 01 1 x5 | | O

11 01 s | | o

1 1 1 0 A* 3
berechnen. Wir erhalten 7 =1 fiir ¢ = 1,2,3 und A* = —2. Somit haben wir eine
Losung von (1.6) gefunden. Wir wissen aber nicht, ob es sich bei dem Punkt * um
eine Minimum, Maximum oder einen Sattelpunkt handelt. O

4. Bedingungen 2. Ordnung fiir Gleichungs-Restriktionen

Seien sowohl das Zielfunktional J als auch die Gleichungs-Nebenbedingung e
zweimal stetig differenzierbar. Die folgenden beiden Aussagen sind ebenfalls in [12,
Kapitel 1] bewiesen.

SaTz 1.12 (Notwendige Bedingungen 2. Ordnung). Sei z* ein lokales Minimum
von J unter der Nebenbedingung e(x) = 0. Ferner sei x* ein regulirer Punkt. Dann
ist die n x n-Matriz

Vae L(z*, X)) = V2J (%) + (A) ' V2e(z") = V2 (z") + Y A\ V7ei(a)
=1

positiv semi-definit auf Kern Ve(x*), das heifit,
vV L(z*, N )0 >0 fiir alle v € Kern Ve(x*).

wobei \* den nach Satz 1.9 eindeutig bestimmiten Lagrange-Multiplikator zu x* be-
zeichnet und V? fiir die zweite Ableitung steht.

SaTtz 1.13 (Hinreichende Bedingungen 2. Ordnung). Seien z* € £ C IR™ und
A* € R™ zwei Punkte mit

(1.7) VJ(z*) + (A Ve(z*) = 0.

Ferner seien x* ein requldrer Punkt und die Matrix V . L(x*, A*) positiv definit auf

Kern Ve(x*):
VIV o L(z*, X )0 > 0 fiir alle v € Kern Ve(z*) \ {0}.

Dann ist x* ein striktes lokales Minimum von J unter der Nebenbedingung e(x) = 0,
das heift, x* ist eine strikte lokale Lisung von (Pgp).
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BEispIEL 1.14. Wir wenden uns nun noch einmal dem Beispiel 1.11 zu. Die

Losung der notwendigen Optimalititsbedingungen sind 2* = (1,1,1) und \* = —2.
Dann folgt

Vo L(z*, ) =

_ = O

1 1
0 1
1 0

Die symmetrische Matrix V, L(x*, A*) ist indefinit mit den drei Eigenwerten p; =
—1, g2 = —1 und p3 = 2. Um die hinreichenden Bedingungen 2. Ordnung nach-
zupriifen, wéhlen wir v = (v1,ve,v3) € KernVe(z*) \ {0} beliebig. Dann folgen
v1 + v9 + v3 = 0 und

0TV e L(z*, N )v = vy (v + v3) + v (01 + v3) +v3(v1 + v2) = —vf —v3 —v3 <0.

Damit ist Vg, L(2*, A*) negativ definit und an z* liegt kein Minimum, sondern ein
Maximum vor. O

5. Sensitivitidtsanalyse
Sei z* € R™ ein reguldrer Punkt und eine lokale Losung von
(1.8) minJ(z) wdN. e(z)=0.

Ferner seien J und e zweimal stetig differenzierbar. Mit A* € IR™ bezeichnen wir
den nach Satz 1.9 eindeutig bestimmten Lagrange-Multiplikator zu z*. Wir wollen
nun das Problem

(1.9) minJ(z) wdN. e(r)=c
mit ¢ € R™ 16sen.

LEMMA 1.15. Seien @Q € R™™ und A € R™*"™ gegeben, wobei Rang A = m gilt
und Q positiv definit auf dem Teilraum Kern A ist. Dann ist die Matriz

(37%)

BEWEIS. Angenommen, das Paar (z,A) € R™ x R™ 15st das System

(1.10a) Qr+ATx=0,
(1.10b) Az =0.

invertierbar.

7Zu zeigen ist, dass x = 0 und A = 0 gelten muf. Wir multiplizieren (1.10a) mit z7
von links und erhalten die Gleichung

2TQu +2TAT X = 0.

Mit (1.10b) folgen 27 AT = 0 und daher 27 Qx = 0. Wegen (1.10b) haben wir aber
x € Kern 4, so dass x = 0 ist. Aus (1.10a) ergibt sich mit 2 = 0 nun A"\ = 0. Nach
Voraussetzung gilt Rang A = m. Damit ist A surjektiv und deshalb A7 injektiv. Das
bedeutet aber, dass A = 0 sein mufl. Wir haben damit gezeigt, dass (z, A\) = (0,0)
erfiillt ist. O

Nun koénnen wir folgenden Satz beweisen.
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SaTz 1.16. Sei x* € R™ eine lokale Lisung von (1.8) und sei x* ein regulirer
Punkt. Der Vektor \* € R™ bezeichne den Lagrange-Multiplikator zu x*. Es gelte

(1.11) vV L(z*, N >0 fiir alle v € Kern Ve(z*) \ {0}.

Dann gibt es eine Umgebung U(0) C R™ wvon 0 € R™, so dass (1.9) eine Lisung
z(c) fiir alle c € U(0) besitzt, die stetig von ¢ abhingt mit x(0) = x*. Ferner gilt

Ve (@(e)] o = —(A)T.

BEWEIS. Wir betrachten das Gleichungs-System
(1.12a) VJ(z) + M 'Ve(z) =0,
(1.12b) e(x) =c.

Nach Voraussetzung 16st (z*, A*) das System (1.12) fiir ¢ = 0. Die Jacobi-Matrix
der Abbildung

F(z,\c) = (
am Punkt (z*,A*,0) € R™ x R™ x IR™ beziiglich der Variablen (z, \) ist

* * *\ T
Wegen (1.11) und der Tatsache, dass z* ein regulirer Punkt ist, ist VZL(x*, \*)
nach Lemma 1.15 invertierbar. Nach dem Satz iiber Implizite Funktionen gibt es
eine Losung (z(c), A(c)) von (1.12) in einer Umgebung U(0) C IR™ von 0 € R™.
Diese Losung hingt sogar stetig differenzierbar von ¢ ab. Da z — Ve(z) stetig ist, ist
Ve(z(c)) surjektiv fiir alle ¢ in einer eventuell kleineren Umgebung U (0) € U(0) von
0. Da V. L(x, \) stetig ist, liisst sich auch zeigen, dass eine Umgebung U (0) c U(0)
existiert mit

0TV e L(z(c), M(c))v > 0 fiir alle v € Kern Ve(z(c)) \ {0}

fiir alle ¢ € U(c), siche [11, Lemma 2.12]. Damit erfiillen die Punkte (z(c), A(c)),
¢ € U(0), die hinreichenden Bedingungen 2. Ordnung. Also ist z(c) eine strikte
lokale Losung von (1.9).

Mit der Kettenregel erhalten wir

Vel (z(0)|,_, = VJ(z*)Vex(0)

VJ(z)" + Ve(z)T'A )

e(x) —c

und
(e)],_ o = Ve(z")Vex(0).
Wegen (1.12b) folgen Ve( ) 2(0) =1 € R™*™ und mit (1.12a)
Ved (2(0))| g = —(A)7,

was zU zeigen war. O

6. Ungleichungs-Nebenbedingungen

Seien J und e zweimal stetig differenzierbar. Wir betrachten das Optimierungs-
Problem

(P) minJ(z) uwdN. e(z)=0und g(z) <0.
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DEFINITION 1.17. Sei z* € IRR™ ein Punkt mit
(1.13) e(z*) =0 und g(z*)<O0.

Mit A C {1,...,p} bezeichnen wir die Menge der aktiven Indizes i € A, fiir die
= 0 gilt. Der Punkt x* heifft reguldrer Punkt fiir (1.13), wenn Ve;(x*),
1 <i<m, und Vg;(z*), i € A, linear unabhingig sind.

Einen Beweis der folgenden Aussage finden Sie zum Beispiel in [12, Kapitel 1].
SaTz 1.18 (Karush-Kuhn-Tucker). Sei 2* € R™ ein lokales Minimum von (P)

und sei x* ein reguldrer Punkt fiir (1.13). Dann existieren Vektoren \* € R™ und

w* € RP mit u* >0, so dass

(1.14a) VJ(z*) + (M) Ve(z*) + ()T Vg(z*)

(1.14D) (u*) g(z*) =
BEMERKUNG 1.19. Die Gleichung (1.14b) wird Komplementaritits-Bedingung

genannt. Aus p* > 0 und g(z*) < 0 folgen, dass (1.14b) dquivalent mit der Tatsache
ist, dass p* > 0 nur dann gelten kann, wenn ¢ € A erfiillt ist. O

0,

Bei Ungleichungs-Restriktionen fithren wir eine gegeniiber (1.5) erweiterte La-
grange-Funktion wie folgt ein:

Lz, A\ p) = J(2) + MNe(z) + pPg(z)  fir (z,\, p) € R™ x R™ x RP.
Offenbar ldsst sich (1.14a) in der Form V,L(x*, A*, u*) = 0 schreiben.

BEISPIEL 1.20. Wir betrachten das folgende Beispiel:
min} (x3 + 23 + 23 d.N <-3
5 (21 x5+ 25) wdN. x1+ 20+ 23 <=3

Aus (1.14a) erhalten wir die drei Gleichungen
i +p =0, z34+p"=0, a53+p =0
fiir ein lokales Minimum z* = (z7, 23, z3). Es gibt zwei Moglichkeiten:
1) Die Nebenbedingung ist an z* inaktiv, d.h.,
] + a5+ a3 < =3

Wegen (1.14b) folgt sofort p* = 0. Also erhalten wir direkt z* = (0,0, 0),
was aber der Ungleichungs-Nebenbedingung widerspricht. Also entféllt
diese Moglichkeit.

2) Die Nebenbedingung ist aktiv. Dann haben wir vier Gleichungen zur
Verfiigung, um die Variablen 27,23, 23, u* zu berechnen. Wir bekommen
das lineare Gleichungs-System

x] 0
x5 | 0
x| 0
% -3

Die Koeffizienten-Matrix ist nach Lemma 1.15 invertierbar. Wir berechnen
die Losung 7 = —1, 1 <7 < 3, und p* =1 > 0. Es gibt damit nur einen
Kandidaten z* fiir ein lokales Minimum. O
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Notwendige und hinreichende Bedingungen zweiter Ordung fiir Probleme mit
Ungleichungs-Restriktionen werden im wesentlichen dadurch hergeleitet, dass nur
die aktiven Nebenbedingungen betrachtet werden.

SATz 1.21. Seien J, e, g zweimal stetig differenzierbar und x* ein regquldrer
Punkt von (1.13). Ferner nehmen wir an, dass x* ein relatives Minimum fir (P)
ist. Dann existieren Lagrange-Multiplikatoren \* € IR™ und p* € IRP mit u* > 0,
so dass (1.14) gilt und die Hesse-Matrix

VaaL(@*, X, %) = V2J(2") + (A)TV2e(a”) + (u*) T V2g(2")
m p
= V2J(z*) + Z NiV2e(x*) + Z wiV2gi(x*)
i=1 i=1
positiv semi-definit ist auf dem Tangentialraum zu den aktiven Nebenbedingungen.

BEWEIS. Wenn z* ein lokales Minimum beziiglich der Nebenbedingung (1.13)

ist und die Menge der aktiven Indizes mit A = {iy,...,4s} bezeichnet wird, ist es
auch eines fiir das Problem
minJ(z) uwdN. e(z)=0,g,(x)=...=g;,(x)=0

(siehe auch im Beweis von Satz 1.18). Daher folgt die Aussage aus Satz 1.12. 0O

Um hinreichende Kriterien herzuleiten, miissen wir den Fall beriicksichtigen,
dass die zu aktiven Ungleichungen assozierten Lagrange-Multiplikatoren den Wert
Null haben kénnen. Daher mufl V,, L(z*, \*, u*) positiv definit auf einem gréferem
Unterraum sein. Ein Beweis des folgenden Satzes kann man wieder in [12, Kapitel 1]
nachlesen.

SATZ 1.22. Seien J, e, g zweimal stetig differenzierbar. Hinreichende Bedin-
gung, dass z* € R™ ein striktes lokales Minimum von (P) ist, ist die Existenz von
Vektoren A* € R™ und p* € RP, so dass

(1.15a) pt =0,
(1.15b) (n*) " g(z*) =0,
(1.15¢) V(%) + 0T Ve(a*) + (1) Vg(z*) = 0

gelten und die Hesse-Matrix
Ve (" X", 1) = V2 (@) + (V)T V(™) + (1) V2g(a™)
positiv definit auf dem Unterraum
K= {veR"|Ve(z*)v =0, Vg;(z*)v =0 fiiri € fl}
mit A= {i € Aluf > 0}.
BEMERKUNG 1.23. Wegen A C A folgt
K ={veR"|Ve(x*)v=0, Vg;(z*)v =0 fiir i € A} C K,
das heift, die Menge K ist im allgemeinen grofer als die Menge K. O

BEMERKUNG 1.24. Gilt A = A, so ist die Voraussetzung, dass Vo L(x*, X, 1*)
positiv definit auf

{veR"|Ve(z*)v =0, Vg;(z*)v =0 fiir i € A}

ist, eine hinreichende Bedingung fiir ein striktes lokales Minimum an z*. O
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BEISPIEL 1.25. Wir setzen das Beispiel 1.20 fort und berechnen

100 00 0
ViJ(@z*)=| 0 1 0 und Vig(z*)=[ 0 0 0
00 1 000

Also ist V. L(x*,\*,u*) gleich der Identitit in IR3*3. Da die Nebenbedingung
aktiv ist und p* = 1 > 0 gilt, ist eine hinreichende Bedingung fiir ein striktes
lokales Minimum an z* nach Satz 1.22, dass V. L(x*, \*, u*) positiv definit auf
dem Unterraum Kern Vg(z*) ist. Offenbar ist aber V,,L(z*, A\*, u*) positiv auf
IR3, und damit liegt an =* ein striktes lokales Minimum vor. O

Wir geben noch ein Sensitivitdtsresultat an. Ein Beweis basiert auf dhnlichen
Argumenten wie denen im Beweis von Satz 1.16.

SaTz 1.26. Seien J, e, g zweimal stetig differenzierbar. Fir (c¢,d) € R™ x RP
betrachten wir die Familie von Problemen

(1.16) min J(z) wu.d.N. e(x)=c und g(z) <d.

Der Punkt x* € RR™ sei regulir und eine lokale Lésung von (1.16) fir (¢,d) =
(0,0). Ferner erfille x* zusammen mit den nach Satz 1.18 zugehirigen Lagrange-
Multiplikatoren X* € R™ und p* € RP mit u* > 0 die hinreichenden Bedingungen 2.
Ordnung fir ein striktes lokales Minimum (siehe Satz 1.22). Ferner gelte u > 0 fir
alle aktiven Ungleichungs-Restriktionen. Dann ezistiert eine Umgebung U C IR™TP
von (0,0), so dass (1.16) eine lokale Lisung x = x(c,d) zu jedem (c,d) € U besitzt.
Diese Lisung x(c,d) hingt stetig von (c,d) ab mit £(0,0) = x*. Ferner gelten

Ved(x(e,d)) |(C’d): —\T und  VaJ(x(c, d)) ’(C’d = —(u*)T.

(0,0) — )=(0,0)



KAPITEL 2

Lineare Programmierung: Innere-Punkte
Verfahren

In diesem Abschnitt werden wir uns mit Innere Punkte Verfahren zur Behand-
lung von linearen Ungleichungs-Nebenbedingungen beschéftigen. Dabei werden wir
Innere-Punkte Verfahren verwenden.

1. Primal-Duale Verfahren
Wir betrachten das Problem
(2.1) minc’z wdN. Az =bund z >0

mit ¢ € R", A € R™*" sowie b € R™. Da sowohl die Zielfunktion sowie die Neben-
bedingungen linear sind, wird (2.1) auch als Problem der Linearen Programmierung
bezeichnet.

Im Kontext von Abschnitt 1 setzen wir

J(x)=clz, e(x) =b— Az, g(x) = —2 und p = n.

Dann erhalten wir VJ(z) = ¢, Ve(z) = —A sowie Vg(z) = —I. Sei z* € R"
eine lokale Losung von (2.1). Da alle Nebenbedingungen, d.h., e und g, linear sind,
existieren Lagrange-Multiplikatoren A* € R und p* € R™ mit p* > 0, so dass die
notwendigen Optimalitits-Bedingungen erster Ordnung erfiillt sind:

(2.2) VJ(x*) + (A Ve(x*) + (p*) T Vg(a*) = 0.
Einen Beweis finden wir z.B. in [9, S. 351-353]. Fiir unser Beispiel lautet (2.2):
(2.3a) AT 4+ =c.

Ferner erfiillt «* die Gleichungs-Restriktionen:
(2.3b) Ax* =b.
Aus der Komplementaritits-Bedingung (1*)T g(z*) = 0 folgt

S wigila*) = 0.
=1

Nun gelten pf > 0 und g;(z*) < 0 fiir alle ¢ = 1,...,n. Daher kénnen wir die
Komplementaritiats-Bedingung auch in der Form

(2.3¢) wigi(z*)=0 firi=1,...,n

schreiben. Schliefflich sind z* und p* nicht-negativ. Wir driicken das wie folgt aus:
(2.3d) (z*,u*) > 0.

15
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Primal-Duale Verfahren bestimmen eine Losung (x*, A*, u*) von (2.3) durch An-
wendung des Newton-Algothmus auf (2.3a)-(2.3c¢), wobei die Suchrichtung so mo-
difiziert wird, dass (2.3d) in jeder Iteration strikt erfiillt ist. Daher werden diese
Methoden auch Innere-Punkte Verfahren genannt.

Die Bedingung (2.3d) macht das Problem (2.3) deutlich schwieriger und ist
Ursache fiir Entwicklung von unterschiedlichen Varianten der Inneren-Punkte Ver-
fahren. Wir fithren die Abbildung F' : IR® x R™ x R” — IR" x R™ x R™ durch

AT 4+ pu—c
Fz, A\ p) = Az —b , (2, A p) € R" X R™ x R™
XMe

ein, wobei
1

X =diag (z1,...,2,) € R™", M =diag (p1,...,un) € R"", e=] : [ €eR"
1

gesetzt worden sind. Dann lésst sich das Problem (2.3) in der Form

(2.4a) F(z, A\ p) =0,

(2.4b) (2, 1) 2 0

schreiben. Wie wir bereits oben erwidhnt haben, generieren Primal-Duale Verfahren
Iterierte (z*, ¥, u¥), die (2.4b) strikt erfiillen, das heifit, es gelten z*¥ > 0 und
p* > 0 fiir alle k. Damit werden insbesondere keine Iterierten erzeugt, die (2.4b)
nicht erfiillen.

Zulissige Innere-Punkte Verfahren fordern, dass sowohl (2.3a) als auch (2.3b)
fiir alle Iterationen gelten. Wir fithren aus diesem Grund zwei Mengen ein:

F={(z,\p) e R"x R" x R"| AT\ + p=c¢, Av=b, (z,p) >0},
Fo={(z,\p) ER" x R" x R"|A"A\+ p=c, Az =0, (z,p) >0}
und bezeichnen F als zuldssige Menge und F° als strikt zulissige Menge. Die Forde-
rung, dass die Iterierte (z¥, A\¥, u¥) strikt zulissig ist, lisst sich wie folgt schreiben:
(z%, N k) € Fo.
Wir wollen nun einen Newton-Schritt fiir das nicht-lineare System (2.4a) betrachten.

Sei die Iterierte (%, \¥, u*), k > 0, gegeben. Dann berechnen wir (Az*, ANF Ap*)
als Losung des linearen Gleichungs-Systems

Az
VF@P N by | AN | = —F 2k, \F uF)
Apk
mit der nichtsymmetrischen Funktional-Matrix
0 AT I
VFE(z,\pu) = A 0 O
M 0 X

Wir bemerken an dieser Stelle, dass die Funktionalmatrix durch die Diagonalma-
trizen M und X von den Argumenten z sowie p, aber nicht von A abhingen. Die
neue Iterierte ist nun gegeben durch

(@ N ) = (@8 N8 pF) 4+ (Aak, ANF, ApF).
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Im Allgemeinen werden wir keinen vollen Newton-Schritt ausfithren kénnen, oh-
ne (2.4b) zu verletzen. Daher bestimmen wir einen Schrittweiten-Parameter oy, €
(0,1], so dass

(@ TN ) = (@ N8 8+ ag (A, AN, ApP)

die Bedingung (2.4b) erfiillt. Oft muss aber dann der Parameter oy sehr klein
gewiithlt werden, um (2.4b) fiir die néichste Iterierte zu garantieren.
Primal-Duale Verfahren modifizieren daher wie folgt:

1) Sie “zwingen” die Suchrichtung in das Innere von F°, so dass wir ein
groferes ay, wihlen kénnen, ohne (2.4b) zu verletzen.

2) Sie verhindern, dass die Komponenten von z und g “zu nahe” an die Null
kommen.

Wir fiihren den zentralen Pfad C ein, eine durch 7 > 0 parametrisierte Kurve in
R™ x R™ x IR™, wobei die Punkte (z7, A", u”) € C Losungen des folgenden nicht-
linearen Gleichungs-Systems sind:

(2.5a) AT N+ p=c,
(2.5b) Az =D,
(2.5¢) xip; =7, 1€{l,...,n},
(2.5d) (x,u) > 0.

In (2.5d) bedeutet (x,u) > 0, dass sowohl > 0 als auch p > 0 gelten. Anstatt
von (2.3c) verlangen wir, dass alle Produkte von &7 und u] gleich 7 > 0 sind. Der
zentrale Pfad ist daher die Menge

C={(a",\",p") € R" x R™ x R™| (", A", ") 18st (2.5) fiir ein 7 > 0}.

Es kann gezeigt werden, dass fiir jedes 7 > 0 genau eine Losung (7, A7, 1) existiert,
wenn F° # () gilt. Wir kénnen (2.5) in der Form

0 0
(2.6) F@™ AT, ") =F@@ ,A\u)—| 0 |=| 0
Te 0

schreiben. Damit approximiert (2.5) das System (2.3) zunehmend besser fiir 7 — 0.
Wenn fiir eine Folge {7,,}22, mit 7,, > 0 fiir alle n und lim,,_, o 7, = 0 die Folge
{(x™ , AT, u™) 15, fiir n — oo gegen ein Grenzelement (z*, A*, u*) konvergiert, so
lost (z*, \*, u*) das System (2.3).

Primal-Duale Verfahren wéhlen fiir 7 > 0 Newton-Schritte zum zentralen Pfad
C. Sei o € [0, 1], und die sogenannte gewichtete Dualitits-Liicke definiert durch

1 — 2Ty
n= gz;%ui = B
=

Im Englischen werden die Parameter o und 7 centering parameter beziehungsweise
duality measure genannt. Wir schreiben 7 = on und wenden bei festem 7 einen
Newton-Schritt auf (2.6) an, das heifit, auf das System F(z7, A", u7) = 0:

0o AT I Az 0
A 0 0 AN | = 0 ,
Mk 0 XF ApF —XkMPFe + one
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wobei X* = diag (zf,...,2%) und M* = diag (u¥,..., uF) gelten. Das Losungs-
Tripel (Axz* AN, Ap*) ist damit ein Newton-Schritt in Richtung des Punktes
(7, X7, 1) mit @7 p] " = on bei festen Werten von o und 7. Im Fall von o = 0
erhalten wir wieder den Newton-Schritt fiir (2.4a), fiir ¢ = 1 hingegen einen Schritt
in Richtung von (2", A", ). Oft wird o € (0, 1) gewiihlt.

Wir wollen nun den Primal-Dualen Algorithmus formulieren.

ALGORITHMUS 2.1 (Primal-Duales Verfahren).
1) Wihle (z°, X% u%) € F° und setze k = 0.
2) Ldse das lineare Gleichungs-System

0o AT I AzF 0
(2.7) A 0 0 AN | = 0
Mk 0 XF ApF —X*M*e + opnpe
mit oy, € [0,1] und n = (x®)T % /n. Setze
(2.8) ("N M) = (@ N8, 1) (At AN ARP),

wobei ay, € (0, 1] derart bestimmt wird, dass (%1, u*+1) > 0 erfiillt ist.
3) Sofern kein Abbruch-Kriterium eintritt, setze k = k + 1 und gehe zuriick
zu Schritt 2).

BEMERKUNG 2.2. 1) Die Wahl der Parameter o und «y fiihrt zu un-
terschiedlichen Varianten von Algorithmus 2.1.
2) Fiir den Startwert haben wir (z°, \°, u%) € F°. Mittels Induktion kénnen
wir zeigen, dass (z, \¥, u*) € F° fiir alle k > 1 gilt.
3) Bei nicht-zulissigen Innere-Punkte Verfahren fordern wir nur (z°, u%) > 0.
Mit der Notation

ry(x) = Az —b und .\ p)=ATA+pu—c

losen wir dann an der Stelle von (2.7) das lineare System

0o AT I Az —ro (N, )
A 0 0 AN | = —rp(xF)
Mk 0 XK Auk —XkMke—i—aknke

Gilt aj = 1 fiir ein k > 0, so folgen 7(z*) = 0 und r.(\*, u*) = 0 fiir

alle k > k. Das liegt an der Linearitit der beiden Gleichungen (2.5a) und

(2.5b). O
2. Pfad-Verfolgungs Verfahren

Pfad-Verfolgungs Verfahren restringieren die Iterierten auf eine Umgebung des
zentralen Pfades C und folgen der Kurve C zu einer Losung des linearen Optimie-
rungs-Problems. Dabei wird der Ausdruck

1 n
Nk = n zwfﬂf
i=1

sukzessive fiir & — oo verkleinert. Fiir 6, € (0, 1] definieren wir folgende Umge-
bungen des zentralen Pfades C:

Us(0) = {(z,\, ) € F° ||| X Me — ne||, < 6n}
U-o(v) = {(z, A\, p) € F°lajp; >y fir i = 1,...,n}
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Typische Werte sind § = 0.5 und v = 1073, In U_.(y) fordern wir x;u; > n
fiir jede Komponente des Vektors X Me. Wir ndhern uns im Grenzfall v — 0 der
Menge F. In U5(0) sind die Anforderungen im allgemeinen restriktiver.

BEISPIEL 2.3. Wir wihlen als Beispiel im IR? die Vektoren z = (11,1)7 und
p=(1,1)T. Dann gilt (z,x) > 0. Ferner bekommen wir
o 11-141-1
- =
Mit v = 1/6 folgt z;u; > ~n fiir ¢« = 1,2. Fir die Euklidische Norm hingegen
erhalten wir

| X Me —nell, = /(11 —6)2+ (1 — 6)2 = V50 > 7> 0y fiir alle § € (0, 1].

Damit erfiillt das Paar (z, 1) die Ungleichungs-Bedingung in U_ () fiir vy =1/6 €
(0, 1], allerdings nicht die entsprechende Bedingung in Uy (0) fiir ein § € (0,1]. O

6.

ALGORITHMUS 2.4 (Zuliissiges Pfad-Verfolgungs Verfahren).
1) Wihle vy € (0,1),0< o <o <1,e€ (0,1), w’ = (2°,X% u°) € U_(7)
und setze k = 0.
2) Ist mp = (z%)Tpk /n < e erfiillt, dann STOPP.
3) Wihle o, € [g,5] und bestimme eine Lisung

AwF = (Azk ANE, ApF)

des linearen Gleichungs-Systems (2.7). Sei ay, die grifite Schrittweite o €
(0,1] mit

wh(a) = (2% + aAz® N+ aANF i 4+ aApF) e U_oo (7).
4) Setze wFtl = wF(ay,), k =k + 1 und gehe zuriick zu Schritt 2).

BEMERKUNG 2.5. 1) Algorithmus 2.4 ist ein Spezialfall von Algorith-
mus 2.1. Bei der Wahl von o bestehen weiter Freiheitsgrade, allerdings
sind o = 0 und o = 1 ausgeschlossen. Ferner haben wir gleichméfige
Schranken fiir die 01’s: 0 < g < g, <7 < 1 fiir alle k£ > 0.

2) Die Wahl von «y ist in Algorithmus 2.4 fest vorgeschrieben. Die Konver-
genzeigenschaften des Verfahrens édndern sich aber nicht, wenn wir geeig-
nete Backtracking-Strategien verwenden:

imax € N; €€ (0,1); i =0; o\ =1;
while (wk(ag)) ZU_oo(7) and i < ipax and ag) > 6)

ozl(fﬂ) = Ba,(:); t=1+1;

end;

ap = Oé](j);
mit einem Parameter 8 € (0, 1). Bei einer Wahl 8 ~ 1 lésst sich das oy, aus
Algorithmus 2.4, Schritt 3), recht gut bestimmen, es sind aber eventuell
viele Iterationen in der while-Schleife der Backtracking-Strategie notwen-
dig. Ist 8 = 0, so ist die while-Schleife schnell beendet, der Schrittweiten-
Parameter aj wird aber in der Regel deutlich kleiner sein als der von
Algorithmus 2.4 in Schritt 3). O
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3. Konvergenz-Analyse fiir Algorithmus 2.4

In diesem Abschnitt beschéftigen wir uns mit der Untersuchung der Konvergenz
von Algorithmus 2.4. Es wird sich herausstellen, dass der Algorithmus folgende
beiden Eigenschaften besitzt:

o das Verfahren bricht nach endlich vielen Iterationen mit Schritt 2.) ab,
e die Anzahl der Iterationen héngt polynomial von der Anzahl der Unbe-
kannten ab (polynomiale Komplexitit).

Wir bemerken an der Stelle, dass das Simplex-Verfahren aus der Linearen Program-
mierung kein polynomiales Verfahren ist. Es gibt dazu das Gegenbeispiel von Klee
und Minty.

Zur Untersuchung der Konvergenz-Eigenschaften sind einige Hilfsresultate not-
wendig.

LEMMA 2.6. Seien u,v € R™ zwei Vektoren mit u'v > 0. Dann gilt

IUVelly <2732 |lu+ |l

wobei U = diag (u1,...,u,), V = diag(vy,...,v,) Diagonalmatrizen aus RR™*™

sind und e = (1,...,1)T € R™ gilt.

BEWEIS. Zunichst gilt fiir beliebige Zahlen «, 8 € R:
1 2 1 2
(2.9) Z(a-ﬁ-ﬁ) = Z(a—ﬁ) +af > ap.

Wegen uTv > 0 erhalten wir

(2.10) 0<uTv= Z w;v; + Z W;V; = Zuivi - Z |w;v4]

u;v; >0 u;v; <0 ieP 1eEM

mit der Menge P = {i € {1,...,n}|u;v; > 0} der nicht-negativen Indizes und der
Menge M = {i € {1,...,n}|u;v; < 0} der negativen Indizes. Weiter haben wir die
Ungleichung

(2.11) lz|ly < |zl = Z |z;| fir alle z € R™

i=1

zur Verfiigung. Die Beziehung (2.11) sehen wir wie folgt: Fiir = 0 ist nichts zu
zeigen. Sei nun a = ||z||; > 0. Dann gilt |z;|/a < 1 fiir alle 1 < ¢ < n und wir
erhalten

n

& Ti\? o= |
Z(a) _; « ’

2
||x||1 i=1

woraus direkt (2.11) folgt. Bevor wir nun die Aussage des Lemmas beweisen kénnen,
fithren wir noch eine Notation ein: Fiir den Vektor w € IR™ mit den Komponenten
w; = wv;, © = 1,...,n, schreiben wir [u;v;];ep fiir den Vektor, der nur die nicht-
negativen Komponenten von w; enthélt und [u;v;];e pm fiir den Vektor, der nur die
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negativen Komponenten enthélt. Nun ergibt sich aus (2.9)-(2.11):

1/2
10Vell, = (Ilusvilicp |3 + lfusviiea )

(2.11) ) Y
< (Iusvidier ] + Nusvilienll})

(2.10) 5 1/2
< (2 H [uivi]iE'PHl) = \/E ||[uivi]iep||1
(23)\/5 L )2 —9-3/2 , 2
— ||[4(’UJ1—|—1}1) ]i€P||1 - Z(UZ—F’Ul)
i€P
< 2—3/2 Z(ul + Ui)2 _ 2—3/2 ||u + UH;
=1

was zu zeigen war. O

Seien Az* = (Ax¥, ..., Azk)T und ApF = (Apk, ..., Apk)T die Losungen von
(2.7). Wir fithren die beiden folgenden n x n-Diagonal-Matrizen ein:

AXF = diag (A, ... AzF) und AM* = diag (Auk, ..., Auk).
LEMMA 2.7. Sei (x%, \F, u¥) € U_o (7). Dann folgt

1
|AX*AMEe|, < 2732 (1 + 7)7177;@,

wobei ny, = (x*)T u¥ /n die aktuelle gewichtete Dualititsliicke bezeichnet.

BEWEIS. Nach Voraussetzung gelten xf uf > ynr > 0, so dass alle Komponen-

ten auf den Diagonalen von X* und MP* positiv sind. Aus der dritten Blockzeile
von (2.7) ergibt sich

MFAZF + XFARF = —X*MFe + opnpe.

Multiplizieren wir diese Gleichung mit (X*M*)~1/2 von links und verwenden die
Abkiirzung D* = (X*)1/2(M*)~1/2 5o erhalten wir

(MF)=V2(X*) =120k Agk 4 (MF)=1/2(XF) /2 AP
= (XFMF)=V2(— Xk MFe + opmpe).
Da X* und M* Diagonalmatrizen sind, erhalten wir
(2.12) (DF)71Azk + DFARY = (XEMF) V2 (= XFMPe + opnpe).
Weiter haben wir
(2.13) (AzM)TAp* = 0.
Denn aus der ersten Blockzeile in (2.7) folgen AT AN* + Ap® = 0 und daher
(AzMT AT AN + (AzM)T APk = 0.

Wegen der zweiten Blockzeile in (2.7) gilt (Az*)TAT = 0 und damit bekommen
wir (2.13). Setzen wir u = (D¥)"1Az* und v = D¥Ap*, so bekommen wir mit
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Lemma 2.6 und (2.12)
IAXEAMEe], = [[(DF) ' AX*)(DEAMP)e]l,
2.1 <2792 (D) Ar* + Doyt
= 973/2||(XFM*) V2 (—X*MFe + apme) |-

Aus (z*)Tpk = nng, eTe = n, a¥ul > yny fir i = 1,...,n und o} € (0,1) erhalten
wir
2
JAXEAM ], < 272 || = (X*A*) 26 + oy (X4 MF) 71 2¢)
- 1
=279/2 ((xk)TMk —20me’ e + oIt Y — k>

i=1 Ty Mg

_ n
< 973/2 ((mk)Tuk — QJknkeTe + aink7>
2
_ g2 (mk doimn + j)

2 1
=273 2, (1 — 205 + U’Vk) <273 2ny, (1 + 7),

was zu zeigen war. ([l

Wir geben als néchstes eine obere Schranke fiir die Schrittweite ca an. Dieses
Resultat kann als der wesentliche Schritt zum Nachweis der polynomialen Komple-
xitdt von Algorithmus 2.4 angesehen werden.

LEMMA 2.8. Sei die Iterierte (x*, \¥, u*) € U_oo(y) gegeben. Dann gilt

(" (), N (@), 1 () € U-co ()
fir alle o € (0, ay,] mit

g = 923/2 %7177.
n 1+vy
BEWEIS. Aus der dritten Blockzeile von (2.7) ergibt sich
(2.15) pE Az 4 ab Apl = —abpl v opne firi=1,...n.

Anwendung von Lemma 2.7 fithrt auf
1

(2.16) |AzEAPE| < |AXFAMPe||, < 273/ (1 + )m)k firi=1,...,n.
Y

Mit z¥puk > ymy, fiir i = 1,...,n, (2.15) und (2.16) folgt
v (@)pf(@) = (2} + alaf)(uf + alpy)
= afuf + a(efApf + pf Azf) + o® Az Apf

(2.15)
(2.17) > (1 —a)zfpf + aopn, — o?| Az Apk|

(2.16) 1
> (1 —a)ym + aopnr — 273/20[2717% (1 + )
Y

firi=1,...,n und fiir € [0,1]. Die dritte Blockzeile von (2.7) lautet in Matrix-
Schreibweise
MFAZF + XFAPY = — X MF*e + opnpe.
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Summation iiber die n Komponenten dieser Gleichung liefert
()T A" + (") T ApF = —(1 = o) (") "
Zusammen mit (2.13) ergibt sich daher
(2.18) (@ ()T (a) = (@) Tk + ()T Ar + (@) T Apk)
— @)Tph (1 — a1l — on)).

Daher ist die Bedingung

(2" ()" p*(a) (2.18) (

(219) 2 (@)u (@) > ym(e) =~ - (1= a(l = on))mk

fir ¢ = 1,...,n erfiillt, sofern wegen (2.17)

_ 1
(1 — @) + aopme — 273202 (1 + Py)”ﬁk >y(1—al —ox))m

erfilllt ist. Eine Umformung der Terme zeigt, dass dies dquivalent ist zu

1
aokne(l —7) > 273202y, (1 + >
v
Letzteres fiihrt auf die Bedingung

ok 1—7

<23/2
“= Pyn1—|—fy

= Q.

Nun ist nur noch (z%(a), \F(a), u*(a)) € F° fiir alle a € [0, @] zu zeigen. Nach
Voraussetzung haben wir Az* = b und ATN* 4 ¥ = c. Wegen (2.7) gelten dann
offenbar

Az*(a) =b und ATXf(a) + pF(a) = ¢
fiir alle & > 0. Aus v € (0,1) bekommen wir y(1 —~) < 1/4. Also
% 1_7 §23/21§ 1 < 1 <
n 1+~ dnl+~vy  on

Wegen xF = 2%(0) > 0 und p* = p*(0) > 0 folgt aus (2.19) und dem gerade
bewiesenem Teil fiir alle o € (0, ay] < [0, 1]:

o < 232y 1.

af ()l (a) > y(1—a(l —oy) g >0 firi=1,...,n
———
<1
Also kann kein Index i € {1,...,n} und kein o € [0, @] existieren mit x¥(a) = 0
oder p¥(a) = 0. O
Nun kénnen wir die Reduktion von 7 abschétzen.

Satz 2.9. Sei {(zF,A\*, u*)}2e, eine durch Algorithmus 2.4 erzeugte Folge.
Dann gilt

)
Met1 < (1 — n) me  fir alle k >0

fiir eine von k unabhdngige Konstante § > 0.
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BEWEIS. Wegen Lemma 2.8 erhalten wir

. 1-—
ap > ap =22y ZE_ "0 i alle k > 0,
n 147y
Aus (2.18) ergibt sich daher
(2" (o))" 1* (cuk)

Nk+1 = nk(o‘k) =

(2.20) 93/2 1 _

=(1—ar(l—op))m < <1 -7

~
O 1701C >T}k.
S ( )

Die quadratische Funktion o — o(1 — o) ist strikt konkav. Daher nimmt sie ihr
Minimum in dem kompakten Intervall [o,7] C (0,1) an einem der Endpunkte an.
Also gilt
or(1—0r) >min{c(l1 —0),5(1—0)} fir alle o4 € [0,5].
Setzen wir )
§=232~ "7 ninlo(1—0),5(1-3)) >0,
Ty minig(l - )7l -7)}

so folgt die Behauptung des Satzes aus (2.20). O

Nun sind wir in der Lage, das wesentliche Konvergenzresultat fiir Algorith-
mus 2.4 zu beweisen. Dieses besagt, dass der Algorithmus 2.4 nach O(n|log(¢)|) Ite-
rationen dem Abbruchkriterium aus Schritt 2) geniigt, wobei die in der O-Notation
steckende Konstante von der Qualitdt des Startvektors abhéngt.

Satz 2.10. Sei {(zF,\*, 1*)}22 o eine durch Algorithmus 2.4 erzeugte Folge,
wobei der Startvektor (z°,\°, u°) der Bedingung

1
(2.21) <

fiir eine positive Konstante o > 0 gentigt. Dann existiert ein K € IN mit K =
O(nl|log(e)|) und
e < e fir alle k > K.

BeEwEeIls. Nach Satz 2.9 haben wir
n <|1 75 n
k+1 > n k-

6
log g1 < log (1 - n> + log 7.
Wiederholte Anwendung ergibt mit (2.21)

Also folgt

1) )
logny, < log (1 - n) +lognk—1 < 2log (1 - ) + log k. —2

n
1) § 1
<klog|1l—~—] +logny <klog(1—— |+ olog-.
n n g
Wegen 1+ 3 < e gilt
log(l1+pB) < g firalle g > —1.

Daher erhalten wir
1) 1
logny <k{ ——) 4+ olog—.
n €
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Es gilt also ny, < €, sofern
0 1
k( — ) + polog — <loge
n €

erfiillt ist. Also bekommen wir die Bedingung
n 1
E>K=(1 — log —
> (1+0)5 log -,

was zU zeigen war. O

BEMERKUNG 2.11. Wir betonen abschlieBend noch, dass die beiden Sétze 2.9
und 2.10 auch noch gelten, wenn wir oy, in Algorithmus 2.4 durch die in Lemma 2.8
gegebene explizite Schranke @ ersetzen. O

Nun kommen wir zu einem nicht-zuldssigen Verfahren. Dazu haben wir bereits
die Residuenvektoren

ry(x) = Az —b e R™ und r.(\p)=ATA+p—ceR"”

eingefiihrt. Wir werden die Kurzschreibweise r¥ = r,(2F) sowie r% = r.(Ak, uk)

verwenden. In Algorithmus 2.4 galten stets r{f =0 und ¥ = 0 fiir alle k¥ € IN. Die
Wahl eines Startwertes (z°, A\, 1) € U_ . () kann aber unter Umsténden nicht so
einfach sein. Im weiteren miissen die beiden Residuenvektoren 7 und r¥ nicht mehr
notwendig gleich null sein, so dass im Hinblick auf die Wahl des Startwertes mehr
Freiheiten zugelassen sind. Allerdings muss die Menge U_ () modifiziert werden:

U_(7,8) = {(x,)\7u) €R" x R™ x R"™| a; p; > yn fiir 1 <4 <n und

TO TO
(o @), rehs )l < Wﬂn}

mit v € (0,1), 8 > 1 und n = 27 u/n. Offenbar ist 8 > 1 notwendig dafiir, dass auch
der Startwert (2%, A%, 1) in U_ . (7, B) liegt. In U_ o (7, ) haben wir die zusétzliche
Forderung

I(rp, )

1rala)s e )l < Iz g,

um die Verletztheit der beiden linearen Gleichungen Az = b und AT”A 4 1 = ¢ zu
messen.
Gilt limy_s o0 mx = 0, so folgt auch fiir nicht-zulissiges (2%, \F, pu¥)

lim r,]f =0 und lim rf =0.
k—o0 k—o0

Jeder Hiufungspunkt der Folge {(z%, A\, u*)}2°  erfiillt daher die Optimalitéitsbe-
dingungen

ATXN +p=c,
Ax = b,

i =0, 1=1,...,n,
(z, ) > 0.

ALGORITHMUS 2.12 (Nicht-zuléssiges Pfad-Verfolgungs Verfahren).
1) Wihle v € (0,1), 3>1,0< 0 <7 <1/2, € (0,1), w® = (2 \°, u0)
mit (29, 1°) > 0 und 290 > yno firi =1,...,n und setze k = 0.
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2) Ist ny = ()T u* /n < e erfillt, dann STOPP.
3) Wihle o1, € [g,T] und bestimme eine Lisung
Aw® = (Az* AN ApF)

des linearen Gleichungs-Systems

0o AT T Az —rk
(2.22) A 0 0 AN | = —rk
Mk o0 XF Ap —XFMFe + opnpe

Sei oy, die grofSte Schrittweite o € (0, 1] mit
(2.23) wh(a) = (¥ + aAz® N+ aANE 1P+ alp®) e U_oo (7, B)

und
(2.24) N (a) < (1 —0.01c)7y,.

4) Setze w*tt = wF(ay,), k =k + 1 und gehe zuriick zu Schritt 2).
BEMERKUNG 2.13. 1) Wegen 3 > 1 folgt (2%, A%, %) € U_oo(v, B). Da-

her liegt wegen (2.23) die gesamte Folge {w*}2  in U_oo (7, B).

2) Die Bedingung (2.24) garantiert eine hinreichende Abnahme der gewich-
teten Dualitétsliicke 7.

3) Die schwer zu berechnende Schrittweite oy, kann wieder durch einen expli-
ziten Ausdruck ersetzt werden. Fiir Details verweisen wir an dieser Stelle

auf [3]. O
Wir zitieren hier den folgenden Satz aus [3, S. 159].

Sarz 2.14. Sei {w*}, eine durch Algorithmus 2.12 erzeugte Folge. Dann
gelten folgende Aussagen:
1) Die Folge {ny}72, konvergiert linear gegen Null.
2) Die Folge {||(rf,r¥)||}%2, konvergiert r-linear gegen Null, das heift, die
Folge {||(rF,r5)|1}32, nicht-negativer Zahlen wird durch eine linear gegen
Null konvergierende Folge {cy}72, majorisiert (c,, > 0 fir alle k € N,
limy o0 cx = 0 und ||(rF, 75) |2 < ci fiir alle k € IN).

4. Der Priadiktor-Korrektor Algorithmus von Mehrotra

Die meisten Innere-Punkte-Verfahren in Programm-Bibliotheken basieren auf
einer von Mehrotra vorgeschlagenen Variante, die im wesentlichen zwei Gesichts-
punkte hat:

1) Hinzufiigen eines Korrektur-Schrittes bei der Berechnung der Suchrich-
tung;
2) adaptive Wahl des Parameters oy.
Motivieren kann man das Verfahren, in dem der zentrale Pfad C so verschoben wird,
dass er an der aktuellen Iterierten (z*, \¥, u*) beginnt und weiterhin in der Menge
der zulassigen Losungen endet. Daher haben wir eine modifizierte Kurve

H = {(&(s),\(s), u(s)) € R" x R™ x R" : s € [0,1)}
mit (2(0), A(0), 2(0)) = (z*, \*, u¥) und, sofern der Grenzwert existiert,
lim (&(s), As), Als)) € C
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Damit startet die Kurve H von einem Punkt, der nicht auf C liegt, endet aber in
einem Punkt, der zur Menge C gehort.
Das Verfahren kombiniert drei Schritte zur Bestimmung der Suchrichtung:

1) Prdadiktor-Schritt, der erlaubt, o) zu berechnen;

2) Korrektur-Schritt, der Information zweiter Ordnung von H (d.h., Informa-
tion iiber die Kriimmung), ausnutzt, um niher an die Lésung zu kommen;

3) Zentrierender Schritt, in dem oy in die dritte Blockgleichung in (2.22)
eingesetzt wird.

Konkret 16sen wir zunéchst (2.22) mit der Wahl o, = 0, d.h.,

0o AT T Azt frf
(2.25) A 0 0 AN ) = —ry
Mk 0 XE Ap2tt —XFkMFe

Die Richtung (Az?®, AN Apaf) wird im Englischen affine scaling direction ge-
nannt, daher die Bezeichnung mit dem Index aff.
Dann bestimmen wir die gréftmogliche Schrittweiten a;?;m, adft € (0,1], so
dass
xk(aaff' ) = .’IJ + aaff Axaff > 0 /j‘k(adual) M + OéduadAMaff > 0

prim prim

Wir haben explizite Formeln fiir die Schrittweiten zur Verfiigung;:

k
—x;
2.26a o —min{1, min ,
( ) pri { Q: Amdff<0 A.’IJ }
(2.26b) AT =min{1, min _Ml .
ua i:Apff<o A,u
Dann folgen offenbar
k f i g f
a al 7 al
T + apimAry > - Ao Azt =0,
3

k
1
,U,, + O‘dualA:u‘ - /u‘i'c A aff A:u‘z =0.

Mit den berechneten Schrittweiten berechnen wir

T k

a 1 a. al
(2.27) =~ (2" (o) it (adia)

und mit 7 = (z%)Tpk /n setzen wir

B <naff ) 3
o= .
Mk
Ist nun 7 < 1, so ist o klein (und umgekehrt).
Im Korrektur-Schritt wéhlen wir auf der rechten Seite von (2.25) den Vektor

(0,0, —~AX*FAM* )T und im letzten Schritt (0,0, on,e)”. Insgesamt haben wir
dann das System

0o AT T Ax —rk

(2.28) A 0 0 AN | = —rk
Mk 0 Xk Ap —XFMFe — AXHAM e + onpe
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und setzen dann

k
2.2 P _ min J 1 o
( 9&) k i { 77L:A:c1<0 A.’El }
2.29h dual _ i d 1 i
( ) Y mm{ i Ajuy <0 A

BEMERKUNG 2.15. Um den Korrekturschritt zu motivieren, betrachten wir
(xF + Az (uf + ApaT) = bl - ab AP+ AxtT b 4 Ae AT = Ax2TApT,

wobei wir die dritte Blockzelle Von (2.25) verwendet haben. erd also ein voller
Schritt gewahlt, d.h. apmm adff =1, so geht das Produkt z¥u¥ im Pridiktor-
Schritt statt auf den Wert 0 iiber in das Produkt Az2TAu2f i = 1,... n. Der
Korrektur-Schritt versucht dieses zu kompensieren, so dass das Produkt der Kom-

ponenten z¥ + Az mit p* + Ay niher an Null ist. %

ALGORITHMUS 2.16 (Mehrotra Pradiktor-Korrektur Verfahren).

1) Wiihle (x°, X% %) € R™ x R™ x R™ mit (2°, u°) > 0, € € (0,1) und setze
k=0.

2) Ist np = (2*)Tuk /n < e erfiillt, dann STOPP.

3) Lose (2.25) fir (Az®®, AN Apaf).

4) Berechne die Schrittweiten o2 ad | 0™ gemdf (2.26) sowie (2.27)
und setze o = (™ /n;.)3.

5) Lése (2.28) fiir (Ax, AN, Ap).

6) Berechne die Schrittweiten o™ und o™ mit (2.29).

7) Setze zFt! = ¥ 4 o™ A, ()\kﬂ,uk*l) = (\F, pk) + afual(AN, Ap),
k=k+1, und gehe zuriick zu Schritt 2).

BEMERKUNG 2.17. Fiir Algorithmus 2.16 ist keine Konvergenzanalysis vorhan-
den. Es gibt auch Beispiele, in denen Algorithmus 2.16 divergiert, was allerdings
durch kleine Modifikationen verhindert werden kann. In vielen Anwendungen ist
aber das Konvergenzverhalten des Priadiktor-Korrektor Verfahrens sehr gut. O



KAPITEL 3

Quadratische Programmierung

In diesem Kapitel beschiftigen wir uns mit der Quadratischen Programmierung
(im Englischen quadratic programming), wo die Zielfunktion quadratisch ist und
lineare Nebenbedingungen vorliegen. Diese Problemklasse ist insbesondere auch
deshalb von grofler Bedeutung, da sie uns im Kapitel 4 als Teilproblem von einem
iterativem Verfahren, dem SQP-Verfahren, wieder beschéftigen wird.

Das Standard-Problem in diesem Abschnitt lautet wie folgt

T

a;x=>b; i=1,...,m,

1
P) ming(z) = =27Qz + 27d w.d.N.
QP) a() 2 @ alz >b;, i=m+1,...,m+p.

Wir setzen voraus, dass @ € IR"*"™ symmetrisch und positiv semi-definit ist. Fer-
ner gelte a; € R” fir i = 1,...,m + p. Dann ist (QP) ein konvexes Optimie-
rungsproblem, da die Nebenbedingungen eine konvexe Menge beschreiben und die
Zielfunktion konvex ist.

1. Gleichungsrestringierte Probleme

In diesem Abschnitt beschrianken wir uns auf Probleme ohne Ungleichungen.
Daher betrachten wir

1
(QP¢) min g(z) = ixTQx +27d wdN. Az =»,
wobei A € R™*™ gegeben ist durch
af
A=| :
ol

mit Rang A = m, d.h., A hat vollen Rang. Ferner gelte m < n.

Um die notwendigen Bedingungen erster Ordnung (siehe Satz 1.9) aufzustellen,
fithren wir die affin-lineare Abbildung e : R™ — RR™ durch e(x) = Az — b fiir
x € R™ ein. Wegen Ve(z) = A folgt, dass die Jacobi-Matrix von e vollen Rang
besitzt fiir alle z € R™. Damit sind alle Punkte in R™ regulire Punkte beziiglich
der Nebenbedingung e(z) = 0. Ist also z* € IR™ eine lokale Losung von (QP;), so
existiert ein Lagrange-Multiplikator A* € IR™ mit

Vq(z*) + (A Ve(z*) = 0.
Speziell fiir (QP ;) bekommen wir daher die notwendige Bedingung:
Qr* +d+ ATX = 0.

29
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Mit der Gleichungs-Nebenbedingung erhalten wir das lineare System

6 (30)()-(3)

Da (3.1) die notwendigen Bedingungen erster Ordung darstellen, wird die Koeffizi-
enten-Matrix in (3.1) auch KK T-Matriz bezeichnet, wobei die Abkiirzung KKT fiir
Karush-Kuhn-Tucker steht (vergleiche Satz 1.18).

Mit z* = 2 + Az, e(z) = Ar — b und Vq(z) = (Qx + d)7 lisst sich (3.1) auch
in der Form

Q AT Az \ _ Va(z)T
(3.2) ( A 0 P e(z) ’
Wir erhalten bei der Wahl eines beliebigen z € IR™ die Losung (z*, A*) von (3.1),
indem wir (3.2) 16sen und dann z* = = + Az setzen.
Um hinreichende Bedingungen fiir die Invertierbarkeit der KKT-Matrix anzu-

geben, fiithren wir eine Matrix Z € IR™*("=™) ¢in, deren Spalten eine Basis fiir
Kern Ve(x) bilden. Damit gilt

(3.3) AZ =0 e R™*(=m),
LEMMA 3.1. Die Matriz A habe vollen Rang m, und ZTQZ sei positiv definit.

Dann ist die KKT-Matrix
_(Q AT
K= ( A 0

invertierbar. Insbesondere existiert ein eindeutiges Paar (x*, \*), welches (3.1) ldst.

BEWEIS. Der Beweis folgt bereits aus Lemma 1.15. Wir wollen ihn aber hier
noch einmal mit etwas anderen Argumenten durchfiihren. Seien (z,A) € R™ x R™
beliebig gew#hlt mit

s (1)(5)()

Aus der zweiten Blockzeile in (3.4) erhalten wir Az = 0, das heifit, x € Kern A.
Damit existiert ein w € R"™™, so dass wir x in der Form z = Zw schreiben kénnen.
Aus Az = 0 folgt 7 AT = 0. Daher fiihrt (3.4) auf die skalare Gleichung

o= ( © TrqQ AT r\ [ =z T/ Qu+ AT _2TQ
— A A 0 A )T 0 e
=wl'ZTQZw.
Nach Voraussetzung ist Z7QZ positiv definit, also muss w = 0 gelten. Damit ist
auch z = Zw = 0. Es bleibt also nur noch zu zeigen, dass auch A = 0 gilt. Aus der
ersten Blockzeile in (3.4) ergibt sich mit x = 0 die Gleichung AT\ = 0. Da A vollen

Rang besitzt, ist A surjektiv. Deshalb ist die Matrix A7 injektiv. Das bedeutet aber
A=0. O

BEMERKUNG 3.2. Die Matrix Z7QZ wird reduzierte Hesse-Matriz genannt.
Wir werden spéter noch auf diese Matrix zuriickkommen. O

BEISPIEL 3.3. Wir betrachten das Problem

ming(z) uwdN. z1+2z3=3, z2+23=0
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it x = R® und
mit x xr1,T2,T3) € un
2 5 o 2
q(z) = 327 + 2z129 + 2123 + 5 5 + 22023 + 2235 — 8x1 — 372 — 323,

Zuerst schreiben wir das Problem in der Form (QP;). Wir setzen daher n = 3,
m = 2 und

6 2 1 -8
Q=25 2|, da=| -3 ,A:(é?}),b:(ﬁ).
1 2 4

Eine Basis von Kern A ist gegeben durch Z = (—1,—1,1)T € IR**!, Dann folgt
ZTQZ =13 > 0. Nach Lemma 3.1 existiert genau eine Losung (z*, A*) von (3.1),

und zwar
2

¥ = -1 und )\*:<3).
1 -2

In diesem Beispiel ist ) selbst positiv definit. O

Ist (z*, A\*) eine Losung von (3.1) unter den Voraussetzungen von Lemma 3.1,
so gelten auch die hinreichenden Bedingungen zweiter Ordnung, das heifit, x* ist
ein striktes lokales Minimum von (QP;). Wir kénnen diese Tatsache aber auch
auf einem anderen, direktem Weg beweisen.

SATZ 3.4. Es seien die Voraussetzungen von Lemma 3.1 erfillt. Dann ist die
eindeutige Losung x* von (3.1) auch eine eindeutige globale Lisung von (QP ;).

BEWEIS. Sei z € R™ ein zuldssiger Punkt, das heift, es gilt Az = b. Ferner sei
Az = z* — z. Dann folgen Ax* = Az = b und daher AAx = 0. Somit liegt Az im
Kern von A. Ferner erhalten wir

% (z* — Ax)TQ(z* — Az) + d¥ (z* — Ax)

1
=3 AzTQAz — AxTQz* — dT Ax + q(x*).

q(z)
(3.5)

Aus (3.1) schlieBen wir Qz* = —d — ATA*. Also bekommen wir mit Az € Kern A
Az"Qz* = A" (—d— ATX*) = —AzTd.
Einsetzen in (3.5) liefert
1
o) = DT QAw + g(a).

Wegen Ax € Kern A ergibt sich die Darstellung Az = Zu fiir ein v € IR"~™, wobei
die Spalten der Matrix Z € IR"*("~™) ¢ine Basis des Kerns von A bilden. Damit
lasst sich ¢ an der Stelle x schreiben als

1
dle) = 0" 27 Q7+ g(a).
Da ZTQZ positiv definit ist, gilt q(z) > g(z*) fiir alle u € R"~™ \ {0} und daher

fir alle z € R™\ {z*} mit Az = b. Das bedeutet, dass z* das eindeutige globale
Minimum von (QP,;) bezeichnet. |
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BEMERKUNG 3.5. Wenn die reduzierte Hesse-Matrix nicht-positive Eigenwerte
hat, so besitzt (QP¢;) keine beschrinkte Losung, ausgenommen in einem Spezi-
alfall. Angenommen, das Paar (z*,\*) 16st (3.1). Sei u € IR"™™ ein Vektor mit
uw'ZTQZu < 0. Wir setzen Az = Zu. Dann folgt fiir alle o > 0

A(z* + aAz) = b,

so dass z* + aAx fiir alle > 0 zuléssig ist, aber
2 2
q(z* + aAz) = q(z*) + aAz” (Qz* +d) + % AzTQAx = g(x*) + % AzTQAx

gilt, wobei wir die Beziehungen Qz*+d = —ATX\* und AzT AT N =T ZT AT \* =0
genutzt haben. Damit konnen wir zu jedem z*, das die KKT-Bedingungen (3.1)
erfiillt, eine Richtung Az finden, in die ¢ nicht wéchst. Es existiert sogar im Fall,
wenn ZT(QZ mindestens einen negativen Eigenwert besitzt, eine Richtung, in die
q sogar streng monoton fallend ist. Der einzige Fall, in dem (QP;) eine Losung
besitzt, tritt ein, wenn Z7QZ positiv semidefinit ist. Aber dann ist =* auch kein
striktes lokales Minimum. O

2. Lésung des KKT-Systems

Zunéchst wollen wir bemerken, dass im Fall m > 1 die KKT-Matrix stets
indefinit ist. Es gilt sogar das folgende Resultat (ohne Beweis):

LEMMA 3.6. Die Matriz A habe vollen Rang m, und Z¥QZ sei positiv defi-
nit. Dann hat die nach Lemma 3.1 regulire KKT-Matrix genau n positive und m
negative Figenwerte.

Wir wollen hier zwei Methoden zum Losen des KKT-Systems besprechen, die
im Englischen mit range space method und null space method bezeichnet werden.

Range space method. Ist Q symmetrisch und positiv definit, so kénnen wir
folgende Blockelimination beim KKT-System durchfithren: Wir multiplizieren die
erste Zeile von (3.2) mit AQ ! von links und erhalten

AQTIQAz + AQTTATN = —AQ 'V (x)T.
Subtraktion der zweiten Zeile von (3.2) fithrt auf
(3.6) AQTTATN = —AQ M (Qx + d) +e(z) = e(z) — Az — AQ™'d.

Offenbar ist die Matrix AQ~'AT € R™*™ symmetrisch und positiv definit, da wir
vorausgesetzt haben, dass ) symmetrisch und positiv definit ist. Damit kénnen
wir das lineare Gleichungs-System (3.6) mit dem CG-Verfahren oder mit Hilfe der
Cholesky-Zerlegung l6sen. Ist A* berechnet, so bekommen wir fiir Az das System

QAz = —(Qz +d) — ATA*

Auch hier kénnen wir das CG-Vefahren oder die Cholesky-Zerlegung zur Bestim-
mung von Az verwenden.

Erforderlich ist bei der Anwendung der Range-Space-Methode die Realisierung
von @~ !. Daher wird dieses Verfahren zur Losung des KKT-Systems angewendet,
wenn

e () gut konditioniert ist,

e (! ohne viel Aufwand zu invertieren ist, explizit bekannt ist oder durch
Quasi-Newton Updates approximiert wird,

e im Fall von m < n.
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Null space method. Fiir diese Strategie ist det @ # 0 nicht erforderlich, so
dass dieses Verfahren im allgemeinen 6fter angewendet werden kann. Vorausgesetzt
werden die Annahmen von Lemma 3.1: Rang A = m und Z7QZ ist positiv definit,

wobei Z € R"*("=™) gine Matrix ist, deren Spalten eine Basis des Nullraums von
A bilden. Wir schreiben Az in

() (8)

in der Form

(3.8) Az =YAzy + ZAzxy,
wobei wir die Matrix Z = [21 |.. .| z,—m] € R"*(*=™) bereits eingefiihrt haben und
Y =[y1]...|ym] € R™*™ derart gewshlt ist, dass die zusammengesetzte Matrix

[Y|Z] € R™ ™ regulér ist. Ferner gelten Azy € R™ und Azz € R"™ ™. Offenbar
bilden die Spalten von Y eine Basis von Bild AT7. Weiter bekommen wir A[Y|Z] =
[AY'|0], AY € R™*™ und Rang (AY) = Span{y1,. .., ym = m. Offenbar folgt da-
her aus Av = 0 die Eigenschaft v € Span {y1,...,ym}NSpan{z1,..., zn—m} = {0},
das heisst, die Matrix AY ist invertierbar. Wir schlieen aus der zweiten Blockzeile
in (3.7)

(3.9) (AY)Azy = —(Az —b).

Das System (3.9) besitzt genau eine Losung Azy € R™. Wir setzen nun die Zerle-
gung (3.8) in die erste Blockzeile von (3.7) ein:

QY Azy + QZAxy; + ATN* = —Qz — d.
Multiplikation mit Z” von links fiihrt wegen AZ = 0 € R™*(=7) auf

(ZTQZ)Azy = —ZTQY Axy — ZTATN — ZT(Qx + d)

(3.10) =77 (QYAJJY + Qx + d).

Unter den Voraussetzungen von Lemma 3.1 ist die Matrix Z7QZ positiv definit.
Daher kénnen wir zur Berechnung von Az aus (3.10) das CG-Verfahren oder die
Cholesky-Faktorisierung verwendet werden. Damit ist Az aus (3.8) mittels (3.9)
und (3.10) berechenbar. Multiplizieren wir die erste Blockzeile in (3.7) mit Y7 von
links, so erhalten wir das lineare System

(3.11) (AV)' N = YT (Qx + d + QAx).
Wegen det(AY) # 0 ist A* durch (3.11) eindeutig bestimmt.

BEISPIEL 3.7. Wir betrachten das Problem von Beispiel 3.3. Als Matrix Z
wihlen wir Z = (-1, —1,1)T. Damit kénnen wir die Matrix

2 -1

1
y=go| -1 2
11

wiéhlen. Es folgt

AY =

W =
7N
S =
_ O
— =
N~
I
— =N
\
— N
Il
/N
S =
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Wir wihlen = 0 in (3.7). Damit folgen

-8
e(x):Aa:—b:—b:<_g) und Vg(x)' =Qz+d=d=| -3
-3

Aus (3.9) bekommen wir Azy = b = (3,0)T. Wir berechnen die reche Seite von
(3.10):

3 -8
—-ZTQy ( ) -z | -3
0
-3
6 2 1 2 -1 -8
11 1
:(3,3,-3) 2 5 2 -1 2 (g)—(1,1,—1) -3
1 2 4 1 1 -3
2 1 2
75 1 3
S —1 2 = -1 -1 ] =0.
Damit ist die Losung von (3.10) durch Azz = 0 gegeben. Also folgt
3 —1 2
A:cYA:chrZAzZY(O)Jr -1 | 0= -1
1 1
Nun zur Berechnung von \* geméf (3.11): Wegen AY = I folgt
-8 2 _3
N=-YT|[ -3 | -YTQ[ -1 < 2).
-3 1
Wegen z* = z + Az bekommen wir wegen x = 0 die Losung
2
xr=1 -1 und )\*:(3).
2
1
als Losung von (3.7). O

Ist n — m Kklein, so ist die Null-Space-Methode oft sehr effizient. Allerdings ist
die Berechnung von Z notwendig. Die Matrix Z ist nicht eindeutig bestimmt und
die Matrix ZTQZ eine schlecht konditionierte Matrix. Sind allerdings die Spalten
von Z orthonormal, so folgt fiir die Konditionszahl x2(Z7QZ) = k2(Q).

3. Ungleichungsrestringierte Probleme

Wir wollen die Optimalititsbedingungen fiir das Problem (QP) formulieren.
Dazu setzen wir

e(r)=Azr—b und g¢g(xr)=r—Cz,

wobei
T T
a‘l am—i—l
A=| : [ermm C= : € RP*"
T T
a’TYL a’m+p
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und
b1 b1
b= : eR™, r= : € R?P
bm bin+p
gelten. Die Lagrange-Funktion ist
Lz, A\ p) = %IETQI +2Td+ (Ax — b, \)gm + (r — Cz, ) Ro-

Die KKT-Bedingungen lauten daher

(3.12a) Qr* +d+ AT —CTp* =0 in R™,
(3.12b) Az =b in R™,
(3.12¢) Cz* >r in RP,
(3.12d) ut >0 in RP,
(3.12¢) ()T (r—Cz*) = 0.

Fiir konvexe quadratische Optimierungsprobleme, wenn also @ positive semide-
finite ist, sind die notwendigen Optimalitdtsbedingungen bereits hinreichend dafiir,
dass z* eine globale Losung von (QP) ist.

SATZ 3.8. Wenn x* die Bedingungen (3.12) erfillt zusammen mit einem \* €
R™ wund einem p* € IRP mit u* > 0 und wenn Q positiv semidefinit auf Ker Ve(x™*)
ist, dann ist x* eine globale Losung von (QP).

BEWEIS. Sei z ein zulissiger Punkt fiir (QP). Dann gelten Az = b in R™ und
Cz > r in RP. Wir setzen Az = x — z*. Dann folgen AAx = 0 und

(CAz), = (Ca — C’x*)i >r;— (Ca*), =0 fiir alle i € A(z"),

i i
wobei A(z*) C {1,...,p} die Menge der an z* aktiven Indizes bezeichnet. Es gilt

weiter pf = 0 fir alle i € Z(z*) = {1,...,p} \ A(z*). Zusammen mit (3.12a) und
(3.12d) erhalten wir

AzT(Qz* +d) = —AzT AT + AzTCT i = AxTOT
(3.13) = Y (Cax)ui+ Y (CAz)u;>o.
i€ A(z*) i€Z(z*)

Da @ positiv semidefinit auf Ker Ve(z*) ist, schlieen wir aus (3.13), dass
1 1
4(z) = q(a") + Az (Qu" +d) + 5 ArTQAr > q(a”) + 5 Az" QAT > g(x7),
so dass z* eine globale Losung von (QP) ist. a

BEMERKUNG 3.9. 1) Eine kleine Modifikation des Beweises von Satz 3.8
zeigt, dass 2* die eindeutige, globale Losung von (QP) ist, wenn @ positiv
definit auf Ker Ve(z*) ist.

2) Wenn @ nicht positiv definit auf Ker Ve(z*) ist, dann kann (QP) mehrere
Losungen besitzen.

Verfahren zum Losen der KKT-Bedingungen sind zum Beispiel aktive Mengen-
strategien, projezierte Gradienten-Verfahren oder Innere Punkte Methoden.
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4. Innere-Punkte Verfahren fiir Quadratische Programmierung
Wir betrachten
1
(3.14) min g(z) = 3 2TQr +2"d wdN. Az >b

wobei () symmetrisch und positiv semi-definit ist und d € R™, A € R™*™ sowie
b € R™ gelten.

Notwendige Optimalitidts-Bedingungen erster Ordnung: Sei z* eine Lésung von
(3.14). Dann lost (z*, pu*), pu* der assozierte Lagrange-Multiplikator, das System

Qr—ATp+d=0 in R”,
b—Ax <0 in R™,
(b— Ax);ju; =0 firi=1,...,m,
w>0 in R™.
Mit Einfiihrung der Slack-Variablen y = Az — b € R™ folgt
(3.15a) Qr—ATu+d=0 in R™,
(3.15b) b—Ax+y=0 in R™,
(3.15¢) yifti =0 firi=1,...,m,
(3.15d) y>0 in R™,
(3.15¢) w>0 in IR™.

Das System (3.15) ist auch hinreichend, da die Zielfunktion und die Menge der
zuldssigen Punkte konvex sind. Wie in Abschnitt 2 schreiben wir (3.15) in der
folgenden Form

Qr—ATp+d
F(z,y,p) = b— Az 4y =0 und (y,p) >0,
YMe

wobei
Y = diag (y1, ..., Ym), M =diag (p1,...,ptm) und e=(1,...,1)T € R™

Sei (z,y, 1u) € R™ X R™ X R™ eine aktuelle Iterierte. Dann ist die gewichtete Dua-
litatsliicke n definiert durch

m

1 T
n= m Z Yilhi = %
i=1
Der zentrale Pfad C besteht aus der Menge von Punkten (z,,y-, pt-), n > 0, so dass

0
Flz,y,p)=| 0 und (Y, ptr) >0

gilt.
Ein Newton-Schritt, ausgehend von (z,y, ) auf den Punkt (x4, You, ttoy) € C
zu mit o € [0, 1], geniigt dem lineaen Gleichungs-System

Q 0 -AT Az —rq(z, 1)
(3.16) -A I 0 Ay | = —rp(z,y) ,
0 M Y Ap —Y Me + one
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wobei

(3.17) ra(z,p) = Qr — ATpu+d und ry(z,y)=b— Az +y
gelten. Die néichste Iterierte ist dann fiir a € (0, 1] gegeben durch
(3.18) (@, y" u") = (., 1) + a(Az, Ay, Ap),

so dass (y*,u™) > 0 erfiillt ist.

Lésung des primal-dualen Systems. Der Hauptaufwand der Innere-Punkte-Ver-
fahren besteht in der Regel in der Losung des Systems (3.16). Aufgrund der Hesse-
matrix @ in der Koeffizientenmatrix kann die Loésung von (3.16) viel aufwendiger
sein als die Losung des KKT-System in Abschnitt 2 im Zusammenhang mit Innere-
Punkte-Verfahren in der Linearen Programmierung. Daher ist es wichtig, die spe-
zielle Struktur von (3.16) auszunutzen, indem wir eine geeignete direkte Zerlegung
oder einen passenden Vorkonditionierer im Kontext von iterativen Verfahren ver-
wenden.

Aus der dritten Blockzeile von (3.16) erhalten wir

Ay = M_l( — MYe+ one — YA,u) = Ye+onMte— M'YAp
= —y+onM te— MY Ap.
Ferner gilt (vergleiche zweite Blockzeile von (3.16))
AAx — Ay = AAx +y —onM e + MY Ap
Az
= (A|M~Y —(—y+onM'e).
(1) (3 ) = (- oo

Damit kénnen wir das System (3.16) in der Form

s (§ 0% ) (5= (e 530w )

Mit der zweiten Blockzeile in (3.19) erhalten wir
Ap = Y_IM(rb —y+onM e+ AA;C)
so dass die erste Blockzeile von (3.19) auf das System
(3.20) (Q+ATY '"MA)Ax = —rqg+ ATY T M (ry(z,y) —y + onM ).

Das System (3.20) kann mit einem (modifizierten) Cholesky-Verfahren (siehe [9])
gelost werden. Diese Vorgangsweise ist insbesondere geeignet, wenn die Matrix
ATY =M A im Vergleich zur Matrix @ nicht so dicht besetzt ist und das System
(3.20) deutlich kleiner als das in (3.19) ist. Als iteratives Verfahren kann ein pro-
jiziertes CG-Verfahren eingesetzt werden (siehe [9]), in dem nur Matrix-Vektor-
Produkte auszuwerten sind.

Das System (3.16) kann auch in der Form

Q 0 -AT Az —rq(z, 1)
0 M Y Ay | = -YMe+one
A -1 0 Ap 7o(2,y)
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geschrieben werden. Das sind aber die KKT-Bedingungen fiir das konvexe, quadra-
tische Optimierungsproblem

wnd (3)(9 2 (2)+ (82) ()
wdN. (4] = 1) ( ﬁi ) = ry(z,y),

welches unter Verwendung geeigneter Optimierungsverfahren gelést werden kann,
zum Beispiel mit dem projizierten CG-Verfahren.

Schrittlingen-Bestimmung. Innere Punkte-Verfahren fiir die Lineare Program-
mierung sind effizienter, wenn fiir die primalen und dualen Variablen unterschied-
liche Schrittweiten-Parameter (aP™ beziehungsweise a4'!) verwendet werden.

Seien die nichsten Iterierten durch

(3.21) (zt,y") = (z,y) + o™ (A2, Ay) und pt = p+ oAy,

wobei aP™ > 0 und ad"®! > 0 so gewihlt sind dass (y,ut) > 0 erfiillt ist. Aus
(3.16) und (3.17) folgen

rf =—A(z+ apriAx) + (y+ apriAy) +b=ry(z,y) — Pl (AAz — Ay)

3.22a )
( ) = (1—a®)ry(z,y)
sowie
ri=Q(z+aPAz) — AT (u+ o™ Ap) +d
=rq+ aP"QAz — a1 MATA
(3.22) e N :

=ra+ o™ (QAz — ATAp) + (P — o™ QA
= (1 — adual)rd + (apri _ adual)QA:E.

Gilt aP'! = adual = o 5o fallen beide Residuen linear fiir alle € (0,1). Allerdings
kann fiir unterschiedliche Schrittweiten o™ und a4"®! die Norm ||r}} |2 anwachsen,
so dass das Innere-Punkte-Verfahren divergiert. Eine Moglichkeit besteht darin,
Schrittweiten gemifl (3.18) zu withlen, wobei wir o = min{a®*, 414!} setzen mit

o = max {a € (0,1)|y + aAy > (1 — 1)y},

(3.23) ot = max {a € (0,1) | p+alp> (1 —7)u}.
Dabei steuert 7 € (0,1), wie weit wir von dem maximalen Schritt, der die Bedin-
gungen y + aAy und p + aAyp erfiillt, (relativ) entfernt sind.

Die numerische Erfahrung hat allerdings gezeigt, dass die Wahl unterschiedli-
cher Schrittweiten fiir die primalen und dualen Variablen oft zu schnellerer Konver-
genz der Innere-Punkte-Verfahrens fiihrt. Eine Moglichkeit zur Wahl unterschiedli-
cher Schrittweiten ist, (o™, a?"@!) als (niherungsweise) Losung der Minimierungs-
aufgabe

. 2
min |Qu* — ATyt + dll, + Az —y* —bll; + (v*) 't
wd.N. 0 < P <P 0 <o < @ ynd (2F, T, uT) gemiB (3.18).
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Ein praktischer Primal-dualer Algorithmus. Die am meisten verwendete Va-
riante des Innere-Punkte-Verfahrens basiert auf dem Péadiktor-Korrektor Algorith-
mus von Mehrotra; vergleiche Abschnitt 4. Zuerst wird ein affiner Skalierungsschritt
(Az2f Ay Ay bestimmt, indem in (3.16) mit o = 0. Die erhaltene Richtung
wird dann in einem nachfolgenden Korrekturschritt verbessert, wobei o = (72 /n)3
gesetzt wird. Insgesamt 16sen wir im Korrekturschritt das System

Q 0 -—-AT Az —rq(z, 1)
(3.24) A T 0 Ay | = —7p(7,y)
0 M Y Ap —MYe— AMMAY?fe 4 one

ALCGORITHMUS 3.10 (Pridiktor-Korrektor Verfahren fiir quadratische Proble-
me).
1) Wiihle (2°,9°, u®) mit (y*, u™) > 0 und setze k = 0.
2) Setze x,y,u) = (¥, y*, u*) und lose (3.16) fir (Ax*T, Ayt Apcf) mit
o=0.
3) Berechne n = y* u/m.
4) Setze 6* = max{a € (0,1] | (y, p) + oAy, Ap) > 0}
5) Bestimme n* = (y + o Ay)T (u + o Ap)/m und wéihle o = (1% /n)3.
6) Ldse (3.24) fiir (Az, Ay, Ap).
7) Wiihle 7 € (0,1) und setze & = min{a®", ad@!} : vergleiche (3.23).
) Setze (L gL pktl) = (2F % uk) + a(Ax, Ay, Ap), k = k+ 1 und
gehe zuriick zu Schritt 2).

Im Algorithmus 3.10 kénnen wir ¢, — 1 wéhlen, wenn die Iterierten konver-
gieren, um die Konvergenz zu beschleunigen. Wie im Fall der Linearen Program-
mierung hingt die Effizienz von Algorithmus 3.10 von der Wahl geeigneter Start-
werte ab. Eine mogliche Heuristik verwendet einen gegebenen Startwert (Z, 7, i),
um diesen hinreichend weit weg von dem Rand der durch die Bedingung (y, 1) > 0
definierten Menge zu verschieben, so dass zu Beginn von Algorithmus 3.10 grofie
Schrittweiten moglich sind.






KAPITEL 4

SQP-Verfahren

In diesem Abschnitt werden wir uns mit einem der effizientesten Verfahren
der nichtlinearen restringierten Optimierung beschéftigen, mit dem SQP- Verfahren.
Dabei steht SQP fiir sequential quadratic programming.

1. Das lokale SQP-Verfahren

Wir betrachten
(P) min J(z) uwd.N. e(z) =0,
wobei J : R” — IR und e : R® — IR™ zweimal stetig differenzierbar sind und die
zweiten Ableitungen Lipschitz-stetig sind.

Wesentliche Idee des SQP-Verfahrens ist es, dass (P) an jeder Iterierten z*
durch ein quadratisches Modell ersetzt wird und der Minimierer dazu benutzt wird,
die neue Iterierte z**! zu berechnen.

Die Lagrange-Funktion zu (P) lautet

L(z,\) = J(x) + ATe(x).
Wir bezeichnen mit
Vei(x)
(4.1) Az) = : € R™*"
Ve (x)
die Jacobi-Matrix von e am Punkt z. Die KKT-Bedingungen VL(z, \) = 0 ergeben

(4.2) Flz, ) = ( vJ (x)j;(z)“‘(x)” > Lo

Hat A(z*) vollen Rang m, so ist z* ein regulirer Punkt und es existiert zu
jeder Losung z* € IR™ von (P) ein zugehériger Lagrange-Multiplikator A* € IR™
mit F(z*, A*) = 0. Wir 16sen (4.2) mit dem Newton-Verfahren. Die Jacobi-Matrix
von F' ist

(4.3) V2L(z, \) = < VaoL(, ) A(2)" >

A(x) 0

Damit ist der Newton-Schritt von der Iterierten (z*, A\¥) gegeben durch
xhtl zk Az*

(4.4&) <>\k+1>:</\k>+<A)\k)7

wobei

4.4b V2L(zk, \F Ac* — _VL(zF AT
(‘ ) (:L‘, ) A)\k - ($7 )

41
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gilt. Das Verfahren (4.4) heifit daher oft auch Lagrange-Newton-SQP Verfahren, da
es als Newton-Verfahren in den Variablen (x*, \¥) interpretiert werden kann. Ist
die Hesse-Matrix V2L(z*, \*) invertierbar, so ist die Iteration (4.4) wohldefiniert.
Voraussetzungen fiir die Regularitit von V2L(z*, A\¥) sind in Lemma 3.1 gegeben.

VORAUSSETZUNG 4.1. 1) Die Jacobi-Matriz Ay = Ve(z*) hat vollen
Rang.
2) Die Hesse-Matriz V ., L(z*, \F) ist positiv definit auf dem Kern der Ma-
triz A(z*).
BEMERKUNG 4.2. 1) Gilt

A2V o L(z*, N) Az > k|| Az|?  fiir alle Az € Kern A(z*)

fiir ein k& > 0 (hinreichende Bedingungen zweiter Ordnung), so folgt die
Voraussetzung 4.1-2) in einer Umgebung von (z*, \*).

2) Aufgrund der Theorie des Newton-Verfahrens ergibt sich fiir das SQP-
Verfahren lokal quadratische Konvergenz in (z,A), das heift, es gibt ein

C > 0 mit
IR N — (@A) < O (F, AR = (@5 0|7 fiir alle k> 0,
sofern ||(2%, A°) — (z*, A*)|| hinreichend klein sind. O

Wir wollen nun eine andere Motivation fiir (4.4) geben. Dazu betrachten wir
das quadratische Problem

(4.5a) rglig %(Axk)TVmL(xk, MYAZF + VI (2F) Ak
(4.5b) wd.N. A Az" 4 e(z®) = 0.

Hier erkennen wir, warum das Verfahren SQP-Algorithmus heifit: Es sind in jeder
Iteration quadratische Probleme zu l6sen.

Die Optimalitits-Bedingungen fiir das quadratische Problem (4.5) lauten
(4.6a) Voo Lz, N AzF + VI (F)T + ALk =0,
(4.6b) ApAzF = —e(a®)
mit einem Lagrange-Multiplikator % € R™. Die Voraussetzung 4.1 garantiert, dass
es eine eindeutige Losung (Ax*, u*) von (4.6) existiert. Wenn wir AT A¥ in der ersten
Blockzeile auf beiden Seiten von (4.4b) addieren, so erhalten wir

Vo L(xP, N AZE 4 AT - \F) + ATIY = — (2T — ATNF 4 ATAE,

=AXk

Insgesamt ergibt damit (4.4b)

(@.7) < Vo L(z® \F) AT > ( AxF > _ _< VJ(z*)T )

’ Ay 0 pLan e(z?) ’
Unter der Voraussetzung det(V2L(z*,\F)) # 0 folgt \**1 = pk. Damit sind
das Newton- und das SQP-Verfahren dquivalent. Unter der Voraussetzung 4.1 an
(2%, A\F) kann die niichste Iterierte (z*+1, \¥*1) als Losung des quadratischen Pro-
blems (4.5) oder als Iterierte des Newton-Verfahrens (4.4) berechnet werden.

Aus der Sicht des Newton-Verfahrens lassen sich eher theoretische Resultate
nachweisen (zum Beispiel die quadratische Konvergenz), wihrend die Interpretation
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als SQP-Algorithmus es ermoglicht, praktische Verfahren zu entwerfen und auch
Ungleichungen zu berticksichtigen.

ALcORITHMUS 4.3 (Lokales SQP-Verfahren).
1) Wihle Startwerte 29 € R", X0 € R™ und kmax € IN.
2) Fork=0,1,..., knax
e Berechne Ji, = J(aF), VJ, = VJ(2F), Voo L(2%, \F), ex = e(2*) und
Ay = Ve(z¥);
o Lise (4.5) fir (Azk, u*);
o Setze 21 = 2k + Az und \FH1 = ¥
e Priife die Abbruchkriterien;
end (For).

Wir haben bereits erwihnt, dass die lokal quadratische Konvergenz in (z*, \¥)
von Algorithmus 4.3 aus der lokalen Aquivalenz mit dem Newton-Verfahren fiir die
Gleichung (4.2) folgt.

Das Zielfunktional in (4.5a)

%(Azk)TVmL(zk, MN)AZF + VI (2F) Ak
kénnen wir wegen (4.5b) durch
%(Axk)TVmL(xk, MYAZP + V, L(z®, \F) Ak

ersetzen; denn es gilt
V. L(z* ) Azk = V(2P Azh + (AT Ve(a?) Ak
= VJ(z") Az + ()T (—e(z"))
= VJ(z") Azt — (\F)Te(zh)
und der Term —(A\¥)Te(z*) ist konstant, beeinfluBt daher die Minimierung nicht
Damit kénnen wir (4.5) auch durch

1
rAniE i(Axk)TVmL(xk, MYAZP + V, L(z* \F) Ak

w.d.N. AL Az 4 e(z®) = 0.

ersetzen.
Das SQP-Verfahren kann einfach auf nichtlineare Probleme mit Ungleichungs-
Nebenbedingungen erweitert werden. Wir betrachten

(4.8) minJ(z) uwdN. e(z)=0in R™ und g(z) <0 in IRP.

Zur Losung von (4.8) linearizieren wir sowohl die Gleichungs- als auch die Unglei-
chungs-Nebenbedingungen. Dann erhalten wir

1
min Ji + VJp Az + = (A2%) TV, Lk, A Azt
(4.9) AzkelRn 2

w.d.N. Ve(zF)AzF +e(2*) = 0 in R™, Vg(z*)Az* + g(z*) <0 in IRP.

Nun konnen wir Algorithmen fiir quadratische Programme verwenden, z.B., das
Innere-Punkte-Verfahren aus Abschnitt 4. Die neue Iterierte ist durch das Paar
(x% 4+ Ax* \*1) gegeben, wobei Az* und M*! die Losung beziehungsweise der
assoziierte Lagrange-Multiplikator von (4.9) sind. Ein lokales SQP-Verfahren fiir
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(4.8) hat damit die Form von Algorithmus 4.3 mit der Modifikation, dass der Schritt
durch die Losung von (4.9) bestimmt wird.

2. Berechnung des SQP-Schrittes

Wie im vorigen Abschnitt wollen wir uns auch hier auf Gleichungs-Restriktionen
beschrénken.

a)

(4.10a)
(4.10b)

(4.10c)

(4.11)

(4.12)

Als erste Alternative kénnen wir das System (4.7) entweder mit einem
direktem Verfahren (zum Beispiel einer LR-Zerlegung) oder einem ite-
rativen Gleichungsléser (zum Beispiel GMRES-, QMR-, MINRES- oder
SYMMLQ-Verfahren, siehe [4]) l6sen. Die Vorkonditionierung der iterati-
ven Verfahren ist ein aktives Forschungsgebiet.

Wenn V., L(z¥, \F) positiv definit ist, konnen wir das System (4.7) ent-
koppeln und geméfl der Range-Space Methode in Abschnitt 2 16sen. Dann
erhalten wir die beiden Gleichungen

(ApVou L(z® N TLATYN = — A,V LR NIV I + ey,
Ve L(z®, \)Azh = =V — ATA

mit Ay = Ve(z¥), VJ, = VJ(z*) und e, = e(x*). Dieser Losungsweg
ist insbesondere dann sehr effizient, wenn V., L(2*, \¥) durch positiv de-
finite Approximationen ersetzt wird, zum Beispiel durch Quasi-Newton
Updates.

Die letzte Moglichkeit wird bei sehr vielen SQP-Verfahren genutzt. Hier
wird die Idee der Null-Space Methode aus dem dritten Abschnitt angewen-
det. Wir miissen also Matrizen Z; und Yy bestimmen, wobei die Spalten

von Zj, eine Basis des Nullraums von Ay und die Spalten von Y} eine des
Bildraums von AE bilden. Mit

Az = Vi Ax¥ + ZpAxh,
ergeben sich aus (4.6) die beiden Gleichungen
(ApYy)Azy = —ey,
(ZEV 4o L(z* NF) Z))) Azl = —ZFV o L(2", )Y A2y — ZE VL.
Der Lagrange-Multiplikator zu Problem (4.5) ergibt sich dann aus
(ARY) TN = v I(VIE 4+ Vo L(a®, NF) AzF).

Fiir diesen Losungsweg bendtigen wir nur, dass die reduzierte Hesse-
Matrix ZngL(gckJ\k)Zk positiv definit ist. Eine Variante berechnet
AF14n (4.10c), indem auf der rechten Seite der Term V., L(x*, A\¥)Az*
weggelassen wird. Wegen Az* — 0 macht dieses auch Sinn. Weiters
konnen wir im Fall von Rang A7 = m die Wahl Y, = A7 treffen, was
auf

NF = — (AR AD) T AV

fiihrt. Dieser Lagrange-Multiplikator wird als Least-Squares Multiplikator
bezeichnet; denn er ergibt sich als Losung des Least-Squares-Problems

min VI + AL N,
AelRm™
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Offenbar sind némlich die Optimalitéits-Bedingungen fiir (4.12)
(VIE + APV (AFv) =0 fiir alle v € R?,
was auf die Normalgleichungen
AgATN = —A, vl

fiihrt. Auch wenn 2% weit von der Losung 2* von (P) entfernt ist, macht
(4.11) Sinn, da in jeder Iteration der Lagrange-Multiplikator so gewéhlt
wird, dass die Norm

IVoL(a, )TNl = IV ()T + A2)T Al

minimiert wird, was durch die Optimalitidts-Bedingungen V,L(z,A) = 0
motiviert ist, vergleiche (4.2). Wir berechnen daher A¥+! durch (4.11), wo-
bei wir auf der rechten Seite die Ausdriicke bereits an der neuen Iterierten
auswerten:

ARFL = *(Ak+1A£+1)71Ak+1VJIZﬂ+1-

Damit wird das SQP-Verfahren in ein Verfahren transformiert, das nur
auf der primalen Variablen z* arbeitet, denn Ak hiingt nur von z*, nicht
aber von A\F~1 ab.

Eine weitere Variante vernachlissigt ZF' V. L(z*, \*)Y, A% auf der
rechten Seite von (4.10b). Es wird also nur das System

(4.13) (ZEV oo L(z" NF) Z1) Aaly = —ZT v T

gelost. Die Konvergenz dieser sogenannten reduced SQP methods wurde
in [7] untersucht.

3. Die Hesse-Matrix des quadratischen Modells

In Abschnitt 1 haben wir iiber die Aquivalenz des SQP- mit dem Newton-
Verfahren gesprochen. Unter sinnvollen Voraussetzungen erhalten wir daher lokal
quadratische Konvergenz. Unter Umstédnden ist aber die Matrix

m
Vo L(z¥, X)) = V2T (%) + ) MV (%)

i=1
schwer zu berechnen oder nicht positiv definit auf dem Kern der linearisierten
Nebenbedingungen. Eine Alternative ist daher, V,,L(z", \¥) durch eine Quasi-
Newton Approximation Bj zu ersetzen. Die Quasi-Newton Updates haben sich
bereits sehr effizient in der unrestringierten Optimierung erwiesen. Wir werden sie
daher jetzt hier anwenden. Der Update fiir By beim Schritt von k& nach k + 1
verwendet die Vektoren

(4.14) st =aFt 2% und yF = VLM NFHT - v, L(a?, )T
zum Beispiel beim BFGS-Update wie folgt
Brs*(s")TBy  y*(y")T
(Bt ()T
Diese Variante kénnen wir als Quasi-Newton Update fiir den Fall deuten, dass die

Zielfunktion durch L(z, A) bei fixiertem A gegeben ist. Das macht die Stérken, aber
auch die Schwiichen dieser Variante klar. Ist V., L(2*, A\*) in der Region, wo die

Byy1 = By —
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Minimierung durchgefithrt wird, positiv definit, so geben die Quasi-Newton Appro-
ximationen Bj gute Informationen iiber die Kriimmung und das Verfahren kon-
vergiert schnell und robust gegen die Minimalstelle. Besitzt hingegen V. L(z*, \¥)
negative Eigenwerte, so sind die positiv definiten Approximationen nicht sehr ge-
eignet. Die Bedingung (s*)Ty* > 0 braucht noch nicht einmal in einer kleinen Um-
gebung der Losung zu gelten. Diese Beobachtungen haben zu folgenden gedémpften
BFGS-Update Formeln fiir SQP-Verfahren gefiihrt:

1) Definiere die Vektoren s* und y* gem#f (4.14) und setze
¥ = 0py* + (1 — 0,)Bys",
wobei der Skalar 6 € [0, 1] gegeben ist durch

il p 1 falls (s*)Ty* > 0.2(s*)T By.s*,
(4.15) b 0.8(s")" Bis falls (s*)Ty* < 0.2(s*)T By.s*.

GRYT Brsk—(sF)TyF

2) Berechne Bj41 mit der Update-Formel

Bysk(s*)T By, rk(rk)T
(sF)T By sk (rF)T sk

(4.16) Big1 = B —

Die Formel (4.16) ist die BFGS-Update Formel, wobei y* durch den Vektor r*
ersetzt worden ist. Fiir 6, = 1 folgt 7* = y*. Im Fall von 6}, # 1 erhalten wir mit
(4.15) die Abschitzung

(") = ()7 (Ory® + (1 = 04) Bis®) = 04(s")Ty" + (1= 04)(s") " Bys*
0. T Bysk (s9)Tyk 2(sMVT Bk — (sF)Tq/k
(s (T)Bks: (Sk))T a (S(k)T)Bkgk — (s(k)T)yliJ (s*)" By.s*
Tk O2SkTBSk_ska ”
~ (B o+ rma =) o B
= 0.2(s")" Bys* > 0.

Damit ist Bp41 positiv definit. Fiir 6, = 0 folgt Br = By+1. Andererseits fiithrt
0, = 1 auf eine moglicherweise indefinite Matrix, die sich aus den unmodifizierten
BFGS-Formeln ergibt. Mit 6, € (0,1) erhalten wir eine Interpolation der beiden
Extremfiille.

Eine andere Variante bietet sich dadurch an, die reduzierte Hesse-Matrix der
Lagrange-Funktion ZF'V,, L(z*, \¥) Z}, zu approximieren, insbesondere dann, wenn
die Dimension dieser Matrix klein ist. Die Herangehensweise ist in Reduced-Hessian
Quasi-Newton Methods realisiert. Die Suchrichtung erfiillt

(4.17a) M= (AL AT YAV IE,
(4.17b) (AgAD) Azl = —¢y,
(4.17¢) MyAzh, = —ZIvJT,

wobei wir in (4.17c) im Vergleich mit (4.13) eine Quasi-Newton Approximation fiir
die reduzierte Hesse-Matrix Z,CTVML(:&’“,)\k)Z;€ verwendet haben. Im Folgenden
wollen wir diskutieren, wie die Matrizen M, konstruiert werden kénnen. Sei oy, Az®
der Schritt von (2%, \¥) nach (z**1, \¥*1). Wegen des Satzes von Taylor und der
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Lipschitz-Stetigkeit von V L,, folgt
Voo L(zFTL A (akAxk)

47

= V. L(z", /\k+1)(akAxk) n (me(xkﬂ’ AR v, L(ak )\k+1)) (ozkAa:k)

=V, L(z" + ap Az® N — v L2, NPT + O(ay, | A"
mit Azk = 2k — 2k = Z; Azb + Y, Azk. Multiplikation mit Z} ergibt
ZIV g L(a® N 7, (ozkAx’})
(4.18) ~ —ZFVpu L@ N (04, Y Aah )
+ 27 (Y L(a"+ 1, DT 7 (2, AF+1)T).
Vernachléssigen des ersten Terms auf der rechten Seite von (4.18) fiihrt auf
My y18* = yF

mit

(419)  sF =apAzl und yF = ZF (VLM AT — v, LR, AT,

Damit konnen wir die BFGS-Formeln
Mys®(s")' My, yF (yF)"

Miy1 = Mj — (sF)T M, s+ (y*)T sk

verwenden, um die neue Approximation My, zu berechnen. Es gibt Varianten von

(4.19), zum Beispiel
yk = ZE(VJE+1 - VJE)
oder

(4.20) ¥ = ZT (Vo L(a" + ZpAzk, AT v, Lok, A7)

(Cole und Coleman). In (4.20) ist die zusitzliche Auswertung des Terms V, L(z* +
Zp Ak AFF1) notwendig. In einer Umgebung der Losung gilt fiir (4.20) die Ab-

schitzung

(")T's" = ap (Vo L(® + ZpAxl, NFTY) — v, L(z", AF 1)) Z, Al

1
= ak(ACC’%)T</ ZIV o L(z® + sZp Ak, Ne 1) Z), ds) Ak >0
0

fiir (2% + sZp Axk, A¥+1) € U(z*, A\*). Damit sind die BFGS-Formeln wohldefiniert.

4. Merit- oder Straffunktionen

Um zu garantieren, dass das SQP-Verfahren von Startwerten, die weit weg von
Losungen liegen, konvergiert, wird hiiufig eine Merit- oder Straffunktion verwendet,
um bei Liniensuch-Verfahren die Schrittweite zu kontrollieren oder bei Trust-Region
Verfahren den Trust-Region zu modifizieren. Im unrestringierten Fall haben wir die
Zielfunktion verwendet. Wir wollen hier nur zwei Meritfunktionen diskutieren: die
nicht-differenzierbare ¢;-Meritfunktion sowie Fletchers exakte und differenzierbare

augmentierte Lagrange Funktion.



48 4. SQP-VERFAHREN

Ziel der Meritfunktion ist die Garantie globaler Konvergenz ohne Schritte zu
verwerfen, die zur Losung fithren. Die ¢;-Meritfunktion fiir Probleme mit Glei-
chungs-Restriktionen lautet

(4.21) By (a5 p) = J(x) + % le(@)ll, = J(z) + i 3 e,

i=1

wobei g > 0 ein Strafparameter ist. Die Abbildung ®; ist insbesondere fiir Punk-
te = mit e;(z) = 0 fiir mindestens ein ¢ € {1,...,m} nicht differenzierbar. Eine
Richtungs-Ableitung von ®; existiert dagegen immer.

BEISPIEL 4.4. Wir berechnen fiir J(z) = ||z||; die Richtungs-Ableitung

D(J(z); Ax) = Eh\r}(r(l)é (J(z +eAz) — J(z))

in eine Richtung Az € R”. Wir erhalten

n

.1 1
= lim = (o + Ay — flolly) = lim = ; (J + eAy| — |ai]).

D(J(x); Ax)

Gilt x; > 0 fiir ein ¢ € {1,...,n}, so folgt |x; +eAx;| = x; + eAx; fiir € hinreichend
klein. Ist hingegen x; < 0 fiir ein ¢ € {1,...,n}, so erhalten wir |z; +cAx;| = |z;| —
eAux; fir ¢ klein genug. Im Fall von x; = 0 fiir ein i € {1,... ,n} gilt |z; + cAx;| =
e |Ax;|. Insgesamt berechnen wir daher

D(J(z);Az) = > Awi— > Az+ Y Az

i:x; >0 1:x; <0 i:x; =0
als Richtungs-Ableitung von J am Punkt x in Richtung Azx. %

LEMMA 4.5. Seien Az* und \**1 Losungen von (4.7). Dann gilt fiir die Rich-
tungs-Ableitung von ®, in Richtung Ax* die Abschitzung
(4.22)
1

D(® (% 1); Aa®) < —(Ax") TV, (e, AF) A ( - ||Ak+1||oo) le@)l,.
1

BEMERKUNG 4.6. Ist V., L(z*, \¥) positiv definit, so folgt aus (4.22), dass Ax*
eine Abstiegs-Richtung fiir ®; an x* ist, wenn g hinreichend klein gewihlt wird.
Es lasst sich zeigen, dass dieser Schluf} auch gilt, wenn die reduzierte Hesse-Matrix
Z;;FVML(QC’“, A\E)Z,, positiv definit ist. In der Praxis wird

_ 1
SR PSR

mit einem ¢ > 0 gewéhlt. Eine andere Moglichkeit ist es zu fordern, dass die Rich-
tungsableitung von ®; hinreichend negativ ist:

1
(123) DRt Ac) = VIEH)A ez, < - el

fiir ein o € (0, 1), wobei wir (4.25) verwendet haben. Diese Ungleichung gilt, sofern

VJ(a*) Ak = lle@")l;

(4.24) T ole@T, VIR At

> beziehungsweise p <

1
I
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denn wir haben mit (4.24) und 1 — p > 0

]_ _
D&, (z*; 1); Aa) + § le(z®)|l, = VJ(z*)Ax® — TQ le(=")ll,

J(xF)Azk
< VI ack - YA gy —o,
le(z®)l,
was (4.23) ergibt. Diese Wahl fiir g héingt nicht vom Lagrange-Multiplikator ab und
wird in der Praxis hiufig verwendet. O

BEWEIS VON LEMMA 4.5. Wir wenden den Satz von Taylor an:
1 (z* + aAzh; p) — @1 (aF; 1) = T(2* + aAzF) — J(2F)
+ - (@™ + ata®)l, = e(a),)
< aVJ(z")Az® + ya? || Ak
+ = (lefa®) + adida ], — ez)],)

wobei v > 0 eine Schranke fiir die zweiten Ableitungen von J und e bezeichnet.
Fiir Az* aus (4.7) gilt AyAz* = —e(2%). Also gilt fiir o € [0, 1]

010+ adbin) — a(a¥) < a(VIHA - et ) + ot fact]
Analog schlieflen wir

B0+ adekip) - @ik > (VI - L], ) - o 180t
Daher folgt
(4.25) D(® (2% ), Aak) = V.J(2*) A — i le()l;.
Aus der ersten Blockzeile in (4.7) bekommen wir
D(®1 (2" p), Az®) = —(Az") TV, L(a®, AF) Ak — (Az®)TATN — % le(®)1l;,
und wegen der zweiten Blockzeile in (4.7) gilt

D(@1(2"; p), Az®) = —(Az®) TV L(a®, A*) Az® + e(a®) AR — % le(a®)]);-

Aufgrund der Abschitzung
e(a®) A =3 T e@A I D lea(@®)] = I lle(a)
i=1 i=1

folgt (4.22). O

Eine weitere sehr effektive Strategie, um den Strafparameter p zu wéhlen, wird
sowohl im Kontext von Liniensuch- oder Trust-Region-Verfahren verwendet. Das
Vorgehen basiert auf einem quadratischen Modell fiir ®4:

1
(4.26)  q.(Az) = J(2*) + VJ(z") Az + % AzTV o L(z", M) Az + m m(Ax),

wobei

m(Az) = [le(a*) + Ay A,



50 4. SQP-VERFAHREN

gilt und o ein Parameter ist, den wir spéter definieren. Haben wir einen Schritt
Az* berechnet, so withlen wir x hinreichend klein, so dass

(4.27) 0u(0) — g (Az*) > f (m(0) — m(Az*))

erfiillt ist mit einem o € (0,1). Fiir Az* aus (4.7) gilt A,Az* = —e(2*) und somit
m(Az*) = 0. Daher gilt wegen (4.26)
4,(0) — qu(Az¥) = i (m(0) — m(A:L’k)) — VJ(z")Azk - % (AzP)TV o L(x, NF) Az

= L@, = vaet)ask — % (AzF)TV o L(z*, M) Agk
"

(1, VIEHASE 4 g (A TV Lt YA N
G+ (= o)lle@]l; (0= 1) e

Ist die Ungleichung

k ky o K\T E Ak &
(4.28) 1, VJEhAL" + 3 (A7) kaL(a: Az
p (L—o)llez"),

erfiillt, schliessen wir
1 o-1 0
0(0) — gu(Ac¥) > (M n u) el = £ (m(0) — m(8a")

was (4.27) entspricht. Erfiillt der Parameter p aus der vorangegangenen SQP-
Iteration die Bedingung (4.28), so dndern wir g nicht. Andernfalls wird u ver-
kleinert, so dass (4.28) gilt. Die Konstante o erméglicht es, den Fall zu behandeln,
wenn die Hesse-Matrix V. L(z*, \F) nicht positiv definit ist. Wir setzen daher

[ 1 falls (Ax®) TV, L(zk, M)Az > 0,
971 0 andernfalls.

Erfiillt p (4.28), so garantiert die Wahl fiir o die Ungleichung
(4.29) D(®1(a*; p); Ar¥) < = L)l
Die Ungleichung (4.29) folgt aus
0:(0) = 4, (A0*) = T I@H)A = (M) o Lla A At + e(a)],
= —D(®y (¥ p), Az*) — % (AzF)TV 4o L(z*, NF) Agh

und

D(®1 (25 1), Ac®) < g, (Az*) — ,(0) < g (m(Az”) —m(0)) = —5 le(z*)]],.

Wegen (4.29) ist Ax* eine Abstiegsrichtung fiir ®;. Dies ist nicht immer erfiillt,
wenn o = 1 ist und (Ax®)TV,, L(z*, \*)Az* < 0 gilt. Ein Vergleich von (4.24) und
(4.28) zeigt, dass wir im Fall ¢ > 0 in der Strategie, die (4.26) verwendet, einen
kleineren Strafparameter zulassen. Damit wird mehr Gewicht auf die Erfiillung der
Nebenbedingungen gelegt. Das ist sinnvoll bei Schritten, die eine Reduktion der
Nebenbedingungen, aber einen Anstieg im Zielfunktional bewirken. Diese Schritte
werden dann durch die Meritfunktion eher akzeptiert.
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Nun kommen wir zu Fletchers augmentierter Lagrange-Funktion:
1
(4.30) Op(z;p) = J (@) + Mz)Te(x) + o le()]|”,
wobei ¢ > 0 einen Penalty-Parameter bezeichnet und

(4.31) Az) = —(A@@)A@) ) A@) VI ()T

der Least-Squares Multiplikator ist. Offenbar ist ® differenzierbar. Es folgt
T

Vor(zh;p) = VJ(2") + (Aw + V(") Te(z*) + ;Afe(xk)>

Lost Az* das System (4.7), so gilt

Vor(zh; p)Azk = V(P Ak — (W) Te(zk) + e(z®)TVA(=®) Azk — % He(a:k)||2.

Wir schreiben Ax* = Zy Axk + Y, Az wobei Zj eine Basis des Nullraums von Ay,
ist und Y, = A7 gesetzt ist. Wegen (4.10a) erhalten wir
AT ALl = —AT (A4, AT) e(a®),

und wegen (4.31) gilt

VI (") AT Azl = —V (%) AT (ARAT) " le(a) = (\F)Te(a).
Damit folgt

VO (zh; p)Ax® = VI(2*) Z Axhy + VI (2P AL Axy — (AF)Te(zF)
2

eka .’Ek iCk—l €£Ck
(4.32) +elah) TN A~ e(a)]

= VJ(2") ZeAxh, + e(aF) TV (@R) Ak — % le(z™)]%.
Aus der ersten Blockzeile in (4.7) folgt mit Az* = AT Ak, + Z, Axk,
Ve L(x® N Az = V. L(2® \M) Z, Azl + Vo L2 N¥) AT Ay,
= —VJ(a")T — AN
und somit
(AR L(F N Zp Aahy = (Voo L(a*, NF) ALY ZpAdy
— (= VJ(@@MT — AT Z, Axk,
= —VJ(z")Z Axh
wegen Ay Zp Az = 0. Aus (4.32) erhalten wir daher wieder mit Az* = AT Azk +
ZrAxh,
Vor(zh; p)Azk = (AT ZFV . L(2®, \¥) 2, Ak
— (AT ARV oo L(2%, N0 2, A, 4 e(a*) TV (2%) Ad®

1 2
— — Jle(=")|I".
L
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Damit ist Az* eine Abstiegsrichtung fiir die Abbildung ®r, wenn die reduzierte
Hesse-Matrix Z}' V., L(z*, \*)Z, positiv definit ist und p der Bedingung

1 - — (AT ZIV o L2, AF) Z, Ak + e(aF) TV A (2F) Ak

2
wsy P o)l
—(AZ)T ALV o L(2F, NF) Z Aty
2
le(z®)]
geniigt fiir ein 6 > 0. Im Falle von e(z*) = 0 ist Ax* eine Abstiegsrichtung fiir jedes
> 0, siche (4.10a).

+9

SATZ 4.7. Angenommen, z* ist kein stationdrer Punkt des Problem (P) und
die Hesse-Matriz ZEVML(xk, ) Z,, st positiv definit. Dann ist die Suchrichtung
Az* aus (4.7) eine Abstiegsrichtung fir ®,, wenn (4.22) gilt, und fir ®r, wenn
(4.33) erfiillt ist

5. Ein SQP-Verfahren mit Liniensuche

Es gibt viele Varianten fiir SQP-Verfahren. Sie kénnen sich zum Beispiel durch

folgende Aspekte unterscheiden:

e Approximation der Hesse-Matrix,
Wahl der Merit-Funktion,
Berechnung des Schrittweiten-Parameters,
Update fiir den Multiplikator A*,
unterschiedliche Formeln fiir die Quasi-Newton Approximation,
andere Parameter,
Globalisierung mit Trust-Region oder Liniensuch-Strategien,
Berechnung des SQP-Schrittes.

Wir wollen nun ein Beispiel fiir ein SQP-Verfahren angeben.

ALGORITHMUS 4.8 (SQP-Verfahren fiir nichtlineare Optimierung).
1) Wihle n € (0,1/2), 7 € (0,1), (2°,A%) € R™ x R™, kpax € IN;
2) Wihle positiv definite und symmetrische Startmatriz By € R™*™ als Ap-
prozimation der reduzierten Hesse-Matriz; berechne Jy, VJy, eg sowie Ag;
3) for k =0 to kmax
if Konvergenz, breche ab;
Berechne den SQP-Schritt Ax*;
Bestimme py, > 0, so dass Az® eine Abstiegsrichtung fiir die Merit-
Funktion ®(-; ) ist;
Setze o9 =1 und i = 0;
while (®(zF + oD AzF; 1) > ®(2; pux) + 1ol D(®(2*; 1); Axk)
Setze oY) = 7,09 mit 7, € (0,7) und i =i+ 1;
end
Setze oy, = oD und ¢ = 2% + a Axk;
Berechne Jg11, Vi1, epy1 sowie Agyq;
Bestimme Least-Squares Multiplikator \F+1:

ARFL = *(Ak+1A£+1)71Ak+1VJkT+1;

Setze sk = aAx®, y* = ZF(V,L(xM1 \NFOT — v, L(ak NETH T
Berechne Byy1 aus By mittels BFGS-Update;
end (for)
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Wir kénnen bei der Losung der quadratischen Teilprobleme durch die Verwen-
dung von Warm-up Strategien deutlich effizienter werden. Ferner kann ein Limited-
Memory BFGS-Verfahren [9] verwendet werden, insbesondere im Kontext von hoch-
dimensionalen Optimierungsaufgaben. Wird die Hesse-Matrix V., Ly, verwendet, so
gehen wir davon aus, dass eine Modifikation der Hesse-Matrix durchgefiihrt wird,
sofern die Matrix nicht positiv definit auf dem Unterraum Kern Ay, ist.

6. Trust-Region SQP-Verfahren

Trust-Region SQP-Verfahren besitzen mehrere Vorteile. Auch wenn die Hesse-
Matrix V., Lj nicht positiv definit auf dem Unterraum Kern Ay oder gar singuldr
ist, kann eine Strategie verfolgt werden, die globale Konvergenz garantiert. Die
einfachste Weise, einen Trust-Region-Algorithmus zu entwerfen, besteht darin, zum
quadratischen Teilproblem (4.9) eine Trust-Region-Restriktion dazuzufiigen:

(4.34a) A;Ik‘lieIllR" Ji + VI, Azk + %(Amk)TVmL(mk, )\k)Axk
(4.34b) w.d.N. Ve(zF)Az* +e(2¥) =0 in R™,

(4.34¢) Vg(z*)Az* + g(z*) < 0 in IR,

(4.34d) |azt], < A

Selbst wenn die Bedingungen (4.34b) und (4.34c) kompatibel sind, kann es sein, dass
das Problem (4.34) keine Losung besitzt, da aufgrund von der Restriktion (4.34)
die Menge der zuldssigen Losungen leer ist. Um den Konflikt der Bedingungen
(4.34b)-(4.34d) zu losen, kann nicht einfach der Trust-Region Radius Ay, vergréfiert
werden, denn sonst kann keine globale Konvergenz garantiert werden. Daher wird
die folgende Strategie verwendet: Es besteht keine Notwendigkeit, die Gleichungs-
nebenbedingung (4.34b) exakt zu erfiillen, sondern im Laufe der SQP-Iterationen
die Gleichungsnebenbedingung zunehmend besser zu garantieren. Es gibt hier drei
unterschiedliche Strategien: Relaxierungsmethoden, Penalty-Verfahren oder Filter-
Algorithmen.

Wir wollen hier kurz auf Relaxierungsmethoden eingehen. Dabei beschranken
wir uns auf (Pg), das heifit, auf Optimierungsprobleme mit Gleichungsrestrik-
tionen. Erweiterungen auf Probleme mit Ungleichungs-Nebenbedingungen basieren
auf Innere-Punkte-Verfahren. Sei die Iterierte ¥ gegeben. Wir berechnen im SQP-
Schritt die Losung des Teilproblems

(4.35a) min  Jy, + VJAzk + 1(Axk)TVML(Jnk, )\k)Axk
AzxkelRn 2

(4.35b) wd.N. Ve(zF)Az* +e(2¥) = ry in R™,

(4.35¢) |Az¥]|, < Ag.

Die Wahl des Vektors 1y, erfordert eine gute Strategie, da die Effizienz des Verfahrens
wesentlich davon abhéngt. Wir wihlen 7, als kleinsten Vektor, so dass (4.35b) und
(4.35¢) erfiillt sind fiir einen leicht reduzierten Trust-Region Radius Ay. Daher 16sen
wir zunédchst das Teilproblem

(4.36) I?lan [|Arv + ek||3 = ol AT Apv + 2eF Apo + Hek||§ uw.d.N. |lv]|, < 0.8A.
velRn

Sei vy, die Losung von (4.36). Dann definieren wir
(437) e = Apvg + eg.
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Dann losen wir (4.35), bestimmen den Schritt Az* und setzen x*+1 = 2% + Azk.
Nun kann A**! mit Hilfe der Least-Squares-Formel berechnet werden. Wir bemer-
ken, dass nun (4.35b) und (4.35¢) konsistent sind, da sie fiir Ax* = vy, erfiillt sind.

Auf den ersten Blick erscheint die Vorgangsweise nicht effizient zu sein, da in
der Regel die Probleme (4.35) und (4.36) nicht einfach zu 16sen sind, insbesondere
wenn V., L indefinit ist. Es sind aber sehr effiziente Verfahren entwickelt worden,
die beiden Optimierungsaufgaben inexakt zu losen.

Zur Losung von (4.36) verwenden wir ein Dogleg-Verfahren [9]. Dazu benttigen
wir den Cauchy-Punkt vCF, welcher der Minimierer des Zielfunktionals in (4.36)
entlang der Richtung —AZey, ist, und — im Falle der Existenz — den Newton-
Punkt vNF, den unrestringierten Minimierer von (4.36). Da die Hesse-Matrix von
(4.36) singulir ist, gibt es unendlich viele Moglichkeiten zur Wahl von vNF | die alle
die Gleichung A;vNP 4 e;, = 0 erfiillen. Wir wiithlen die Lésung mit der minimalen
euklidischen Norm, indem wir die Singuldrwertzerlegung zur Losung verwenden.
Nun sei v, der Minimierer von (4.36) entlang des Pfads, der durch vCP und NP
definiert wird:

5(r) 0P firo0 <7 <1,
v =
v+ (1= 1) (VN =) fir1<r <2

Eine bevorzugte Technik zur Berechnung einer approximativen Losung Axz*
fiir (4.35) ist das projezierte konjugierte Gradienten-Verfahren. Wir wenden dieses
Verfahren zur Losung des Problems (4.35a)-(4.35b) an, wobei wir darauf achten,
dass die Trust-Region-Bedingung (4.35¢c) erfiillt ist, und brechen ab, sobald der
Trust-Region-Rand oder eine Richtung negativer Kriimmung erreicht wird.

Eine Meritfunktion fiir die présentierte Vorgangsweise ist zum Beispiel die
nichtglatte ¢-Funktion

1
Do (z; ) = J () + m le(@)lly,  n>0.
Fiir ®5 verwenden wir das quadratische Modell
1 1
q.(Az) = J(2F) + VI () Az + B AzTV o L(zF, M) Az + m m(Ax)

wobei wir
m(0x) = |lex + ApAzll,

setzen. Wir wihlen den Strafparameter p hinreichend klein, so dass die Ungleichung

(4.38) 7,(0) — g, (Az%) > 5 (m(0) — m(Az*)), o€ (0,1),

erfiillt ist. Die Entscheidung, ob ein Schritt Az* akzeptiert wird, wird anhand des
Quotienten
_aredy Doz p) — Bo(ah + Az p)

predy, 4,(0) — g (Az*)

Ok
durchgefiihrt.

ALGORITHMUS 4.9 (Byrd-Omojokun Trust-Region SQP-Verfahren).
1) Wihle Konstanten kmax € IN, € > 0 und n,v € (0,1);
2) Wiihle einen Startwert x° und einen Trust-Radius Radius A°;
3) for k =0 to kmax
Berechne Ji, ey, VJi und Ag;
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Bestimme den Least-Squares Multiplikator A = (AR AT AV Ty
if |[VJe — AT A\ ]| < € and ||eg|loo < €
Abbruch mit der approzimativen Lisung z*;
end (if)
Lose das Teilproblem (4.36) zur Berechnung von vy, und setze ry
gemdp (4.37);
Berechne V.. L(x*, \F) oder eine Quasi-Newton Approzvimation der
Hesse-Matriz;
Lése das Problem (4.35) unter Verwendung eines projezierten konju-
gierten Gradienten-Verfahren;
Bestimme einen Strafparameter py, der (4.38) erfiillt;
Berechne den Quotienten g, = aredy,/pred;,;
if o > 1
Setze x = ¥ + Ax® und wihle einen neuen Trust-Region
Radius mit Ay > Ag;
else
Setze £*+1 = xF und wihle einen neuen Trust-Region Radius
mit Apy1 <[ AzF]|;
end (if)
end (for)

k+1






KAPITEL 5

Optimal control in finite dimension

Some basic concepts in optimal control theory can be illustrated very well in
the context of finite-dimensional optimization. In particular, we do not have to deal
with partial differential equations and several aspects from functional analysis.

1. Finite-dimensional optimal control problem
Let us consider the minimization problem
(5.1) min J(y,u) subject to (s.t.) Ay =DBu and u € Uy

where J : R” x R™ — R denotes the cost functional, A € R"*" B € R"*™ and
() # Uyq C R™ is the set of admissible controls.
We look for vectors y € R™ and u € R™ which solve (5.1).

BEISPIEL 5.1. Often the cost functional is quadratic, e.g.,
J(yvu) = |y - yd|2 + )‘|u|23
where | - | stands for the Euclidean norm and y; € R™, A > 0 hold. O

Problem (5.1) has the form of an optimization problem. Now we assume that
A is an invertible matrix. Then we have

(5.2) y=A"'Bu.

In this case there exists a unique vector y € R™ for any v € R™. Hence, y is
a dependent variable. We call u the control and y the state. In this way, (5.1)
becomes a finite-dimensional optimal control problem.

We define the matrix S € R™*" by § = A~!B. Then, S is the solution matrix
of our control system: y = Swu. Utilizing the matrix S we introduce the so-called
reduced cost functional

J(u) = J(Su,u).
This leads to the reduced problem
(5.3) min J(u) s.t. u € Uy

In (5.3) the state variable is eliminated.

2. Existence of optimal controls

DEFINITION 5.2. The vector u* € U,q is called an optimal control for (5.1)
provided

Ju*) < J(u) for all u € Uggq.

The vector y* = Su* is the associated optimal state.

57



58 5. OPTIMAL CONTROL IN FINITE DIMENSION

SATZ 5.3. Suppose that J is continuous on R™ X U,q, that Uyq is nonempty,
bounded, closed and that A is invertible. Then, there exists at least one optimal
control for (5.1).

PROOF. Since the cost functional J is continuous on R™ x U,q, the reduced
cost J is continuous on U,q. Furthermore, U,y C R™ is bounded and closed. This
implies that U,q is compact. Due to the theorem of Weierstrass J has a minimum
u* € Uyg # 0, ice., J(u*) = mingep,, J(u). O

In the context of partial differential equations the proof for the existence of
optimal controls is more complicated. The reason for this fact is that bounded and
closed sets in infinite-dimensional function spaces need not to be compact.

3. First-order necessary optimality conditions

To compute solutions to optimal control problems we make use of optimality
conditions. For that purpose we study first-order conditions for optimality.
We use the following notation for a function J : R™ — R:

0 0 02 . .
D; = 9z, » =5 D,y = 922 (partial derivatives),
J'(x) = (D1 J(x),...,DpJ(x)) € RP>™ (derivative),
VJ(z)=J'(z)" (gradient).

For functions J : R" x R™ — R we denote by D, J(y,u) € R*™ the derivative
with respect to y € R”, i.e., Dy J(y,u) = (Dy, J(y,u), ..., Dy, J(y,u)). The vector
VyJ(y,u) = DyJ(y,u) T € R™*! is the gradient of J with respect to y. Analogously,
D, J(y,u) and V,J(y,u) are defined.

The Euclidean inner product is denoted by

(u, v)gm =u-v = Zuwi for w=(ut,...,um) ,v=(v1,...,0m)" .
i=1

For the directional derivative in direction A € R™ we have
J'(u)h = (VJ(u), hygm = V.J(u) - h.

Throughout we assume that all partial derivatives of J exist and are continuous.
From the chain rule it follows that J(u) = J(Su, u) is continuously differentiable.

BEISPIEL 5.4. Let us consider the cost functional
J(u) = 3150~ yul® + Sl
see Example 5.1. We obtain
= ST (Su — yq) + M,
= (ST (Su—ya)+)",
J'(u)h = (ST (Su — yq) + Au, B)gm
at u € R™ and for h € R™. O
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SATz 5.5. Suppose that u* is an optimal control for (5.1) and U,q convex. Then
the variational inequality

(5.4) JW(u—u*)>0  forall ue Uy
holds.

It follows from Theorem 5.5 that at u* the cost functional J can not decrease
in any feasible direction. The proof follows from a more general result (see [10,

pag. 63]).
From the chain rule we derive

J'(u*)h = DyJ(Su*,u*)Sh + Dy, J(Su*,u*)h
(5.5) = (VyJ(y",u"), AT Bh)gn + (Vi (y*, u"), h)rn
=(BTATTV,J(y",u*) + VuJ (", u"), h)ron,
where (AT)"! = (A™1)T := A~ T holds. Thus, we derive from (5.4)
(5.6) (BTATTV,J(y" u*) + VoI (', u™), u — u)pm >0
for all u € Ugq. In the following subsection we will introduce the so-called adjoint

or dual variable. Then, we can express (5.6) in a simpler way.

1.4. Adjoint variable and reduced gradient. In a numerical realization
the computation of A~! is avoided. The same holds for the matrix A~". Thus, we
replace the term A~ "V, J(y*,u*) by p* := —A~ TV, J(y*,u*), which is equivalent
with
(5.7) ATp' = =V, J(y" ).

DEFINITION 5.6. Equation (5.7) is called the adjoint or dual equation. Its so-
lution p* is the adjoint or dual variable associated with (y*,u*).

BEISPIEL 5.7. For the quadratic cost functional J(y,u) = 3|y — yal*> + S A[ul?
with y,yq € R™ and A > 0 we derive the adjoint equation

ATp* =yg—y"
Here we have used V,J(y,u) =y — yq. %

The introduction of the dual variable yields two advantages:

1) We obtain an expression for (5.6) without the matrix A~ .
2) The expression (5.6) can be written in a more readable form.

Utilizing y* = Su* in (5.5) we find that
VJ(u*) = —Bp* + V. J(y*, u*).

The vector V.J (u*) is called the reduced gradient. The directional derivative of the
reduced cost functional J at an arbitrary u € U,q in direction h is given by

j/(u)h = <_BTp + vuJ(ya U), h>]Rm7

where y = Su and p = —A"V,J(y,u) hold. From Theorem 5.5 and (5.6) we derive
directly the following theorem.
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SaTz 5.8. Suppose that A is invertible, u* is an optimal control for (5.1) and
y* = Su* the associated optimal state. Then, there exists a unique dual variable p*
satisfying (5.7). Moreover, the variational inequality

(5.8) (=B p* + Vo, J(y*,u"),u—ugm >0 for allu € Uyg
holds true.

We have derived an optimality system for the unknown variables y*, u* and
*

p*:
Ay* = Bu*, u* € Uyq
(5.9) ATp* = =V, J(y*,u*)
(—BTp* + Vo J(y" u*),v —u")gm >0 for all v € Uyg.
Every solution (y*,u*) to (5.1) must satisfy, together with the dual variable p*, the
necessary conditions (5.9).
If Uyq = R™ holds, then the term u—u* can attain any value h € R™. Therefore,
the variational inequality (5.8) implies the equation
—BTp* + V., J(y*,u*) =0.
BEISPIEL 5.9. We consider the cost functional
Ty.u) = 310y~ yal’ + 5 P
with C' € R™*" y, yq € R®, A > 0 and u € R™. Then,
Vyd(y,u) = CT(Cy —ya),  VuJ(y,u) = lu.
Thus, we obtain the optimality system
Ay* = Bu*, u* € Uy
ATp*=CT(ya — Cy)
(=BTp* + \u*, v — u)gm >0 for all v € Uyy
If U,q = R™ holds, we find =B p* + Au* = 0. For A > 0 we have

1
(5.10) ut = XBTp*.
Inserting (5.10) into the state equation, we obtain a linear system in the state and

dual variables:

1
ATp* =0 (ya — Cy).
If (y*,p*) is computed, u* is given by (5.10). O

1.5. The Lagrange function. The optimality condition can be expressed by
utilizing the Lagrange function.

DEFINITION 5.10. The function £ : R?"*™ — R defined by
‘C(y)uvp) = ‘](y7u) + <Ay - BU,p>]Rn, (yvuap) € R" x R™ x Rn)
is called the Lagrange function for (5.1).
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It follows that the second and third conditions of (5.9) can be expressed as
VyL(y*,u*,p*) =0
(Vo Ly u™,p"),u—u)ypm >0 for all u € Uyg.
BEMERKUNG 5.11. The adjoint equation (5.7) is equivalent to V, L(y*, u*, p*) =
0. Thus, (5.7) can be derived from the derivative of the Lagrange functional with

respect to the state variable y. Analogously, the variational inequality follows from
the gradient V, L(y*, u*, p*). O

It follows from Remark 5.11 that (y*,u*) satisfies the necessary optimality
conditions of the minimization problem
(5.11) min L(y,u,p*) s.t. u € Ugq, y € R™.
y,u

Notice that (5.11) has no equality constraints (in contrast to (5.1)). In most appli-
cations p* is not known a-priori. Thus, (y*,u*) can not be computed from (5.11).

1.6. Discussion of the variational inequality. In many applications the
set of admissible controls has the form

(5.12) Uga = {u € R |ug <u < upt,
where u, < wup are given vectors in R™ and “<” means less or equal in each
component: u,; < u; < up,; for i =1,...,m. From (5.8) it follows that

<_BTp* + vuJ(y*7 u*)a U*>Rm S <—BTP* + VuJ(Z/*7 U*)a U>Rm

for all u € Uyq. This implies that u* solves the minimization problem

m

min (—B'p* + V,J(y*,u*), u)gm = min (=B p* + VuJ(y*,u"))iu;.
u€Uqa u€Uaqq =

If Uyq is of the form (5.12), then the minimization of a component u; is independent
of uj, i # j:
(=BTp" + Vi J(y*,u"))ui = min  (=B'p" + Vi J(y", u"))ius,

Uq,i Sui Sup i

1 <7 < m. Thus,
up; if (=Bp* + Vi J(y*,u*)) <0
(5.13) ul = ) -
Ug if (=B p" + V,J(y*,u")); > 0.
If (-=BTp* + V.,J(y*,u*)); = 0 holds, we have no information from the variational
inequality. In many cases we can use the equation (=BT p* + V,J(y*,u*)); = 0 to
obtain an explicit equation for one of the components of u*.

1.7. The Karush—Kuhn—Tucker system. Define the vectors
pa = (=BTp" + Vi (y",u"))+
o = (=B Tp* + V. J(y*,u*))_.

where p1,; = (=BT p* +V,J(y*,u*)); if the right-hand side is positive and p,; = 0
otherwise. Analogously, uy: = |(—=BTp* + V. J(y*,u*));| if the right-hand side is
negative and pp; = 0 otherwise. Utilizing (5.13) we have

(5.14)

e >0, ug—u* <0, (ug—u", pg)gm =0
o >0, u'—up <0, (u" —up, wp)rm =0
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These conditions are called complementarity conditions. The inequalities are clear.
We prove (uq —u*, fig)rm = 0. Suppose that u, ; < u} holds. Due to (5.13) we have
(=BTp* + V. J(y*,u*)); <0. Thus, p1a,; = 0 which gives (uq; — u})ta; = 0. Now
we assume f,; > 0. Using (5.14) we derive (=B p* + V., J(y*,u*)); > 0. It follows
from (5.13) that u,; = u} holds. Again, we have (uq; — u})iq,; = 0. Summation
over i =1,...,m yields (uq, — u*, ptg)rm = 0.
Notice that

Ha — Hp = —BTP* + VuJ(y*vU*)
Hence,
(5'15) VuJ(y*7U*) _BTp* + 1o — po = 0.

Let us consider an augmented Lagrange functional

L(y,u,p, pay p) = I (y, u) + (Ay — Bu, p)rn + (Ua — U fa)rm + (U — U, fip) R
Then, (5.15) can be written as
Vui(y*7 U*ap*7 Has :u‘b) = O
Moreover, the adjoint equation is equivalent with
Vy‘é(y*v u*ap*v /J'aa ,ub) = O

Here, we have used that V,£L = Vyﬁ. The vectors p, and pp are the Lagrange
multipliers for the inequality constraints u, —u* < 0 and u* — up < 0.

SATZ 5.12. Suppose that u* is an optimal control for (5.1), A is invertible
and Ugq has the form (5.12). Then, there exist Lagrange multipliers p* € R™ and
La, by € R™ satisfying

vyz(y*v U*ap*, /La, :U‘b) = 0
Vu'c(y*v U*vp*a Ha, Mb) =0
(5.16) fa >0, pp >0
(Uq —u", pra)rm = (U* — up, pp)rm =0
Ay* = Bu*, ug <u < uy.

The optimality system (5.16) is called the Karush-Kuhn-Tucker (KKT) system.
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The linear-quadratic regulator problem

In this section we introduce the optimal state-feedback and the linear-quadratic
regulator (LQR) problem. Utilizing dynamic programming necessary optimality
conditions are derived. It turns out that for the LQR problem the state-feedback
solution can be determined by solving a differential matrix Riccati equation. The
presented theory is taken from the book [2].

1. The linear-quadratic regulator (LQR) problem
The goal is to find a state-feedback control law of the form
u(t) = —Kz(t) forte|0,T)

with w : [0,T] = R™, 2 : [0,T] - R, K € R™*™> 50 that u minimizes the
quadratic cost functional

(6.1a) J(z,u) = /OT ()T Qx(t) + u(t)T Ru(t) dt + =(T)T Mx(T),

where the state x and the control u are related by the linear initial value problem
(6.1b) z(t) = Ax(t) + Bu(t) for t € (0, 7] and xz(0) = zo.

In (6.1a) the matrices @, M € R™=*"= are symmetric, positive semi-definite, R €
R™u*™u iy symmetric, positive definite and in (6.1b) we have A € R™=*™= B €
R™M=*™Mu and 25 € R™=. The final time T is fixed, but the final state x(T') is free.
Thus, we aim to track the state to the state T = 0 as good as possible. The terms
2(t)TQx(t) and 2(T)T Mx(T) are measures for the control accuracy and the term
u(t)T Ru(t) measures the control effort. Problem (6.1) is called the linear-quadratic
regulator problem (LQR problem).

2. The Hamilton-Jacobi-Bellman equation

In this section we derive first-order necessary optimality conditions for the LQR
problem. Since generalizing the problem to a non-linear problem does not cause
more difficulties in the deviation, we consider the problem to find a state-control
feedback control law

u(t) = ®(z(t),t), t€]0,T),

such that the cost-functional

T
(6.22) Tz = [ Lia(s)u(s),s)ds + g(a())
t
is minimized subject to the non-linear system dynamics
(6.2b) i(s) = F(x(s),u(s),s) for s € (0,T] and z(t) = z;.
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We suppose that the functions L : R™= xR™u= x[0,T] — [0,00) and g : R™= — [0, c0)
satisfy

L(0,0,s) =0for s € [0,7] and ¢(0)=0

Moreover, let F': R™= x R™ x [0,T] — R™= be continuous and locally Lipschitz-
continuous with respect to the variable x. Moreover, x; € R™= holds. To derive
optimality conditions we use the so-called Bellman principle (or dynamic program-
ming principle). The essential assumption is that the system can be characterized
by its state x(t) at the time ¢ € [0,7] which completely summarizes the effect of
all u(s) for 0 < s < ¢. The dynamic programming principle was first proposed by
Bellman [1].

SaTz 6.1 (Bellman principle). Let t € [0,T). If u*(s) is optimal for s € [t,T]
and z* 1is the associated optimal state, starting at the state xy € R™= then u*(s)
is also optimal over the subinterval [t + At,T] for any At € [0,T — t| starting at
T+ At = Zl?*(t + At)

Proor. We show Theorem 6.1 by contradiction. Suppose that there exists a
control u** so that

/t L@ (3),u™ (3), 8)ds + g(=™*(T))

+At T
< [ L0069 s (D)
t+At

(6.3)

where
z*(s) = F(z*(s),u”"(s),s) and z**(s) = F(x*(s),u""(s),s)

hold for s € [t + At, T]. We define the control

(6.4) uls) = { Z:(s) if s € [t,t+ Af],

*(s) ifse (t+ AT

By x(s) we denote the state satisfying @(s) = F(z(s),u(s),s) for s € [¢t,T] and
x(t) = 4. Then we derive from (6.3) and (6.4) that

T
/t L(x(s), u(s), s) ds + g(z(T))

Recall that u*(s) is optimal for s € [¢,T] by assumption. From (6.5) it follows that
the control u given by (6.4) yields a smaller value of the cost functional. This is a
contradiction. g
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Next we derive the Hamilton-Jacobi-Bellman equation for (6.2). Let V* : R™= x
[0,T] — R denote the minimal value function given by
% (.Tt, t)
(6.6)
= min {Jt(x,u) |i(s) = F(x(s),u(s),s), s € (tT]and z(t) = xt}

w:(t,T]—Rmu

for (zy,t) € R™= x [0,T], where

T
Jt(m,u):/t L(w(s), u(s), s) ds + g((T)).

From the linearity of the integral and (6.6) we conclude
1% (Z‘t, t)

t+ AL
6.7) = u:[t}tfgglﬁRmu { /t L(x(s),u(s),s)ds + V*(x(t + At), t + At) |

z(s) = F(x(s),u(s),s), s € (t,t + At] and z(t) = xt}

for (z¢,t) € R™= x [0,T — At], where we have used the Bellman principle. Thus,
by using the Bellman principle the problem of finding an optimal control over the
interval [t,T] has been reduced to the problem of finding an optimal control over
the interval [¢, ¢t + At].

Now we replace the integral in (6.7) by L(z(t),u(t),t)At, perform a Taylor
approximation for V*(z(t + At),t + At) about the point (z4,t) = (z(t),t) and
approximate z(t + At) — x(t) by F(x(t), u(t),t)At. Then we find

*

V*(I’t,t) = min {L(It, Ut,t)At + V*($t,t) + aalt(l't,t) At

ur ER™u

+ VV* (g, )T F (g, up, t) At + O(At)}

*

=V*(xy,t) + W(Itat)At
A
+ At rgﬂi@g {L(ﬂﬁt,Ut,t) + YV (@, )T F (2w, ) + O(Att)}

for any At > 0. Thus,

et = min {Eou,) + 9V @) P + 20,

Taking the limit At — 0 and using V*(z¢,T) = g(x;) we obtain

ov* . *
(6.8a) ~ 5 (z4,t) = JBin {L(mt,ut,t) +VVv (xt,t)TF(xt,ut,t)}
for all (a¢,t) € R™= x [0,T) and
(6.8b) V* (2, T) = g(4)

for all z; € R™=,
To solve (6.8) we proceed in two steps. First we compute a solution u; to

u*(t) = argrﬁin {L(x¢,u,t) + VV*(x, T F(xy, uy, t)}
w ERMu
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and set
(6.9) U(VV* (x4, ), 24, t) = u* (1),
which gives us a control law. Then we insert (6.9) into (6.8a) and solve

oV
*W (I’t,t) = L(I’t, \I/(VV*(xf,t), It,t)7t)
+ VV*('Ita t)TF(‘rh \II(VV*(It, t)7 T, t)? t)

for all (z4,t) € R™= x [0,T). Finally, we can compute the gradient VV*(x,t) and
deduce the state-feedback law

u(t) = O(ay,t) = U(VV*(a4,t), 2¢,t) for all (z¢,t) € R™* x [0,T).

BEMERKUNG 6.2. 1) In general, it is not possible to solve (6.8) analy-
tically. However, for the LQR problem we can derive an explicit solution
for the state-feedback law.

2) Note that the Hamilton-Jacobi-Bellman equation are only necessary op-
timality conditions. O

3. The state-feedback law for the LQR problem
For the LQR problem we have

L(z,u,t) = 27 Qx + v Ru, g(z) = 2" Mz, F(z,u,t)= Az + Bu

for (z,u,t) € R™= x R™= x [0,T]. For brevity, we focus on the situation, where
the matrices A, B, @, R are time-invariant. However, most of the presented theory
also holds for the time-varying case.

First we minimize

2" Qz + u" Ru + VV*(z,t)" (Az + Bu)
with respect to u. First-order necessary optimality conditions are given by
u'Ri+ 4" Ru+ VV*(z,t)TBu =0 for all & € R™x,
By assumption, R is symmetric and positive definite. Then we find
(2Ru+ BTVV*(2,)) =0 for all & € R™

and

1
(6.10) ut = -5 RIBTVV*(x,t).

For the minimal value function V* we make the quadratic ansatz
(6.11) V*(x,t) = 2T P(t)z, P(t) € R™=*™= symmetric.
Then, we have VV*(x,t) = 2P(t)x so that

u* = —-R'BTP(t)x.
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Note that

ov* .
W(wt, t) = actTP(t)a:t7

L(zy, — R 'BTP(t)x,t) = 2T Quy + xl P(t)BR™ BT P(t)x,
=2} (@ +P(t)BR™'B"P(t))a,
F(zy, —R'B"P(t)ay,t) = Az, — BR™'B"P(t)z, = (A— BR™'BTP(t))x,
VV*(z,t) = 2P(t)xy.

Consequently,

W(ﬂft» t)
— 2T (Q + P(t)BR™ BT P(t))a, + (2P(t)x;)" (A= BR™'BTP(t))x,
for all x; € R™=, which yields
—zl P(t)x,
=2/ (Q+ P(t)BR'B"P(t) + 2P(t)A — 2P(t)BR™'BT P(t))z,
=x{ (2P(t)A+Q — P(t)BR™'B" P(t))x,
for all z, € R™=. From P(t) = P(t)” we deduce that
2] P(t)Azy = o] P(t)Azy + 2 AT P(t)z, = o] (ATP(t) + P(t)A) .
Using V* (2, T) = 2] P(T)z; and (6.8b) we get
(6.12a)
—a{ P(t)zy = o] (ATP(t) + P(t)A+ Q — P(t)BR"*B"P(t))x;, t€[0,T)
(6.12b)
' P(T)x; = o} M.
Since (6.12) holds for all z; € R™= we obtain the following matriz Riccati equation
(6.13a) —P(t) = ATP(t) + P(t)A+Q — P(t)BR'BTP(t), t€0,T)
(6.13b) P(T)= M.
Finally, the optimal state-feedback is given by
u*(t) = —K(t)z(t) and K(t)= R 'BTP(t).

—zl P(t)a, = —

BEISPIEL 6.3. Let us consider the problem
T
min/ lz(t)|? + [u(t)|?dt  s.t. @(t) = u(t) for t € (0,T).
0

Choosing m; = m, =1, A= M =0and B =@ = R = 1 the matrix Riccati
equation has the form
~P(t)=1—P(t)? fort €[0,7) and P(T)=0.

This scalar ordinary differential equation can be solved by separation of variables.

Its solution is
1— 672(T7t)

PO = Tremsa=
with the optimal control u*(t) = —P(t)z(t). O
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