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1 FEinleitung

1. Einleitung
Unter einem endlichdimensionalen Optimierungsproblem verstehen wir die Aufgabe:

Gegeben sei eine Menge X C R”™ und eine stetige Funktion f: X — R. (1.1)
Gesucht wird ein z* € X mit Vo € X : f(z*) < f(z) ' ’

In Kurznotation:

min f(z) uwdN. ze€X bzw. gél)r{l f(z). (1.2)

Ist X =R", so heilt (1.1) bzw. (1.2) unrestringiert, andernfalls restringiert.

Im Allgemeinen nennt man X den Zulissigkeitsbereich und f die Zielfunktion.

Bemerkung 1.1.

Soll f fiir x € X maximiert werden, so ist dies gleichbedeutend damit, dass —f u.d.N. z € X minimiert
wird. O

Die Aufgabenstellung (1.1) erhélt ihre Bedeutung dadurch, dass sie ein mathematisches Modell fiir viele
Probleme zum Beispiel aus der Physik, Medizin, Okonomie und den Ingenieurwissenschaften ist.

Fiir den Fall, dass X # R"™ ist, lasst sich der Zuléssigkeitsbereich sehr haufig in der Form X = Q;NQ5N 05
schreiben mit

D ={zeR"|¢x)=0,i€ L}, Qa={xeR"|¢(x) <0, i€}, Q3={xcR"|x; €Z, i< I3},
gewisse Indexmengen I, I5, I3 und Abbildungen ¢; : R™ — R, i € I, Is. Die Mengen 21, Q5,23 werden
als Gleichungs-, Ungleichungs- bzw. Ganzzahligkeitsrestriktionen bezeichnet.

Ist X eine Menge von diskreten Punkten, so spricht man von einem diskreten oder kombinatorischen
Optimierungsproblem, andernfalls von einem stetigen Optimierungsproblem.

Ist f nicht differenzierbar, so nennt man (1.1) ein nicht-differenzierbares Optimierungsproblem.

Definition 1.2.
Sei f: X — Rmit X CR" Ein Punkt 2* € X heifst

1. globale Minimalstelle von f auf X, wenn f(z*) < f(z) fir alle z € X.
f(x*) heifst dann globales Minimum.

2. strikte globale Minimalstelle von f auf X, wenn f(2*) < f(z) fiir alle z € X \ {z*}.
f(z*) heifst dann striktes globales Minimum.

3. lokale Minimalstelle von f auf X, wenn es eine Umgebung U von x* gibt, so dass f(x*) < f(x) fiir
allex e X NU.
f(z*) heift dann lokales Minimum.

4. strikte lokale Minimalstelle von f auf X, wenn es eine Umgebung U von z* gibt mit f(z*) < f(z)

fir alle z € (UNX) \ {z*}.
f(z*) heifst dann striktes lokales Minimum.

Bemerkung 1.3.

Ein Punkt 2* € X ist genau dann (globale, strikte globale, lokale, strikte lokale) Maximalstelle von f auf
X, wenn z* (globale, strikte globale, lokale, strikte lokale) Minimalstelle von —f auf X ist. O

Die Existenz von (globalen) Losungen fiir das Problem (1.2) kann man unter sehr milden Bedingungen
zeigen; vergleiche dazu [8, Satz1.2].
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2.1 Bedingungen erster und zweiter Ordnung 2 Optimalitétskriterien

Satz 1.4.

Die Funktion f : X — R sei stetig, und es gebe 2o € X C R"”, so dass die Niveaumenge

Ny(zo) ={z € X | f(z) < f(x0)}

kompakt ist. Dann besitzt das Problem 1.2 mindestens ein globales Minimum.

Beweis.

Es ist klar, dass Punkte, an denen f sein globales Minimum annimmt, in Ny (zo) liegen miissen. Da f
stetig auf der kompakten Menge Ny (z) ist, nimmt f sein globales Minimum in einem Punkt 2* € N¢(x)
an. Dieser Punkt x* ist auch die globale Minimalstelle von f auf X. (Il

T
Im Folgenden bezeichne V f(z) = (%(x), oy 2L (m)) € R" den Gradienten von f in x.

Definition 1.5.
Seien X C R" eine offene Menge und f : X — R eine stetig differenzierbare Funktion.

Ein Punkt z* € X heift stationdrer Punkt von f, wenn V f(z*) = 0 gilt.

2. Optimalitatskriterien

2.1. Bedingungen erster und zweiter Ordnung

Wir behandeln unter geeigneten Differenzierbarkeitsannahmen notwendige und hinreichende Bedingun-
gen fiir lokale Minimalstellen.

Satz 2.1. (Notwendige Optimalitdtsbedingung erster Ordnung)

Seien X C R™ offen und f : X — R stetig differenzierbar. Ist 2* € X eine lokale Minimalstelle von f
auf X, so gilt Vf(2*) =0, d.h. 2* ist ein stationérer Punkt.

Beweis. (Analysis II)

Sei x* € X eine lokale Minimalstelle von f, aber Vf(z*) # 0. Dann existiert d € R” mit Vf(2*)Td < 0
(z.B. d = =V f(z*)). Da nach Voraussetzung f stetig differenzierbar ist, existiert die Richtungsableitung
f'(z*;d) von f in z* in Richtung d. Es gilt

fa" +td) — f(@")

f(z%;d) = lim = Vf(z")"d <0.

t\0 t
Folglich existiert ein to > 0 mit 2* + td € X und 1(f(z* + td) — f(z*)) < 0 fiir alle ¢ € (0,%o]. Somit ist
auch f(z* +td) < f(z*) fur alle t € (0,¢o], was einen Widerspruch zur Voraussetzung ergibt. O

Bemerkung 2.2.

Die Bedingungen aus Satz 2.1 sind nicht hinreichend dafiir, dass z*
eine lokale Minimalstelle ist.

Betrachte zum Beispiel die Funktion f(z) = 22 — 22 auf R? und

den Punkt z* = (0,0), dann gilt Vf(z1,22) = (221, —222)T, also
ist * = (0,0) ein stationdrer Punkt von f, aber fiir beliebig kleines
e > 0ist f(z) = —€2 < 0 = f(z*) mit z. = (0,¢), d.h. in jeder
Umgebung von x* existiert ein Punkt mit kleinerem Funktionswert.

Da Satz 2.1 nur Ableitungen bis zur ersten Ordnung verwendet, gibt  Fig. 1: Eine Funktion mit einem Sattel-

er eine notwendige Bedingung erster Ordnung an. ¢  punkt, d-h. einem kritischen Punkt, der
kein Optimum ist.
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2 Optimalitdtskriterien 2.1 Bedingungen erster und zweiter Ordnung

Wir zitieren folgende Abschétzung aus der Spektraltheorie symmetrischer Matrizen:

Lemma 2.3.

Sei S, der Vektorraum der symmetrischen (n xn)-Matrizen. Fiir A € S, sei A(A) der kleinste Eigenwert
von A. Dann gilt
[A(A) = A(B)| < ||A = Bl|2 fir alle A,B € S,

wobei || - ||2 hier die Spektralnorm ||Alj2 = max{|A| | A ist Eigenwert von A} bezeichnet.

Vergleiche dazu das Kapitel zur Stérempfindlichkeit bei Eigenwertaufgaben aus [6, Kapitel 11.4].

Mithilfe Lemma 2.3 folgt aus der Stetigkeit der Hessematrix V2 f(x) = ( "1 (m)) € R"*™ von f:

aIiLEj
Ist V2f(x*) positiv definit, dann ist V2f(z) positiv definit in einer Umgebung von x*. Eine analoge
Folgerung gilt fiir den Fall, dass V2 f(z*) negativ definit ist.

Satz 2.4. (Notwendige Optimalitdtsbedingung zweiter Ordnung)

Seien X C R™ offen und f : X — R zweimal stetig differenzierbar. Ist * € X eine lokale Minimalstelle
von f auf X, so ist Vf(z*) =0 und V2f(z*) ist positiv semidefinit.

Beweis. (Analysis II)

Die Bedingung Vf(2*) = 0 folgt aus Satz 2.1. Sei z* eine lokale Minimalstelle von f, jedoch V2 f(z*)
nicht positiv semidefinit. Dann existiert ein d € R™ mit d¥ V2 f(2*)d < 0.

Mit Hilfe des Satzes von TAYLOR ergibt sich

1
Fa* +td) = f(2") +t V(@) d+ S12dTV? [(&)d
—_———— 2
=0
fiir kleines ¢ > 0. Dabei ist & = x* + ¥4td fiir ¥, € (0,1). Aus Lemma 2.3 und der Stetigkeit der zweiten

Ableitung von f folgt die Existenz von tq > 0 mit dTV2f(&;)d < 0 fiir alle t € (0, o], wegen V f(z*) =0
also f(z* 4+ td) < f(z*) fur alle t € (0, to], was einen Widerspruch zur Voraussetzung ergibt. O

Bemerkung 2.5.

Die Bedingungen aus Satz 2.4 sind nicht hinreichend dafiir, dass z*
eine lokale Minimalstelle ist.

Betrachte zum Beispiel die Funktion f(x) = 2% + 23 auf R? und den
Punkt z* = (0,0)T, dann gelten

vie)=(p). v = (5 )

Da Satz 2.4 Ableltun.gen bis zur zweiten Ordnung verwendet, gibt er Fig. 2: Fin Sattelpunkt mit semidefiniter
eine notwendige Bedingung zweiter Ordnung an. {  Hessematrix.

Nun kommen wir zu einer hinreichenden Optimalitdtsbedingung.

Satz 2.6. (Hinreichende Optimalitdtsbedingung zweiter Ordnung)

Seien X C R" offen und f : X — R zweimal stetig differenzierbar. Gilt V f(z*) = 0 und ist V2f(z*)
positiv definit, dann ist z* eine strikte lokale Minimalstelle von f auf X.
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2.2 Konvexe Funktionen 2 Optimalitétskriterien

Beweis. (Analysis II)

Aus der positiven Definitheit der Hessematrix folgt die Existenz eines p > 0 mit d*V?2f(2*)d > ud*d fiir
alle d € R", withle etwa p als den kleinsten Eigenwert von V2 f(2*). Da x* ein stationirer Punkt ist, gilt
nach dem Satz von TAYLOR fiir alle d € R™, die hinreichend nahe bei 0 aber d # 0 sind, dass

Pl +d) = (@) + V) d ot 3 d " F(Ea)d
———

=0

mit &g = x* + J4d fiir 94 € (0, 1) erfiillt ist. Man erhélt so mit der CAUCHY-SCHWARZschen Ungleichung
1 1
Pl 4 d) = @) + Sd"V ) 4 L (V () — 97 f(a)d

* 1 *
> f@") + 5 (= V2 F(Ea) = V2 £ (")) 143
Da f zweimal stetig differenzierter ist, gibt es ein § = d(u) > 0, so dass |V2f(£4) — V2f(2*) |2 < p/2 gilt
fir alle d € R™ mit ||{g — 2*||2 = ||¥ad||2 < ||d||2 < . Dann erhalten wir

Fl@* +d) > f(z*) + % |d|? > f(z*) fiir alle d # 0 mit ||d||, < 4,
das heiftt, z* ist eine strikte lokale Minimalstelle von f. O

Bemerkung 2.7.

Die Bedingungen aus Satz 2.6 sind nicht notwendig dafiir, dass z*
eine lokale Minimalstelle ist. ]
!
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T
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Da Satz 2.6 Ableitungen bis zur zweiten Ordnung verwendet, gibt er Fig. 3: Ein striktes lokales Minimum mit
eine hinreichende Bedingung zweiter Ordnung an. {  semidefiniter Hessematrix.
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Satz 2.8. (Hinreichendes Kriterium zweiter Ordnung fiir einen Sattelpunkt)

Seien X C R™ offen und f : X — R zweimal stetig differenzierbar.
Fiir 2% € X gelte Vf(2*) = 0 und V2f(x*) ist indefinit, so hat f in x kein lokales Optimum. z* heift
Sattelpunkt von f auf X.

2.2. Konvexe Funktionen

Definition 2.9.

Eine Menge X C R™ heifst konvex, wenn fiir alle z,y € X und A € (0,1) auch Az + (1 — A\)y oder
aquivalent y + A\(xz — y) in X liegt.

Seien X C R™ eine konvexe Menge und f : X — R eine Funktion.

1. f heifst strikt konvex bzw. konvex, wenn fiir alle z,y € X, x # y und alle A € (0,1) gilt
fQz+ (@ =Ny) <Af(x)+ QA=A f(y) bzw. fQAz+(1-Ny) <Af(x)+ 1= A)f(y)
2. f heikt gleichmifig konvex mit Modul p > 0, falls fiir alle z,y € X, A € (0,1) gilt:

FOz+ (1= Ny) +pA1 = Nlz = yl* < Af(2) + (1= A f(y).

SS 2015 6 Martin Gubisch und Konstantin Ott



2 Optimalitdtskriterien 2.2 Konvexe Funktionen

Bemerkung 2.10.

Aus der Definition folgt, dass jede gleichméfig konvexe Funktion auch strikt konvex ist und jede strikt
konvexe Funktion konvex ist. Die Umkehrungen gelten im Allgemeinen nicht. %

Ist f eine differenzierbare Funktion, so kénnen wir Konvexitét wie folgt charakterisieren; vergleiche dazu
[8, Satz 6.3].

Satz 2.11.
Sei f: X — R stetig differenzierbar und X C R™ offen und konvex. Dann gelten:

1. f ist genau dann konvex, wenn fiir alle z,y € X mit x # y gilt:
Vi)' (y —2) < fly) - f(x) (2.1)

2. f ist strikt konvex genau dann, wenn fiir alle z,y € X mit = # y

V@) (y—2) < fly) - f(=z)
erfiillt ist.

3. Die Funktion f ist gleichméfig konvex genau dann, wenn es g > 0 gibt mit

Vi@) "y —a) +pully —2l® < fly) - f(z)  firalle z,yeX

Beweis.
1.

»= “ Sei f konvex fiir beliebige z,y € X. Fiir alle A € (0, 1] bekommen wir

1

S+ Al = ) = @) < 10 = V(@) + M)~ £(@) = Fl) — ()

Bilden wir den Grenzwert A — 0%, so gilt

V@) (y—2) = lim ~(f@+ My —2) — f() < f@y) — @) ako (21)

A—0+ A

<= Sei (2.1) erfullt. Wir wéhlen z,y € X und A € [0, 1] beliebig und definieren z = (1 — M)z + Ay. Um
(L=X)f(x)+ Af(y) — f(xzr) > 0 zu zeigen, betrachten wir mit (2.1)

(L =Xf(@) +Af(y) = flza) = (1= N(f(2) = f(zx) + A(f(y) = f(z2))
L - NV @ = o) FAVS @) T a) (22
=V (an)" (L =Nz + Xy —az) =0
was zu zeigen war.
2.

»= “ Sei f streng konvex. Wir wiihlen x,y € X mit 2 # y und setzen z := 1(z + y). Dann erhalten wir
f(2) < 2(f(x) + f(y)), also f(z) — f(z) < 2(f(y) — f(x)). Nun verwenden wir 1. Es gilt daher

V@) (y —2) =2Vf(2)" (2 — 2) < 2(f(2) = f(x)) < f(y) = f(x),
was zu zeigen war.

<= “ Diese Aussage bekommen wir sofort aus der Abschéitzung (2.2), wenn wir > statt > verwenden.
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2.2 Konvexe Funktionen 2 Optimalitétskriterien

3.

»= “ Wir betrachten wie in Teil 1. den Differenzenquotienten

[+ Ay —2) - fz)

A—0+ A
< Ali}%g (=N f(x) + A (y) = pA1 = Ny — z|]* = f(z))
= f(y) — f(@) — plly — =|?

»<=“ Es gelten
[z —zxll = [lo = (1 =Nz =yl = Az —yl| und [y —=zxl = [ly— (A =Nz =Xyl = A =A)[lz—y]

Daher erhalten wir (vgl. das Vorgehen bei der Abschédtzung (2.1))

(I =Nf(@)+ f(y) = flzx) = A =N (f(2) = f(@2) + A(f(y) = f(zn))
> (1=N(Vf(@a)" (@ —zx) + pllz — 2a]?) + AV f(22)" (y — 2)
+plly — zal?)
= V(@) (1= Nz + Ay — 22) + p((1 = Nllz — 2xl* + Aly — 2[*)
= (1= XN + A1 = N)?)[|lz - y|I?
= u(1 = NN+ A1 =)l —yl* = p(1 = MAlly — z]?,

was zU zeigen war.

O

Ist das Zielfunktional f zweimal stetig differenzierbar, so konnen wir die Konvexitit von f mittels der
Hessematrix von f charakterisieren. Ohne Beweis geben wir dazu folgende Charakterisierung zweimal
stetig differenzierbarer Funktionen an; vergleiche dazu [8, Satz 6.4].

Satz 2.12. (Charakterisierung konvexer Funktionen)

Seien X C R"™ offen und konvex sowie f : X — R zweimal stetig differenzierbar. Dann gelten:
1. f ist konvex auf X < V?2f(x) ist fiir alle x € X positiv semidefinit.

2. Ist V2f(x) fiir alle x € X positiv definit, so ist f strikt konvex auf X.

3. f ist genau dann gleichmiRig konvex auf X, wenn V2 f(x) gleichméRig positiv definit ist, d.h. wenn
es ein 1 > 0 gibt, so dass fiir alle z € X und alle d € R™ gilt: dTV2f(x)d > pl|d|*.

Beweis.
1.

»= “ Sei also f konvex und z € X, d € R" beliebig. Da X offen ist, gibt es 7 = 7(x,d) > 0 mit x+td € X
fiir alle t € [0,7]. Fiir 0 < ¢ < 7 folgt aus Satz 2.11 mit (2.1)

tVf(2)td = V(@) (td) = Vf(x) (z +td —x) < f(x +td) — f(x).
TAyLORentwicklung ergibt daher
t2
0< fla+td) — f(a) ~ 1V f(@)"d = A"V f () + o),
wobei r(t) = o(t?) die in der Landau-Symbol-Formalierung iibliche Notation ist, das heifit, es gilt

t
% —0 fir ¢\,0.
Wir erhalten die Behauptung nach Multiplikation mit t% und dem Grenziibergang ¢t — 0.
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2 Optimalitdtskriterien 2.2 Konvexe Funktionen

»<=“ Seien x,y € X beliebig. Mit TAYLORentwicklung folgt fiir ein ¥ € [0, 1]

fy) = flz) = V(@) (y — =)+ %(y )"V f(x+9(y — ) (y — )
> Vi) (y — ). (2.3)
Aus Satz 2.11 mit (2.1) folgt, dass f konvex ist.

2. Wir erhalten die Aussagen aus (2.3), wenn wir z,y € X mit « # y beliebig wéihlen und > durch >
ersetzen.

3.

»= ¢ Wie in Teil 1. erhalten wir fiir beliebige € X und d € R™ \ {0} ein 7 = 7(x,d) > 0, so dass

t2
0< flz+td) — f(o) =tV f(2)Td — ptd|* = 5dTV2f(ﬂC)d — 2ulld|* + o(t?)
fiir alle 0 < ¢t < 7. Nach Multiplikation mit t% und Grenziibergang ¢t — 07 folgt

4TV f(2)d > pld]?.
,<=“ Seien x € X, d € R™ beliebig gewéahlt. Nach Satz von TAYLOR existiert ein o € [0, 1] mit

fly) = f(2) = V() (y —a)+ %(y — )TV f(z+ 0y —x))(y - 2)

> V(@) (y— )+ Glly - |

da V2f gleichmiifiig positiv definit ist. Daraus folgt, dass f gleichmiRig konvex ist.

Bemerkung 2.13.

1. Die 2. Aussage von Satz 2.12 liisst sich nicht ohne Weiteres umkehren: Die Funktion f(z) = z* mit
X = R beispielsweise ist strikt konvex, aber es gilt f/(0) = 0.

2. f:R™ — R sei eine quadratische Funktion, d.h. von der Gestalt

1
f(z) = ixTQx +ctr+y
mit symmetrischer Matrix @ € S,,, Vektor ¢ € R" und Skalar v € R. Dann gelten:
a) f ist genau dann konvex, wenn @ positiv semidefinit ist.

b) f ist strikt konvex < f ist gleichméfbig konvex < @ ist positiv definit.

O
Wir kommen nun zum Optimierungsproblem zuriick; vergleiche dazu [8, Satz 6.5]
Satz 2.14. (Existenz und Eindeutigkeit fiir konvexe Optimierungsausgaben)
Seien f: X — R konvex, stetig differenzierbar und X C R"™ konvex. Wir betrachten das Optimierungs-
problem
min f(z) uwdN. zeX (2.4)

Dann gelten:
1. Jedes lokale Minimum von f ist ein globales Minimum.
2. Die Losungsmenge von (2.4) ist konvex (gegebenenfalls leer).

3. Ist f strikt konvex auf X, so besitzt (2.4) hochstens eine Losung.
Diese ist - im Falle der Existenz - nach Teil 1. das strikte globale Minimum von f auf X.

4. Ist X offen und z* € X ein stationdrer Punkt von f, so ist * ein globales Minimum von f auf X.
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3 Abstiegsverfahren und Schrittweitenstrategien 3 Abstiegsverfahren und Schrittweitenstrategien

Beweis.

1. Sei z* eine lokale Minimalstelle von f auf X. Angenommen, es existiert ein € X mit f(z) < f(z*).
Dann folgt fiir alle A € [0, 1]

@ + A —a") < (1= Nf@*) + Af(@)
<L =Nf") +Af(@") = f(z7)
d.h., aber z* ist keine lokale Minimalstelle, was ein Widerspruch ist.

2. Seien z', 2% Losungen von (2.4), also f(z!) = f(2?) = Hél)l(l f(z). Fiir A € (0,1) gelten dann

Mt 4 (1-N2?2 e X und  fOa! + (1 —N)2?) < Af(zh) + (1 - N f(2?) = gél)r(lf(x)

Also nimmt f auch an Az! + (1 — \)z? sein Minimum an.
3. Angenommen, (2.4) hat zwei verschiedene Losungen z', 22 mit f(z1) = f(z2) = min f(z). Fiir A €

zeX
(0,1) gelten dann

At +(1=N2? € X und  fQx' + (1= N2?) < Af(z!) + (1 =N f(2?) = irél)I(l f(z),

was einen Widerspruch ergibt.

4. Fiir alle z € X folgt aus Satz 2.11 mit (2.1)

fl@) = f@*) > V(@) (z—2%) =0

Somit ist x* eine lokale Minimalstelle von f auf X.

Bemerkung 2.15.

1. Das Problem (2.4) muss selbst fiir strikt konvexes f keine Losung besitzen. Betrachte dazu zum Beispiel
f(z) = exp(z) auf X =R.

2. Aus der 4. Aussage von Satz 2.14 folgt, dass V f(z*) = 0 auch hinreichend dafiir ist, dass z* eine
globale Minimalstelle ist.

O

3. Abstiegsverfahren und Schrittweitenstrategien
Wir betrachten ein Abstiegsverfahren zur Lésung des unrestringierten Optimierungsproblems

min f(z)

mit stetig differenzierbarer Funktion f : R™ — R. Die zentrale Idee der Verfahren in diesem Abschnitt ist
wie folgt:

1. Ist man in einem Punkt z € R™, so sucht man eine Richtung d € R" aus, ldngs welcher der Funktions-
wert fallt (Abstiegsverfahren).

2. Entlang dieser Richtung d geht man so lange, bis man den Funktionswert von f hinreichend verkleinert
hat (Schrittweitenstrategie).

Diese Schritte wollen wir formalisieren.

Definition 3.1.

Seien f: R™ — R und = € R™. Ein Vektor d € R™ heifit Abstiegsrichtung von f im Punkt z, wenn es
ein to > 0 gibt mit
flx+td) < f(x) fiir alle t € (0,to].
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3 Abstiegsverfahren und Schrittweitenstrategien 3.1 Abstiegsverfahren

Bemerkung 3.2. (Hinreichende Abstiegsbedingung)
Ist f stetig differenzierbar, dann ist die Bedingung

Vix)Td <0 (3.1)

hinreichend dafiir, dass d € R™ eine Abstiegsrichtung von f in x ist.

Um dies einzusehen, definieren wir ¢(t) = f(z + td). Aus f € C' (R",R) folgt dann
1
o(t) = p(0) +t' (0) +r(t)  mit —r(t) =0 fiir £3,0,

d.h. r(t) = o(t). Es gelten ¢(0) = f(x) und ¢'(0) = Vf(x)Td < 0. Also existiert ein ¢y > 0 mit

#(t) = (0) - 20 _ vp@yra+ @ — vie(): 2= - 20 o,
d.h. f(x +td) < f(z) und somit ist d eine Abstiegsrichtung von f in z. O

Bemerkung 3.3.

1. Die Bedingung (3.1) bedeutet, dass der Winkel ¢ zwischen d und dem negativen Gradienten —V f(z)
von f in x weniger als 7 beziehungsweise 90° betrégt. Betrachte dazu:

0>Vf(z)'d = 0<-Vf(z)'d=cos(o)|| = Vf(@)llld]

>0

Es folgt cos(¢) > 0 und damit ¢ € [0, 3).

2. Das Kriterium (3.1) ist nicht notwendig. Ist = beispielsweise eine strikte lokale Maximalstelle, so sind
alle d € R™ Abstiegsrichtungen von f in x, aber (3.1) ist nicht fiir alle diese Richtungen erfiillt.

O

Beispiel 3.4.

1. d = =V f(x) ist stets eine Abstiegsrichtung, sofern z kein stationirer Punkt ist, denn dann gilt
Vf(x)td = —||Vf(2)]|> < 0. =V f(z) ist sogar die Richtung des steilsten Abstiegs: Unter allen Rich-
tungen d € R™ mit ||d|| = 1 ist der normierte Gradient von f in x Minimalstelle von min V f(z)Td
u.d.N. ||d|| = 1. Wéhlt man d = —V f(z), so bezeichnet man das Abstiegsverfahren als Gradientenver-
fahren.

2. Ist M € S, positiv definit, dann ist d = —MV f(x) im Fall Vf(z) # 0 eine Abstiegsrichtung, denn
es gilt Vf(z)Td = —Vf(x)" MV f(x) < 0. Man bezeichnet die Abstiegsverfahren dann als gradienten-
ghnliche Verfahren.

O

3.1. Abstiegsverfahren

Wir wollen in algorithmischer Form ein allgemeines Abstiegsverfahren angeben. Hier werden iterativ
Punkte 2% € R™ erzeugt mit f(x**1) < f(2%), bis eine Abbruchbedingung beispielsweise von der Form
2% — 2*|| < e fiir ein € > 0 erfiillt ist.

In theoretischen Konvergenzuntersuchungen betrachten wir kein Konvergenzkriterium. Vielmehr nehmen
wir an, dass eine unendliche Folge (2¥).cn erzeugt wird, und untersuchen diese Folge auf Grenzwerte
bzw. Haufungspunkte.

Satz 3.6. (Hinreichendes Konvergenzkriterium des Allgemeinen Abstiegsverfahrens)

Seien f : R™ — R stetig differenzierbar und (z*)cy eine durch Algorithmus 3.5 erzeugte Folge. Weiter
mogen gelten:
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3.2 Schrittweitenstrategien 3 Abstiegsverfahren und Schrittweitenstrategien

Algorithmus 3.5 (Allgemeines Abstiegsverfahren)

Eingabe: Startpunkt zg € R"™.
1: Setze k = 0.
2: while Konvergenzkriterium nicht erfiillt do
3:  Bestimme Abstiegsrichtung d* von f in z*.
4:  Bestimme eine Schrittweite t; > 0 mit f(z* + txd*) < f(z¥).
5. Setze zFt1 = 2% + t5,d* und k =k + 1.
6: end while

1. Es gibt eine Konstante 67 > 0, so dass die folgende Winkelbedingung fiir alle k£ € N erfiillt ist:

=V " = 0|V f ()] [l

2. Es gibt eine von (2*)reyn und (d¥)geny unabhiingige Konstante f > 0 mit der folgenden Bedingung
des hinreichenden Abstiegs:

Vf(.’L‘k)Tdk

2

F(& + tyd®) < f(2*) — 6, (

Dann ist jeder Hiufungspunkt der Folge (z*),cn ein stationirer Punkt von f.

Beweis.

Sei 2* ein Haufungspunkt der durch Algorithmus 3.5 erzeugten Folge (2 )ren. Dann gibt es eine Teilfolge
(z%),eny mit ¥ — z* fiir v — co. Nach Konstruktion ist (f(2"))zen monoton fallend, also folgt aus
f(zF) — f(x*) fiir v — oo, dass auch die gesamte Folge der Funktionswerte (f(x*))ren gegen f(z*)
konvergiert.

Weiter liefern die beiden Bedingungen des Satzes die Abschéitzung

kT gk \ 2
0" fat) - ) < 0 (VT ) < ol VNP <o
also ist klim |V f(x*)|| = 0. Damit ist jeder Hiufungspunkt von f auch ein stationirer Punkt von f. [
— 00

Bemerkung 3.7.
1. Im Allgemeinen gibt es keine Garantie, dass ein (eindeutiger) Hiufungspunkt existiert.

2. Bezeichne 7, den Winkel zwischen d* und —V f(2*), dann bedeutet die Winkelbedingung aus Satz
3.6, dass
_ —Vf(l‘k)Tdk
) = [ @R T

gleichmiifig grofer als 0 ist. Dies impliziert, dass d* und —V f(x) nur in einem Winkel zwischen 0

und weniger als 5 zueinander stehen. Ein wichtiges Beispiel einer Abstiegsrichtung, fiir welche diese

Bedingung erfiillt ist, ist die Wahl d¥ = —V f(z*). %

3.2. Schrittweitenstrategien

Das Allgemeine Abstiegsverfahren (Algorithmus 3.5) besitzt in der Wahl der Abstiegsrichtung d* und
der Schrittweite ¢, > 0 grofe Freiheitsgrade. Die nahe liegende Minimierungsregel ¢, = ¢ fiir die zu
wahlende Schrittweite mit

f(z 4 tingky = min f(a® +td¥)

ist unter der Annahme, dass die Niveaumenge £(2°) = {x € R" | f(z) < f(2°)} kompakt ist und V f(z)
Lipschitz-stetig auf £(z) ist, wohldefiniert. Allerdings ist diese Regel im Allgemeinen nicht praktikabel:
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3 Abstiegsverfahren und Schrittweitenstrategien 3.2 Schrittweitenstrategien

In jedem Schritt miisste dazu schliefslich ein eindimensionales Optimierungsproblem exakt gelost werden.
Wir betrachten im Folgenden Schrittweitenstrategien, fiir welche die zugehérige Folge (2¥)ren gegen z*
konvergiert.

3.2.1. Die Armijo-Regel

Sei ein « € [0, 1] fest vorgegeben. Die Armijo-Regel ist eine Bedingung, die einen hinreichenden Abstieg
sichert, und lautet

f(z+td) < f(x) + atVf(z)d. (3.2)

Wegen der stetigen Differenzierbarkeit von f und der Eigenschaft Vf(z)Td < 0 ist die Existenz eines
to > 0 gesichert, so dass fiir alle ¢ € (0, ty] die Bedingung (3.2) erfiillt ist; siehe [8, Lemma 7.5].

Lemma 3.8.

Seien f : U — R stetig differenzierbar auf der offenen Menge U C R", z € U, a € (0,1) und d € R"
eine Richtung mit V f(x)"d < 0. Dann existiert ein > 0 mit

flx+td) < f(x) + atVf(x)'d fiiralle te€0,7] (3.3)

Beweis.

Fiir t = 0 ist (3.3) offensichtlich erfiillt. Sei nun ¢ > 0 hinreichend klein, so dass = + td € U gilt. Dann
erhalten wir

S+ td) — f()) ~ @V (@) — Vi) Td(1 - a) <0,

wobei wir die Voraussetzungen Vf(z)Td < 0 und a € (0,1) genutzt haben. Wir kénnen also £ so klein
wahlen, dass

S+ 1) — f(@) —aV (@) "d <0

fiir alle ¢ € (0,¢] gilt. Dieses ¢ erfiillt (3.3). Zusammenfassend gilt also (3.3) fiir alle ¢ € [0, ¢]. O

Wir visualisieren die Armijo-Regel (3.2): Die
. . —fi(t) = f(z +td)
durchgezogene Linie reprasentiert den Gra- x - flt) = fla) + atVf(z)Td

phen der 1D-Abbildung f; : t — f(x + td) fir
t > 0 wihrend die gestrichelte Gerade die affin
lineare Funktion fy : t — f(x) + atV f(x)Td
darstellt.

Da d eine Abstiegsrichtung ist, ist die Existenz
von b > 0 gesichert, so dass f1(t) < fo(t) fiir
alle t € [a, b] erfiillt ist.

Zufallig ist die Armijo-Bedingung auch fiir alle
t € [e,d] erfiillt (dies wire beispielsweise bei N
einer strikt konvexen Funktion nicht der Fall). o€ <0 ) 5)

a b c

Fig. 4: Die Armijo-Regel.

Zur tatsdchlichen Berechnung einer geeigneten Schrittweite ¢ iberpriift man (3.2) sequenziell zum Beispiel
fiir

t=7, 1=0,1,2,.. (3.4)
mit einem fest vorgegebenen § € (0,1), etwa § = 1/2. Bei erstmaliger Giiltigkeit von (3.2) bricht man
ab.
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3.2 Schrittweitenstrategien 3 Abstiegsverfahren und Schrittweitenstrategien

Bemerkung 3.9.
1. Die Variante (3.4) wird Backtracking-Strategie genannt.

2. Weitere Strategien basieren auf Polynommodellen, die ¢(t) = f(x + td) durch ein quadratisches oder
kubisches Modell ersetzen und dann dieses Modell minimieren.

O

Im Folgenden verallgemeinern wir die Wahl der Schrittweite: Ist (3.2) fiir ein ¢, nicht erfiillt, dann wird
ein t, < t. so konstruiert, dass t, € [vot., °t.] gilt fiir gewisse Parameter 0 < vy < ¥ < 1.

Algorithmus 3.10 (Armijo-Schrittweitenalgorithmus)

Eingabe: Abstiegsrichtung d, Punkt z, Parameter o € (0,1), 0 < 19 < 0 < 1.
1: Setze [ =0 und t(®) =1.
2: while Armijo-Bedingung (3.2) nicht erfiillt do
3. Bestimme ¢t € [yt 10t 1] und setze [ =1 + 1.
4: end while

Im Weiteren behandeln wir gradientenidhnliche Richtungen d.h. d = —MV f(x) mit positiv definitem
M € S, fiir die Armijo Schrittweitenstrategie. Bei gradientendhnlichen Verfahren ldsst sich die Anzahl
der Iterationen von Algorithmus 3.10 abschétzen.

Lemma 3.11. (Endliche Terminierungsbedingung des Armijo-Schrittweitenalgorithmus)

Seien f € CY(R",R), Vf Lipschitz-stetig zur Konstante L, a € (0,1), z € R™ mit Vf(x) # 0 und
M € 8, positiv definit. Bezeichne A; den kleinsten und ), den groRten Eigenwert von M~! und
Ko(M™1) = |[M~L|2||M||2 = % die spektrale Konditionszahl von M ~!. Dann ist (3.2) fiir alle 0 < ¢t <
2Xs(1 — @) (Lra(M~1)) 71 erfiillt.

Beweis.

1
Es gilt f(z +td) — f(z) =t [ Vf(x + 7td)Td dr. Wir erhalten daraus
0

flz+td) = f(z) +tVf(x)Td+t /(Vf(a: + 7td) — Vf(z))Tddr.
0

Aus der Lipschitz-Stetigkeit des Gradienten von f folgt
T Lt o
P+ td) < f() + 1V F (@) d+ Do)

Mit A2 [Jy[|? < yT(M 1)y fiir alle y € R™ erhalten wir bei der Wahl von y = Mz die Ungleichung
ZIM?2 < A\7% 2| fiir alle z € R™. (3.5)
Ferner impliziert y* M1y < Ag l|ly||? fiir alle y € R, dass wir mit y = M2z die Ungleichung
212 < Ay 2T Mz fiir alle z € R" (3.6)
erhalten. Wegen (3.5) und (3.6) konnen wir ||d||? abschiitzen via
ld]* = MV f(2)|* = VF(2)TM*V f(2) < A2V f ()]
S ANV (@) TMV f(2) = —r2(MTHATIV f(2)Td.
Einsetzen ergibt
(M~1) Lt

flx+td) < f(z)+ t(l - HQ)\Q)Vf(:r)Td.
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3 Abstiegsverfahren und Schrittweitenstrategien 3.2 Schrittweitenstrategien

Da Vf(x)Td < 0 gilt, ist die Armijo-Bedingung (3.2) also erfiillt, falls v < (1 — ko(M 1)Lt/ (2),) erfiillt
ist; denn dann folgt

M~Y) Lt
flz+td) < f(x) + atVf(z)Td < f(x) + t(l - I{Q()\)2>Vf(x)Td.
Daher bekommen wir die Restriktion ¢ < 2A4(1 — ) (Lro(M 1))~ fiir die Schrittweite. O

Lemma 3.12. (Endliche Terminierung & maximale Iterationszahl fiir gradientenéhnliche Richtungen)

Seien f € C'(R™,R), Vf Lipschitz-stetig zur Konstante L, a € (0,1), (z¥)reny € R™ eine durch das
Allgemeine Abstiegsverfahren 3.5 mit Armijo-Schrittweitenwahl 3.10 generierte Iterationsfolge. Die
Folge (M*)en C S, der zu den Abstiegsrichtungen d¥ = —MP*V f(2*) gehorigen, positiv definiten
Matrizen erfiille Ay < )\f < )\5 < X0 fiir geeignete 0 < Ao < A°. Dann gelten:

1. Jede Schrittweite ¢, geniigt der Abschiitzung ¢, >t = 29 \o(1 — a)/(Lfz) mit fg = A%/ )¢.

2. Jede Schrittweitensuche terminiert nach hochstens log(2X\g(1 — «)/(L#z2))/log? Iterationen fiir
jedes k € N.

Beweis.

L. Mit AF > Ao > 0 und &5 = ro((M*)71) = X5 /X8 < X0/Xg = ; folgt aus Lemma 3.11:

205 (1 — ) < 2X0(1 — @)
LK)’; - Ll%g

Vk e N: >0 = Vk e Nt >t

2. Wegen t(© = 1 und ¢tV < 19¢*) wird eine zuléissige Schrittweite t(*) spétestens nach m Schritten
gefunden mit

tm) < 0pm=1) < (,0)ym(0) — (,0y™ < M
LKQ
2/\0(1 — Oé) 1 2)\0(1 - Oé)
=1 = 1 )
= m = 10g,0 ( T Tog 0 og T

Satz 3.13. (Hinreichendes Konvergenzkriterium des Abstiegsverfahrens mit Armijo-Schrittweiten)

Seien f € C'(R",R), Vf Lipschitz-stetig zur Konstante L, a € (0,1), (z¥)reny € R™ eine durch das
Allgemeine Abstiegsverfahren 3.5 mit Armijo-Schrittweitenwahl 3.10 generierte Iterationsfolge. Die
Folge (M*)en € S, der zu den Abstiegsrichtungen d¥ = —MP*V f(z*) gehorigen, positiv definiten
Matrizen erfiille Xg < A% < AF < A% fiir geeignete 0 < Ag < A%,

Ist (f(2*))ren von unten beschrinkt, so ist jeder Hiufungspunkt von f ein stationirer Punkt von f.

Beweis.

Sei (f(2*))ren von unten beschrinkt. Da die Folge nach Konstruktion zugleich monoton fillt, folgt die
Konvergenz und mit (3.6) sowie Lemma 3.12

0 JH) = [ab) < ~at VAR IV ) < 2 7R <~ V()
g g
21/0(1 — Oé) k
< —awﬂvﬂx )|I* <o,
also ist kli_)m [V f(a")|| = o0. O
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3.2 Schrittweitenstrategien 3 Abstiegsverfahren und Schrittweitenstrategien

3.2.2. Die WOLFE-POWELL-Regel

Seien a € (0, %) und o € [, 1] gegeben. Die WOLFE-POWELL-Regel lautet:

Zum Punkt z € R™ und zum Richtungsvektor d € R™ mit V f(z)Td < 0 bestimme eine Schrittweite ¢ > 0
so, dass

f(z+td) < f(x) + atVf(z)td (3.7a)
Vf(x+td)Td > oVf(z)Td (3.7b)
gelten bzw. gleichbedeutend o(t) < ¢(0) + aty’(0) und ¢'(t) > o' (0).

Zusétzlich zur Armijo-Regel (3.7a), welche si-
cherstellt, dass die gewéhlte Schrittweite ¢ hin-
reichend klein ist, wird also gefordert, dass der
Schritt nicht zu klein wird (3.7b).

x + td)
x) + atV f(z)'d

Diese Bedingung wird dadurch motiviert, dass
an einem lokalen Minimum ¢* von ¢ gilt

P (t*)=Vf(z+td)'d=0 /\

und es daher sinnvoll ist, zu verhindern, dass
o bei t zu steil fallt.

In der Grafik ist die Armijo-Bedingung auf

ganz [a,b] erfiillt, die WOLFE-POWELL-Regel o @ b c
allerdings nur auf dem Teilintervall [a, b]. Wei- 1
terhin geniigen auch alle Schrittweiten t € o <O’§> p€ o]

[¢,d] den WOLFE-POWELL-Bedingungen.
Fig. 5: Die Wolfe-Powell-Regel als modifizierte Armijo-Bedingung.

Lemma 3.14.

Seien f : R™ — R stetig differenzierbar, z € R™ und d € R™ mit Vf(x)"d < 0. Ferner sei f an x in
Richtung d beschréankt, d.h.,
inf{f(z+td) |t >0} > —o0

Weiter seien a € (0, ) und ¢ € (o, 1). Dann existiert ein ¢ > 0 mit (3.7a) und (3.7b).

Beweis.

Die Funktion

U(t) = f(x+td) — f(z) — atVf(z)Td - —co fiir t — oo
ist wegen ¥/(0) = (1 — a)Vf(z)Td < 0 in t = 0 streng monoton fallend. Es gilt ¥(0) = 0 und somit
gilt ¥(t) < O fiir kleine ¢ > 0 und die Menge {¢t > 0 | ¥(¢) = 0} ist abgeschlossen. Die Menge ist auch
nichtleer, da f in z in Richtung d nach unten beschriankt ist. Daher existiert ein kleinstes ¢ > 0 mit
U(t) = 0. Wegen des Zwischenwertsatzes folgt ¥ (¢) < 0 fiir alle ¢ € (0,¢). Es gilt damit (3.7a) fiir ¢t = ¢.
Ferner erhalten wir

Vi(x+td)"d—aVf(r)Td=T'(f) = lim ! VE)—V(E-t)] >0
t—=0t T\ S——
=0 <0

Also gilt wegen 0 < a < o
Vi +td)Td > aVf(z)Td> pVf(z)td

Damit gilt auch (3.7b) fiir ¢ = ¢. O
Wir geben nun einen Algorithmus aus [8, Algorithmus S.3] an, der eine WOLFE-POWELL-Schrittweite

berechnet. Die Idee des Verfahrens besteht darin, zuerst ein Intervall [¢,¢] zu bestimmen, so dass (3.7a)
fir t = ¢ gilt, (3.7a) aber fiir ¢ = ¢ nicht gilt. Fir

U(t) = f(x+td) — f(x) —atVf(z)td
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3 Abstiegsverfahren und Schrittweitenstrategien 3.2 Schrittweitenstrategien

gilt dann ¥(¢) < 0 und ¥(¢) > 0. Nach dem Zwischenwertsatz existiert also ein t* € [¢,¢] mit U(¢t*) = 0.
Durch Bisektion wird dieser Vorzeichenwechsel von U eingeschachtelt, bis ein ¢ € (0,¢*] gefunden ist,
welches (3.7) erfiillt. Offenbar gilt fiir ¢ < ¢* hinreichend klein (3.7).

Algorithmus 3.15 (WOLFE-POWELL-Liniensuche)

Eingabe: d € R" mit Vf(x)Td <0

1: Falls an ¢t = 1 die Armijo-Bedingung (3.7a) gilt, gehe zu Schritt 3.

2: Bestimme die grofite Zahl t € {271,272, ...}, so dass fiir t = ¢ (3.7a) gilt. Setze = 2t und gehe zu
Schritt 5.

3: Falls t =1 (3.7b) erfiillt, stop mit Ergebnis ¢ = 1. Sonst weiter mit Schritt 4.

4: Bestimme die kleinste Zahl f € {2,22...}, so dass (3.7a) verletzt ist fiir t = . Setze t = £/2.

5: Solange t = ¢ (3.7b) nicht erfiillt:
e Berechne t = (t +1)/2.
o Erfiillt ¢ (3.7a), setzte t = ¢ sonst ¢ = t.

6: stop mit t =1¢

Aus [8, Satz 9.4] zitieren wir den folgenden Konvergenzsatz mit Beweis.

Satz 3.16.

Seien f : R® — R stetig differenzierbar, 2 € R™ und d € R" mit Vf(z)Td < 0. Ferner sei d eine
Richtung an z, in die f nach unten beschrankt ist, d.h.,

inf{f(z +td) | t > 0} > —cc. (3.8)

Weiter seinen « € (0, %) und ¢ € (a, 1) gegeben. Dann terminiert Algorithmus 3.15 nach endlich vielen
Schritten mit einer Schrittweite ¢, die (3.7) erfiillt.

Beweis.

Schritt 2 implementiert die Armijo-Regel mit 8 = 1/2 und terminiert nach endlich vielen Schritten wegen
Lemma 3.12. Wegen (3.8) und V f(z)Td < 0 gilt

U(t) = f(z+td) — f(z) — atVf(2)"d =S o

Damit ist (3.7a) fiir ¢ hinreichend grof nicht erfiillt. Schritt 4 terminiert daher auch nach endlich vielen
Schritten. Zu Beginn von Schritt 5 gelten:

t<t, t=t erfillt (3.7a), t=1 erfillt (3.7a) nicht (3.9)

Nun wird in jeder Iteration von Schritt 5 die Lénge des Intervalls [¢,¢] halbiert, wobei (3.9) stets gilt.
Hierbei wird entweder ¢ vergrofert oder ¢ verkleinert. Angenommen, Schritt 5 terminiert nicht nach
endlich vielen Iterationen. Dann gibt es t* mit

t— ()" = ()T
Wegen (3.7) gilt aus Stetigkeitsgriinden ¥(t*) = 0 (denn ¥(¢) < 0 und ¥(¢) >0 ). Aus U(f) > 0 = U(¢*)
_ 1 _
und ¢ — (t*)* folgt nun ¥/(t*) = lim ———(V(f) — ¥(t*)) > 0, also mit o < o
i)t t— ()T ' ——
T >0 =0
>

Vi@ +t'd)"d > aVf(z)Td > oVf(z)d.
Fiir ¢ hinreichend nahe bei t* gilt dann aus Stetigkeitsgriinden
Vi@ +td)Td > oV f(z)d,

und (3.7b) ist daher an ¢ = ¢ erfiillt, so dass die Iterationen in Schritt 5 abbrechen. Dies ist ein Wider-
spruch. O
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3.3 Praktische Aspekte 3 Abstiegsverfahren und Schrittweitenstrategien

Ohne Beweis geben wir den folgenden Satz an:

Satz 3.17. (Existenz zulédssiger Wolfe-Powell-Schrittweiten)
Seien f : R™ — R stetig differenzierbar und « € (0, %), p € [a,1) und 2% € R™ fest vorgegeben. Zu
r € L(x%) ={7 e R" | f(Z) < f(2°)} und einer Richtung d € R™ mit V f(x)Td < 0 sei

Twrp(z,d) = {t > 0| (3.7a) und (3.7b) sind erfiillt}.

Dann gelten:

1. Ist f nach unten beschrankt, so ist Twp(z,d) # 0, d.h. die Wolfe-Powell-Schrittweitenstrategie ist
wohldefiniert.

2. Ist weiter V£ auf £(z") Lipschitz-stetig, so gibt es eine Konstante § > 0 (unabhingig von x und d)
mit

T 2
W) fiir alle ¢ € Tyyp(z, d).

Fo+td) < f(2) 9(

Bemerkung 3.18.

Die WOLFE-POWELL-Schrittweitenstrategie garantiert damit den in Satz 3.6 geforderten Abstieg. O

3.2.3. Die strenge Wolfe-Powell-Regel
Seien a € (0, %) und ¢ € [, 1) fest vorgege-

ben. Die strenge Wolfe-Powell-Regel lautet:

Zu z,d € R™ mit Vf(z)Td < 0 bestimme eine — A =Szt td)

Schrittweite ¢ > 0 mit ---fo(t) = f(2) + atV f(z)"d
—+pVf(x)'d

flz+td) < f(z) + atVf(z)Td,
(3.10a)

IVf(x+td)Td < —oVf(x)Td.  (3.10b)

Im Gegensatz zur klassischen Wolfe-Powell-
Regel wird also nicht nur gefordert, dass der
Graph von ¢ nicht zu steil abfillt, sondern

auch, dass er nicht zu steil ansteigt. al @ b b c
Die strengen WOLFE-POWELL-Bedingungen . (0 1 ) € o 1]
gelten fiir ¢ € [a@, b] und fiir ¢ € [¢, d]. Fiir sehr “ "2 Pl

kleines o (und damit auch kleines ) ist eine
Schrittweite, welche Bedingung (3.10b) erfiillt,
nahe an einem stationidren Punkt von .

Fig. 6: Die strenge Wolfe-Powell-Regel.

3.3. Praktische Aspekte

Die vorgestellten Schrittweitenalgorithmen sind idealisiert. In der Praxis sind f und V f nur maschinen-
und/oder problemabhéngig genau. Werden diese Ungenauigkeiten nicht berticksichtigt, fiihrt dies schnell
zu Endlosschleifen.

Ideal wire es, wenn mit den Funktionswerten ¢(t), ¢(0) und den Ableitungen ¢’(t), ¢’(0) Fehlerschranken
(t),e(0) und £(¢),£(0) mitgeliefert wiirden. Dann werden die beiden Bedingungen

o(t) < p(0) +aty’(0)  baw.  ¢'(t) > 0p'(0)
ersetzt durch
p(t) < (0) + at(¢’(0) +£(0)) +(0) +e(t)  baw.  ¢'(t) > 0(¢'(0) — £(0)) — £(t).
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3 Abstiegsverfahren und Schrittweitenstrategien 3.4 Gradientenverfahren

Weiter ist abzubrechen, wenn das Intervall [¢, ] ,zu klein* wird, d.h. wenn ¢ — ¢ klein wird. Ferner sollte
man stets eine untere Schranke fiir f mitfithren.

3.4. Gradientenverfahren

Eine nahe liegende Wahl fiir d — auch in Hinblick auf die Winkelbedingung aus Satz 3.6 — ergibt sich als
Losung von
minVf(z)'d  wdN. ld|l = 1.

Das Ziel ist also, d als jene Richtung zu bestimmen, in welche f in x am steilsten fallt. Gemé&f der
CAuUCHY-SCHWARZschen Ungleichung folgt mit ||d|| =1

Vi@)td = V@) ld] = ~[VF)]
so dass das Minimierungsproblem von d = —”%gg” gelost wird.

Algorithmus 3.19 (Gradientenverfahren, Verfahren des steilsten Abstiegs)

Eingabe: Startwert 2°, o € (0,1), 8 € (0,1).
1: for k=0.1,... do

2. if Vf(2¥) = 0 then

3: break

4. else

5 Setze d* = —V f(z*)/||V f(z")||.

6: Bestimme die Schrittweite t; gemif Algorithmus 3.10 mit vy = 10 = f.
7 Setzte a1 = ¢k + ¢,.dF.

8  end if

9: end for

Bemerkung 3.20.
In der Implementation von Algorithmus 3.10 wird die Abbruchbediengung ersetzt durch

IVF(") < 7t |V f (@) + Tabs

mit fiir das vorliegende Problem gewé&hlten relativen und absoluten Toleranz 0 < 7Tye; < Taps. Ferner wird
die for-Schleife nach einer maximalen Anzahl von Iterationen k.« abgebrochen. O

Verwenden wir die WOLFE-POWELL-Schrittweitenstrategie, dann folgt sofort aus den Sétzen 3.6 und 3.17,
dass jeder Haufungspunkt der Folge (2*)ren ein stationiirer Punkt von f ist. Eine analoge Aussage gilt
auch fiir die strenge WOLFE-POWELL-Regel. Die Armijo-Bedingung hingegen erfiillt die Bedingung des
hinreichenden Abstiegs nicht notwendigerweise.

Das folgende Resultat folgt auch aus Satz 3.13. Wir geben hier einen alternativen Beweis an.

Satz 3.21.

Sei f : R" — R stetig differenzierbar. Dann terminiert der Algorithmus 3.19 entweder endlich mit
einem stationdren Punkt, oder er erzeugt eine endliche Folge (mk) ey it diesen Eigenschaften

1. Fiir alle k gilt f(z**1) < f(z%).

2. Jeder Haufungspunkt von (mk) ren 1st ein stationérer Punkt von f

Beweis. (vergleiche [8, Satz 7.7])

Wir miissen nur den Fall betrachten, dass der Algorithmus nicht endlich abbricht. Nach Lemma 3.8
erzeugt, das Verfahren dann unendliche Folgen (“Tk)keN und (t),cy C (0,1] mit Vf(2*) # 0 und

FET) = Fa) = @+ tid®) — f(oF) < —aty|V )] <0
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3.4 Gradientenverfahren 3 Abstiegsverfahren und Schrittweitenstrategien

und damit ist der 1. Teil gezeigt.

Nun zu Teil 2. Sei z* ein Haufungspunkt von (ack) eine Teilfolge mit Grenzwert

rey und (xky)uEN

lim 2* = z*. Die Folge (f(z"), _ ist monoton fallend und besitzt daher einen Grenzwert z € RU{—o0}.
v—00 keN

Daraus folgt insbesondere: ( [k )k eN konvergiert gegen z. Wegen der Stetigkeit von f und wegen

k

lim z" = z* folgt aber auch hm f(zF) = f(2*). Aus der Eindeutigkeit des Grenzwertes bekommen

XVNTI‘OZ’*f( *) und khm f(aF) = f(:c*)

Aus der Armijo-Regel schliefsen wir

00 > f(2° => (f( ) >aZtkHVf )2

k=0 k=0
Das bedeutet aber
ti||VF(™)|I> =0 k — oo (3.11)
Den Rest des Beweises fithren wir per Widerspruch: Angenommen, es gilt V f(z*) # 0. Aus der Stetigkeit

von Vf und aus lim 2 = 2* erhalten wir die Existenz eines N; € N mit
v—00

1
|V f(z*)| > §||Vf(ac*)|| >0 fiir alle v>N;

Mit (3.11) gilt dann t, fiir ¥ — co. Insbesondere gibt es ein Ny € N mit Ny > Ny, so dass tg, < 3 fiir
v > Ny erfiillt ist. Aus der Armijo-Schrittweitenregel ergibt sich dann

flah + 7y, d¥) — fla*) > —aB ™, |V F(2*)? fiir alle v> Ny (3.12)
——

Sty

Wir setzten sy, = 5, . Dann ist (s, ), oy eine Nullfolge, da ¢, "% 0. Mit dem Mittelwertsatz folgt

lim, ——(F(a 450, ) = f(*)) = B (o, V(b + 0,0 Td) =~ V)]

v—00 Sp v—00 Sk,

mit Zwischenstellen ¢y, € [0, s, |. Ferner gilt
. 2 N
Tim [V ()3 = V53
Damit ergibt sich aus (3.12) der Widerspruch

fla® + s, d*) — fa*)

* . : 2 *
V£ = lim > lim —a |[V/(*)l; = —a | VF)3

— 00 /B_Itku
d.h., 0> (1 —a)||Vf(z*)||3 > 0, was nicht moglich ist. Also ist die Annahme V f(2*) # 0 falsch. O
——— —— ——
>0 >0

Bemerkung 3.22.

Das Konvergenzverhalten des steilsten Abstiegs kann sehr schlecht sein. Fiir eine quadratische Form
f(z) = 32T Az — b2 + c mit positiv definiter Matrix 4 € S,,, b € R" und ¢ € R lisst sich zeigen, dass

k
ot =21, < Vi@ (2P ) e ol (313)

erfiillt ist, wobei ka(A) = A\g(A)/As(A) die spektrale Konditionszahl von A bezeichnet mit
Ag = max {)\ | A ist Eigenwert von A} und Ag = min {)\ | A ist Eigenwert von A}.

Eine mogliche Abhilfe fiir die langsame Konvergenz des Verfahrens des steilsten Abstiegs besteht darin,
eine Vorkonditionierung durchzufithren. Dazu setzen wir y = H'?z zu setzen mit geeigneter positiv
definiter Matrix H € S,,. Wir erhalten
1 1 1 ~ - -
fz) = 5 2T Az — bz +c= 5 yTHY2AH /2y — (H71/2b)Ty +c= B yTAy — bz 4+ c = f(y),
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4 Verfahren der konjugierten Gradienten

wobei wir A = H-Y2AH-1/2 € 8, und b = H'/2b ¢ R" gesetzt haben. Analog zu (3.13) gilt fir das

Gradientenverfahren, angewandt auf f , die Abschiitzung

p A)—1\F
k < A(KQ(N ) 0 _ *
" =y lly < \/r2(A) A 1 " =",

mit y* = H'/22*. Wegen H-Y2AHY2 = H-'A haben A und H~'A dieselben Eigenwerte. Daher sollte

die Matrix H € S,, so gewahlt sein, dass gilt

>

Ag(HA) 1 o(4) _
0< W—HQ(H A)< S(A) —HQ(A).

>

4. Verfahren der konjugierten Gradienten

4.1. A-konjugierte Richtungen

Wir betrachten die Funktion )
flx)==avAz —bTx + ¢
2

mit A € §,, positiv definit, b € R™ und ¢ € R.

Das Verfahren des steilsten Abstiegs kann langsam sein, obwohl wir die exakte Minimierungsregel in
der Schrittweitenwahl verwenden. Die Matrix A ist héufig grof und haufig diinn besetzt, bzw. speziell
besetzt. Dann ist es oft einfacher, das Matrix-Vektor-Produkt Az auszugeben. Das CG-Verfahren (CG
— Conjugate Gradient) bricht nach endlich vielen Schritten ab und A wird nicht als Feld abgespeichert

sondern nur Az wird bendotigt.

Die notwendige und hinreichende Bedingung fiir eine Minimalstelle z* von

1
min (xTAa? — bl + c)
zeR™ \ 2

lautet
Ax* =b.

Gegeben sei ein Startpunkt z° € R™. Wir wollen nun ein Verfahren angeben, das iterativ eine Losung

von Ax = b konstruiert. Dazu betrachten wir folgende motivierende Aussage:

Lemma 4.1.
Sei f(x) = %zTAx —bT + cmit A € S, positiv definit, b € R?, ¢ € R und 2° € R". Seien weiter
d’,d',...,d""' € R" mit ‘ .
(d)TAd =0 V1<i#j<n-1. (4.1)
Dann liefert das Verfahren der sukzessiven eindimensionalen Minimierung langs d°,d",...,d"~! € R",
d.h. die Berechnung einer Folge (z*), _ aus z¥*' := 2% + ;,d" mit
f@k+mf):?%f@k+mﬂ k=0,1,...,n—1 (4.2)
€
nach héchstens n Schritten mit 2" die Minimalstelle 2* von f. Weiter gelten fiir k = 0,1,...,n— 1 mit
g" = Az* — b = Vf(2*) die Gleichungen
(K Tdk
b= )& (4.3)
(dk)T Adk
und
(¢"HT& =0, j=0,1,...,k. (4.4)
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4.2 Bestimmung A-konjugierter Richtungen 4 Verfahren der konjugierten Gradienten

Beweis.

Es gilt:

1 1
(¥ 4+ td¥) = §t2(dk)TAdk +t((@F)TAdF —bTd") + c+ 5(a:k)TAask e

t2 1
E(dk)TAdk +t(g")Td" + e+ i(xk)TAxk — bk

unabhéngig von ¢

Aus (4.2) folgt, dass die Minimalstelle ¢,
te(d)T Ad* + () Td* =0
erfiillt. Dies beweist (4.3). Weiter folgt, dass
0=t (d")TAd" + (¢")"d" = (te(d*)TA + (2¥)TA - bT) d*
= (A (2% + tyd®) —b) " dF = (AzkT — )"
= (¢*™MTd*  fir  k=0,1,...,n—1 (4.5)

Verwendung von (4.1) fiir i # j ergibt
(¢ —g') @ = (A"t —b— A2’ + )" & = t,(d) " AP =0
Das liefert zusammen mit (4.5) fir j =0,1,...,k<n-—1
. . . k . T .
(") = (g )+ Y (g —g) & =0
|

=0 (4.5) =it

=0 da i#j
woraus (4.4) folgt. Die Vektoren d°,...,d" ! sind wegen (4.1) beziiglich des Skalarproduktes
(u,v) , = u Av

paarweise orthogonal und linear unabhéngig. Aus (4.4) folgt dann sofort, dass ¢ = 0 oder dquivalent
" =zx*. (]

Bemerkung 4.2.
Die Vektoren d°,d!,...,d" ! mit der Eigenschaft (4.1) heiffen A-orthogonal oder A-konjugiert. %

4.2. Bestimmung A-konjugierter Richtungen

Wir starten mit
d’ = -V f(°)=—4°

Angenommen, es sind bereits [ + 1 Vektoren d°,d", ..., d', die A-konjugiert sind, d.h.

(dYTA =0 fir 0,5 =0,1,...,0, i#] (4.6)
Nach Lemma 4.1 gelten (4.3) und (4.4) fiir k = 0,...,l. Wir nehmen an, dass g'** # 0. Wir verwenden
den Ansatz

l .
dl+1 — _gl+1 + Z dez (47)
i=0
(wegen (4.4) ist g!*! linear unabhiingig von d’ fiir i = 0,...,1). Es soll
(d™HTAP =0  fir  §j=0,...,1
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4 Verfahren der konjugierten Gradienten 4.2 Bestimmung A-konjugierter Richtungen

gelten. Wir haben:

I T
(d* T Ad = (—gH'l +> Bf-d’) Ad?
i=0

l
= (g T Ad + 3 @V AP = —(g )T Ad + BT A,

=0
da nach (4.6) (d*)TAd’ = 0 fiir i # j. Daraus folgt

I+1\T ]
L (g) " Ad , .
BJ—W fur ]—O,7l

(4.8)

Wir wollen noch weitere Eigenschaften herleiten: Multipliziert man (4.7) von links mit (¢'*1)7T so gilt

l l
(glJrl)T <gl+1 + Zﬂzdz> _ 7Hgl+1”2 + Zﬂf(glJrl)Tdi _ 7||gl+1||2 <0.
i=0

i=0
Offensichtlich ist d'*! eine Abstiegsrichtung fiir f in z!*1. Aus (4.3) folgt

(g Tt
fir = (d+1)T AdiHT

> 0.
Aufgrund der Konstruktion der d*, k =0,...,1, und (4.4) gilt weiter, dass

(g™ Td* = —||g"|I?> <0 und ty, >0 VYk=0,...,L
Eine weitere Orthogonalitéitsbedingung ergibt sich folgendermafen:

(gl+1)ng _ (gl+1)T (le 6zjfldz _ d])

=0

j-1
=N (g - ()T =0 fir j=0,...,1
i—0 —_—

=0 =0
Also gilt fiir die rechte Seite von (4.8) wegen
¢t — gl = Ax?T — Aad =t Ad vVji=0,...,1

die Gleichheit )
T , ) ) .
(ng) Ad’ :;(QHl)T (¢ —g¢’)=0 Vji=0,...,1—1.
J

Daraus folgt:

I+1\T j
L (g) A , .
/BJ—W—O fir ]—0,,171
und
g @A 1@ @ ) P P
U@TAT T @TAE @G ) @ g

Somit reduziert sich (4.7) auf
A = _ g+l 4 gdl.

Weiter sei bemerkt, dass wegen ¢gF = Ax* — b gilt:
gFtt — gF = AdF Tt — Agk =t AdP
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4.2 Bestimmung A-konjugierter Richtungen 4 Verfahren der konjugierten Gradienten

Algorithmus 4.3 (CG-Algorithmus fiir quadratische Minimierung)

Eingabe: 2° ¢ R"
1: Setze ¢° = Ax® — b, d° = —¢°, k = 0 und wihle € > 0
2: while ||g*|| > € do
k)2
3:  Bestimme Schrittweite ¢}, = (dl,l“;’%

4 Bestimme néchste Iterierte 251 = z* + t1d*
5. Setze gFt!t = gF +t, Ad¥
6: Setze (B = lg"
’ k g 1I?
7. Setze d*t! = —gFt 4 Bd”
8: k=k+1
9: end while

Also kann ¢g”* von Schritt zu Schritt aufaddiert werden, ohne dass eine weitere Matrix-Vektor-Multiplikation
notwendig ist, da Ad”® bereits in der Bestimmung von t; aufgetaucht ist. Eine Skalarproduktauswertung

erspart man sich, wenn man (4.3) mit Hilfe von (¢*)Td* = —||¢*||* umformt zu
P
(d*)TAdF

Der CG-Algorithmus lautet nun:

Bemerkung 4.4.

1. Der Hauptaufwand liegt in den Berechnungen von AdF. Da dieses Produkt zweimal benétigt wird,
sollte man selbiges als z* := Ad* abspeichern.

2. Wegen (4.9) kann 8, geméf

T
(gk+1 _ gk> ghtl
llg* |12

berechnet werden. Der Vorteil von (4.10): Die Richtungen sind in der numerischen Praxis schnell

nicht mehr A-konjugiert. Dann kann zum Beispiel ¢;, sehr klein oder {iberhaupt negativ werden. Es

k
empfiehlt sich zum Beispiel ¢ := max{0, %} zu wahlen. Angenommen t; ~ 0: Es ergibt sich

aus g"t! = gk + ¢, Ad¥ mit (4.10) also B, =~ 0 und daher

Br = (4.10)

dF _gk+1

Es wird daher unter Verwendung von (4.10) ein automatischer Restart mit der Richtung des steilsten
Abstiegs durchgefiihrt.

3. Besitzt A € R"*™ genau m < n paarweise verschiedene Eigenwerte, so bricht das CG-Verfahren nach
m Schritten ab. Ferner bricht das Verfahren nach m Schritten ab, wenn b als Linearkombination von
héchstens m Eigenvektoren darstellbar ist und mit ° = 0 € R” initialisiert wird.

O

Sei k2(Q) = Amax(A)/Amin(A), dann gilt fiir die Folge (2*)gen:

k
k:_x* P \/HQ(A)i]' T —(E* .
B | < 2v/ka(A) <HQ(A)+1> 20 — 2*[|;

vergleiche Abschétzung (3.13) fiir das Gradientenverfahren. Die Absicht besteht nun darin, die Matrix A
so zu transferieren, dass moglichst viele Eigenwerte der transformierten Matrix 1 sind (und die restlichen
nahe bei 1). Sei W € R™*" positiv definit und symmetrisch. Die Losung von Ax = b kann gefunden
werden, indem man das System

W—I/QAw—l/Qy _ W—1/2b
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5 Newton- Verfahren 4.1 Das lokale Newton-Verfahren

16st und = W2y verwendet. Die Matrix R = W~/2AW~1/2 besitzt dieselben Eigenwerte wie
WA, da W-12RWY2 = W~ A. Der Wunsch, die Matrix W so zu bestimmen, dass mdoglichst viele
Eigenwerte eins sind, entspricht der Tatsache, dass ro(W ~1A) moglichst klein ist. Die Matrix W nennt
man Prikonditionierungsmatrix und nennt das Verfahren Prikonditionierung. In der Praxis verwendet
man W und nicht W~/2. In der numerischen Praxis wird natiirlich nicht W' gebildet, sondern es wird
Wd = g gelost. Die Umsetzung des vorkonditionierten CG-Verfahrens ist in Algorithmus 4.5 beschrieben.

Algorithmus 4.5 (Prikonditionierter CG-Algorithmus)
Eingabe: W € S, positiv definit 2° € R®
1: Setze g = A2 — b, d® = —W~1¢°, k =0 und wihle e > 0
2. while | g*|| > ¢ do

k —1 Kk
3:  Bestimme Schrittweite ¢ = %
4 Bestimme néichste Iterierte 25t = 2% + ¢,.dF
5. Setze gFt! = gk + ¢, AdF
k+1yT =1 k41
6:  Setze [ = (g(gk;’I‘Tlgk
7. Setze dFt! = —W1lgktl 4 B dF
8: k=k+1
9: end while

5. Newton-Verfahren

5.1. Konvergenzraten und das lokale Newton-Verfahren

Definition 5.1.
Seien f,g:R™ — R™ und z,z* € R" geben.

1. f(x) = o(g(x)) fir x — z*, falls eine (uniforme) Konstante C' > 0 und eine Umgebung U von Z
existieren, so dass gilt
[f@)] < Cllg)|  firalle z € U\ {2"}.

2. f(x) = O(g(x)) fir x — x*, falls fiir alle € > 0 eine Umgebung U, von z* existiert mit

If@)I < ellg(@)l|  fiir alle z € Ue \ {27}

Definition 5.2. (Konvergenzraten)
Die Folge (z¥) c R
1. konvergiert ¢-linear mit Rate 0 < v < 1 gegen T € R, falls es ein [ > gibt, so dass gilt:

2" =2t <Alla® — a2 Ve

2. konvergiert g-superlinear gegen z* € R, falls 2% — z* gilt sowie
|2 — 2%|| < o(||z* — z¥|) fir k — oo.
Die Bedingung ist gleichbedeutend mit
k+1

[T — 2|

—— — 0 fir k — oc.
(B

3. konvergiert ¢-quadratisch gegen x* € R, falls ¢ — z* gilt sowie,
[zF+ — 2% < O(||2* — 2*|?) fir k— oo.
Die Bedingung ist gleichbedeutend damit, dass es C' > 0 gibt mit
|l — 2% < O ||l2* — 2|2 vk >0.
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5.1 Konvergenzraten und das lokale Newton-Verfahren 5 Newton-Verfahren

Bemerkung 5.3.

In der Literatur gibt es ferner die Begriffe r-linear, r-superlinear und r-quadratisch. %
Satz 5.4.
Sei (2*), . eine Folge in R” mit limz* = 2* € R™. Dann folgt
&+t — 2| | _ [la* Tt — 2| sk o
0<|1— = | S o= fiir 2" # ™. (5.1)

Wenn (xk) . superlinear gegen x* konvergiert, mit ¥ # x* fiir alle k > ko, dann gilt

s

im 12 = 1. (5.2)

k—oo |lzF — a*||

Beweis.

Die linke Ungleichheit ist trivial. Fiir die rechte Ungleichung nehmen wir zunéchst ein positives (und
gleich null) Argument im Betrag an. Es gilt

o — ot = || = 2 ok
<[l = aF) 4 [l -2 (5:3)
Wegen (5.3) erhalten wir
lz* —2* || = [+ = 2®|| < Jlat T — 2],

woraus durch Division mit [|z¥ — z*|| > 0 bereits die Behauptung folgt

"+t — 2t _ [l — a2

ok — x| flak =]

1

Nehmen wir nun ein strikt negatives Argument im Betrag an. Es gilt

41— ok = et 0t - ot 40
<l = 2| + fla® — 2| (5:4)
Wegen (5.4) erhalten wir
—llz® =] + [l = 2F|] < et -2,
woraus durch Division mit ||z* — 2*|| > 0 bereits die Behauptung folgt

k+1 _ IkH k+1 _ :E*H

|z L
[oF = = T =

1+

Bilden wir den Grenzwert dieser Ungleichungskette unter der Voraussetzung der Superlinearitit so gilt:

k+1 _ .k
0< tim |1 P =l g e =t
k— o0 [|lzk — || k—oo ||k — ¥

k+1 k
€T —x
I I 0

k— 00 lwk —z*]|

Wir charakterisieren superlineare Konvergenz ohne Beweis; vergleiche dazu [8, Satz 11.2]

Satz 5.5.

Seien F' : R™ — R" stetig differenzierbar und z* € R™ ein Punkt, in dem F’(x*) regulér ist. Sei
(xk) pen C R eine gegen x* konvergente Folge mit xj # z* fir alle k > kg. Dann sind folgende
Aussagen dquivalent:
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5 Newton-Verfahren 5.2 Das lokale Newton-Verfahren in der Optimierung

1. (xk)keN konvergiert superlinear gegen z*, und es gilt F(z*) = 0;
2. |[F(a®) + F'(a*) (@ = ah)|| = o2+ — 2*[]);
3. | F(a*) + F' (@) (@ — ab)[| = o[l — 2*])).

Sei die Folge (Jck)keN durch z**! = 2¥ + d* gegeben mit d¥ = —(H*)~1F(z*), wobei (H’“)k eine Folge

invertierbarer Matrizen in R™*™ ist. Dann folgt:

€N

I = P @)@t = ah)| = [ F¥) + () @ = b)),

was der 2. Aussage von Satz 5.5 entspricht. Wir erhalten auf diese Weise die DENNIS-MORE-Bedingung,
fiir die Folge (z%), _.: Giltklim x¥ = 2* mit det (F’(z*)) # 0, so sind folgende Aussagen dquivalent:
— 00

keN’
L (2%), .y
2. ||(H" = F'(2)) (2" = 2?)[| = o(|l*+ — 2*]));
. [[(H" — F'(a%)) (™! — ab)|| = o(f|a"+* — 2])).

konvergiert superlinear gegen z*, und es gilt F(z*) = 0;

Algorithmus 5.6 (lokales Newton-Verfahren fiir Gleichungssysteme F'(z:) = 0)

Eingabe: Startpunkt z° € R"
1: for k=0,1,2,... do
2. if F(2*) = 0 then

3 stop for und erhalte die Losung 7 := ¥ € R”

4:  else

5 Berechne den Newtonschritt d* € R™ durch Losen der Newtongleichung F'(xF)d* = —F(xF)
6: Setze zF+1 = oF 4 @F

7. end if

8: end for

5.2. Das lokale Newton-Verfahren in der Optimierung

Wir setzen ab nun voraus, dass f und die lokale Minimalstelle * von f folgende Voraussetzungen erfiillen:

f ist zweimal stetig differenzierbar. (5.5a)
37> 0: Yo,y € R [V2£(2) — V2£(y) | < )z — . (5.5b)
x™ ist ein stationdrer Punkt von f: Vf(z*) = 0. (5.5¢)
V2 f(z*) ist positiv definit. (5.5d)

Zur Vereinfachung der Schreibweise bezeichne x, den aktuellen Iterationspunkt und = die neue Iterierte.
Wir betrachten ein quadratisches Modell von f um z,:

Flr) + V()" — ) + 3 (&~ 2) "V () )
Vma(z) = Vf(2a) + V2 f(2a) (2 — 24)

ma(7)

Wenn V2 f(z,) positiv definit ist, dann definieren wir z als die (eindeutige) Minimalstelle dieses Modells.
Es gilt 0 = Vmg (24 ) = Vf(2,)+V2f(2,) (21 —2,). Umformen liefert die Iterationsvorschrift des Newton-
Verfahrens, d.h.

ry =z, — V2f(2) 'V (24). (5.6)

Natiirlich wird bei der numerischen Implementierung nicht V2f(x,)~! berechnet, sondern es wird in
jedem Iterationsschritt V2 f(z,)d = —V f(z,) gelost und x, = x, + d gesetzt.

Martin Gubisch und Konstantin Ott 27 SS 2015
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Falls z, weit von einer lokalen Minimalstelle 2*, die 5.5 erfiillt, entfernt ist, dann kann V?f(z,) nega-
tive Eigenwerte haben. Also kann x, eine lokale Minimalstelle oder ein Sattelpunkt sein. Um dies zu
vermeiden, miissen geeignete Modifikationen eingefiihrt werden. Zunéchst sei aber vorausgesetzt, dass x,
hinreichend nahe an z* ist.

Satz 5.7. (Quadratische Konvergenz des lokalen Newton-Verfahrens)

1. Sei (5.5) erfiillt. Dann existieren Konstanten C' > 0 und § > 0 derart, dass fiir alle z, aus der Menge
B(z*,0) = {z € R" | ||z — z*|| < §} der Newton-Schritt (5.6) folgende Abschétzung erfiillt:

s — || < Cllaa — 2|1

2. Es sei (5.5) erfiillt. Dann existieren ein Radius 6 > 0 und eine Konstante C' > 0, so dass das
Newton-Verfahren z*+1 = 2k — V2 f(2F) =1V f(2%) fiir 2° € B(z*,0) gegen x* konvergiert mit

lz*** — 2%l < Clla® — 27|,

Beweis.

1. Wéhle ¢ > 0 derart, dass fiir alle € B(x*, ) gilt

(V2 f (@)~ < 20V f (@) 7

Da sich die Differenz zwischen x und x* darstellen lasst als

vy — 2" =aq =" = (Vf(22) 7'V (2a) = (V2f(@a)) T (V2 (a) (wa — 27) = V(a))

1

= (V2 f(za) ™ /(VZf(l“a) = V2f(@* +t(za — 2%)))(wq — 2*) dt,

0

erhalten wir daraus

1

o4 — 2| < I(V2f(2a)) " / (V2 (za) = V2f(@" + t(za —2%)))lldE - za — 27
0

1
< 2H(V2f($*))_1||7/ [2a — 2" — t(za —2")[|dE - [lza — 27
0 1
=2[[(V*f @) - lwa — 2" /1 —tdt =y (V2 f (") 7 [lwa — 2"
P a——
0 =c
2. Wihle 6 = min(d, 1/C). Dann gilt fiir jedes 2% € B(z*,0), dass auch zF*1 in B(z*,4) liegt, denn
lz*t = 2*[| < Olla* — 2*||* < Cdl|a* — a™|| < [la* — 2|l < 6.

Aus z° € B(z*,0) folgt also die Wohldefiniertheit des Newton-Verfahrens und (z*)zen € B(z*,6). O

Bemerkung 5.8. (Terminierungsbedingung des lokalen Newton-Verfahrens)

Ein natiirliches Abbruchkriterium fiir das Newton-Verfahren (wie auch fiir die Gradientenverfahren des
letzten Abschnitts) setzt sich aus einer relativen und einer absoluten Fehlerschranke zusammen: Sei
Trel € (0,1) eine erwiinschte Reduktion in der Gradientennorm und 7,ps mit 1 3> Taps > Trel > 0 eine
absolute Fehlerschranke, dann stoppt man das Verfahren, wenn

||vf($k)|| < Trat [V (20) ]| + Tabs
erfiillt ist. Ist ||V f(20)| groR, so ist e[|V f(2°)| der dominante Term. Ist hingegen ||V f(2°)|| klein, dann
O

dominiert 7,ps die rechte Seite der obigen Ungleichung.
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Bemerkung 5.9. (Approximationsfehler diskreter Ableitungen)

Wir nehmen nun an, dass f nur approximativ ausgewertet werden kann. Betrage der Einfachheit halber
die Raumdimension n = 1, dann ist

flz) = f(z) +&f(x) mit £7(z) > 0 und |Ef(z)| < e fiir ein g7 > 0.
Bestimmen wir nun die Ableitungen numerisch, z.B. durch Vorwértsdifferenzen, so ergibt sich

f(z+h) ~ f(z)

D 7(a) = {00

Wir schétzen die Ordnung der Differenz zwischen DZ f und f’ ab: Nach dem Satz von Taylor existiert
eine Zwischenstelle £ € (z,z + h) mit

D} (@)~ £/ = | LEHZTD o

_ f(af+h)+5f(x+hh)—f(x)—éf(x) )

T (x 1 ¢ 2 _ T

_ g s _ &
=5+ 52 =o(n+ ).

IA

2€f
T

IN

h

Die Minimalstelle A* der Fehlerfunktion erry (h) = h + 3 erfiillt err’, (h*) = 1 — 5z = 0. In der Tat
ist h* = /ey Minimalstelle der Fehlerfunktion. Der Fehler 4 in der Ableitung ist also von der Ordnung
O(h*) = O(,/57).

Verwenden wir nun abermals Vorwiértsdifferenzen zur Approximation der Hessematrix, so ergibt sich fiir
den Fehler ey die Grékenordnung O(,/z,) = (9(5}/ 4). Dies impliziert, dass Hessematrizen, basierend auf

zweifacher numerischer Differenziation, relativ ungenau sind — selbst wenn e = 1076 die Gréfenordnung
des Maschinen-Epsilons erreicht, folgt nur ez ~ 10~%.

Im Falle zentraler Differenzenapproximationen ergibt sich ein besseres Ergebnis: e = O(sjc/ 9). Betragen
die Fehler in der ersten Ableitung ey = 10716, so erhalten wir so immerhin ey ~ 10771
Konvergenz des Newton-Verfahrens ist nur zu erwarten, wenn €, — 0 im Laufe der Iteration gilt. O

Satz 5.10. (Konvergenz des lokalen Newton-Verfahrens bei Diskretisierungsfehlern)

Es seien die Bedingungen (5.5) erfiillt. Dann existieren Konstanten K > 0, § > 0 und ein ¢ > 0, so
dass fir z, € B(z*,0) und |leg(z,)] < € gilt

LTy =Ta — (VQf(xa) + €H($a))_l(vf(xa) + £4(a))
ist wohldefiniert, d.h. (V2f(z4) + ep(r,)) ist reguldr, und erfiillt
lzs = 2% < K(llwa = 21 + |ler (o)l lza =27l + |leg(za)l])-
—— —_————

beeinflusst Genauigkeit
Konv.geschw.

Bemerkung 5.11.

Wir betrachten das Newton-ahnliche Verfahren
gt = oF — VQf(;vO)_1Vf(ack)7 z° Startwert, k=0,1,... (5.7)
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Im Gegensatz zum klassischen Newton-Verfahren ist es hier nicht notwendig, in jedem Schritt die Hesse-
matrix V2 f(z¥) aufzustellen. Es gelten

en(z¥) = V2 f(2%) - V2 f(a), ler (@)l < e, (5.82)
lerr (@)l = V2 £ (%) = V2f @) < Alla® = 2| < y(lla® = 2| + [la* = 2*])). (5.8b)
Die Konvergenz des Verfahrens (5.7) folgt aus Satz 5.10 mit ¢, = 0 und ey = O(||2° — z*|)). O

Satz 5.12. (Lineare Konvergenz des Newton-ahnlichen Verfahrens)

Es sei (5.5) erfiillt. Dann existieren Konstanten K € (0,1) und 6 > 0, so dass fiir 2° € B(x*,d) gilt:
Die Folge der Iterierten (2*)gcn, erzeugt durch das Verfahren (5.7), konvergiert linear gegen x* und

man hat
[Tt — 2% < Kla* — 2.

Beweis.

Sei 6 > 0 so gewahlt, dass Satz 5.10 angewendet werden kann. Mit den Bedingungen (5.8) folgt:

2"+ — 2| S K (2* — 2*|* + (|2 — 27| + |~ — 2*|])) l2* — 2|
=K(|a" —2*[[(1+7) +7]® —a*|)ll=" —2*|| < K1 +27)8]2" - 2*|.
— ——

<s <0

Um Konvergenz zu garantieren, verkleinere 4, sodass K (1 4 2v)d < 1 erfiillt ist. O

5.3. Das inexakte Newton-Verfahren

Wihrend beim klassischen Newtonverfahren das Update ;. = x4 + d, in jedem einzelnen Schritt das
(exakte) Losen des Gleichungssystems V2 f(x,)d, = —V f(z,) erfordert, verwendet man beim inexakten
Newton-Verfahren eine approximative Richtung d,, die mit geringerem Aufwand berechnet werden kann
und fiir ein 7, > 0 die folgende Bedingung erfiillt:

IV2f(2a)da + V f(za)ll < nallV f(2a)]- (5.9)

Wir wissen, dass V2f(z,) positiv definit ist fiir x, nahe z*. Daher eignet sich zum Beispiel das CG-
Verfahren (Verfahren der konjugierten Gradienten) zur iterativen Losung von V2f(z,)d, = —V f(z,).
Man spricht dann vom Newton-CG-Verfahren.

Satz 5.13. (Konvergenzverhalten des inexakten Newton-Verfahrens)

1. Es sei (5.5) erfiillt. Dann existieren eine Konstante K > 0 und ein Radius § > 0, so dass fiir alle
Punkte z, € B(z*,J) mit zugehoriger Richtung d, welche (5.9) erfiillt, und Update zy = z, + d
gilt:

[y — 2™ < K(|[za — ™[] + na)l[za — 2.

2. Sei Voraussetzung (5.5) erfiillt. Dann existieren 6 > 0 und 77 > 0, sodass die inexakte Newton-

Tteration zFt1 = ¥ + dF mit
IV2f(@)d" + V(@) <l VFEH)] wd  (gr)ken € 0,7

linear gegen x* konvergiert.

Weiterhin gelten:
a) Falls n o 0, dann ist die Konvergenz superlinear, d.h. klim

b) Falls ny < K,,||V f(2¥)]| fiir ein K, > 0 erfiillt ist, so ist die Konvergenz sogar quadratisch.

SS 2015 30 Martin Gubisch und Konstantin Ott
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5.3.1. Das Newton-CG-Verfahren

Bezeichne D? f(x;d) eine hinreichend genaue Approximation von V2 f(z)d, etwa eine Diskretisierung der
zweiten Ableitung von f im Punkt z in Richtung d. Wir betrachten im Folgenden eine vorkonditionierte
CG-Methode, welche mit einer Fehlermeldung abbricht, falls V2f(x) in Richtung d degeneriert, d.h.
dTV?f(x)d = 0 gilt, oder d eine Richtung mit negativer Kriimmung ist, d.h. dTV?2 f(z)d < 0 erfiillt ist.

Algorithmus 5.14 (Newton-CG-Verfahren)

Eingabe: Startpunkt z° € R", Toleranzen Tye|, Tabs > 0.
1: Setze rg = ||Vf(2%)] und k = 0.
2: while ||V f(z%)|| > Tre1m0 + Tabs do
3:  Wihle Parameter 1 > 0 und positiv definite Matrix W* € S,,.

4 Setze d° =0, 70 = Vf(2F), p° = —(W*)~1r0 und [ = 0.

5. while ||7!|| > ||V f(z¥)| do

6: Bestimme w! = D? f(xz, p').

7: if (p")Tw! = 0 then

8: return mit Fehlermeldung Indefinitheit.

9: else if (p')Tw! < 0 then

10: return mit Fehlermeldung Negative Kriimmung.

11: else R

12: Setze oy = %, dHtt = d' 4+ qupt und T =4+ gt
13: Setze (8;11 = %7 Pt = —(WHF=1p+t 4 g pt und 1 =1+ 1.
14: end if

15:  end while

16:  Bestimme Update z**! = zF + d*.

1. if f(2Ft1) > f(2%) then

18: return mit Fehlermeldung Kein Abstieg.
19:  end if

20: end while

Wir werden im Kontext von Trust-Region-Verfahren sehen, wie im Fall negativer Kriitmmungen verfahren
werden kann.

5.4. Das globalisierte Newton-Verfahren

5.4.1. Abstiegsverfahren

Bisher haben wir im Zusammenhang mit dem Newton-Verfahren lokale Konvergenzaussagen hergeleitet;
wir mussten dabei stets voraussetzen, dass der Startpunkt 2° hinreichend nahe beim Minimum z* gewihlt
war. Um auf diese manchmal problematische Forderung verzichten zu kénnen, fithren wir Globalisierungen
ein, welche die Startpunktwahl relaxieren.

Kann man sicherstellen, dass die Newton-Iterationsmatrix V2 f(2*) — oder eine entsprechende Approxi-
mation fiir diese — die Bedingung

Vk €N, Vd € R" : ¢1]|d||? < dTV2f(2¥)d < 3 d|)?

fiir gewisse Konstanten ¢y, cy > 0 erfiillt, so ist d* als Lésung von V2 f(xF)d* = —V f(2*) eine gradien-
tenéihnliche Abstiegsrichtung. Eingesetzt in das Allgemeine Abstiegsverfahren 3.5, folgt dann die globale
Konvergenz des globalisierten Newton-Verfahrens, d.h. der Startpunkt z° kann dann beliebig gewihlt
werden.

5.4.2. Die Trust-Region-Methode

Das klassische Newton-Verfahren konnte als Abstiegsverfahren mit gradientendhnlichen Richtungen auf-
gefasst werden (wobei das Problem der Schrittweitensuche entféllt), sofern sichergestellt wére, dass alle
Komponenten der Matrixfolge (V?f(2*))ren positiv definit wiren. Das Ziel der Trust-Region-Methode
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besteht darin, das Verfahren des steilsten Abstiegs, welches keine Anforderungen an die zweiten Ablei-
tungen stellt, in geeigneter Weise mit dem Newton-Verfahren, das hohere Konvergenzraten zur Verfligung
stellt, zu verbinden. Wir verwenden dabei eine Umgebung, in der wir einem Modell von f vertrauen.

Sei m, ein quadratisches Modell von f um z,, gegeben durch
1
ma(z) = f(20) + VI (2a)" (2 — 24) + 5(:5 —24) T Hy(x — 24),

wobei H, € S, eine Approximation oder gleich der Hessematrix V2 f(z,) ist. Weiter sei A der Radius
einer Kugel um x,, in welcher wir dem Modell von f trauen. A nennt man den Trust-Region-Radius
und die Kugel T(A) = {z € R" | ||z — z,]] < A} Trust-Region. Die néchste Iterierte wird dann als
approximative Minimalstelle von m, in T (A) gewéhlt. Das zugehorige Trust-Region-Hilfsproblem lautet
daher

minmg(z, +d) uwdN. deR"und ||d| < A. (5.10)

Bemerkung 5.15.

Eine einfache Idee zur Losung des Hilfsproblems beruht auf dem Fixieren der Richtung geméfs des Ver-
fahrens des steilsten Abstiegs unter Beriicksichtigung des Trust-Regions. Seien x, die aktuelle Iterierte
und A, der aktuelle Trust-Region-Radius. Der Versuchspunkt zy = xv(t) = x4 — t,Vf(2,) ist dann
definiert iiber die Minimalstelle ¢, von

rtn>i(r)1 Ya(t) = me(re —tV f(z4)) wd.N. 2y (t) — 24 € T(Ay).

Es gelten )
Yalt) = fa) — IV f@a)lP + 5V () HVf (20)
UL(0) = ~I9 S a)l? + 0V ) HLY £ (z0)
Va(t) = f(2a) T HaV f(2a).

Zur Bestimmung von t, unterscheiden wir zwei Fille (vgl. das Problem mit negativen Kriimmungen beim
Newton-CG-Verfahren 5.14):

1. Vf(za)"HyVf(24) < 0: Offensichtlich wird die Trust-Region-Restriktion aktiv, d.h. zy liegt auf dem
Rand, da H, negativ semidefinit.

A
Ay = ||lzv(te) — Za|| = tal| V(24 = by = ——2 .
v ta) = zall = 101952 e
2. Vf(x,)TH,Vf(x,) > 0: Dann impliziert die Optimalitiitsbedingung ’(t,) = 0, dass t, gegeben ist
als
B 7
C O Vf(za)THLV f(2a)

Sollte mit dieser Schrittweite die Trust-Region verlassen werden, wéhle t, aus 1.

Zusammenfassend setzen wir

; { oG falls Vf(2a)" HaV f(2a) <0
a= : A, IV £ (za)ll? .
mln{ INZICBIE Vf(ma)THan(za)} falls Vf(xa)THan(xa) >0

Die Minimalstelle 2y (t,) = x4 — t,V f(2,) des quadratischen Modells m, in Richtung des negativen
Gradienten heiflt Cauchy-Punkt und wird mit #$* bezeichnet. Man kann zeigen, dass der Cauchy-Punkt
Voraussetzung 5.16 erfiillt. Die Verwendung des Cauchy-Punktes fithrt zwar zu globaler Konvergenz,
aber unter Umsténden ist die Konvergenzgeschwindigkeit lokal nur linear. Die sog. dogleg-Technik leistet
einen ,,glatten* Ubergang von der Richtung des steilsten Abstiegs zur Newton-Richtung. Lokal liegt dann
quadratische Konvergenz vor, wenn H* = V2 f(z*), k € N, gilt. O

Wir bezeichnen die Losung von (5.10), die Versuchslosung, mit dy und setzen xy = z, + dy. Im Wesent-
lichen iiberpriift man, ob das quadratische Modell eine ,gute Approximation von f in 7 (A) ist. Dazu
definiert man

ared, = f(zq) — fay) (tatséchliche Reduktion)

pred, = mg(xq) — ma(xy). (erwartete Reduktion)
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Es gilt:
pred, = mg(x,) — mg(xy)
T 1 T
= f(za) = f(®a) = Vf(2a) (2v — 70) — 5(:5‘/ —zq) Hol(zy — 24)
1
= —Vf(l‘a)T(iIJV - xa) - i(xV - ffa)THa(l“v - xa)'
Voraussetzung 5.16.
1. Es gibt ein ¢ > 0 mit

pred, = f(za) = ma(zv) = ma(2a) — ma(zv) = 0|V f(za)l| min{{ldv |, |V f(za)]}-

2. Es gibt ein M > 0 mit ||dy || > |V f(z.)||/M oder ||dy| = A,. Gelten sowohl ||H,|| < M # 0 als auch
H,dy = —V f(z*), so ergibt sich ||dy || > ||V f(z4)|/M sofort aus

Mldy || > [[Hallldv || = [|Hodv || = [V f(z")]

und Division durch M.

Sei 0 <m <1 (z.B.n =0.1). Wir setzen g := g;ig“ und gehen folgendermafsen vor.

1. Ist die Reduktion von f (beschrieben durch ared,) klein im Verhéltnis zur Reduktion von m, (0 < m1),
so schliefen wir, dass A zu grof gewahlt ist. Wir verwerfen dann die Losung dy und verringern A,.
Dann 16sen wir (5.10) noch einmal.

2. Im Fall von g > n; akzeptieren wir die Losung dy und setzen x = x4, + dy. Der Trust-Region-Radius
fiir die néchste Iteration wird dann abhéngig von g, gesetzt: Ay > A, wenn p ~ 1 gilt, sonst AL < A.
In jedem Fall wird Ay > A, > 0 gewdhlt, wobei Ay, eine von der Iteration unabhéngige untere

Schranke fiir den Radius ist.
Wir geben nun einen Algorithmus an (vgl. [8, Algorithmen 14.3]). Dabei bendtigen wir die folgende
Bedingung, um die Konvergenz des Verfahrens zu garantieren: Es gibt von k& unabhingige Konstanten
a € (0,1] und B > 1 mit
|d¥ || < BA, pred,, (d*) = my(2*) — my(2* + d*) > a pred, (d¥), (5.11)
wobei d¥ das Problem

min my (¥ + d) u.d.N. d=—tVf®), t>0, |d|| <Ak

16st (vgl. Bemerkung 5.15).

Der folgende globale Konvergenzsatz wird in [8, Sétze 4.10 und 4.11] bewiesen.

Satz 5.19.

Seien f : R™ — R stetig differenzierbar und nach unten beschrinkt. Es gebe eine Konstante C' > 0, so
dass ||H*|| < C fiir alle k € N. Dann terminiert Algorithmus 5.17 nach endlich vielen Schritten oder
jeder Haufungspunkt von (xk)k cn ist ein stationérer Punkt von f. Ist weiter Vf gleichméfig stetig

n . k . : k —
auf Q C R™ mit (:L' )keN C , so folgt klggo [V f(z")| = 0.
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5 Newton-Verfahren

Algorithmus 5.17 (Trust-Region-Verfahren)

Eingabe: a € (0,1,>1,0<m < <1,0<79 <791 <1 <7 und Ay, >0
1: Wihle Startwerte 29 € R™ und A® > Apin;
2: for k=0,1,... do

3. if Vf(2¥) = 0 then
4: stop und erhalte Losung 7 := 2% € R™;
5. else
6: Bestimme eine Losung d* des TR-Hilfsproblems, welche (5.11) erfiillt;
7: Berechne p = @) fle4dt)
my (zF)—my (zF+dF)?
8: if o > n; then
9: gh = gk 4 gk,
10: else
11: gkt = gk
12: end if
13: Bestimme Ay geméfs Algorithmus 5.18;
14:  end if
15: end for

Algorithmus 5.18 (Trust-Region-Verfahren-Update)

Eingabe: 11,72,%,71, V2, 0k, Amin aus Algorithmus 5.17

1:

if o, <mn; then

AkJrl S [maX(Aminy ’YOAk)7 maX(Amina 71 Ak:)]
else if o, € (n1,72] then

Ak'+1 S [maX(Amina VlAk')7 maX(Amina Ak)]
else if p; > 12 then

Agy1 € max(Anpin, Ax), max(Amin, 72A%)]
end if

5.5. Quasi-Newton-Verfahren

Wir haben gesehen, dass das (klassische) Newton-Verfahren eine Reihe von Nachteilen hat:

e Zweite Ableitungen werden benétigt (Rechenaufwand).

e Positive Definitheit muss gesichert werden.

e O(n3) Multiplikationen (Losung des linearen Systems mit direktem Verfahren).

Quasi-Newton-Verfahren gleichen diese Nachteile teilweise aus:

e Zweite Ableitungen werden durch erste Ableitungen approximiert.

e Positive Definitheit bleibt bei einigen QN-Verfahren erhalten.

e O(n?) Multiplikationen bei QN-Varianten, welche direkt V f(x*)~! approximieren.

H* wird dabei von Iteration zu Iteration aufdatiert. Die allgemeine Grundstruktur ist wie folgt:

1. Wihle eine Richtung d* = —(H*)"1V f(xF).

2. Bestimme das Update z*+! = 2* + ¢, d* mit Schrittweitenstrategie.

3. Verwende 2, ¥t und H*, um H* zu H**! aufzudatieren.

Bemerkung 5.20. (Aufdatierungsformeln)

Seien s, = tody = —t H;7 'V f(24), yo = Vf(2y) — Vf(z,) und 24 = 2, + s,. Dann gilt

SS 2015

Yo = Vf(zs) = Vf(za)
= Vf(@a) + V2 f (@) @+ — za) + 024 — 2al)) = Vf(2a)
= V*f(wa)sa + 0(|sal])-
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5 Newton-Verfahren 5.5 Quasi-Newton-Verfahren

1. Eine nahe liegende Forderung fiir das Update H, von H, ist die QN-Bedingung oder auch Sekanten-
bedingung

Hysq = Yq- (5.12)

Ein einfacher Ansatz fiir H, ist dann die symmetrische Rang 1-Korrektur H, = H, + auu™ fiir zu
bestimmendes a € R und u € R™. Einsetzen in die QN-Bedingung liefert H,s, = Hysq + au(uTsa) =
Ya, d.h. u ist proportional zu y, — H,s,. Wahle daher v = y, — H, s, und beriicksichtige die Lange im
Parameter a: Aus a(uTs,) = 1 folgt a = (yfs, — sT Hys,) "t Also lautet die Update-Formel fiir H:

(ya - Hasa)(ya - Hasa)T
(ya - Hasa)TSa '

Die Rang-1-Korrektur hat aber zwei Nachteile: Die positive Definitheit von H geht meist verloren und
Yo — Hys, liegt nahe bei 0.

H+:Ha+

2. Flexibler sind Rang 2-Korrekturen H, = H, + cuu™ + BvvT. Eingesetzt in die QN-Bedingung er-
gibt sich Hys, = Hysq, + au(utsy) + Bv(vTs,) = y,. Die Vektoren u und v sind dann aller-
dings nicht mehr eindeutig bestimmt. Es bietet sich an, v = y, und v = H,s, zu wahlen (Broy-
den/Fletcher/Goldfarb/Shanno). Dann gilt

Hasa + ayayaTsa + B(Hasa)(Hasa)Tsa = Ya — aya(yaTsa) + 6Ha3a(SEHasa) = Ya — Hasa

ergeben sich a(yls,) = 1 und B(s'H,s,) = —1. Die BFGS-Formel zum Update der Hessematrix

lautet dann . .
H H
H, = H, + y(%ya _ as:;( asa) )
Ya Sa s; Hysq

3. Man kann auch die inverse Hessematrix V2 f(x*)~! durch ein geeignetes B* approximieren. Die QN-
Bedingung lautet in dem Fall By, = s,. Verwenden wir die symmetrische Rang 2-Korrektur mit
u =8, und v = By, (Davidon/Fletcher/Powell), dann erhalten wir die (DFP-Formel)

SQSE . (Baya)(Baya)T
SaYa YiBaya

By =B, +

Lemma 5.21. (Positive Definitheit des BFGS-Updates)
Seien H, € S,, positiv definit, ygsa > 0 und Hy geméift der BFGS-Formel bestimmt.

Dann ist H; symmetrisch und positiv definit.

Beweis.

Aus H, positiv definit und y7s, # 0 folgt fiir alle Vektoren z # 0, dass

ZTH+Z —TH,» + ZT?{I}ZJ:{Z _ ZT(Ha?ra)(HaSa)TZ _ (ZTTya)2 +2TH, - — (ZzHasa)Q
Yq Sa s HgSq YL Sa ssHgSq

erfiillt ist. Da H, symmetrisch und positiv definit ist, existiert H;/ % mit H, = H;/ 2H;/ % Damit gilt

T _ T2y 3 3
2 Hysq =2 HHZsq < ||HEz||||HE sal|

1 1
= (2"Hasa)® < || Ha z |°|| Ha sq, |I®
~—~—

~——
2TH,z sTHgsq
T 2
z Hgs
= TH,— (Tiaa) >2VH,z — 2TH,z = 0.
SqHySa
T 2
Ferner gilt 2T H,z — % = 0, wenn H;/Qz und H;/Qsa linear abhingig sind. Da H;/2 regulér ist,

gilt in diesem Fall z = s, # 0, d.h. A # 0 (da nach Voraussetzung y_s, > 0). Also ist 2Ty, = AsTy, # 0
und wir erhalten

T 2 T 9
ZTya) > 0 fiir H;mz:)\H;/Qsa und ZTH+2> (ZTya)

a“a a“a
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5.5 Quasi-Newton-Verfahren 5 Newton-Verfahren

Bemerkung 5.22.

Die Bedingung y's, > 0 ist realistisch. Fiir quadratische Probleme von der Form f(z) = %xTGa:—&—ng—Fb
mit symmetrischer, positiv definiter Hessematrix G gilt die Beziehung

y(?Sa = (Vf(z4) = V(xa) (@4 —2a) = (24 —2a) "Glay —24) >0 fiir 4 # xq.

Fiir allgemeine Probleme wird y!s, > 0 durch Verwendung von Schrittweitenstrategien (Wolfe-Powell)
sichergestellt. O

Algorithmus 5.23 (Globalisiertes BFGS-Verfahren)

Eingabe: a € (0,3),0 € (o, 1),2° € R" und Hy € R™ " symmetrisch, positiv definit;
1. if Vf(2°) =0 then
2: stop
3: else
4. for k=0,1,...do
5: Berechne die Suchrichtung d* = H, 'V f(z*);
6: Bestimme die Schrittweite ¢; > 0 mit Hilfe der WOLFE-POWELL-Regel;
7 Setze xF+! = 2k + tpd;
8 if Vf(2**1) =0 then
9

: stop
10: end if
11: Setze sk = xFt1 — 2k yk = Vf(2F*+1) — Vf(2¥) und berechne
o CHo4 yk(yk')T B Hksk(Hksk)T.
k+1 k (y*)T s (s*)T Hy,s*

12:  end for
13: end if

Zunichst einmal stellen wir fest, dass (y*)Ts* > 0 durch die WOLFE-POWELL-Regel garantiert ist.

Lemma 5.24.

Sei f:R™ — R differenzierbar. Ist Hy, positiv definit und geniigt die Schrittweite ¢ > 0 der WOLFE-
PowELL-Bedingung, so gilt (y*)Ts* > 0.

Beweis.
Aus der WOLFE-POWELL-Regel und d* = —(H"*)~1V f(2*) folgt
(W")'s" = M) (ted") = tu(Vf (") "~ Vf(*)Td)
> te(eVf(2*) d" = Vf(")Td") =t (1 - 0) V(") H V(") >0
——

>0 >0

was zu zeigen war. O

Satz 5.25.

Der Punkt z* erfiille die hinreichende Optimalitdtsbedingung zweiter Ordnung. Erzeugt Algorithmus

5.23 eine Folge (:ck)keN, die gegen x* konvergiert, und gilt klim |Hy — Hi41|| = 0, so erfilllen die Hy,
— 00

die DENNIS-MORE-Bedingung und (ac’“) konvergiert g-superlinear gegen x*.
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5 Newton-Verfahren 5.5 Quasi-Newton-Verfahren

Beweis.
TAYLORentwicklung und die Quasi-NEWTON-Bedingung Hy1d* = y* ergeben
|(Hi — V2 F(@2))d*| < [[(Hy — Hiyn)d® || + [|(Hipr — 92 £()d"|
< ||Hy = Hier|| |d°)] + |V £ (™4 = Vf () = V2 f(2")d"|
50 (k—00)
= o([la"]l).
Damit folgt die Aussage aus der Dennis-Moré-Bedingung. O

Bemerkung 5.26.

Ist ||Ho — V2 f(2*)| hinreichend klein, so kann die Konvergenz von Algorithmus 5.23 fiir Startwerte, die
ebenfalls hinreichend nahe an x* liegen, gezeigt werden. %
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