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1 Anfangswertprobleme

In diesem Kapitel wollen wir die fiir die Vorlesung notwendigen Grundlagen aus dem Bereich der
Anfangswertprobleme zusammenstellen. Dabei geht es im Wesentlichen um die numerische Losung
von Anfangswertproblemen fiir Deskriptorsysteme durch Einschrittverfahren.

1.1 Einleitung

Gesucht ist eine Funktion u : [0, T] — RV, die das folgende lineare Anfangswertproblem 9st:
Mu(t) + Su(t) =f(t) for t € (0, 7] und u(0) = u,. (1.1)

In (L.1)) setzen wir voraus, dass T >0, M, S € RV*N f:10, T] — RN und u, € RN gelten. Ferner
ist die Matrix M symmetrisch und positiv definit, das heift, esist M = MT und

(v, Mv), =v Mv >0 fiir alle v e RV \ {0}, (1.2)

wobei (-, -)» das Euklidische Skalarprodukt bezeichnet. Fiir schreiben wir auch M > 0, was
aus der Semidefiniten Programmierung kommt. Lineare Anfangswertprobleme, bei denen vor der
Zeitableitung eine nicht notwendigerweise invertierbare Koeffizientenmatrix steht, werden in der
Systemtheorie Deskriptorsysteme genannt. Aus der Lineren Algebra wissen wir, dass M diagonali-
sierbar ist. Es existieren N reelle, positive Eigenwerte A1 > ... > Ay > 0 besitzt. Es gilt dann auch

A vl < VvIMy < Anv[3  fiir alle v e RV \ {0}, (1.3)

wobei | - |» die Euklidische Norm auf RN bezeichnet. Insbesondere ist die Matrix M invertierbar. Mit
A= —-M"1S € RV*N und f = M~1f kénnen wir daher (L.1]) in der Form

u(t) = Au(t) +f(t) for t € (0, 7] und u(0) = u, (1.4)

schreiben. An dieser Stelle erinnern wir an die bekannte Tatsache, dass die Berechnung der Matrix
A nicht durch Invertieren von M erfolgt, sondern durch Losen der linearen Gleichung

MA:—S:—[SM...|SN] e RNV*N

mit den N rechten Seiten —s;, 1 </ < N. Hier kann entweder als direktes Verfahren die Cholesky-
Zerlegung [Luil0, Abschnitt 1.4] oder als indirekte Methode das Conjugate-Gradient (CG) Verfah-
ren [Kel99, Chapter 2] eingesetzt werden.

1.2 Motivation

Die Entwicklung der Temperatur u = u(t, x) an der Stelle x eines Stabes zur Zeit t ergibt sich als
Losung der parabolischen Warmeleitungsgleichung

ou d%u

a(t,x) = mﬁ(t,x) fir t € (0, 7] und x € (0, 4).



Die Anfangsbedingung lautet u(0, x) = us(x) fiir x € (0, £) mit stetiger Funktion u, und mit £ > 0.
Die Randwerte sind u(t,0) = u(t,£) = 0 (homogene Dirichlet-Randbedingungen). Mit Hilfe der
Linienmethode kann die gesuchte Losung u(t, x) mit durch ein Systems gewchnlicher Differen-
tialgleichungen erster Ordnung angendhert werden. Dazu sei fir N € N die Orts-Schrittweite in
x-Richtung durch h = £/(N + 1) gegeben. Wir approximieren die zweite partielle Ableitung nach x
durch den zentralen Differenzenquotienten zweiter Ordnung:

0%u u(t,x+ h) —2u(t,x)+u(t,x—h
2 1y WX D) 2008 5 o x 1
Der Diskretisierungsfehler in lasst sich mit der Taylorentwicklung [DR11], Satz 11.27] von u
abschatzen, sofern die Funktion v hinreichend glatt ist. Darauf kommen wir spater zuriick. Wir
bezeichnen mit u;(t), 0 </ < N + 1, die numerischen Naherungen fiir u(t, x;), wobei x; = ih fiir

fir t € (0, T)und x € [h,£ —h]. (1.5)

K

i=0,..., N + 1 gilt. Aufgrund der Randbedingungen ist die Temperatur an xo = 0 und xy4+1 =4
bekannt. Daher genligt es, Naherungen fiir die Temperatur u an den inneren Gitterpunkten x; €
0,9, i =1,..., N, zu berechnen. Die Bestimmungsgleichungen ergeben sich aus dem obigen

zentralen Differenzenquotienten fiir die zweite Ableitung nach x wie folgt:

Ujg1(t) — 2ui(t) + ui—1(t)

ui(t) =k = fir t € (0, T]und 1 </ < M.
Setzen wir
-2 1
u1 (1) to(x1) 1 -2 1
u(t) = : , U = : ,A:% e RV
un(t) Uo (X ) 1 -2 1

so erhalten wir das (lineare) Anfangswertproblem
u(t) = Au(t) fir t € (0, 7] und u(0) = uo,

was (T.4]) entspricht, wenn wir f = 0 setzen.

Der Begriff Linienmethode reflektiert hier die Bestimmung der vektorwertigen Funktion u(t)
entlang der zur Zeitachse parallelen Linien durch die Ortsgitterpunkte. Mit Hilfe numerischer Ver-
fahren zur Losung des Anfangswertproblems — also iiber eine nachfolgende Diskretisierung der Zeit
— erhalten wir auf diese Weise ein numerisches Verfahren zur Behandlung partieller Differential-
gleichungen vom Typ der Warmeleitungsgleichung (ein Beispiel einer sogenannten parabolischen
Differentialgleichung).

Wir merken an dieser Stelle an, dass die Matrix A eine Tridiagonalmatrix ist, also diinn besetzt ist.
Matrizen dieser Bauart nennen wir Sparse-Matrizen. Das Losen von linearen Gleichungssystemen
mit diinn besetzten Koeffizienten-Matrizen geht deutlich schneller als bei voll besetzen. Bei Tri-
diagonalmatrizen ist der Aufwand an Multiplikationen bei der Verwendung der Cholesky-Zerlegung
zum Beispiel nur von der GréRenordnung O(N) — und nicht O(N3) wie im allgemeinen Fall.

1.3 Existenztheorie

Wenn f € C([0, T]; RM) gilt, folgt die eindeutige Losbarkeit von — und damit von (1.1]) -
mit dem Satz von Picard-Lindelof [DR11], Satz 16.1]. Setzen wir g(t,v) = Av + f(t) fiir (t,v) €
[0,T] x RN, so ergibt sich sofort, dass g stetig in den Argumenten t und v ist. Ferner folgt die
notwendige globale Lipschitz-Stetigkeit von g bezliglich v aus

lg(t,v) — g(t,w)|, = |Av — Awl|, < ||All,lv —w|, fiiralle t € (0, T] und v,w € RV,
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Hierbei bezeichnen wir mit ||Al|> die von der Euklidischen Norm |- |» induzierte Matrixnorm [Luil0,
Abschnitt 9.3]
1A, = sup {|Av], }v € RN mit |v|, = 1}

der Matrix A. Diese Matrixnorm wird auch Spektralradius oder Spektralnorm der Matrix A genannt,
denn es gilt

|Alls = max {\/Amax | Amax Ist der groBte Eigenwert der Matrix ATA} )

Wir erinnern daran, dass || - ||2 submultiplikativ und mit der Vektornorm | - |» vertraglich ist.
Durch Verwenden der Variation der Konstanten [DR11, Lemma 17.6] ist die Losung von ([1.1])
sogar explizit angebbar:

t
u(t) = etAus +/ elt=9)A 1?(5) ds firtel0,T],
0

wobei die Matrix-Exponentialfunktion

o

eth = thﬁj e RVN fiir t € [0, T]
j=0

zwar mit Hilfe der Eigenwertwertzerlegung der symmetrischen Matrix A = M~!S berechnet werden

kann, dieses aber fiir groBes N nicht effizient und oft auch nicht stabil ist [LuilQ, Abschnitt 11.4].

Daher verwenden wir hier andere Losungstechniken.

Da wir spiter allgemeinere Inhomogenititen f € L2(0, T;R"N) betrachten werden, bendtigen wir
eine Verallgemeinerung des Satzes von Picard-Lindelof. Dazu bemerken wir, dass der Funktionen-
raum

HY(0, T;RY) = {ve L?(0, T;R")|v e L0, T;RY)}

ein Hilbertraum mit dem Skalarprodukt
T
(V, W) 110, TR N) :/ v(t) Tw(t) +v(t) "w(t)dt fiirv,w € HY(0, T;RM)
0

ist. Das folgende Lemma ist [Dzil0, Lemma 5.27] entnommen. Es sei dabei noch an die stetige
Einbettung H'(0, T;RN) — C°([0, T];RM) = C([0, T];R"M) erinnert, die zum Beispiel aus dem
Auswahlsatz von Rellich und Kondrachov [DR12, Satz 16.22] folgt. Insbesondere existiert eine
Einbettungskonstante ¢, > 0 mit

IVl cqo.rprmy < CellVilrrmyy  fir allev e H'(0, T;RY). (1.6)

Lemma 1.1. Sei die Matrix S symmetrisch und positiv semidefinit, das heiBt, es gelten ST =S
und S = 0. Dann existiert zu gegebenem f € L2(0, T:RM) und u, € RN genau eine Lésung
u € HY(0, T;RN) von (T.1). Diese Lésung u ist sogar Hélder-stetig mit Exponent 1/2 (vergeiche
[DR11l, Definition 7.21]), das heifst,

ue COY2([o, T];RM) = {v e C([o, T];RM)

sup{M Dt TE [O,T],t;é'r}}.

|t — 7]1/2

Beweis. Aus der Einbettung H(0, T;RV) — C%¥2([0, T];RN) (vergleiche [Dzi10l, Satz 3.40])
folgt die letzte Aussage des Lemmas. Insbesondere erhalten wir die punktweise Annahme des An-
fangswertes: lim;_o u(t) = u(0) = u,. Um den Satz von Picard-Lindelo6f anwenden zu kénnen, wird
die Funktion f € L2(0, T;RM) durch eine Folge stetiger Funktionen approximiert. Wir zeigen, dass
die Losungen zu diesen Approximatonen von f die Losung u von approximieren. Nach dem
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Satz von Fischer-Riesz (vergleiche [DR12, Satz 4.20]) gibt es eine Folge {f;,} men C C([0, T]; RM)

mit
1/2

.
If = fmll 2o 7wy = (/ If(t) —fm(t)|§dt> 0 fiir m— oo, (1.7)
0

Da f, in C([0, T]; RN) liegt fiir alle m, existiert nach dem Satz von Picard-Lindeléf genau eine
Losung un, € CL([0, T]; RN) fiir jedes m € N mit

Mupm,(t) + Sum(t) = fn(t) for t € (0, 7] and  upn(0) = uo. (1.8)

Wir zeigen, dass {um,}men eine Cauchy-Folge in HX(0, T;RN) ist. Seien u, v € N und Uy, Uy €
H(0, T; RM) die Lésungen von (1.8)) fiir m = u beziehungsweise m = v. Dann gilt

M (0, (t) — (1)) + S(up(t) — uu(t)) = fu(t) — f(t) fiir t € (0, T].

Multiplikation mit u,(t) — u,(t) und Verwenden von (|1.3) ergeben

An e () = a ()15 + (S(uu(t) — uu(t)))T(Uu(t) — 0,(t))
< J0a(8) = ()3, + (S(uu(t) — un(1))) " (u(t) — 0 (1))
— ((fu(t) = £,() " (0u(2) — 0, (¢)) fiir £ € (0, T],

wobei wir |v|§,I = v My fiir v € RV gesetzt haben. Nach Voraussetzung ist die Matrix S symmetrisch
und positiv semidefinit. Daher erhalten wir mit der Seminorm | - |s aus

1d
2dt
_1d
- 2dt

(S (ua(®) = (1)) T((8) = 0(8)) = 57 ((S(ua(®) = w(£))) T (wal) ~ u(1)))
lu(t) — u(t)[z  fiir t € (0, T]
die Ungleichung
M 0u(8) = 6 (DB + 5 0, (8) — u (D)
< ((Fult) = (1)) " (0u(1) — 0, (1)) fiir t € (0, T].

Division durch Ay > 0O, Integration tiber [0, T] und Verwenden von u,(0) = u,(0) = u, ergeben
fur beliebiges € > 0 die Abschatzung:

)
Amm%u%mw;wm—wmé

T
=AwmwM%mw;wnﬂm&1QM@ﬂmﬁ

1 ! T,. .
< >\/\I/O ((fu(t) - fu(l')) (uu(t) — uu(t)) dt "

1 T
gMAmm4mwwwmet
T
<o | e O RO+ 5 lou(0) — w(p)de

1 2 € T ) . 5
= m Hfu - fu||L2(0’T;RN) + 2>\N/0 |uu(t) — Uu(t)|2 dt,

wobei wir die Cauchy-Schwarz-Ungleichung [DR12, Satz 12.17]

viw < |v|5lwly,  fiirv,w € RV
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und die Ungleichung von Young [DR11], Satz 10.2]
a’>  eb?
< — 4+ — u >
ab < % + 3 fira,b>0 (1.10)

mit a = |f,(t) — fu(t)|2 und b = |u,(t) — U, (t)|2 verwendet haben. Wir wahlen nun € = Ay > 0

und erhalten mit (|1.9)

: _ 1
0y — 011720 7.y d < X%nﬂl-nnf%QTRN, (1.11)

Da (uy, — u,)(0) = 0 gilt, kdnnen wir die Poincaré-Ungleichung [DR12), Satz 16.23] anwenden. Es
existiert daher eine Poincarée-Konstante ¢, > 0 mit

lup = uull 20, rmmy < Gp llUs = Uull 20,7 mmy- (1.12)
Aus (1.11)) und (1.12) folgt nun

2 2 . .2
HUN« - uU”Hl(O,T;RN) = ”UM - UU||L2(0,T;]RN) + ||Uu - Uu||L2(o,T;RN)
2
c+1
2 : -2 2
< (Cp + 1) Hup, - UV||L2(O,T;]R’V) < p>\72 Hfu - fI/HL2(0,7';R/V)'
N

Wegen der Vollstandigkeit des Hilbertraums L2(0, T; R") und wegen ist {fm} men eine Cauchy-
Folge in L2(0, T;RM). Damit ist {us,}men eine Cauchy-Folge in H1(0, T; RV). Da der Hilbertraum
H'(0, T; R") vollstandig ist, existiert ein Grenzelement u € H'(0, T; R") mit [um—ull (o, 7m0y —
0 fiir m — oo. Wir verwenden ((L.8)), so dass wir aus

HMU + Su — f||L2(O,T;RN) == ||M(U — Um) + S(U — Um) — (f — fm)||L2(O,T;RN)
< [IMIlallo = amll 20, 7wy + ISH2llu = umll 20 7rMy + 1T = Tl 20, 7m0

< max {[[M|l,, IS5, 1} (||u — Um0, 7mmy + 1T — fm||L2(0yT;RN)) —0 flirm— oo
schliessen konnen, dass das Grenzelement u die Differentialgleichung erfiillt. Mit (1.6]) ergibt sich
4(0) = tolp = [u(0) = tm(0)]5 < [lu = Umllc o, Ty < Cellu = Umllpn o Ty = O fiir m = oo,

Also ist u eine Losung von (|1.1). Die Eindeutigkeit folgt aus der Eindeutigkeit des Grenzwertes.[J

1.4 Einschrittverfahren

In diesem Abschnitt wollen wir numerische Losungsverfahren fiir ((1.1]) einfiihren; vergleiche [Luil0)
Abschnitt 6.3]. Dazu seien tx = kAt, k=0, ..., M, eine aquidistante Diskretisierung des Zeitin-
tervalls [0, T] mit Schrittweite At = T/M. Sei u(t) € RV die (in der Regel unbekannte) Losung

von ([1.1)). Mit

uy
k=1 : | erRN firk=o0,.. ., M
k
Un
bezeichnen wir eine Approximation fiir u am Zeitpunkt tx fir 0 < k < M. Wir setzen voraus, dass
S=ST und S > 0 gelten.
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1.4.1 Euler-Cauchy-Verfahren

Zunachst betrachten wir das Euler-Cauchy-Verfahren, welches oft auch explizites Euler-Verfahren
genannt wird. Dabei wird die Zeitableitung durch den beziiglich des Zeitpunkts t,_1 vorwartsge-
nommenen Differenzenquotienten ersetzt:

uk — gkt
M=+ SufFTt = f(t,_q) fir k=1,..., M und  u® = u,. (1.13)
Damit ist u® € RN durch den Anfangsvektor u, gegeben. Die weiteren Vektoren {uk}ﬁ/’:1 C RN

ergeben sich als sukzessive Losungen der folgenden linearen Gleichungssysteme
Muk = (M = AtS)u*t + Atf(ty—q) firk=1,...,M

mit der von k unabhangigen, symmetrischen und positiv definiten Koeffizientenmatrix M. Das Euler-
Cauchy-Verfahren besitzt die Konsistenzordnung eins, wenn f € C1([0, T]; R") gilt. Der Nachweis
erfolgt unter Verwendung geeigneter Taylorentwicklungen von der Losung u. Damit folgt fiir die

Konvergenz
k
OQ&XMM“) ul, = O(At) (At — 0);

siehe |LuilQ, Abschnitt 6.4]. Es gibt also eine von M unabhdngige Konstante ¢ > 0 mit

max |u(ty) — uk|, < cAt fiir At hinreichend klein.
0<k<M

1.4.2 Implizites Euler-Verfahren

Im Gegensatz zum vorigen Abschnitt verwenden wir beim impliziten Euler-Verfahren nun den be-
zliglich des Zeitpunkts tx riickwartsgenommenen Differenzenquotienten zur Diskretisierung der
Zeitableitung. Wir erhalten statt (1.13)) die folgende Verfahrensvorschrift:

k _ k=1

M A +Suf = f(ty) fiir k=1,..., M und u® = u,. (1.14)

Wieder ist u® € RN durch den Anfangsvektor u, festgelegt. Allerdings berechnen sich nun die
weiteren Vektoren {uk},’y:1 C RV sukzessive aus den folgenden linearen Gleichungssystemen

(M+AtS)uk = MUkt + At f(ty_1) firk=1,...,M

mit der symmetrischen und positiv definiten Koeffizientenmatrix M+ At S. Insbesondere ist die Ko-
effizientenmatrix bei nichtaquidistanter Schrittweite von k abhangig. Das implizite Euler-Verfahren
stellt sich als stabileres Verfahren heraus, wie wir spater sehen werden. Fiir die Konvergenz gilt
aber ebenso wie fiir das explizite Euler-Verfahren nur die Konvergenzordnung eins.

1.4.3 Crank-Nicolson-Verfahren

Wir wollen noch ein weiteres implizites Verfahren betrachten. Hier wird die Differentialgleichung an
den Stellen ty_1/p = tx — At/2, k =1,..., M, betrachtet. Wir erhalten dann eine symmetrische
Differenzenapproximation

u(ty) —u(te—1)
At

U(tk_1/2) = +O(At?) firk=1,..., M

mit Konsistenzordnung zwei, sofern u € C3([0, T]; RV) — also f € C2([0, T];R") — gilt. Wird nun
der verbleibende Teil f(t) — Su(t) der Differentialgleichung auch an der Stelle t,_;,, ausgewertet,
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sind Naherungen fur u an t,_;,, notwendig. Das umgeht man, indem diese Naherungen durch die
arithmetischen Mittel der Naherungen an t,_; und ty ersetzt wird. Fiir u € C3([0, T]; RV) erhalten
wir mit den zwei Taylorentwicklungen

1. 1. o
u(tk-1) = u(te—1/2) — 5 U(tk—1/2)At + 3 U(E )AL fiir € € [ti—1, ty_1pp] und k=1,..., M,
1. 1. .
u(ty) = u(te—1/2) + 5 U(tx—1/2)At + s u(gnAt? fir ¢l e [tk—1/2 tk]l und k=1,..., M

die folgende Abschatzung

2

At At ) >
—u(tk_12)| = 16 ‘U(gk ) + (g, )‘ < 5 thg”;] i(t)] = O(At?).

u(tx—1) + u(ty)
2

Der Fehler ist also von der der Ordnung At? wie der obige symmetrische Differenzenquotient.
Insgesamt erhalten wir das Crank-Nicolson- oder auch Trapez-Verfahren
uk — yk—1 uk 4 uk-1 B fk 4 fh—1

M At S 2 2

firk=1,..., M und u® = u,. (1.15)

Der Vektor u® € RN ist durch u, bestimmt. Die weiteren Vektoren {u*}M , C RN erhalten wir
sukzessive aus den folgenden linearen Gleichungssystemen

<M+M5>uk:(M—AtS)uk1+At(fk1+fk) firk=1,..., M
2 2 2
mit der symmetrischen, positiv definiten Koeffizientenmatrix M+ At S/2. Es lasst sich zeigen, dass
das Crank-Nicolson-Verfahren die Konvergenzordung zwei besitzt und daher schneller als die beiden
Euler-Verfahren konvergiert.

Abschlielend wollen wir noch ein diskretes Schema angeben, welches die drei Verfahren —
beinhaltet. Dazu fiihren wir den Parameter 6 € [0, 1] ein und betrachten das sogenannte
0-Schema

k _ k=1
M %+95uk+(1—9)5uk—1 =ofkr(1-0)f Lfirk=1,..., M und u®=u,. (1.16)

Offenbar ergibt (1.16]) mit 6 = 0 das Verfahren (1.13)), fir 6 = 1 die Methode (1.14]) und fiir
6 = 1/2 das Verfahren (T.15)). Ist uk~1, k€ {2, ..., M}, bekannt, so erhalten wir uk durch Losen
des linearen Gleichungssystems

(M +0ALS)uf = (M + (6 — 1)AtS)uk ! + At (6% + (1 — ) 1),

Da fiir 8 € [0, 1] die Matrix M+6AtS symmetrisch und positiv definit ist, gibt es genau eine Losung
uk dieses Gleichungssystems.
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2 Finite Differenzen fiir die Poissongleichung

In diesem Kapitel orientieren wir uns an [Dzi10l Kapitel 3.1.1]. Wir verweisen zur weiteren Vertiefung
auch auf [AU10, Kapitel 9.1], [KAQOQ, Kapitel 1] und [Str04), Chapter 12].

2.1 Die Poissongleichung

Fiir die einfachere Prasentation betrachten wir hier den Spezialfall G = (0, 1)” C R". Fiir gegebene
Funktionen f : G — R und g : 8G — R diskretisieren wir das Poissonproblem

—Au=1finG, u=gaufdG (2.1)

mit einem Finite-Differenzenverfahren. Wir fiihren die wichtigen Begriffe Konsistenz, Stabilitat und
Konvergenz ein. Dazu betrachten wir zunachst das folgende abstrakte Schema (2.2]) zur Diskreti-
sierung einer kontinuierlichen Gleichung ein, welches wir im folgenden Kapitel ebenfalls verwenden
werden:

Xo Yo
U U

T: X - Y (2.2)
| DY 1Dy

777: Xh *)Yh

In bezeichnen wir mit Xg, Y, Xp und Yy geeignete Funktionenraume fiir das kontinuierliche
Problem. Die Gleichung T u = b steht fiir das zu l6sende, meist unendlich-dimensionale Problem.
Weiter seinen Xp und Y}, geeignete diskrete Raume. Die Diskretisierungsoperatoren Df X =
Xp und Dhy : Y — Y}, verkniipfen die (kontinuierlichen) Raume X beziehungsweise Y mit den
(diskreten) Raumen X, beziehungsweise Y},. Der Subindex h steht allgemein fiir einen positiven
Diskretisierungsparameter. Bei uns wird h fiir die Ortsgitterweite stehen.

Wir wollen nun die Rdume und Operatoren in fir das Problem spezifizieren. Fiir
a € [0, 1] definieren wir die kontinuierlichen Raume

X ={vec(G)nCc**q)| sug|Av(x)| < oo},
Y = {(f, g) € C®%(G) x C(8G) | sup 1F(x)] < oo},

Xo=C(G), Yo={(f g) € C(G)xC(dG)| sgg f(x)| < oo}

Offenbar gelten X C Xp und Y C Yp. Nun fiihren wir den Operator 7 : X — Y ein:
Tu=(-Auulgr) €Y firueX

Offenbar ist 7 wohldefiniert und linear. Aus [DR12, Satz 22.13] erhalten wir folgendes Maximum-
und Minimumprinzip.

Satz 2.1. Sei G =(0,1)" C R". Gilt Au=10 in G fiir u € X, so gelten

min [u(x)| = min |u(x)| und max]|u(x)| = max |u(x)]
x€G x€0G x€G x€dG
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Beweis. Nach dem ersten Teil von [DR12, Satz 22.13] folgt, dass die Funktion u € X wegen
Au >0 in G ihr Maximum auf dem Rand 0G wahrnimmt. Der zweite Teil von [DR12, Satz 22.13]
liefert wegen Au < 0 in G, dass die Funktion v ihr Minimum am Rand von G annimmt. O

Bemerkung 2.2. 1) Die Aussage von Satz ist flir unbeschrankte Gebiete im Allgemeinen
falsch. Das erkennt man an dem Beispiel G = {x = (x1,x2) € R? | x> < 0} und u(x) = xo
fir x = (x1, x2) € G. Offenbar gilt Au = 0 in G, aber u nimmt nicht sein Maximum am Rand

von G an.
2) Aus Satz folgt, dass (2.1)) hochstens eine Losung besitzt; vergleiche [DR12, Folge-
rung 22.15]. O

Satz 2.3. Seien G = (0,1)" C R" und (f,g) € Y. Dann existiert genau eine Lésung u € X von
(2.1)). Insbesondere ist der Operator T bijektiv und supyeg |Au(x)| < co.

Beweis. Existenz einer Losung zu ([2.1)) folgt aus [Dzil0, Satz 1.44]. Fiir (f,g) € Y erhalten wir
u="T Yf, g) € X. Wegen supycg |F(x)| < oo folgt auch supyeg |Au(x)| = supyeg |F(x)] < 000

2.2 Finite Differenzen

Zur Diskretisierung fithren wir nun diskrete Raume X, und Y} sowie Diskretisierungsoperatoren
D;( und Dz ein. Dazu wahlen wir die Schrittweite h = 1/Nyx > 0 mit Ny € N. Die Menge aller
Gitterpunkte Gy, definieren wir durch

Gp=GnNhzZ".

In unserem Fall enthilt G, genau (Ny + 2)" Gitterpunkte. Wir schreiben das in der Form |Gp| =
(Nx +2)". Als Menge der Randgitterpunkte Gy, setzen wir

0Gp = {xp € Gp|dist (x4, 8G)} C G mit dist (xp, 8G) = inf {|x5 — x|, | x € 8G}.

Offenbar erhalten wir G, C 9G fir G = (0,1)" und h = 1/Ny. Die Menge aller inneren Gitter-
punkte Gy, ergibt sich als
Gh:@h\aGh CG.

Wir erhalten in unserem Fall |G| = N7 und somit |0Gy, = (Nx + 2)" — NZ. Die diskreten Raume
Xp und Y}, enthalten Funktionen, die auf den soeben eingefiihten Gittermengen definiert sind:

Xh: {vh‘vh Zéh%R} und Yh:{(fh,gh)’fh:Gh%Rund gh:aGh—HR}.

Die Diskretisierungsoperatoren ergeben sich in natiirlicher Weise als Einschrankungen von stetigen
Funktionen auf das Finite-Differenzengitter. Hier wahlen wir

DYv=vlg, € X firve X und DY(f.9)=(flg, dlsg,) € Vi fiir (f.g) €V

Offenbar sind die Operatoren Dy und D) wohldefiniert und linear. Nun kénnen wir den diskreten
Operator Ty : X, — Y, wie folgt einfiihren:

Thup = (—Ahuh, Uh}aGh) ey, firue X, (2_3)

wobei wir den diskreten Laplace-Operator A, : G, — {vi | vi : G — R} mit

n

(Apv)(xp) = % <Z (va(xn + hej) + vin(xp — hej)) — 2nvh(xh)> fiir x, € Gp, (2.4)
=1

verwendet haben. In (2.4) bezeichnen die Vektorene;, j=1,..., n, die j-ten kanonischen Einheits-
vektoren in R”.

2.2. FINITE DIFFERENZEN 11



Bemerkung 2.4. Wir wissen bereits, dass Funktionen v € C(G)NC?(G) mit Au = 0 ein Maximum-
und ein Minimumprinzip erfiillen; siehe Satz [2.1] Weiter erfiillt u die Mittelwerteigenschaft

1
wnrnfl

u(x) = / u(s)ds firxe G, r>0and B(x,r)CG

oB(x,r)
mit dem (n—1)-dimensionalen Facheninhalt w, der Einheitssphare und der n-dimensionalen offenen
Kugel B(x,r) = {x € R"||x — x|, < r}; vergleiche [DR12, Bemerkung 22.16-(i)]. Gilt fiir up € Xp,
die Gleichung Apup = 0 in Gy, so erhalten wir mit (2.4]) die Beziehung

n

1 ..
up(xp) = 2/7(2 (un(xn — hej) + up(xp + hej))> fiir x, € Gp,
=1

was als diskrete Mittelwerteigenschaft bezeichnet wird. O

Nun konnen wir das diskrete Problem formulieren: Zu gegebenem (f4, gn) € Y} bestimme eine
Gitterfunktion up € Xp, so dass
77,Llh = (fh, gh) in Yh (2.5)

erfiillt ist. Offenbar ist 7, wohldefiniert und linear. Bevor wir zeigen, dass T, bijektiv ist, bewesen
wir das folgende diskrete Maximumprinzip.

Lemma 2.5. Essei G = (0,1)" C R" und Ay, wie in definiert. Gilt —Apup < 0 in Gy, fiir ein
up € Xp, dann folgt

max up(xp) = max up(xp).

XpE€Gh xp€0G),
Beweis. Sei up(xp) = max,, ¢z, up(xp) = Umax fiir ein X, € Gy. Gilt X, € 8Gy, so ist nichts zu
zeigen. Daher betrachten wir nur den Fall, dass xj, in Gy, liegt. Aus —Apup(Xp) < 0 erhalten wir

n

Z (Uh()_(h) — Uh()_(h — hej)) + Z (Uh()_(h) — Uh()_(h + hej)) < 0. (2.6)

Jj=1 Jj=1

Da u, in Xp sein Maximum umax annimmt, sind alle Summanden in nichtnegativ. Es folgt
damit, dass up auf X, £ he;, j=1,..., n, konstant gleich uy(Xp) ist. Nun existieren ein x, € 0Gp
und x}, ..., xl € Gy mit K € N, x} = x5 £ hej, x| = x| & hej fir i =1,..., K —1 und
Xp = xff + he; und jeweils ein j € {1,..., n}. Mit der gleichen Argumentation wie fiir X, erhalten
wir, dass up sein Maximum umay auch in x, € 0Gp annimmt. Daraus folgt die Behauptung des
Lemmas. [l

Bemerkung 2.6. Es gilt auch ein diskretes Minimumprinzip: Aus —Apup > 0 in Gy, fiir ein up € Xp

folgt
min up(xp) = min  up(xp).
XhEEh xp€0GH
Der Beweis erfolgt mit einer analogen Argumentation wie im Beweis von Lemma [2.5 O

Satz 2.7. Zu G = (0,1)" C R" sei der Operator Ty, wie in (2.3)) definiert. Dann gibt es zu jedem
(fh, 9n) € Yn genau eine Gitterfunktion up € Xp, die (2.5|) Iost, das heit, der Operator Ty ist
bijektiv und up = T, *(f4, gn).

Beweis. Es gilt (2.5)) genau dann, wenn
—Ahuh = fh in G/«,, Up = gh auf aGh (2.7)

gelten. Offenbar ist (2.7)) ein lineares Gleichungssystem zur Bestimmung der Werte der Gitterfunk-
tion up an den Gitterpunkten in Gp. Es handelt sich also um |G| Unbekannte, die zu berechnen
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sind. Die Anzahl der Gleichiungen in (2.7)) ergibt sich als |Gp| + |8Gx| = |Gp|. Die Bijektivitat von
Th ergibt sich also aus der Injektivitat von Tp,. Wir betrachten daher das homogene Problem

—Ahuh =01in Gh, Up = 0 auf 6Gh

und zeigen, dass up = 0 in Gj, gelten muss. Aus uj, = 0 auf 8Gj,, Lemma und Bemerkung
erhalten wir

max up(xp) = max up(xp) =0= min up(xp) = min up(xp).
Xheah xp€0G), xp€0G) Xhégh

Also ist up, = 0 in G, was zu zeigen war. O
Beispiel 2.8. 1) Im Fall n=1 fiihren wir die drei Indexmengen
log, ={0, Nx + 1}, Ig, ={1,..., Ne}, Ig, =1lsg, Ulg, = {0, ..., Ny +1}.
Damit setzen wir
G=(0,1), Gp={in|iels}CcG=(01), 0G,={0,1}=0G.

Seien u;j = up(ih) fir i € Iz, fi = fa(ih) fir i € Ig, und g; = gu(ih) fiir i € Ipg,. Fiir den
diskreten Laplace-Operator bekommen wir den zentralen Differenzenquotienten

uj 1—2U'+U‘—1 L
Apu; = —F h2l ! fur i € Ig,;
vergleiche ({1.5)). Damit ergibt das diskrete Poissonproblem ([2.7]) die linearen Gleichungen
—Uj_1 +2U; — Ujp1 = hzf,' fiir / € I[Gh, uj=g; fiir7 € HBGh- (2.8)
Aufgrund der Randbedingungen gelten up = go und up,+1 = gn,+1- Es sind also nur die Ny
Werte uy, ..., upn, zu bestimmen. Daher definieren wir N = Ny, die Vektoren
90
uip fl 0
u=| : |eRN, f=m| : |eRN, g¢g= : e RN
upn f/\/ 0
gnN+1

und die Tridiagonalmatrix

Dann lasst sich (2.8]) in Matrixschreibweise wie folgt ausdriicken:
Au="~f+g.

Die Matrix A ist symmetrisch und positiv definit.

2)  Wir wollen auch den Fall n = 2 betrachten und fiihren fiir die Gitterpunkte wieder drei
Indexmengen in (Ng)? ein:

Iog, = {(1,0)|i=0,..., Ny +1}U{(i,Nx+1)]|i=0..., Ny + 1}
u{@.)]ji=1...., Ne} U{(Ne+1,))]|j=1,..., Ny},
]IGh = {(/,j) ‘ /,_j =1..., Nx}x HE,, :HaGh UHGh'
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Es gelten nun
Gp = {(/h,jh) ‘ (i,)) € ]IGh} cG=1(0,1)% 08G,= {(/h,jh) ‘ (i,)) € HaGh} C 0G.

Wir setzen uj; = up(ih, jh) fir (1,)) € I, , fij = fp(ih, jh) fur (i,)) € Ig, und gi; = gn(ih, jh)
fir (1,J) € Iag,. Wir erhalten fiir den diskreten Laplace-Operator

Uil +Uj—1j + Ujjp1 + Ujj—1 —4uj .
Apuj; = L) L /;'éﬂ P Y fiir (i,J) € Ig,.

Fir das diskrete Poissonproblem ([2.7)) bekommen wir die linearen Gleichungen

AUjj = Ujg1j — Ujm1j — Ujjp1 — Uijo1 = W2fy fir (i) €16, uy = gy fiir (7)) € Tag,.

Offenbar sind die Werte von uj; fiir (/,j) € Ipg, durch die Randwerte gegeben. Es ist also
u;; nur fir alle inneren Gitterpunkte zu berechnen, wobei |G| = N mit N = N2 gilt. Wir
verwenden die Ubliche lexikographische Ordnung und definieren

uri f11
U, 1 Tl gl +g°
ui2 f12 9°
u= : eRN, f=h : eRVN, g= : e RN
UN,,2 .2 ghx—1
uis f13 gMe 4 ghxtt
U Ny Ny e
mit N = N2 und
Jok
0 91,k
gk = : eRY, ke{1,..., Ne}y, g~ = : e RM, ke {0, N+ 1}.
0 9Ny, k
INx+1,k

Dann lasst sich das diskrete Poissonproblem als Matrixgleichung
Au=f+g

schreiben, wobei die Koeffisizeintenmatrix A € RN*N durch die Block- Tridiagonalmatrix

T -1 0 0 4 -1 O 0
- T -l -1 4 -1
A = ’ T = GRNXXNX
- T =l -1 4 -1
0 - T 0 -1 4
gegeben ist, wobei / € RN*Nx die Einheitsmatrix bezeichnet. O

2.3 Konsistenz, Stabilitat und Konvergenz

Es stellt sich die Frage, ob die Losung uy, des diskreten Problems ([2.7]) eine Approximation der L6-
sung u des kontinuierlichen Problems (2.1]) liefert. Folgt aus h — 0, dass der Approximationsfehler
in einer geeigneten Norm ebenfalls gegen null konvergiert?
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Definition 2.9. Wir gehen von dem Schema (2.2)) aus. Dabei seinen Xo, Yo, X und Yy normierte
Raume und X C Xo undY C Yy Teilrdume. Das Schema heilt
1) konsistent in u € X, falls gilt

ITaDXu = DY Tully, »0 (h—0),
2) stabil, falls es eine von h unabhdngige Konstante c¢s > 0 gibt, so dass fiir alle v, € Xy, gilt
Ivallx, < s [ Thvally,.

3) konvergent, falls fiir die Lésungen u € X und up € Xy von Tu = (f, g) € Y beziehungsweise

(2.5) gilt

lun — DX ullx, =0 (h—0).

Satz 2.10. Konsistenz und Stabilitat implizieren Konvergenz, falls die Daten konsistent approximiert
werden, also
lby — D%bnyh —0 (h—0)

gilt. Insbesondere erhalten wir Konvergenz, wenn wir by = DZb setzen.

Beweis. Wir zeigen die Aussage analog wie im Beweis von [Dzi10, Satz 3.5]. Seien u € X, up € Xp,
bey, b, €Y, mit Tu= b und Thu, = by. Dann erhalten wir mit Hilfe der Stabilitat

lun — DY ull, < & 1Tn(uu — DXy, = & | Thun — TaDX ully,
= G | (Thtn = bn) + (by — Dy b) + (Dy b — TaDy u)lly,
< & (IIby = DY blly, + 1D} Tu— TiDully,)

was die Behauptung des Satzes ergibt. [l

Bemerkung 2.11. 1) Fir nichtlineare Abbildungen 7 ist Satz im Allgemeinen falsch.

2) Liegt neben der Stabilitat sogar Konsistenz und Datenapproximation mit der Ordnung 3 > 0
vor, das heifst, gelten

IThDy u =Dy Tully, = O(H?) fir h—0 und ||by — D} b, = O(h°) fiir h— 0,
so folgt Konvergenz der Ordnung G3:
||D,)7<u — Uh”xh = O(KP) fir h— 0.
Der Beweis folgt wie im Beweis von Satz [2.10] O

Wir kehren nun wieder zu unserem Problem ([2.1)) zuriick und wahlen folgende Normen:

lv]|x = max]|v(x)]| fir ue X,
xeG
[Vhllx, = max |vi(xp)] fiir up € X,
Xh€Gy
1(f, @)y = sup [F(x)] + sup |g(x)] fir (f,g) €Y,
x€G x€dG
1(fh, gn)lly, = Jmax [Th(xn)| + max. |gn(xn) fir (fn, gn) € Ya.

Wir weisen Konsistenz und Stabilitat fiir das Finite-Differenzenverfahren nach. Dann erhalten wir
Konvergenz mit Satz [2.10] Die Konsistenz erhalten wir durch Verwendung geeigneter Taylorent-
wicklungen. Dazu bemerken wir, dass

oD u = (=B ), (DX 0)ag, ) = (=2 (ulg,). Ulg, )
DY Tu="D} (—Au, uly.) = (—(Au)}Gh, “’ach) .
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gelten. Also erhalten wir
ThDXu—D)Tu= (—Ah(u‘gh) + (Au)!Gh, 0)
und damit dann

I Th D5 u — Dy Tully, = Jmax |Bn(ulg,) (xn) = (Bu)(xn)|.

Unter Verwendung der Taylorentwcklung (vergleiche [DR11), Satz 11.27]) erhalten wir fiir u €
C?(G) an einem Gitterpunkt x;, € G}, die beiden Gleichungen

1 L
u(xp £ hej) = u(xp) £ ux(xp)h + 5 uXJXJ(xh)h2 +o(h?) (h—0) firj=1,..., n,

die wir kompakt als eine Gleichung geschrieben haben. Addition beider Gleichungen ergibt nach
Summation lber j =1, ..., n

Au(xh)—Ah(u|@h)(xh) = Au(xh)~|—/T12 <2nu(xh)—z (U(Xh+hej)+U(Xh—hej))> —0 (h—0).
j=1

Wir erhalten damit das folgende Lemma.

Lemma 2.12. Seien G = (0,1)" und u € C?(G). Dann gilt fiir den in (2.4)) definierten diskreten
Laplace-Operator Ay,

maxXx
XhEGp

Bu(xp) = Bn(ulg,) (xp)| = 0 (h—0).

Damit ist das Finite-Differenzenverfahren konsistent. Gilt sogar u € C*(G), so erhalten wir Kon-
sistenz der Ordnung zwei:

maxXx
XhEGh

Bu(xp) = Ba(ulg, ) (xn)| = O()  (h—0).

Beweis. Den ersten Teil des Satzes haben wir bereits bewiesen. Der zweite folgt, wenn wir die
obige Taylorentwicklung fortsetzen:

1 1 1
u(xp £ he;) = u(xp) £ ux(xp)h + 3 uXJ.XJ.(xh)h2 + - quXjXJ.(xh)h3 +oa uXJ.XJ.XJ.XJ.(£Jj-’[h)h4

6
mit Zwischenstellen £fh auf den Verbindungslinien x, und x, & he; fir j =1, ..., n. Nun folgt die
Konsistenzordnung wieder durch Addition beider Gleichungen und Summation iiber j. Ferner ist das
Maximum von uyxxx auf G beschrankt nach Voraussetzung. O

Wir zeigen nun die Stabilitat des Differenzenverfahrens (vergleiche [Dzil0, Lemma 3.6]).

Lemma 2.13. Sei G = (0,1)". Dann ist das Finite-Differenzenverfahren stabil, das heilt, es gibt
eine Konstante ¢ > 0, so dass fiir alle h > 0 und alle v, € X}, die Abschatzung

V <c Vv = C max |Apv(x max |Va(X
vl < 6 [Tl = e (max 1Bav(x)] + max wn(xo))

erfiillt ist.

Beweis. Wir wahlen ein beliebiges vi, € Xj und definieren die Gitterfunktion f, : G, — R durch
fh(Xh) = —Ath(Xh) fiir xp € Gp. Offenbar folgt

—Apvp(xp) = fa(xp) < cp  fir alle xp € G mit ¢, = max {O, ~maé< fh()?h)} > 0. (2.9)
xXpeGpy
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Fiir die quadratische Funktion w(x) = xZ, x € (xq, .. ., xp) € G, erhalten wir

n

—Apw(x) = (2nw(x) Z (w(x + hej) + w(x — hej))>

Jj=1
/}2 (2nX1 (x1 + h)2 —(n— ]_)x12 —(x1 — h)2 —(n— 1)X12) (2.10)
1

= = (¢ = (¢ +20h+ 1) - (a - 2ah+ h?)) = -2

fir x € [h, 1 —h]" C G. Wir bemerken hier, dass damit Aw(x) = Apw(x) gilt. Mit der in (2.9]) de-
finierten Konstante ¢, sei die Gitterfunktion us € X), gegeben durch up(xp) = va(xp) + chw(xp)/2
fiir xp € Gp. Dann erhalten wir mit (2.10)) die Ungleichung

—Bpun(xn) = —Bavi(xn) + 5+ (~Baw)(xn) < ch+ 5 (=2) =0 fiir x4 € Gp,

Definieren wir die Gitterfunktion gn(xs) = maxg,cac, va(Xn) fiir x, € 0Gj, so kénnen wir wegen
—Aup <0 in G, das diskrete Maximumprinzip (Lemma [2.5])) anwenden:

max up(xp) = max up(xp) = max (vh(xh) + Xh 1> < max gh(xh) —I— SR
XhEG €86 Xh€DG),

1
< max gp(xp) + = max{O, max fh()?h)} (2.11)
2 Xh€eGh

xp€0GH

1
< max |9h(Xh)|+* max IACHIE
XpED 2 %

wobei wir ¢, > 0 und die Notation xp = (Xxp1, .. ., Xpn) € OGp verwendet haben. Statt (2.9) gilt
auch

—Apvh(xp) = fp(xp) > &, fiir alle xp € Gy mit ¢, = min {O, ~mi(rJ] fh()"(h)} <0
XpheGp

Wir fiihren nun i, € X}, durch ip(xp) = va(xp) + Sw(xp)/2 fiir x, € Gy, ein. Dann gilt

*AhLNlh(Xh) = —Ahvh(xh) + % (*AhW)(Xh) >Ch+ % (*2) =0 firx, € Gp.

Jetzt lasst sich wegen —Ap i, > 0 in Gp, das diskrete Minimumprinzip (vergleiche Bemerkung |2.6))
anwenden. Es folgt daher wegen ¢, <0

_ . . Ch o Ch 2
min up(Xp) = mMmin Uxp(Xp) = min Va(Xp) + —X > min Xp)+—=1
Xhegh h( h) XpE€0G) h( h) Xh€66h< h( h) 2 h'1> thGthh( h) 2
1
> min — mins 0, min f,(X 2.12
_Xhelathh(Xh)Jr2 l { i h(Xh)} (2.12)

1
> - m|n |9h(Xh)|—* mm [fh(Xn)I.
X €0

Aus (2.11]) und (2.12)) schlieBen wir

. 1
max [un(xp)| = { max un(x1), — min uh(xh>} < max 1ga(xn)l + = max [f(xn)l.
xeGy xeGy Xh€Gp X EOG) 2 XhE€Gh

Damit und mit vi(xp) = up(xp) — chw(xy)/2 fiir x;, € G, folgt

c
max |up(xp)| + — [l

[vallx, = max |va(xp)| = max >
XhGGh

Xh€Gy Xph€Gy

un(x) = 5 wh(xi)| <

< max xp)| + max |f(x)] < max |vy(xp)| + max |Apvy(Xx)| = ¢ || ThY,
xh686h|gh( n)l XheGh| (X)) _thBGh| n(xn)| XheGhl wh(X)| = & | Tavally,

mit der Konstante ¢ = 1. O

Wir erhalten nun das folgende Konvergenzresultat (vergleiche [Dzil0, Satz 3.7]).
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Satz 2.14. Seien G = (0,1)" C R" und das Finite-Differenzengitter G, = G, U 8G}, wie oben
definiert. Zu gegebenem (f, g) € Y sei u € X die eindeutige Losung von (2.1f). Wir setzen (fn, 9n) =
(DZ( f, Dhyg) € Yj,. Dann existiert genau eine Ldsung u, € X;, von (2.7). Gilt u € C?(G) C X, so
ist das Finite-Differenzenverfahren konvergent, das heilst, es gilt

lup — Dy ull, — O fiir h— 0.
Haben wir sogar u € C*(G), so erhalten wir Konvergenzordnung zwei:

lun — Dy ullx, = O(F?)  (h—0).

Beweis. Der Beweis der Aussage folgt direkt aus Satz @ Lemma und Lemma . O
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3 Galerkin-Verfahren fiir das Poissonproblem

In diesem Abschnitt werden wir uns mit Diskretisierungsmethoden fiir die schwache Formulierung
des Poissonproblems. Fiir mehr Details verweisen wir auf [BSQ08| Kapitel 5].

3.1 Schwache Formulierung des Poissonproblems

Sei G ein beschranktes Gebiet in R", das heift, G C R" ist offen, beschrankt und zusammenhan-
gend. Punkte in G bezeichnen wir beispelsweise mit x = (xq, . . ., xn). Wir setzen H = L2(Q2). Dann
ist H ein Hilbertraum mit dem Skalarprodukt

<so,¢>H=/G<p¢dx fir g, € H

Ferner definieren wir den Raum V = H(G) und setzen

By &
<pq>v_/V<p v¢dx_2/af¢dx fiir , ¢ € V.

Wir erinnern an die erste Poincaré-Ungleichung [DR12, Satz 16.23]: Es gibt eine Poincaré-Konstante
Cp > 0 mit
lolly < o llelly  firalle g € V. (3.1)

Die Ungleichung (3.1]) garantiert, dass (-, )\ ein Skalarprodukt auf V ist. Ferner gilt V < H. Zu
gegebenem f € V/ = H=1(G) betrachten wir das Variationsproblem

G
Wir schreiben ([3.2)) auch in der Form
~Au=f inV
und verstehen den Operator —A : V — V/ als
(=Dp, @)y = / V- -Vedx fire, ¢ e V.
G
Satz 3.1. Zujedem f € V' existiert genau ein u € V, welches (3.2)) I6st. Ferner gilt die Abschatzung
lully < [Iflly.

Beweis. Offenbar lasst sich (3.2) in der Form

(u, )y = (f. Q) fiiralle p € V.

schreiben. Damit folg die Existenz einer eindeutigen Losung direkt aus dem Darstellungssatz von
Riesz [DR12] Satz 12.24]. Zum Nachweis der Ungleichung wahlen wir ¢ = v in (3.2). Dann erhalten
wir

lully = (F, )y < IFllllully-
Division durch ||ul]y ergibt im Fall u # 0 die Behauptung. Fiir v = 0 ist die Abschatzung ohnehin
klar. |
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Bemerkung 3.2. 1) Die eindeutige Losung der Minimierungsaufgabe

2)

3)

1
min (@) mit J:V =R, J(@) =3 ol — (f, @)\ fiir o €V
1S '
ist charakterisiert durch die Gleichung (3.2)). Fiir den Beweis zeigt man, dass die Zielfunk-
tion J in V strikt konvex ist und J in u Gateaux-differenzierbar ist. Dabei ist J Gateaux-
differenzierbar in u, wenn in u die Richtungsableitung [DR11], Definition 11.12]

t —_

t—0 t

von J fiir alle ¢ € V existieren und es eine lineare, beschriankte Abbildung A, : V — R gibt
mit

Aup = J(u;p) fiir alle ¢ € V.
Wir setzen J'(u) = A, und bezeichnen J'(u) als Gateaux-Ableitung. Die Gleichung ([3.2))
entspricht dann der hinreichenden Optimalitatsbedingung erster Ordnung

(J(u), @)y =0 firallepeV,

wobei J'(u) € V' die Gateaux-Ableitung von J an u bezeichnet.
Gilt sogar f € H < V’, so konnen wir die rechte Seite in (3.2)) auch in der Form

schreiben.

Angenommen, u € C?(G)NC(G) ist eine starke Ldsung des Poissonproblems mit homogenen
Dirichlet-Randbedingungen, das heilst, es gilt

—Au=finG, u=0aufdG (3.4)
fiir ein £ € C(G). Multiplikation ([3.4) mit ¢ € C3(G)N C(G) und Integration iiber G ergibt
—/ Aup dx :/ fpdx. (3.5)

G G

Ist der Rand 8G von G glatt gemaR [DR11], Definition 13.64], so gilt mit der Greenschen
Formel [DR11], Folgerung 13.70-(ii)]

—/Aucpdx:/Vu-dex—/ ((qu,u>2<pdA:/Vu~V<pdx,
G G oG G

wobei wir ¢ = 0 auf G genutzt haben und v die dulere Normale bezeichnet. Fiir die
Definition des Oberflachenintegrals

[ tovurada= | (00 Tutx),v(0),dA00 = | 0(x) (Tu(x),v(x))dA)
oG oG

aG
ou
= /6G o(x) Vu(x) - v(x) dA(x) = /aG 0(x) 5, (x) dA(X)

mittels geeigneter Parametrisierung der (n — 1)-dimensionalen Flache G verweisen wir auf
[DR11] Folgerung 13.57]. Wegen f € C(G) < H konnen wir (3.3) anwenden. Wir erhalten
daher fiir (3.5

/ Vu-Veodx = (f, o).

G
Da ¢ € C}(G) N C(G) beliebig gewihlt ist und C}(G) N C(G) eine dichte Teilmenge in V
ist, geniigt eine starke Losung des Poissonproblems der Variationsgleichung ([3.2]). O

Bemerkung [3.2}3) motiviert die folgende Definition.

Definition 3.3. Die eindeutige Losung des Variationsproblems (3.2) wird schwache Losung des
Poisonproblem genannt.
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3.2 Das Galerkin-Verfahren fiir das Poissonproblem

Wir wahlen N linear unabhanige Funktionen {f,o,-},’-\’:1 C V und definieren den endlich-dimensionalen
Teilraum

Vi, = Span {(p1 ..... <p,\,} cV. (3.6)

Die ldee des Galerkin-Verfahrens ist es nun, ein u, € Vj zu bestimmen, so dass

/ Vup-Vopdx = (f,op)y., firalle p €V (3.7)
G

erfullt ist.

Satz 3.4. Seien pq, ..., wn linear unabhdngige Funktionen in'\V/ und Vj, wie in (3.6)) definiert. Dann
gibt es zu jedem f € V' genau ein up € Vj,, welches (3.2|) 16st. Ferner gilt die Abschatzung

lunlly < alloyy — mit fo = Fly,.

Beweis. Wir konnen (3.7)) in der Form

(Un, )y = (F. o)\ fiir alle o € Vj (3.8)

schreiben, Offenbar ist Vj, als Teilraum von V' wieder ein Hilbertraum mit der gleichen Topologie
wie in V. Ferner ist f, = f|y, ein Element in (V},)". Nach dem Darstellungssatz von Riesz [DR12,
Satz 12.24] existiert damit eine eindeutige Losung u € V4, von (B.8)), die damit auch l6st.
Zum Nachweis der Ungleichung wahlen wir ¢, = up in und bekommen

lunlly = (un, un)y = (Fr un)yry = Bty < fall vy llunlly,

woraus die Abschatzung folgt. O

Wir wollen nun die Lésung vy, von berechnen. Da jedes @), € V}, als Linearkombination der
N linear unabhangigen Funktionen {<Pi},N:1 geschrieben werden kann, ist aquivalent mit den
N linearen Gleichungen

/ Vup-Veidx =(f, i) firi=1,..., N (3.9)
G

zur Bestimmung von up € Vj,. Wegen ([3.6]) hat uj, die Darstellung

N
up(x) = Z uipj(x) firxeG (3.10)
j=1
mit einem zu bestimmenden Koeffizientenvektor u = (uy, ..., uy)" € RV Einsetzen von in
(13.9) ergibt
N
Zuj/ Vo, -Voidx = (fo), firi=1...N. (3.11)
j=1 7€

Wir definieren die Steifigkeitsmatrix
S=((Sy)) e RMN mits; = / Vo, - Vodx = (p;, ), fir L <i,j<N (3.12)
G

und den Vektor
f=(f) eRY mitfi=(f o), firl<i<N
fiir die rechte Seite. Dann lasst sich (3.11)) als Lineares Gleichungssystem in Matrixform schreiben:
Su=f.
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Lemma 3.5. Seinen {(p,'},’-\/:1 C V linear unabhéangig in V. Dann ist die Steifigkeitsmatrix S sym-
metrisch und positiv definit.

Beweis. Die Symmetrie von S ist offensichtlich. Sei v = (v;) € R" beliebig gewahlt. Wir setzen
vy = ZJ’-V:l Vjp; € V, und erhalten mit (3.1]) die Abschatzung

N N N N N N
1
2 2
viSy = ZZV/SUVJ = ZZV/‘VJ<<PJ:<P/‘>V = <ZVJ(PJ" ZV/‘<P1> = [Jvnlly > 2 [vallzy > 0.

i=1 j=1 i=1 j=1 j=1 i=1 v P
Es gilt v Sv = 0 genau dann, wenn v, = 0 ist. Das bedeutet aber, dass v = 0 gilt. [l

Bemerkung 3.6. Wir hatten im Beweis von Lemmaauch so argumentieren konnen: Ausv ' Sv =
0 folgt, dass vi, € V}, C V konstant sein muss. Das geht nur, wenn v, = 0 gilt. O

Wir konnen nun den Fehler zwischen der kontinuierlichen und diskreten Losung wie folgt ab-
schatzen.

Satz 3.7 (Céa Lemma). Seinen G C R" ein beschranktes Gebiet, f € V' und Vj, wie in ([3.6]) mit
linear unabhangigen Funktionen {¢; ,’V: 1- Dann gilt fiir die Lésung u € V von (3.2)) und die Lésung

up € Vi, von (3.9) die Gleichung
lu = unlly = inf {|lu—@ully | ©n € Vi}. (3.13)

Beweis. Da wir ¢, = up € Vj, wahlen konnen, ist

lu — unlly > inf {||u— @ally | on € Vh} (3.14)

klar. Um Satz zu zeigen, orientieren wir uns an dem Beweis von [Dzi10l Satz 3.10]. Wegen
Vi, € V konnen wir in (3.2) auch ¢ = ¢, € Vj, wéhlen und bekommen

/GVU ~Vepdx = (f, on)\ fiir alle o, € V4 (3.15)
Subtraktion der Gleichungen und ergibt die Galerkin-Orthogonalitit des Fehlers
/GV(U —up) - Vpdx = (u—up, p)y, =0 firalle o, € V. (3.16)
Fir jedes ¢y € V}, gilt daher

||u—uh||2v—/GV(u—uh)-Vudx—/GV(u—uh)-Vuhdx

=0 wegen (3.16) und upeV;

:/ V(u—up)-Vudx
G

:/ V(u—uh)-Vudx—/ V(u—up)-Vepdx
G G
=0 wegen und REV,
= [ V=) V=0 dx < lu=wlylu = el

Da @ € V), beliebig gewahlt ist, erhalten wir
lu = unlly <inf{llu—wnlly |on € Vh}.

Daraus und aus ([3.14) folgt (3.13)). O
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Wir wollen nun das beschriebene Galerkin-Verfahren in der Form des Schemas ([2.2)) beschreiben,
Dazu wahlen wir X =V und Y = X’ = V. Ferner seinen Xo = H D V und Yy = Y. Wir definieren
den linearen Operator 7 : X — X’ durch

T =-A, (Tu,<p>X,’X=/Vu-V<pdfor upeX.
G

Die Menge Xj, ist der in (3.6)) eingefiihrte endlich-dimensionale Teilraum Vj,. Dabei verwenden wir
auf X, das gleiche Skalarprodukt und die gleiche Norm wie in X. Ferner setzen wir Y, = (Xj) =
(Vi). Wegen X;, C X kdnnen wir den Operator T, : X, — Y}, als Restriktion definieren:

Th = T}Xh’ <777Uh, (ph>(Xh)’,Xh = /GVuh -V dx fir up, o € Xp.

Fiir die Diskretisierungsoperator DhY .Y — Y}, wahlen wir den linearen Restriktionsoperator
Y ..
Djf=fl, firfey
Aus
IDF flly, = sup {(DY . @n) (x,y x, | 00 € Xn mit [@nllx, =1}
= sup {(f, ©n)xr.x | ©n € Xn mit [l@nllx =1}
<sup {(F, ) xr x| 0 € X mit [[@]lx =1} = [Ifllx = [Iflly

schlieen wir, dass Dhy auch stetig ist. Die Wahl des Diskretisierungsoperators D,)f X = X
werden wir spater genauer untersuchen. Hier an dieser Stelle wahlen wir zunachst die lineare Ritz-
Projektion: Zu u € X ist up, = fou € Xj die Losung des Variationsproblems

/ Vup-Vopdx = / Vu-Vpdx fiir alle o € Xp.
G G

Daf: X —=Rmit
<fv<P>x/,X=/Vu-V<pdx fiir op € Xp,
G

ein stetiges, lineares Funktional auf X ist, folgt aus Satz , dass der Operator D,)f wohldefiniert
ist.
Nach Definition [2.9}1) erhalten wir fiir die Konsistenz

176Dy u — Dy Tully, = sup {{ThDj u — DF T, ©n) (x,y x, | ©n € Xn mit [lonllx, =1}
= sup {/ V(Dyu—u)-Vepdx ‘ on € Xp mit [lonllx, = 1}
G

< sup {IDXu — ulll@nllx | @n € Xn mit [lonllx = 1} = [IDFu — ully.

Damit impliziert
IDXu—ully -0 firh—0 (3.17)

die Konsistenz des Galerkin-Verfahrens. Wir werden spater (3.17]) durch Konstruktion oder geeig-
nete Voraussetzungen erfiillen. Aus Satz erhalten wir

15 u = ullx = inf {[lu = @allx [ @n € Xn}.
Wir werden also X so konstruieren, dass
inf {|lu— @nllx |@n € Xn} =0 fiirh—0
fiir u € X gilt. Der Nachweis der Stabilitat des Galerkin-Verfahrens folgt direkt aus der Ungleichung

BD

2
||LI || _ ||Uh||X _ <7—huh' Uh>(Xh),th ={(Twu Up
PX = Tunlly — [[un] SN
hilx hilx X /7 (Xp) X,

< sup {(Thun, h) (XY Xn | lenllx, = 1} = [ Thunlly,
Nun folgt die Konvergenz des Galerkin-Verfahrens aus Satz [2.10| sofern (3.17)) erfiillt ist.
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3.3 Finite Elemente

In diesem Abschnitt fuhren wir das Finite-Elemente-Verfahren ein. Als weiterfiihrende Literatur sei
zum Beispiel auf das Buch [BraQ7| verwiesen.

3.3.1 Simplexe

Wir wollen nun geeignete endlich-dimensionale Teilraume X}, konstruieren und orientieren uns dabei
an [Dzil10l Abschnitt 3.2.1]. Grundlage ist die Zerlegung des Gebietes G in Simplexe. Im Fall n =2
flhrt das auf ein Dreiecksgitter, im Fall n = 3 auf ein Tetraedergitter.

Definition 3.8 ([Dzil0, Definition 3.11]). 1) Firse{1,..., n} seien die Vektoren ag, . . ., as €
R" derart, dass die Vektoren {a; — ao}f:1 linear unabhangig sind. Dann heilst

S S
7:{XER” X:ZAjaj, 0< X\ <1und Z)\j:l}
Jj=0 Jj=0
ein (nicht-degeneriertes) s-dimensionales Simplex im R". Die Punkte ag, . . ., as heillen Ecken
des Simplex. Sind 3o, ..., ar€f{ao, ..., as} mitre{0,..., s}, so nennen wir
r r
‘.T:{XER” x=Y X\&, 0<X <1 und ijzl}
j=0 j=0

ein r-dimensionales Seitensimplex von T. Die eindimensionalen Seitensimplexe werden Kan-
ten, die nulldimensionalen Punkte genannt.

2) Ein Simplex T, zuag =0 undaj=e; firj=1,..., n mit den kanonischen Einheitsvektoren
{e;}]_; C R" heit n-dimensionales Einheitssimplex.
3) Die Zahl

h(T) =max{|aj —ajl2|i,j=0,..., s}

wird Durchmesser des s-dimensionalen Simplex T genannt. Wir nennen
o(T) =2sup {r|B(x,r) C T fiirx, € T}
den Inkugeldurchmesser des Simplex T. Wir definieren den Quotienten

_ h(@)
(1) = o(T)

fiir ein Simplex T.

4)  Als Schwerpunkt eines Simplex T bezeichnen wir den Punkt xg = Zj:o aj/(s+1)eT.

Im Fall n = 2 ist das zweidimensionale Simplex ein nicht-degeneriertes Dreieck mit den drei Ecken
ap, a1, a» und den drei Kanten a; —ag, ao—ag, ax—ai. Im Fall n = 3 ist das dreidimensionale Simplex
ein Tetraeder mit den vier Ecken ag, a1, as, az, mit sechs Kanten und mit vier zweidimensionalen
Seitensimplexen.

Lemma 3.9. Sejen T ein nicht-degeneriertes s-dimensionales Simplex in R" mit den Ecken {a J}f:o

und x = (x, ..., xn) T € T. Dann existiert eine eindeutige Losung X = (Ao, . . ., Xs)T € R°FL des
linearen Gleichungssystems
S S
ijaj:x, Z)\J':l. (3.18)
j=0 j=0
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Beweis. Die Losbarkeit folgt aus der Voraussetzung x € T und Definition 1). Wir haben daher
nur die Eindeutigkeit zu zeigen. Das Gleichungssystem ([3.18]) lasst wie folgt in Matrixschreibweise
ausdriicken:

ag

1

Fiir den Rang der (n+ 1) x (s + 1) Koeffizientenmatrix gilt
ap ... | ads . dp | 41 — ap ds — ap
Rang(1 .1>—Rang<1 0 0 )

=1+Rang (a1 —ag ‘ ‘ as—ap ) =s+1,
da {aj—ao}f-zl linear unabhangig sind und sich der Rang der Koeffizientenmatrix nicht andert, wenn
wir von der j-ten Spalte, j =2, ..., s, die erste Spalte abziehen. Daraus folgt die Eindeutigkeit der
Losung A € RSHL O

Lemma motiviert die folgende Definition.

Ao X1

as \ | . |_
I

As Xn

ai
1

ai
1

Definition 3.10. Als baryzentrische Koordinaten A = (o, . . ., Xs)T € Rt eines Punktes x € T
des s-dimensionalen Simplex T bezeichnen wir die nach Lemma eindeutige Lésung des linearen
Gleichungssystems (|3.18]).

Wir zitieren hier das folgende Lemma, in dem es um die Transformation des Einheitssimplex 75,
auf ein gegebenes Simplex T geht. Fiir einen Beweis sei auf [Dzi1Q, Hilfssatz 3.13] verwiesen.

Lemma 3.11. Jedes s-dimensionale Simplex T im R® is affin-dquivalent zum s-dimensionalen Ein-
heitssimplex T,. Es gibt genau eine affin-lineare Abbildung

F:T, =7, F(X)=A%+b

mit einer regularen s x s Matrix A und einem Vektor b € R®, so dass F(ej) = a; fiir j =0, ..., s
gilt. Auerdem sind folgende Abschéatzungen erfiillt:
h(T) 1 h(7s) |7 N N
A2 < . AT < . |detAl = ==, &0o(7)° < |detA| < &h(T)5,
Q(To) Q(T) |TO|

wobei |T| das Mals des Simplex T bezeichnet und die positiven Konstanten ¢, ¢, nur von s abhangen.

Bemerkung 3.12. Die Matrix A ist durch den Basiswechsel von e; auf aj —ag, j = 1,..., s,
gegeben: Wir bekommen mit eg = 0 € R®

ag = F(eg) =Aeg+b=Db
und daher
aj=F(ej))=Aej+b=Aj+agfirj=1,..., s=A=(ay—ao|...|as — ao),
wobei A. ; € R® die j-te Spalte von A bezeichnet. O

Wir fiihren in der folgenden Definition eine Triangulierung des beschrinkten Gebietes G ein.
Dabei betrachten wir fiir die einfachere Prasentation nur Gebiete G, die polygonal berandet sind.

Definition 3.13. Sei G C R” ein beschranktes Gebiet. Es gelten
m m
G=J7 ac=JT mmeN, (3.19)
j=1 j=1

3.3. FINITE ELEMENTE 25



mit n-dimensionalen Simplexen T; (j = 1,..., m) und (n — k)-dimensionalen Simplexen T; (k €
{1,..., n}), die Seitensimplexe der T; sind. Wir nennen

AG) = {T]j=1,....m)

eine Triangulierung von G. Die Triangulierung heilst zulassig, wenn fiir je zwei Simplexe T1,T» €
A(G) gilt, dass T1NT, = 8 mit8 = () oder § ist ein gemeinsames (n—k)-dimensionales Seitensimplex
von Ty und Ty ist (k € {1, ..., n}). Fiir eine zulassige Triangulierung f definieren wir

h=max{n(7)|T e AG)}, eo=min{e(T)|TeAG)} o=max{o(T)|TeAG)}.
Die Zahl h nennen wir globale Gitterweite oder Feinheit von A(G).

Das folgende Resultat ermoglicht die Zusammensetzung von stiickweise polynomialen Funktionen
auf einer gegebenen Triangulierung, um auf diese Weise endlich-dimensionale Teilraume X, C X
zu erhalten.

Satz 3.14. Seien G zuldssig trianguliert und v € C(G). Gilt v|y € CY(T) fiir jedes Simplex T €
A(G), so folgt v € H*(G).

Beweis. Wir miissen zeigen, dass v eine schwache Ableitung besitzt. Dazu verwenden wir die
Eigenschaft (3.19) und die partielle Integration [DR11] Folgerung 13.70-(iii)]. Fur / € {1,..., n}
und x = (xq, ..., Xpn) € G erhalten wir

m m
/\/(px,.dx:Z/ V@x,dxzz (/ v<pu/dA—/ vxl<pdx> :—/ Vi, dx,
G iy o1 \JoG 7, G
fir ¢ € C5°(G), wobei wir v € C(G) auf den Simplexrandern und v|y, € CH(T)), j = 1,..., m,

bei der Anwendung der partiellen Integration verwendet haben. Die Randintegrale verschwinden
wegen ¢ = 0 auf G und wegen der Tatsache, dass sich die Randintegrale benachbarter Simplexe
aufgrund der gegensatzlichen Orientierung der Orientierung der Normale weghheben. Damit setzt
sich die schwache Ableitung stiickweise aus den partiellen Ableitungen von v zusammen. [l

3.3.2 Lagrange-Elemente

Die in Definition eingefiihrten baryzentichen Koordinaten werden nun dazu verwendet, Poly-
nome auf Simplexen einzufiihren. Der Raum aller Polynome vom Grad kleiner oder gleich k (mit
k € Ng) wird mit

k
P, = {p:R”%R‘p(x): Z Cax® mit CQER}
|oe|=0
bezeichnet. Hierbei ist o = (a1, . . ., ap) € (Np)” ein Multiindex und

n

n
|| :Za/, xo‘:Hx,.o"' fir x = (xq, ..., Xp) € R".
i=1 i=1

Wir setzen
Pr(M) = {p|M ] pE ]Pk} fur eine Menge M C R”".

Sei T ein n-dimensionales Simplex und x = (x1, ..., xp) € T. Aus ([3.18]) schlieBen wir, dass die i-te
Komponente x;, i € {1,..., n}, von x durch
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gegeben ist, wobei aj; die i-te Komponente des Vektors a; € R" ist. Daher erhalten wir fiir ein
Polynom p € Py (7)

1

:zk:CaX ZCQHXO"—ZCQH(Z%, >

|a|=0 |a|=0 i=1 |a|=0 i=1

- .. )+zcan(za,, )'_ﬁm.

lee|=1 i=1

Wegen der zweiten Gleichung in ([3.18)) gilt auch

Damit lasst sich p als ein Polynom vom Grad k in A ohne konstanten Term schreiben. Nach
Umnummerierung erhalten wir die Darstellung

n
PA) =D &I firA= (..., )T e RMTL
IB6l=1
mit einem Multiindex B8 = (Bo, . . ., Bn) € (Ng)™ 1. Wir zeigen das fiir den Spezialfall n = 2 und
k=1:

) 2 2
p(A) = Z Ca H <Z ajiA ) = C0,0) T Loy ) AN+ o) Y a2k

|a|=0 i=1 Jj=0 Jj=0

= (0.0)(Mo + A1+ X2) + (q1.0)@01 + C(0.1)02) Mo + (C(1.0)811 + C0.1)312) A1
+ (c1.0)a21 + C0,1)a22) A2

= (q0.0) + €1.0)d01 + C(0,1)302) Ao + ((0,0) + C(1,0)a11 + C(0,1)312) M1
+ (¢(0.0) + C(1.0)@21 + C(0,1)322) A2.

Nun setzen wir

€(1,0,0) = €0,0) T €(1,0)801 + C(0,1)d02,
€(0.1,0) = €0,0) T €(1,00211 + C(0,1)12,
€(0,0,1) = €(0,0) t €(1,0)@21 + C(0,1)322
und erhalten
pA) =D &I fir A= (X, A1, X2)" €R®,
I8l=1
Satz 3.15 (Lineares Element). 1) Sei T ein n-dimensionales Simplex. Dann ist durch die Vor-

gabe von Stiitzwerten {p;}/_, C R fiir die Stiitzstellen {a;}]_q C T ein Polynom p € P1(7T)
eindeutig bestimmt. Fiir jedes Polynom p € P1(T) gilt an x € T die Darstellung

p(x) = p(x(N)) = B(A) =D _p(aj); firk=(Xo,..., xs)" € R (3.20)
Jj=0

und wir haben dimP(T) = n+ 1.

2) Ist das beschrinkte Gebiet G C R" zulassig trianguliert und sind {aj}m 1 C G die Ecken der
Triangulierung A(G), so ist durch Vorgabe von {up(a J)}Jm , eindeutig eine Funktion

up € Xp = {en € C(G) | pnly € P1(T) fiir T € A(G)} C HY(G)
bestimmt.
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3) Eine Basis von Xp, ist durch die Funktionen
¢ € Xp, (b,‘(éj) = 5,‘] firi,j=1,..., m

gegeben. Diese Basis nennen wir Knotenbasis.

Beweis.
1) Gegeben seien die Stiitzwerte {p;}/_, und Stiitzstellen {a;}/_,. Zur Bestimmung der n+ 1
unbekannten Koeffizienten ¢, ..., Cn des linearen Polynoms

n
peP(T), p(x)=co+ Z cixi fir x = (xq, ..., Xp) €T
i=1

sind dann die n+ 1 Gleichungen

n
p(aj) = co + Z caji=p; firj=0,..., n (3.21)
i—1

zu losen, wobei wieder a;; die i-te Komponente des Vektor a; bezeichnet. Wir geben eine
Losung an, die dann auch eindeutig ist. Sei {ej}J’-’:O C R die kanonische Basis des R"*1.
Mit der Notation

n n
p(x(N) =pA) = DY &N =) &A= &N firx=(, ..., )T e R
I81=1 Jj=0 Jj=0

und wegen

bekommen wir
p(aj) = p(x(e)) = plej) = ) & (en)¥ = o0 =G, furi=0,..., n.

Damit 10st

p(x(N) = BA) =D _ p(ap;
j=0

das Gleichungssystem ([3.21]). Offenbar gilt dann auch P1(7) = n+ 1.

2)  Wir zeigen, dass uj, stetig auf G ist. Nach Satz[3.14]ist dann uy, auch ein Element in H1(G).
Sind T7 und T, zwei Simplexe der Triangulierung A(G) und ist T3 N T = 8§ mit einem
gemeinsamen (n — k)-dimensionalen Seitensimplex 8, so ist upls € P1(8) nach Teil 1) des
Beweises bereits durch die Werte an den Ecken von § eindeutig bestimmt.

3) Offenbar ist die Dimension von X} gleich m. Ferner liegen die Funktionen ¢1, ..., om In
Xp aufgrund von Satz [3.14] Um die lineare Unabhangigkeit zu zeigen, betrachten wir die
Gleichung

> vgi=0 inG (3.22)
=1

mit reellen Koeffizienten ¢, ..., Ym. Wir miissen beweisen, dass alle ;'s gleich null sein
miissen. Aus ((3.22)), {éj}jﬁ’zl C Gund ¢;(aj) =06 furi,j=1,..., m folgt bereits

was zu zeigen war. [l
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Bemerkung 3.16. Wir weisen an dieser Stelle darauf hin, dass der in Satz definierte Finite-
Elemente-Raum X}, kein Teilraum von H?(G) ist. Es ist um einiges schwerer, Finite-Elemente-
Riaume von H?(G) zu kontruieren. O

Analog wie in Satz kann man auch eine Finite-Elemente-Raum mit quadratischen Ansatz-
funktionen einfiihren. Einen Beweis des folgenden Satzes findet man in [Dzi10, Element 3.17].

Satz 3.17 (Quadratisches Element). 1) Sei T ein n-dimensionales Simplex mit den Kantenmit-

2)

3)

telpunkten a;; = (a; +a;)/2 firi,j=1,..., n und i < j. Dann ist durch die Vorgabe von
Stiitzwerten p; € R (j =0, ..., n)undpj €R (i,j=1,..., nund i < j) fiir die Stiitzstellen
a, €T (=0,..., n) beziehungsweise a;; € T (i,j = 1,..., n und i < j) ein Polynom
p € P>(T) eindeutig bestimmt. Fiir jedes Polynom p € P»(T) gilt an x € T die Darstellung

n n Jj—1
p(x) = p(x(A\) = BA) = D PN = 1)+ 4D D> pydi (3.23)
Jj=0 Jj=0 i=0

fiir A= (o, ..., )" € R und wir haben dimPo(T) = (n+1)(n +2)/2.

Ist das beschrankte Gebiet G C R" zuldssig trianguliert und sind {51'}1”1 1 C G die Ecken und
Kantenmittelpunkte der Triangulierung A(G), so ist durch Viorgabe von {up(a j)}j’?’: , eindeutig
eine Funktion

up € Xp = {on € C(G) | @nly € Po(T) fiir T € A(G)} € H(G)

bestimmt.

Eine Basis von X}, ist durch die Funktionen
¢ € Xp, (b,‘(éj) = 5,‘] firi,j=1,..., m

gegeben. Diese Basis nennen wir Knotenbasis.

Beispiel 3.18. Wir betrachten den Fall n = 1 und das Einheitssimplex T, = [0, 1] mit den Ecken
ao=0und a; = 1.

1)

2)

Wir betrachten lineare Finite Elemente. Die baryzentrischen Koordinaten sind

1 1
X:ijajé A1 = X, Z)\jzl = Ao=1—x.
j=0 j=0

Fiir die Basisfunktionen erhalten wir daher mit ([3.20))
n n
Bo(N) =D (@) =Xo=1-x=¢o(x), () =>_ d1(a)) = A =x = ¢1(x).
j=0 j=0

Fir quadratische Finite Elemente miissen wir zusatzlich zu den Ecken den Mittelpunkt ag; =
1/2 beriicksichtigen. Mit ([3.23]) bekommen wir

1
(]30()\) = Z¢0(aj))\j(2>\j — 1) + 4(]50(301))\0)\1 = )\0(2)\0 — 1) = 2X2 —3x+1= ¢0(X),
j=0

1
G1(0) =D d1(a)N(2) — 1) +4¢1(a0)hor1 = A1 (2h1 — 1) = 2x% — x = ¢y (x),
j=0

1
¢?01(>\) = Z¢01(aj)>\j(2>\j — 1) + 4¢)01(301)>\0>\1 = 4)\0)\1 = 4(X — X2) = ¢01(X)
Jj=0

als Knotenbasis. O
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3.4 Interpolation

Seien G C R” ein beschranktes Gebiet und A(G) eine zulassige Triangulierung von G. In Satz
haben wir die Gleichung

|u— unlly, = inf {|lu—@nlly |@n € Vh}.

bewiesen, wobei v € V die Losung von (3.2)) und up € V}, die von (3.9)) bezeichnet. Unser Ziel in
diesem Abschnitt ist es nun eine Abschatzung der Form

lu—uplly < ch”,  h=max{h(T)|T € A(G)},

mit einer moglichst nur von den Daten abhabgenden Konstante ¢ > 0 und einem maoglichst groken
Exponenten r > 0 herzuleiten.

Wir erinnern an die folgende Schreibweise fiir hohere partielle Ableitungen: Fiir einen Multiindex
a=(ag,..., ap) € (Np)" setzen wir

g g
o (5] X n — .
O =00 = g

vergleiche [DR11], Seite 154]. Wir bendtigen die zweite Poincaré-Ungleichung, die in [DR12, Satz 16.24]
bewiesen wird.

Satz 3.19. Seien G C R" ein beschrinktes Gebiet, welches (3.19)) erfiillt. Dann existiert eine

Poincaré-Konstante ¢, > 0 mit
ully < 5p<||u||v + ‘ /G udx‘)

Bemerkung 3.20. Die Eigenschaft (3.19]) garantiert, dass G eine sogenante Segmenteigenschaft
[DR12) Definition 16.19-(ii)] erfiillt, die fiir die Giiltigkeit der zweiten Poincaréschen Ungleichung
notwendig ist. [l

Das folgende Resultat ist ein Spezialfall von [DzilQ, Satz 3.24].

Folgerung 3.21. Seien G C R” ein beschrinktes Gebiet, ¢ € H4(G) mit £ € N und
/ % pdx =0 firae (Ng)" und|a|=0,..., L—1. (3.24)
G

Dann folgt die Abschatzung

1/2
el ey < clelpegy mit der Halbnorm || gy = ( Z ||8°‘<p||,2L,)
lal=¢

mit einer nur von G und £ abhangigen Konstante ¢ > 0.

Beweis. Da fiir |a| =0, ..., ¢ —1 die partielle Ableitung 8% in H¢~12l(G) liegt, folgt die Behaup-
tung aus mehrfacher Anwendung von Satz[3.19] O

Lemma 3.22. Zu u € H*1(G) gibt es genau ein Polynom p € Px(G) mit
/ 0%(u—p)dx =0 fiira € (No)" und |a| =0, .. k. (3.25)
G

Beweis. Ein p € Px(G) besitzt die Darstellung

k
p(x) = Z cgxP firxe G,
I6|=0
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mit einem Koeffizientenvektor cg = (cg). Damit ist (3.25]) dquivalent mit dem linearen Gleichungs-
system

K
Z </ 9%xP dX>Cﬁ = / 0%udx fir o€ (Ng)"und o] =0, ..., K,
G G

|81=0

was auch in der Form

k
Z Aqpcp = by fiir o € (Ng)" und |a| =0, ..., k (3.26)
|6]1=0

geschrieben werden kann, wobei wir
A= ((Aap)) mit Agg = / 8°xP dx, b= (ba) mit by = / 8% udx
G G

gesetzt haben. Das lineare Gleichungssystem enthalt genau so viele Gleichungen wie unbekannte
Koeffizienten. Es reicht also, die Eindeutigkeit einer Losung zu zeigen. Dazu betrachten wir

k
Z Aapcs =0 fiira e (Ng)"und || =0,..., k,
I61=0

was aquivalent mit
/ 0%pdx =0 firae (Np)"und|a|=0,..., k,
G

ist. Da p € Px(G) ist, muss p das Nullpolynom sein, was zu zeigen war. O

Seien G C R” ein beschranktes Gebiet und k € Np. Dann ist Px(G) ein Untervektorraum des
Vektorraumes H**1(G). Der Quotientenvektorraum H*t1(G)/Px(G) ist die Menge

H NG /P(G) = {[w] | € H*M(G)}

aller Aquivalenzklassen
[p] =0 +Pu(G) ={@+p|pePr(G)}.
Die Vektorraumoperationen auf H**1(G)/Px(G) sind wie folgt definiert:
[o1] + [@2] = [@1 +w2]. A [p1] = [Me1]

fiir [p1], [@2] € H*1(G)/P«(G) und A € R. Im Folgenden unterscheiden wir in der Notation nicht
zwischen ¢ und [y] fiir ¢ € H*T1(G). Die folgende Aussage ist nun ein Spezialfall von [Dzil0,
Satz 3.26].

Lemma 3.23. Seien G C R" ein beschrianktes Gebiet und k € Ng. Dann existiert eine Konstante
c >0, die von G und k abhangt, so dass fiir alle u € H**1(G)/Px(G) die Abschatzung

HUHHkH(G)/Pk(G) <c |U|Hk+1(G)

gilt, wobei
lull s 6y o6y = inf {lu+ dllpgny | g € Pr(G)} (3.27)

Beweis. Wir wahlen zu u € H**1(G) das Polynom g = —p, wobei p € Px(G) das nach Lemma@
eindeutig bestimmte Polynom ist, und erhalten

lull Gy /pacey = I LU+ Gll e gy | @ € Pr(G) } < llu— pll ).
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Da u—p € H*1(G) aufgrund der Wahl von p die Eigenschaft (13.25)) erfiillt, konnen wir Folge-
rung flr o = u—pund £ =k + 1 anwenden. Wir bekommen

1/2
ull a6y pi(oy < €U = Plprgy = C( > e (u- P)||ir> = c|ulprir(g),
la|=k+1
da 0%p =0 gilt wegen |a] = k+ 1 und p € Px(G). O

Das folgende Resultat — vergleiche [Dzil0l Folgerung 3.28] — ergibt sich aus Lemma [3.23] Hier
wird der Interpolationsfehler statt durch die H*T1-Norm nur durch eine entsprechende Halbnorm
abgeschatzt. In dieser Vorlesung werden wir allerdings die Folgerung spater nicht verwenden.

Folgerung 3.24. Seien G C R" ein beschranktes Gebiet, k,£ € No mit k+1 > £ und £
H*1(G) — HY(G) ein linearer, stetiger Einbettungsoperator mit Ep = p fiir alle p € Px(G).
Ferner bezeichne T : H**1(G) — H*(G) einen linearen und stetigen Interpolationsoperator, der auf
P« (G) invariant ist. Dann gibt es eine Konstante ¢ > 0, die nur von £, m und den Operatornormen
€, IIZ]| abhangt, so dass

I€u—Zull sy < € |ulpegy fir alle u € H*L(G) (3.28)
gilt.

Beweis. Sei u € H*t1(G). Da £ : H**1(G) — HY(G) und T : H*'1(G) — HYG) auf Px(G)
invariant sind, erhalten wir fiir ein Polynom p € Px(G)

1€u—Tull gy = €U+ p = p = Zull egay = 1E(u+ p) = Z(u + p)| (s
< (€I +IZ1N) 1u + pll pec)-

Da p beliebig gewahlt ist, folgt mit der Konstanten ¢ = ||€]| + || Z]|
||5U - IUHHZ(G) < cinf {||u + P||Hk+1(G) | pE Pk(G)} =cC HUHH"“(G)/]P’;((G)-

Nun folgt die Abschatzung ([3.28) mit Lemma [3.23] O

Satz 3.25. Seien G1, Go zwei beschrinkte Gebiete in R", die affin-dquivalent sind, das heifst es gibt
eine invertierbare Abbildung

F:Gi— F(G1) =Gy, x=F(X)=AXx+b firx € Gy, x € Gy.
Fiir £ € Ng seien u € H4(G>) und ii = uo F € H4(Gy). Dann gelten
~ _ 1L -
il egayy < cu A det AT Y2 ul ey, uliegs,) < colA ol det A2 (0] g )
mit positiven Konstanten cy, ¢», die nur von £ und n abhangen.

Beweis. Die Aussage wird in [Dzil0, Satz 3.29] unter Verwendung der Transformationsformel
bewiesen. Offenbar erhalten wir die zweite Abschatzung aus der ersten, wenn wir A durch A~1
ersetzen. 0

Wir geben noch eine direkte Folgerung aus Satz(3.25/und Lemma|(3.11]an, die wir in der Vorlesung
aber nicht weiter verwenden werden. An dieser Stelle sei auch auf [Dzi10, Folgerung 3.30] verwiesen.

Folgerung 3.26. /m Kontext von Satz[3.25 seien G1 = T, das n-dimensionale Einheitssimplex,
Go = T ein n-dimensionales Simplex und F : T, — T eine invertierbare Abbildung mit T = F(T5).
Fiir £ € Ng seien u € H*(T) und ii = uo F € H¥(T,) gelten dann die Abschitzungen

. - h(T)*e(T) "2 . h(T)tn(T)"
|0l e,y < & R CAEE lulpeery,  ulpeey < & T ot |0 e

mit positiven Konstanten Cy, C», die nur von £ und n abhangen.
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Beweis. Die Aussage ergibt sich aus Lemma und Satz [3.25( Wegen |det A|~1 < o(T)~"/&

a (fv(ff)
&2 \o(To)

2
|l gy < 1 A5 det A7 ul gy < ) o(T) ™" ul ey,

was die erste Abschatzung ergibt mit ¢; = 61/611/2. Die zweite Abschatzung folgt wegen |det A| <
& h(T)" aus

A1/2 <h(7o)

2
1,2 ~ ~
Ul pe(ry < 2 |A M3l detA|1/2’U|H€(TTO) < Qb o(T) > h(T)n/2‘U|H@(‘IO)

mit der Konstanten ¢ = C2621/2. |

Nun kommen wir zu dem zentralen Satz; vergleiche [Dzil10l Satz 3.31].

Satz 3.27. Seien T C R" ein n-dimensionales Simplex, T, C R" das n-dimensionales Einheitssim-
plex und F : T, — T die affin-lineare Abbildung aus Lemma [B.11] Seien k,£ € No mit k +1 > £.
Insbesondere gilt damit H**1(T,) — HY(T,). Ferner sei I, : H**1(T,) — HY(T,) ein linearer,
stetiger Interpolationsoperator, der auf Py(T,) invariant ist. Dann gilt fiir den linearen, stetigen
Interpolationsoperator T : H*1(T) — HY(T), der durch

(Zu)(F(%)) = (Zo0) (%) firkx € To, u€ H*™(T) und i =uo F € H*"X(T,)
beziehungsweise
(Zu)(x) = (Zo0)(FY(x)) firxe T, ue H**N(T) und ii=uoF € H*'(T,)
definiert ist, dass jedes u € H**1(T) die Abschatzung
U= Zulpe(y < o (T h(T) ¢ |l sy
erfiillt mit einer von n, £, k und || Z,|| abhangenden Konstanten ¢ > O.

Beweis. Aus der Stetigkeit von Z, : H**1(T7,) — H%(T,) ergibt sich, dass auch Z : HK*1(T) —
HY(T) stetig ist. Wegen k + 1 > £ gilt u € H4(T) fir u € H*1(T). Mit Satz erhalten wir

14 18 - -
U= Zul gy < 2 |AT5] det AlY2 (u = Zu) o Flyegry = co |A 5] det AY2 [0 — Lol oo
Fiir ein beliebig gewahltes p, € Px(7,) folgt aus Zopo = po somit

14 - -
lu —IU|HZ(1T) < olA 1|2| detA|1/2|u — po — Lo( — Po)|Hé(To)

Y 2 (s B (3.29)
< & IA 3] det A2 (1 = il ey + 12608 = Py ).
Da HKT1(T,) < H¥(T,) gilt, existiert eine Einbettungskonstante & > 0 mit
|L~I — p°|H‘5(‘J’o) < 51 ||ﬁ — p0||Hk+1(‘J’o)- (330)

Aufgrund der Stetigkeit von Z, ergibt sich aus ([3.29)) und (3.30))
1,8 ~ -
U = Tulpegyy < 2 |A7H ] det AY2 (& + | Zo ) 13 = poll e o
o A1l -
< & ATl det A2 — poll s,

mit der Konstante & = (¢ + ||Zo]]) > 0. Da wir das Polynom p, € Px(7,) beliebig gewahlt
haben, erhalten wir mit (3.27]) die Abschatzung

~ —1£ . ~
|U — IU’HZ(‘T) < & |A 1|2‘ detA|l/2 inf {HU — Po||Hk+1(g-o)

Po € Pk(jo)}

L1l _
=& AT detA|1/2||U||Hk+l(iro)/11>>k(fro)-
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Aus Lemma und Satz [3:25 bekommen wir
o~ a1l ~
|u —IU|H€(‘I) < co|A 1|2| detA|1/2|U|Hk+1(iro)/1P’k(%)
a1l _ o a1l
< & |AT 5| det AIY2IAIS Y det Al ul gy = E [ATHIAIS Ul sy
mit der Konstante 3 = ccy & > 0. Jetzt lasst sich Lemma [3.11] anwenden:

_ (h(THN\E/ h(T) T
= &h(To) e(To) ™ Lo (T) A(T) 1 |ul s

=C O(T)Zh(ﬂ')wrl*l ‘U|Hk+l(g'),

wobei wir & = &h(T,)¢0(To) %1 > 0 gesetzt haben. O

3.5 Konvergenz des Galerkin-Verfahren

Sei T, das zweidimensionale Einheitssimplex in R", n € {1, 2, 3}, mit den Ecken {e;}]_. Furx € T,

erhalten wir mit den baryzentrischen Koordinaten A = (o, . . ., )T € RMFL
n A1
x=%N) =) Nej=| :
Jj=0 A,

Die nodale Basis {(f),—},”zo auf T, ist gemaR Satz gegeben durch
n n
$i(%) = Gi(x(N) =D _dile)h =D dyph =X =X(%) firk€Tound0<i<n (3.31)
j=0 j=0

Wir fiihren nun den Interpolationsoperator Z, aus Satz [3.27] ein und wéhlen dazu k = 1 und
2 € {0,1}. Aus dem Auswahlsatz von Rellich und Kondrachov [DR12, Satz 16.22-(iii)] folgt wegen
n < 3, dass H*1(T,) = H?(T,) — C(T,) gilt. Nun definieren wir Z,, : H*(T,) — H*(T,) wie folgt:

T.¢ € P1(T.) — HY(T,), (Zo@)(ej) = @(e)) fir ¢ € H?(T.) < C(To)und j=0,1...,n.

Wir interploieren also Funktionen in H?(J,) durch stiickweise lineare Finite Elemente. Es ist klar,
dass Z, linear ist. Wir wollen zeigen, dass Z, auch ein beschrankter Operator ist. Offenbar gilt

wegen Satz[3.15}1) und
n n
(@) (%) =D _ @ehi =Y @(e)di(%) fiir x =%(A) € To.
i=0 i=0
Wegen H?(T,) < C(7,) existiert eine Einbettungskonstante c¢; > 0 mit
[@llcir,y < 1@l e,y firalle g € H?(T5).
Wegen h(T,) = +/2 hangt die Konstante

n
2= il e,y >0
i=0
nur von n € {1,2,3} und £ € {0, 1} ab. Also bekommen wir fiir $ € H*(T,) die Abschitzung

n n
1Zo®ll ey < D 1BEDNBill peery < N@Bllcqay D MBill ey < allBllpeco)
i=0 i=0

34 Prof. Dr. Stefan Volkwein



mit einer nur von n € {1,2,3} und £ € {0, 1} abhangigen Konstante ¢z = ¢y, > 0. Damit haben
wir bewiesen, dass der lineare Operator Z, stetig ist.

Seien nun ¢ € H?(T) und F : T, — T die affin-lineare Abbildung aus Lemma [3.11] Wir setzen
= @oF € H?*(T,). Die nodale Basis {¢;}"_, auf T ist gegeben durch ¢; = ¢; 0 F~1 : T — R fiir
=0,..., n. Insbesondere gilt

¢i(aj) = Gi(Fta;) = ¢i(e;) = 6;; fiiri,j=0,..., n.

Nun ist der lineare Interpolationsoperator Z : H2(G) — H®(T) gegeben durch

| =

2
(Zo)(F(%)) = (Z@)(%) = >_ @le)di(%) fir alle X € T, (3.32)
i=0
oder

(Z9)(x) = (Z@)(F'x) = D> @(e)di(F'x) = > w(ai)di(x) fir alle x € T.
i=0

i=0
Wir erhalten dann aus Satz die Abschatzung
0 = Z@| ey < co(T)h(T)> 4@l gy fiir alle @ € H*(T) und £=10, 1.

mit einer nur von n € {1,2,3}, von £ € {0,1} und von |Z,|| abhdangenden Konstante ¢ > 0.
Insbesondere gelten im Fall £=10

lo = Zoll 27y = 1@ = Tl oy < ch(T)? [@l ey fir alle o € H*(T) (3.33)
und im Fall £ =1
e _I‘P||/-/3(7) = e _I(p|H1(‘J') < co(T)h(T) |‘P|/—/2(‘:r) fiir alle ¢ € H*(T). (3.34)

Wir kehren nun zu unserem urspriinglichen Poissonproblem zuriick. Sei G C R", n €
{1, 2,3}, ein beschranktes Gebiet, dass die Eigenschaft erfillt mit einer zulassigen Trian-
gulierung A(G) = {7/ =1,..., m}. Aus dem Auswahlsatz von Rellich und Kondrachov [DR12,
Satz 16.22-(iii)] folgt wiederum wegen n < 3, dass H*(G) < C(G) gilt. Sei u € V die Lésung des
kontinuierlichen Variationsproblems (3.2)). Wir nehmen zusitzlich an, dass u € H?(G) erfillt ist.
Dann bekommen wir im Fall £ =0 mit

m

m
lu=Zullfy = lu = Zulfo) = D lu = Zulbnery < D *hT)* lulieqs,
j=1 Jj=1

m
2 4§ : 2 204,12
< c°h ’U|H2(7j) =ch ’U|H2(G)'
=1

und fiir den Fall £ =1 mit (3.34))

m m
lu—Zully = |u—Zulfpg) = Z lu —IU|/241(7]) < Z c?a(T;)?h(T))? |U|/242(7J)
=1 =1
m
< c?0%h? Z |u|,2_,2(rfj) = c?0?h? |u|,242(G).
=1

Damit gelten

lu—Zully, < ch?|ulpegy = O(h)  (h—0),
|lu—Zully < cohlulpegy=0O(h) (h—0), (3.35)

3.5. KONVERGENZ DES GALERKIN-VERFAHREN 35



sofern o nach oben beschrankt ist. Sei vy, die Losung des diskreten Variationsproblems (3.7]). Dann
folgt mit (3.13)) und (3.35]) die Konvergenz des Galerkin-Verfahrens:

lu = uplly = inf {lu—nlly | en € i} < llu—Zull, < cahlulppgy = O(h) (h—0),

wenn ¢ nach oben beschrankt ist. In dem folgenden Satz ist das erhaltene Resultat noch einmal
zusammengefasst.

Satz 3.28. Sei G C R", n € {1,2,3} ein beschrinktes Gebiet, dass die Eigenschaft ([3.19)) erfiillt
mit einer zulassigen Triangulierung A(G) ={7;|j =1, ..., m}. Es gelte

_ _ h(T})
O0<o= 1rgjagxma(‘fj) = lrgjagxn7 o)

< 0o

fiir eine von A(G) unabhidngige Konstante o, > 0. Wir nehmen an, dass die eindeutige Losung
u € V des kontinuierlichen Variationsproblems (3.2) im Raum H?(G) liegt. Als endlichdimensionalen
Raum Vi, C V' wahlen wir den Raum der stiickweise linearen Finite Elemente, das heilst, wir setzen

Vi = {p € C(G) | oly, € P1(T)) fiirj =1,..., m}.

Sei up, € V), die Losung des diskreten Variationsproblems (3.7). Dann existiert eine Konstante
¢ >0, so dass

lu—Zull, <cCh |u|H2(G) =0(h) (h—0) (3.36)
gilt.
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4 Galerkin-Verfahren fiir die Warmeleitungsgleichung

In diesem Kapitel setzen wir voraus, dass G ein beschrinktes Gebiet in R” ist. Ferner sind H = L?(G)
und V' = HE(G). Zur Theorie parabolischer Probleme verweisen wir auf [DR12] Kapitel 23]. Weitere
Literatur zur numerischen Behandlung parabolischer Probleme finden Sie in [Dzil10l [Tho97].

4.1 Ritz-Projektion

Definition 4.1. Sei V}, = Span {1, ..., wn} ein endlich-dimensionaler Teilraum von V. Dann heilst
die Abbildung Py : V — V), die gegeben ist durch

(P, on)y, = (@, n), fiir alle o, € Vi, und fiir €V, (4.1)
die Ritz-Projektion. Das Element Ppep € V), wird Ritz-Projektion der Funktion ¢ € V' genannt.

Lemma 4.2. Sei V}, = Span{eps,..., on} ein endlich-dimensionaler Teilraum von V. Die Ritz-
Projektion Py : V' — Vi, ist wohldefiniert, linear, und es gilt

1Phe — @lly, =inf{llo —onlly | on € Vh} firpeV.

Beweis. Zu gegebenem ¢ € V ist die in in Definition eingefiihrte Ritz-Projektion Prp € Vj,
von @ genau der Riesz-Reprasentant in Vj, des Funktionals g, : Vi, = R, gy, = gy, mit g: V = R,
g = (@, -)v. Daher ist P, nach dem Darstellungssatz von Riesz [DR12, Satz 12.24] wohldefiniert.
Die Linearitat von Py ist klar. Wir orientieren wir uns nun an dem Beweis von Satz [3.7} vergeiche
[Dzil0, Satz 3.10]. Es ist wieder

1Phe —@lly <inf{lle —@nlly |0 € Vi) firp eV
zu zeigen, da '>" offenbar ist erfiillt ist. Aus (4.1)) erhalten wir wieder die Galerkin-Orthogonalitat
/ V(e —Prp) - Veordx = (@0 —Pro, pp)y, =0 fir alle ¢, € V. (4.2)
G

Fir jedes @y € V}, gilt daher

lo —Prelly = /G V(e — Prp) - Vepdx — /G V(e = Prp) - V(Phe) dx

=0 wegen (4.2)) und PrpeV,

= /G V(e — Pry) - Vo dx

Z/GV(w—Phw)-dex—/GV(w—Phw)-thdx

=0 wegen und eV,
= /G V(e —Pre) - V(e — wn) dx < [lo = Prolly llo — @nlly-
Da @p € V), beliebig gewahlt ist, erhalten wir

o — Preolly < inf {llo —@nlly | ©on € Vi}

was zu zeigen war. [l
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Bemerkung 4.3. Sei u € V die Losung von (3.2)). Dann ist u, = Phu genau die Lésung des
diskreten Poissonproblems ([3.7)). %

Wir werden die folgende Annahme bendtigen.

Voraussetzung 1. Fiir ein ¢ € H*(G) NV gelte die Abschatzung

I = Prolly + hlle = Prolly < CLb* (9]l 6
mit einer Konstanten C1 > 0, die nicht von @ abhangt.

Bemerkung 4.4. Das beschrankte Gebiet G erfiille (3.19) mit einer zuldssigen Triangulierung
AG)={T;lj=1,..., m}. Ferner sei n € {1,2,3}. Aus ([3.36]) folgt, dass

h[Pre — @lly = hinf {{lo — @ully | ©n € Vi} < &0 (@l fir @ € H*(G) (4.3)

gilt, wobei ¢; > 0 nicht von ¢ abhangt und der endlich-dimensionale Raum V}, durch stiickweise
lineare Finite Elemente aufgespannt wird. %

Wir kénnen nun Voraussetzung [1| unter der folgenden Regularitatsannahme beweisen, die wir
auch bereits zur Herleitung von (3.36]) verwendet haben.

Voraussetzung 2. Flir jedes f € H — V' ist die Loésung u € VV von —Au = f in H aus dem Raum
H?(G) und erfiillt die Abschétzung

lull ey < C2lIflly
mit einer Konstanten C, > 0, die nicht von u und f abhangt.

Lemma 4.5. Das Gebiet G erfiille (3.19), A(G) sei eine zuldssige Triangulierung von G und o =
maxi<j<m 0(7;) sei durch o, > 0 nach oben beschrédnkt. Ferner gelte n € {1,2,3}. Der Raum V,
sei aufgespannt von den modalen Basisfunktionen {¢;}™., C C(G), die stiickweise linear sind, und
es gelte Vorraussetzung . Dann gilt fiir v € V N H?(G)

= 2
[Phv = vy < &h” Vilnes)
mit einer von v unabhangigen Konstante C.

Beweis. Wir wenden den Aubin-Nitsche-Trick an. Offenbar gilt Pov—v € H. Sei w € V die Losung
von
(w, @), = (Ppv —v,p), firallepecV.

Aus Voraussetzung [2] schlieBen wir, dass
W) < C2lIPrv = viiy (4.4)
erfillt ist. Nun wenden wir (4.2)), (4.3]) und (4.4)) an. Es ergibt sich dann fiir ein beliebiges ¢ € V,
1Pav = VIt = (Pav = v, Pav = v)py = (w, Ppv — v)y,
= (W —on, Ppv = v)y < |lw = @nlly[[Prv = vy < llw = @pllyahllvlipee
= cah[[Vlpe@ellw — @ally.

Nun wahlen wir ¢, = Zw, wobei Z der in (3.32) eingefiihrte Interpolationsoperator ist. Dann
bekommen wir

1Phv = VI < ahllvilpe@yllw — Zwlly < chl|Vilegycoohwl e
< caooh? VIl o)Wl o6y < caooh? VIl () C2 1PV — Vil
= &b Vil a6y lIPrv = vl
mit ¢, = cc10,Co > 0, was zu zeigen war. O
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4.2 Anfangsrandwertproblem fiir die Warmeleitungsgleichung

Fiir T > 0 definieren wir Q = (0, T) x G und ¥ = (0, T) x 8G. Seien u, € Hund f € L%(0, T; H)
gegeben. Dann betrachten wir das folgende Anfangsrandwertproblem fiir die Warmeleitungsglei-
chung

ue(t,x) — Au(t,x) = f(t,x) fir fast alle (t, x) € Q,

u(t,x)=0 fur fast alle (t,x) € &, (4.5)
u(0, x) = us(x)  fir fast alle x € G.

Definition 4.6. Eine schwache Lésung u von (4.5)) ist eine Funktion, die u(0,-) = u, in H,
u(t,-) €V fiir fast alle t € [0, T], u € HY(Q) ~ H(0, T; H)n L?(0, T;V) und

/ut(t,')qo+Vu(t,-)~V<pdx:/ f(t,-)pdx fiirallew €V undte (0,T]
G G

beziehungsweise
(ue(t, ) @)y + (u(t, ), o)y = (f(t,-), o)y firallep eV undte (0,T] (4.6)

erfiillt.

4.3 Ortsdiskretisierung

Nun werden wir das Galerkin-Verfahren verwenden, um numerisch zu l6sen. Wir wahlen nun
wieder wie in Kapitel (3| linear unabhanige Funktionen {(p,'},-’\’:l C V und definieren den endlich-
dimensionalen Teilraum V}, wie in . Fiir eine approximative Losung up, verlangen wir up(t, -) € Vj
fir fast alle t € [0, T]. Es gilt also

N
up(t, x) =Y u(t)pi(x) fiir (t,x) €Q (4.7)
j=1
gelten. Ferner soll
(une(t,-), onyy + (up(t,-), @), = (f(t,-), on)y firalle oy € Vi und t € (0, T] (4.8)

gelten, wobei wir up statt (up)¢ fiir die Zeitableitung von up, schreiben. Wir setzen in (4.8)
ein und wahlen o =, firi=1,..., N:

N
D u ()@ i)y + (@i iy = (F(L,), @iy fiiri=1,..., N und t € (0, T]. (4.9)
Jj=1

Mit der Steifigkeitsmatrix, die wir in (3.12]) eingefiihrt haben, mit der Massematrix

M

((M,’j)) e RN mit M;; = / pjpidx = <<pj,(p,'>H firl<i,j<N
G
und mit den zeitabhangigen Vektoren

u(t) = (ui(t)) € RN mit ui(t) = ui(t) firl<i<Nundte][0,T],
f(t) = (fi(t)) e RY  mit fi(t) = (f(t,"), )y firl<i<Nundtel0T]

4Bt sich ([4.9) als Differentialgleichungssystem in RN schreiben:
Mu(t) + Su(t) = f(t) fir t € (0, T]; (4.10a)
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vergleiche (L.1)). Offenbar gilt f € L2(0, T;RN). Es folgt aus Lemma [1.1} dass (4.10)) eine ein-
deutige Losung u € H(0, T; RN) besitzt, die Hélder-stetig in [0, T] ist. Damit ist die durch
gegebene Funktion vy, die eindeutige Losung des Variationsproblems (4.8)) zusammen mit der An-
fangsbedingung up(0, -) = uo,p in Vj,. Fiir die Anfangsbedingung ersetzen wir u, durch eine passende
Funktion

N
Uo p = Z U jpj € VI,
j=1
die wir spater spezifizieren. Mit
Uo = (uo,,-) eRN  mit Uoj= U, Tir 1 </ <N
bekommen wir die Anfangsbedingung
u(0) = uo. (4.10b)
Wir wollen nun den Fehler zwischen der schwachen Losung v von (4.5 und up abschatzen. Aus
(4.6)) und (4.8]) erhalten wir
((ur — unt)(s), on)y + ((u—un)(s), on), =0 fiir alle o € Vj und s € (0, T], (4.11)

wobei wir beispielsweise u(s) fiir die auf G definierte Funktion u(s, -) schreiben. Wir verwenden die
in Definition eingefiihrte Ritz-Projektion Py. In der folgenden Herleitung nehmen wir jeweils
an, dass die kontinuierliche Losung v hinreichend regular ist. Aus (4.11)) bekommen wir

((Phut — unt)(s), on)py + ((Pru — up)(s), on)y
= ((Phut — u)(s), @n) g + ((Phu — u)(s), pn),, fiir alle p € Vj, und s € (0, T].

In (4.12]) stehen fiir s € (0, T] auf der linken Seite Ausdriicke des diskreten Fehlers (Pyu— up)(s) €
Vj,, wahrend auf der rechten Seite der Ausdriicke des Approximationsfehlers (Pyu — u)(s) € V
stehen. Die Ritz-Projektion hat die Orthogonalitdts-Eigenschaft, dass

(4.12)

((Phu—u)(s),n)y =0 fiir alle ¢, € Vj und s € (0, T]

gilt, das heiBt, wir haben (Ppu — u)(s) € V' fiir t € (0, T]. Daher erhalten wir aus (4.12)) die
Gleichung
((Phut — unt)(s), @n)y + (Pat — up)(s), @n)y

4.13
= ((Phur — ut)(s), pnyy fiir alle ¢, € Vi und s € (0, T1. ( )
In wahlen wir @, = (Ppu — up)(s) € V, fiir s € (0, T]. Dann gilt
(Phut — une)(S), (Phu = up)(5)) y + | (Pru — up)(s) Iy (4.14)
= ((Pnut — ug)(s), (Ppu — up)(s))y firs e (0, T].
Mit 1d
((Phte = une)(s), (Puu = un)(s))yy = 5 5 I(Pru — un)(s)|[fy fiir s € (0, T]
und mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung [DR12, Satz 12.17] ergibt sich fiir
2 L Pou— o)+ 1 Pa— ()1 o15)

< [[(Phue = ue)($) | yll (P — un)(s)lly fiir s € (0, T].

Wir betrachten die rechte Seite der Ungleichung (4.15]). Unter Verwendung von Voraussetzung [1]
von der ersten Poincaré-Ungleichung ([3.1]) und von der Ungleichung von Young (1.10) mit € =1,
a=c,C1h? |ut($)ll 2y, b= [[(Pnu — up)(s)|lv erhalten wir

[(Phue = ue) ()l (Pru = un) ()l < Crh? [[ue($)ll 26y | (Pat — un)($)ll
< CLh? [ue(9) | ) S | (Pht — up)(s)lly

C 1
< S h* ue(s) ey + 5 1 (Pou = un)(S)1I7,
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fir s € (0, T], wobei wir ¢; = CF%Cf > 0 gesetzt haben. Wir schlieBen daher aus (4.15)) die
Ungleichung

d .
3 1Pou = un)(S) 17+ 1(Pou = un)(S) G < cuh* llue(s)lFee)  fiir s € (0, T].

Integration tiber das Intervall (0, t) mit t € (0, T] ergibt

t t
[(Phu — up)(t)|1Z + /O [(Phu — up)(s)|l ds < cih® /O lue(9)II72 6y ds + 11(Pau — un)(0) 17,

IA

)
auht /0 lue(3) ey d5 + [Phto — ti pll%

A

Ay2 2
< ah®[uell 20,7 126)) + Phtio = to,nll-

Wegen

Va2+ b <va2+2ab+2=+/(a+b2=a+b firab>0

bekommen wir mit
a= \/ahZHUtHB(o,T;H?(G))v b= |[Pnto — tonlly
die beiden Abschatzungen

[Pntr = tnll oo, 750y = €5S5up {[(Pru — un) ()]l | t € [0, TT}

< Vet lluell 20, 712(6) 1+ Phtis — topll . (4.16a)
T ) 1/2
1Phu = wlizoran = ([ 1Pha = a0 o)
< Vet lluell 20, 7:12(6) 1 + Phtis = to bl - (4.16b)

Es bleibt, den Approximationsfehler (Ppu — u)(s) € V abzuschatzen. Hier konnen wir Vorausset-
zung [I] verwenden:

1Pts = tll 0,710y = €550 {1|(Pats = )(®)ls| £ € 10, TT} < Cub2 |1l wo rimieyy. (4172)

T 1/2
[ Phu — U||L2(0,T;V) = (/0 [ (Pru — U)(t)||\2/dt> < Cih HU||L2(0,T;H2(G))- (4.17b)

Insgesamt erhalten wir den folgenden Konvergenzsatz; vergleiche [DzilQ, Satz 5.29].

Satz 4.7 (Konvergenz). Seien G C R", n € {1, 2,3}, ein beschrinktes Gebiet, A(G) eine zulassige
Triangulierung von G, 0 = maxi<j<m 0(7;) durch o, > 0 nach oben beschrankt, u, € H, f €
L2(0,T; H) und u € HX(Q) die Lésung von (&.5]) mit

-
||Ut(f)||/242(c) dt < oo, ||U||L°°(O,T;H2(G)) < 0.
0

Weiter sei Vi, = Span {¢p1, . . ., wn} ein endlich-dimensionaler Teilraum von V/, der Voraussetzung 1]
erfiillt. Sei u, € HY(0,T;Vy) die Lésung des diskreten Problems (4.8) mit dem Anfangswert
Uo ph € V. Dann gelten

[t = tnll (oo 7y < ELD° + 1Phtlo = to,nll s (4.18a)

||U — Uh||L2(0,T;V) S 62h + 63h2 + ||PhUo — Uo,h”/—/ (418b)
mit den positiven Konstanten
& = Cillull o126y T Ve lutll 20,7:12(6))
& = Cillullzo 1206y 6= Ve lluell 20, 7:H2(6))-

4.3. ORTSDISKRETISIERUNG 41



Beweis. Unter Verwendung der Dreiecksungleichung, von (4.16a)) und von (4.17a)) erhalten wir

v = unll oo, 721y < It = Prull foc(o,7:1) + [IPht — tnll 10,71
< Cullull o, 7126 I + Ve el 207 12(6)) P + 1 Prtlo — to nll .

woraus sich sofort (4.18af) ergibt. Um (4.18b])) zu zeigen, miissen wir ebenfalls die Dreiecksunglei-
chung anwenden. Wir bekommen dann mit (4.16b]) und (4.17b))

lu—unll 20, vy < llu=Prull 20,7y + [1Pat = tnll 20 721
< Cullull 207 2ayh + Ve luell 20 7:12(6)) P + [ Phtio = toll .

was (4.18b) ergibt. [l

Bemerkung 4.8. Gilt u, € V, so ist u,,, = Ppus eine gute Wahl flir den Anfangswert des diskreten
Problems (4.8)). Dazu muss das Problem

<Uo,h, (ph>v = (Uo, (ph>v fur alle Yp € Vh (4.19)

gelost werden. Die Losung von (4.19)) erhalten wir durch die Berechnung der eindeutigen Losung
des linearen Gleichungssystems

Suo=b mitb= ((u,;),) €RY

mit der symmetrischen und positiv-definiten Steifigkeitsmatrix S; vergleiche ([3.12]). O

4.4 Zeitdiskretisierung

Wir wollen nun eine Zeitdiskretisierung einfiihren fiir das Anfangswertproblem einfihren.
Dabei kdnnen wir auf Kapitel [I] zuriickgreifen, da mit iibereinstimmt. Seien wieder
ty = kAt, k=0, ..., M, eine aquidistante Diskretisierung des Zeitintervalls [0, T] mit Schrittweite
At =T/M. Sei u(t) € RV die (in der Regel unbekannte) Lésung von (4.10). Mit

= : | eRV firk=o0,..., M

bezeichnen wir eine Approximation fiir u am Zeitpunkt ty fiir 0 < k < M. In Abschnitt[I.4]haben wir
verschiedene Einschrittverfahren bereits vorgestellt. Insbesondere hatten wir in (1.16]) fiir 6 € [0, 1]
das sogenannte 6-Schema eingefiihrt, welches hier

k _ k=1
M %+95uk+(1—9)5uk—1 —ofkr(1-o)f Lfirk=1 .., M und u®=u, (4.20)

lautet. Fiir 6 = 0 ergibt (4.20]) das explizite Euler-Verfahren fiir (4.10)), fir 6 = 1/2 das Crank-
Nicolson-Verfahren und fiir 6 = 1 das imlizite Euler-Verfahren. Wenn wir (4.20)) wieder als Varia-
tionsformulierung formulieren, so erhalten wir fiir die diskrete Losung

N
u,f(x):Zqu(pj(x) firxeGund k=0,..., M
j=1

das Problem
1 _ _
E<UI§_U/§ 1,(ph>H+<9U/§+(1—9)UI§ lv(ph>\/
= <9f(tk) + (1 - Q)f(tk_l), (ph>H fur alle o, € Vpund k=1, ..., M.
42 Prof. Dr. Stefan Volkwein

(4.21)



Wir wollen 6 € [1/2, 1] betrachten. Ferner beschranken wir uns auf den Fall f = 0. Wir betrachten
also statt (4.21]) das vereinfachte Problem

1
N (uf — u,f’l, ©n)y + Buf + (1 — G)U,’fl, wn),, =0 firalle pp € Vjyund k=1,..., M. (4.22)

Nun wahlen wir die Testfunktion ¢, = Gu,f +(1—- O)U,/fl € Vj und erhalten fiir den ersten Term

n (22)

(uf — k=1 00+ (1 — 0)uf Y, = 0 luf — uf M+ (ul — T uf Y,
=0 lluf — uf MG + (f uk ) —
Mit 1 1
(W o) = 5 NI+ 5 a5 = 5 D — oI,
bekommen wir

_ _ 1 _12 1 2 1 _1,2
(o = o 00+ (1= 00, = (0 3 ) ok — w0+ 5 Nl = 5 D1

Es ergibt sich also

1

2 _1,2 1 1 _1,2 —1,2
e (Il — 1515 + 55 (63 ) ok = 15+ lew + @ = e)uf I =
Nun summieren wir tiber k =1, ..., £ mit £ < M. Dann folgt unter Ausnutzung der Teleskopeigen-

schaft und nach Multiplikation mit At

Z y/

1 2 2 1 142 102

5 (1l = 1681%) + (e—z)Znuﬁ—uz Hp 4+ B llouk + (1= 0)u I =0,
k=1 k=1

woraus wir wegen 6 > 0 und u,? = U,,p sofort das folgende Resultat bekommen; vergleiche [Dzil0,
Satz 5.31].

Lemma 4.9 (Stabilitat). Seien 0 < T < oo und G C R" ein beschranktes Gebiet, welches ([3.19))
erflillt fiir eine zuldssige Triangulierung A(G) und f = 0. Die Anfangsbedingung u. , € Vj, erfiille

N

Uo h = Z Us,i®; S Vh.
J=1

Dann erhalten wir fiir die Folge {uf}V o C Vi, die (4:21]) und u? = up, fiir 6 € [1/2, 1] erfiillt, die
Abschatzung
k
< ||Uo .
Og%XM||Uh||H < [lto,nll 1
Bemerkung 4.10. 1) An dieser Stelle erinnern wir an [DR12, Satz23.13-1)], in dem ein expo-
nentieller Abfall der Energie von t — |lu(t)||?, fiir die kontinuierliche Lésung der Warmelei-
tungsgleichung gezeigt wird.

2) Fir 6 €0,1/2) muss zusatzlich die Bedingung
(1-0)At)2 <1 (4.23)

gelten, wobei die Konstante A\p durch

_ [ vi|
A = sup { ||vh||: ‘ Vi € Vi \ {0}} (4.24)
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gegeben ist. Aus (4.24)) folgt die inverse Ungleichung

vally < Xn lIvall -
Fiir einen beliebigen Vektor v = (v;) € RN setzen wir
N
vh(x) = ZVJ'(PJ(X) firx e G.
j=1
Dann erhalten wir
N N N N
2 2
VISV =Y vivi (0 @)y = Ially < A Ivalll = X5 D0 D vivs (i @)y, = Ajv T Mv.
i=1 j=1 i=1 j=1

Nun setzen wir w = M¥/2y € RN. Dann bekommen wir v = M~Y/2w und somit wegen
M = M/2M1/2 die Ungleichung

WT(M_1/2SM_1/2)W = v SV < A2vTMv = A2 |w|3

Daher ist die Zahl A% der grolte Eigenwert der symmetrischen und positive definiten Matrix

M_l/2SM_l/2.
3) Es lasst sich zeigen [Dzil0, Satz 5.31], dass die in (4.24]) eingefiihrte Konstante die Unglei-
chung
c . :
Ap < — Mit Amin = lggm h(T;)

fiir eine Konstante ¢ > 0 erfillt, sofern o = maxi<j<m(h(T;)/0(T;)) durch eine von h
unabhingige Konstante o, nach oben beschriankt ist. Damit lisst sich garantieren,
sofern

c2(1—0)At < W2
gilt. Insbesondere fiir das explizite Euler-Verfahren (6 = 0) erhalten wir die Forderung c®At <
h2. fiir die Zeit- und Ortsschrittweite. O

min

Nun kommen wir zum Nachweis der Konvergenz, wobei wir uns an dem Beweis von [Dzil0,
Satz 5.35] orientieren. Dazu verwenden wir wider die in Definition eingefiihrte Ritz-Projektion
und setzen

ef = uf — Pru(ty) = (uf — u(ty)) + (u(tx) — Pru(ty)) firk=0,..., M.
Der Term u(ty) — Ppu(tk), k =0, ..., M, lasst sich mit Hilfe von Voraussetzung (1| abschatzen.
Aus (4.8), (4.1) und (4.6]) erhalten wir fiir 6 € [0, 1] und fiir alle ¢ € V},

1 _ _
— (ef —ef L on), + (Bef + (1 —0)ef ™ wn),,

1 1 _
Ap (b =ty oen)y = ap (Pru(te) = Pru(ti-i). n)yy + Ouf + (1 —0)up " op),,

— (OPhu(te) + (1 — 0)Pru(te—1), ©n)y
— (OF(te) + (1 — 0)F(ten), @n)yy — Ait (Pou(te) — Pou(te1), o)
— (Pn(Ou(ty) + (1 = 0)u(tk—1)). @n)y

= 0((F(tw), @n)y — (ute), en)y) + (1 = 0) ((F(tk—1), @n) g — (u(tr—1). @n)y)

_ Ait (Pru(te) — Pru(te—1), ©n)y

=0 (ue(tk), on) g + (1 = 0) (ue(th—1), on)y — é (Pru(ti) — Pru(te—1), @n)y.
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Auf der rechten Seite stehen nur Terme mit der kontinuierlichen Losung u. Wir setzen

u(te) — u(te—1)
At

Fr = é ((“(fk) = Pru(ti)) — (u(te—1) — Ph“(tk‘l))) €H

Gf = Oue(ti) + (1 — ) ue(ty—1) —

€ H,

Dann erhalten wir

1 _ _ .
AF (e,f - eff L ©n)y + <9€,I,< +(1- G)e,’j L ©n)y, = <G,’§ + F,f, wp)y firalle gy € Vi, (4.25)

Aus der Taylorformel mit dem integralen Restglied [DR11, Abschnitt 9.3] erhalten wir fiir eine
Funktion v € C3([0, T]) die Darstellung

v(s) = v(t) + (s — t)v(t) + % (s — t)2v(t) + ;/5(5 —7)2vO®(r)dr firalle s, t €0, T].

Firs =ty, t = txy_1, s—t = At beziehungsweise fiir s = tx_1, t = tx, s—t = —At bekomen wir
At? 1 [
v(te) = v(tie1) + V() At + (o) — + 5 [ (- 2v® (1) dr (4.26a)
tk—1
. DAL N 2.(3)
V(tk—1) = v(te) — v(t)Bt + v(tk) —= — 5 (tk—1 — T)°v(T)dT (4.26b)
th—1

fir ke {1,..., M}. Aus (4.26a)) folgen

v(te) — v(tke1) y At 1 [ 2 (3)
N = v(tk—1) + V(tx—1) > oAz tH(tk T) v (T)dT
und daher
. v(tk) — v(tk—1) . At 1 % 2,,(3)
V(tk—1) — =—V(tk-1) 5 — 55 (tx = T)°v(T)dT (4.27)
At 2 " 2At ), |
fir k e {1,..., M}. Mit (4.26b]) schlieBen wir
v(tk) = v(tk-1) Lo At /tk 2.(3)
AL = v(tx) — V(tk) > T ons tkil(tk—l T) v (T)dT
und deshalb
. v(te) —v(te-1) At 1 [ 2,(3)
v(ty) Ar = v(tx) 5 AL tk_l(tk_l T) v (T)dT (4.28)

fuir ke {1,..., M}. Wir multiplizieren (4.27)) mit 1 — 6 und (4.28)) mit 8. Dann ergibt sich

(1= 0)v(tx—1) +0v(tx) — v(te) = v(tk—1)

At
= —%((1 — 0)V(tk—1) — OV(te)) — zit/ (1 =0)(t — 7)2 +0(ties — )OO (1) dr

fur ke {1,..., M}. Da v € C3([0, T]) erfiillt ist, erhalten wir

V(i) = v(t) — (W(80) — V(tr) = v(t) — / VO (r)dr

tk—1
und daher
At At At t
—5 (1= 0)i(tr) = —— (1= 0)i(t) + 5 (1-0) [ vO(r)dr
tk—1
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fur ke {1,..., M}. Somit haben wir

(I —=0)v(tk—1) +0Ov(tx) — v(tk) — v(tk-1)

At
- —% (1—26) v(te) + %(1 —-0) * v (1) dr
) ﬁ (=)t =) Bt = 7)) () dr

fur k e {1,..., M}. Fir T € [tk,l, tx] gilt
(1= 0)(tk — 7)° + 0(ti1 — 7)?| < (1 — O)AL® + OAL® = At>.

Mit der Wahl v(t) = u(t,-) erhalten wir daher mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung [DR12,
Satz 12.17]

ti ty
/ [ueee(T)|| g dT = / L fJueee(T)|| g d7 = (1, ||Uttt(')||H>L2(tk71,tk)

tk—1 th—1

S ||1||L2(tk71.tk) H ||uttt(')HHHL?(tk—lvtk)

tx 1/2 tx ) 1/2
=< / 1d7> ( / ||uttt<f>||der) A2 el o
th—1 th—1

u(tyx) — u(tk—1)

die Abschatzung

16Kl = H(l ) ue(tr) — Ou(te) —

At y
At B At [
< 7|1_29|||Utt(tk)||H+7(1_9) ||Uttt(7—)||HdT+7 llutee(T)||y dT
tk—1 tk—1

At &
= S 28] el + 8¢ [ e (D7

tk—1

At
< S 11— 28 ure ()l + AL ueeeloge i

fir ke {1,..., M}. Fir Ff, k=1,..., M, erhalten wir mit Voraussetzung (1| die Abschatzung

2 1
151 = 7 (e = Pruted) — (u(tion) = Proecr)
H

1 C1h?

= 2 Iu(te) = ulti—r) = Pr(u(te) — u(te-))llm < = lu(t) = u(tk-1)ll )
C1h? /fk d Cih? [t

- SO ar = S [ el o7
At J,  dt H2(G) At Jy . H2(G)

Cih? [ [t 2 V2o
<5 (] WenlBeydr) = £ lellago e
-1

firk e {1,..., M}. Wir wahlen nun in (#.25) als Testfunktion @, = fef + (1 —6)e~*. Dann folgt
mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung [DR12, Satz 12.17]

B - 1.2
ef —ef ™ fef + (1 —0)ef 1>H+||ee/§+(1_9)€,§ 2
(IFE s + 1GE ) 166k + (1 — 8k,
<C1h2

At
N luell 2y tetr6)) + 5 |1 — 20| [|uge (i)l 4 + AL lueeell2(e, 1, H))

1
A e
<

|l6es + (1 = eyl
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fur k € {1,..., M}. Nun folgt das folgende Resultat unter Verwendung der Poincaré- [DR12,
Satz 16.23] und der Young-Ungleichung ([1.10)) sowie einer Aufsummierung lber k. Fiir die Details
verweisen wir auf [Dzi10, Satz 3.35].

Satz 4.11 (Konvergenz). Seien 0 < T < oo und G C R" ein beschranktes Gebiet, welches (|3.19))
erfiillt fiir eine zulassige Triangulierung A(G) und Viy = Span{e, . . ., @n} mit linear unabhangigen
Funktionen {(p,-},’.\’zl C V, so dass Voraussetzung gilt. Ferner setzen wir u, €V, f € L?(0,T; H)
und uo p € Vi voraus. Fiir 6 € [0, 1] seien u € HY(Q) die Losung von und {uf}¥., die von
(4.8). Im Fall 8 < 1/2 setzen wir zusatlich noch voraus. Dann existiert ein cg > 0 mit

max lu(te) — uflly < co(|20 — 1|c1At + AL + c3h?) + | Phto — Uopll .

M 1/2
(Atz lu(te) — u,§||2v> < c0([26 — 1c1At + At? + c3h® + cah) + || Phto — Uopll 4,
k=1

sofern die Konstanten

C1 =sup {Hutt(t)HH ‘ te o, T]} G = ||Uttt||L2(0'T;H),
a3 = lluell 20,7 12¢6)) ca = sup { [|ue()ll ey | t € 0, T}

beschrankt sind.
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