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4. Ubungsblatt

1. (Hilfreiches zu linearen DGls)

Zeigen Sie

a)

£)

a)

Ist A € C™*", so konvergiert die Reihe

exp(A) := Z
k=0

| —
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beziiglich der Operatornorm.

Hinweis: Die Operatornorm einer Matriz A auf R oder C ist definiert als
40y = sup | a1

Sind A, B € C™", mit AB = BA, so gilt exp(A + B) = exp(A)exp(B).
Hinweis: Sie diirfen von der Giiltigkeit der Cauchy-Produktformel fir Matrix-
wertige Reithen ausgehen.

Fiir alle A € C"*" ist exp(A) invertierbar, mit exp(A)~! = exp(—A).

Fiir eine Diagonalmatrix D € C™*" mit Diagonaleinrdgen Ay, ..., \, ist exp(D)
eine Diagonalmatrix mit Diagonaleintragen exp(\1), ..., exp(\,).

Fir alle A € C*" und alle T" € Gl(n,C) (allgemeine lineare Gruppe) gilt
exp(TATY) = Texp(A)T 1.

Ist A € C"*" eine Matrix, die in Jordanscher Normalform transformierbar ist,
so lasst sich exp(A) ,einfach” berechnen. Wie sieht es mit exp(tA), t € R aus?

(lineare DGls)

Sei A € C"*™. Zeigen Sie, dass die Abbildung
Y:R—-CY™" t exp(tA)

differenzierbar ist.
Hinweis: Arbeiten Sie mit einer méglichst allgemeinen Definition von Differen-
zierbarkeit, die Sie in der A1-Vorlesung kennengelernt haben.



b) Zeigen Sie, dass durch Y (t) := exp(tA) (t € R) die eindeutige Losung der
(Matrizen-)Differentialgleichung Y'(¢) = AY'(t), Y (0) = I, gegeben ist.
Wie sehen die Losungen der linearen Differentialgleichung /' (¢t) = Ay(t), t € R
aus?
Hinweis: Um die Losungen der zweiten DGl darzustellen, untersuchen Sie die
Spalten von Y(t) auf lineare Unabhingigkeit.

c) Losen Sie mit den Erkenntnissen obiger Aufgaben folgendes AWP

1 1 0 1
W)= 0 1 0 Jult), w0)=|11], teR
0 0 -1 0
. (ein bisschen Lineare Algebra)
Betrachten Sie
20 1
A= -1 1 -1
—1

a) Konstruieren Sie eine Matrix S € Gl(n,C) derart, dass J := S7' AS eine Matrix
in Jordanscher Normalform ist.

b) Bestimmen Sie die allgemeine Losung der linearen DGl ¢ = Ay.
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