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1. Zustandsgleichung

Seien tr > t, >0, r > 0 und L > 0. Wir betrachten das
dynamische System

N~

x(t) = 5 (un(t) + wa(t)) ( Z?:((z((f)))) > fir t € (to, t], (1a)
() = 57 (n(0) ~ (1)) fir t € (to,t7]  (1b)

mit den Anfangsbedingungen
X(to) = %o und - 9(to) = o, (1c)

wobei x, = (Xlo,XQO)T € R? gilt.



1. Zustandsgleichung

Seien y = (x, )7 : [to, tr] = R2 X R, yo = (X0, %) und

5 (u1 + u2) cos v
fly,u)=1 5(u+uz)sing
o1 (11 — u2)

fiir y = (x1,x,v) € R3, u = (u1, ) € R2,



1. Zustandsgleichung

Kompakte Form:

y(t) = f(y(t),u(t)) fir t € (to, tr] und y(t) =y (2)

autonomes Anfangswertproblem fiir eine gegebene Steuerung
u:[to, tr] — R?



1. Zustandsgleichung

f ist stetig partiell differentierbar.
Jacobimatrix von f :

) = (00| 5o

0 0 —(ug+ uw)siny | costp cost)

:% 0 0 (ug+uwp)costy |siny siny
00 0 i -1

fiir y = (x,7) € R2 x R und u = (u1, up) € R,



1. Zustandsgleichung

Losbarkeit?
Picard-Lindelof?
Globale Stetigkeit?



1. Zustandsgleichung

Nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung gilt fiir
y1 = (x1,v1), yo = (x2,92) € R2 xR, u= (u1,mp) € R2 und fiir
Zwischenstellen &1, & € R

5 (U1 + wp)(cos 1 — cospp) '\ 12

11 0) = Fz 0l = || |5 (4 wa)(sin iy = sin o)
0 2
—5 (u1 + u2)sin &1 (Y1 — 12) 2

— £ (u1 + up) cos &o(h1 — 1)
0 2

2
- % lur + wp]? (| cos® &1| + | sin? &) [¥1 — 1o]?

r? 2 2
5 |ur + wa|* |11 — o]

IN



1. Zustandsgleichung

Also

1 (y1,u) = F(y2, u)|lr < Lllyr = yalln
mit L:r|U1+U2|/\[.

= f global Lipschitz-stetig

Satz von Picard-Lindel6f = (2) hat fiir jedes stetige
u genau eine Losung y € C([to, t¢]; R3)



1. Zustandsgleichung

Bemerkung:

Fiir u € L?(t., tr; R?) gibt es genau eine schwache Lsung
y € HY(to, tr; R3) von (2), die y(t,) = yo und die
Variationsgleichung

/r | (v(t) = F(y(2), u(t))) "p(t) dt =0

fiir alle p € L2(to, te; ]R3) erfiillt.



1. Zustandsgleichung

Ein nichtlinearer Lésungsoperator
S L2(to, tr; R3) — HY(to, tr; R3)
mit y = Su ist eindeutige Losung der Variationsgleichung (3)

mit y(t,) = yo fiir die Steuerung u € L?(t, tr; R?).



2. Das Optimalsteuerproblem

Gegeben:
vorgegebene Trajektorie xg € L2(to, tr; R?)
vorgegebener nominaler Winkel g4 € L?(t,, tr; R)
nominale Steuerung uy € L%(to, tr; R?)
Gewichtungsparameter o > 0

Regularisierungsparameter 8, v >0 mit 8+~ >0



2. Das Optimalsteuerproblem

Wir betrachten das Zielfunktional

Syww) = 5 [ X0 = a0 + alle) — va(e)+

+8 |u(t) — ug(£)]I5 + [ i(t)]13 dt
firyeY .= Hl(to, tf;R3) und u € U mit

U — L?(to, tr; R?)  wenn v = 0 gilt,
| H'(to, tr; R?) wenn > 0 gilt.



2. Das Optimalsteuerproblem

Definiere Hilbertraum Z = Y x U mit der iiblichen
Produkttopologie.
Das nichtlineare (unendlich-dimensionale) Optimerungsproblem

lautet
minJ(z) udN. z=(y,u)€ Z und (P)

{ y(t) = f(y(t), u(t)), t € (t, tr],
y(to) = yo.

Da das Anfangswertproblem (2) fiir eine gegebene Steuerung
eindeutig losbar ist, konnen wir mit y(u) = S(u) die zur
Steuerung u eindeutig definierte Lésung von (2) bezeichnen.



2. Das Optimalsteuerproblem

reduziertes Zielfunktional: J : U — R

J(u) = J(y(u),u) firuveU.

reduziertes Problem

min.Al(u) udN. uveU. (|A3)



2. Das Optimalsteuerproblem

Ist u* eine (lokale) optimale Lésung von (P), so lést offenbar
(y(u*), u*) das Problem (P).

Ist umgekehrt (y(u*), u*) eine optimale Losung von (P), so 16st
u* das reduzierte Problem (P).

Wir bezeichnen eine Lésung u* von (P) als optimale Steuerung

und die dazugehérige Losung y(u*) des Anfangswertproblems (2)
den zu u* gehdrende optimale Zustand.



3. Notwendige Optimalitatsbedingungen erster Ordnung

Zunichst fithren wir die Lagrangefunktion £: Z x Y x R® - R
ein:

ﬁ(z, p, PO) = J(Z) + (y - f()’(')v u(')’ p>L2(to,tf;]R3) + (y(to) - yo) Tpo

= J(2) + [T (9(2) = F(y(8), u(®)) " p(e) dt + (y(t) = y) "o

fiir z= (y,u) € Z und (p,po) € Y x R3.



3. Notwendige Optimalitatsbedingungen erster Ordnung

Richtungsableitungen von L:
Die Ableitung nach (p, po) ergibt die Zustandsgleichung (1).

Seien z = (y,u) € X und (p, po) € Y x R3.

Richtungsableitung nach der Variablen y:

gﬁammMFi[%Aﬂ—MUWMQ+QWU%%MOWAﬂM

+ [ 060 - S0, u)ae) (0t + i)

fiir eine beliebige Richtung ys = (xs,1s) € Y.



3. Notwendige Optimalitatsbedingungen erster Ordnung

Mit p = (px, Py). Px € H(t., t,c;Rz),pw € H(t, tr; R),
und po = (Pxos Pyo) € R? x R folgt:

Stpps = [ (0 0t 4(6)

+ /ttf (Xé(t) - %(Y(t% u(t))xa(t)) Tpx(t) dt,
O (4a)

%@mmw:ﬂhww—WMWWMr

+ [f (s(e) - %(Y(t)» u(©)0s(0)) o (1) de + Ui (t)pve
(4b)



3. Notwendige Optimalitatsbedingungen erster Ordnung

Gleich Null setzen und partielle Integration von (4a) liefert:
i * of * * T

[ (30 = xa(6) = i) = 507 (0w () TBi(0) () e
to

+p5(tr) Txs(tr) — (Pi(to) — Ple) " xs(ts) = 0

fiir eine beliebige Richtung x5 € H(t., tr; R?).



3. Notwendige Optimalitatsbedingungen erster Ordnung

Fiir Richtungen x5 € H(to, tr; R?) mit xs(to) = xs(tr) = O:

/t (x40 xa(0) — Bil0) — OL (1), () TR xs(t)de = 0.

fiir alle x5 € H&(to, tf;Rz) - Hl(to, tf;R2).



3. Notwendige Optimalitatsbedingungen erster Ordnung

Damit 16st die duale Variable p} die Differentialgleichung

—p(t) = gi(y*(t% u* ()T pe(t)Fxa(t)—x*(t) fir t € (to, tr).

(52)

Verwende (5a) und wihle xs € H(t,, tr; R?) mit xs(t,) = 0 und
dann mit xs(tr) = 0, so erhalten wir die Bedingungen

pitr) =0 und pi, = pi(t.). (5b)

Analog fiir die partielle Ableitung nach v und verwende (4b)



3. Notwendige Optimalitatsbedingungen erster Ordnung

Insgesamt mit (5) erhalten wir mit yy = (xg,%q) € L?(to, tr; R3)
die dualen Gleichungen fiir t € [t., tf)

of . T Xd(t) —X*(t)
~pr(t) = ay( y*(t),u (1)) p*(t) + ( a(a(t) — ¥*(t)) >

(6a)
p*(tr) =0, (6b)
ps = p*(t) (6¢)
Hierbei gilt:

0 0 () + us () sin(@ (1)) \ T, .
g;(y*(t),u*(t))Tp*(r)—<g 8 E(up (1) + 3 (£)) cos(¥*(2)) ) (Z;((?))

fir t € [to, te].



3. Notwendige Optimalitatsbedingungen erster Ordnung

Die Loésung des linearen Anfangswertproblems (6a)-(6b) wird zu
z* = (y*, u*) gehorender adjungierter oder dualer Zustand
genannt.



3. Notwendige Optimalitatsbedingungen erster Ordnung

Ableitung von £ nach der Variablen u:

Z, P, Po)Us
T
u

B /ttf (6 (u(t) = ua(1)) - %(y(t)v “(t))TP(f)> 5(t) +y i(t) " s (t) dt.

Setze die partielle Ableitung der Lagrangefunktion an einer
kritischen Stelle z* = (y*, u*) und (p*, p¥) gleich Null, es folgt:

T
u,

/ttf (8 (U*(t)—ucf(t))—%(y*(m u"(#)7P7 () us(t)+y i (2) is(e) de = .



3. Notwendige Optimalitatsbedingungen erster Ordnung

Fiir v = 0 erhalten fiir alle t € [t, t]:

B (u"(t) — ug(t)) — gfl(y*(t), u*(t)) " p*(t) =0 (7)



3. Notwendige Optimalitatsbedingungen erster Ordnung

Andernfalls |16st u* das nichtlineare (Dirichlet-)Randwertproblem

() 60 () = (7 (1), 7 (0) (1) + Buae) i t € (1, 1),
u"(to) = i (tr) = 0.

(8)
Hierbei gilt
of r [ cos(y*(t)) sin(v*(t)) 1 . )
g 0@ (t)_2< cos(w' (1) sin(u* () — >" (e e feo o



3. Notwendige Optimalitatsbedingungen erster Ordnung

Das Optimalitatssystem erster Ordnung aus:
der Zustandsgleichung (2):

y(t) = f(y(t), u(t)) fir t € (to, tr] und y(t.) = yo

den adjungierten Gleichungen (6):

PO = 50 @0 @@+ (O ) e )
p*(tr) =0,
P; = p*(to)

der Optimalitatsbedingung (7) bzw. (8):
B (u™(t) — ua(t)) — ZL(y*(t),u™(£)) p*(t) =0 fiir alle t € [to, t7]



3. Notwendige Optimalitatsbedingungen erster Ordnung

Die Ableitung J/(u) des reduzierten Zielfunktionals J an einer
Stelle u fiir v = 0:

J(u) =8 (u—ug) — 350, u(-))"p € L(to, tr:R?),  (9)
wobei y = (x,)T € Y die Zustandsgleichung (2) 16st und p die
Loésung von

: of .
—p(t) = ay( y(t), u(t))Tp(t) + ya(t) — y(t) fir t € [to, t7),
(10a)
p(tr) =0, (10b)
po = p(to) (10c)

ist.



3. Notwendige Optimalitatsbedingungen erster Ordnung

Fiir v > 0 an der Stelle von (9):

P(u) = i B (0 u) — S () u() P E H M b, 0B = U, (1)

wobei U’ den Dualraum von U bezeichnet.

Dann die Richtungsableitung von Jand uin Richtung us € U:

@ us) o = [ 0T a0+ (300 a(6) - S (0 o) o) us(0) e

to



3. Notwendige Optimalitatsbedingungen erster Ordnung

Beachte, dass wir den Dualraum von Lz(to, tf;R2) mit
L?(t,, tr; R?) identifizieren konnen, das heiBt, im Fall v =0
verwenden wir U’ = U.

Als numerisches Verfahren konnen wir z.B. das in Algorithmus 1
verwenden.



4. Algorithm 1 (Abstiegsverfahren)

1:

Wibhle die Eingabedaten fiir (2): to > 0, tr > to, Yo = (X0, %0) € R3.

Wiahle Daten fiir (P): @ >0, 8>0,v=0( 8+~ >0),
Va = (Xd,Vd) € L?(to, tr; R3), ug € L2(to, tr; R?).

Waihle Parameter fiir das Verfahren: kpax € N, €abs > €rel > 0,
ce[107*,1073], u® € U.

Berechne die Losung y° von (2) fiir u = u°.

Werte J(u®) = J(y°, u°) aus.
0

Bestimme p° aus (10) mit y = y° und u = u°.

Berechne J'(u®) gemiB (9).



4. Algorithm 1 (Fortsetzung 1)

8: Setze k = 0.
9: while (|| (u%)|lur < abs + exet |17 (1)]| 7 OF k > kinax)

10: Wahle die Richtung d* = —J'(u*)/ (J'(u*), J'(u¥)) mit
<.7/(Uk),dk>u/7u < 0.

11: Bestimme Schrittweitenparameter s, > 0, so dass die Armijo-Regel
T (u* + sed®) < I(uk) + esic (T (uF), dk>U,7U

erfillt ist.

12: Setze uk*! = u¥ + s, d* und k = k + 1;



4. Algorithm 1 (Fortsetzung 2)

13:

14:

15:

16:

17:

18:

if (|| 7 ()0 > €abs + ever [|7(W0)]|ur OF k < Kuax)
Berechne die Losung y* von (2) fiir u = u°.
Werte J(uk) = J(y¥, u¥) aus.

Bestimme p* aus (10) mit y = y* und u = u*.

end if

end while



