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1 Aufgabenstellung

Vorgelegt sei das Problem
: 1 2 v 2
min J(y, u) =3 ly — yal dx+§HuH (1)
Q

unter den Nebenbedingungen

—k(z)Ay(z) + a(2)y(z) + y(z)* = Zulbl(a:) fir x € Q2 (2)
y(x) =0 fiir z € 00 (3)

Da wir zur Diskretisierung die Finite-Differenzen-Mathode anwenden wollen, sei im Folgenden der
einfachheit halber Q = (a,b)? C R?, damit wir zum Diskretisieren ein #quidistantes Gitter nutzen
konnen.

Des Weiteren sind

yq: 2 — R

k:Q—R

a:Q—R

gegebene Funktionen anhand von Daten.

b; : @ — R sind control shapes , typischerweise b; = xq,(z) wobei Q; C Q
u = (uy,...,uy)’ € RM Steuerung

y: Q) — R Zustand



2 Diskretisierung

Wir méchten (2) mit der Finite-Differenzen-Methode diskretisieren.
Die Taylorentwicklung liefert

2 3

2(st h) = z2(s) £ ha'(s) + h—z”(s) + h—

5 2 (s) + O(h)

und somit
() = —(2(5 — h) + (s + h) — 22(s)) + O(h?)

2
Damit ergibt sich

Ay(z) = Ay(zy, x2) = %y(xl,wz) + %y(:ﬁl,xz)
= h_lz(y(iﬁl — h,x9) + y(z1 + h, x2) + y(x1, 25 — h) + y(x1, 22 + h) — dy(21, 22)) + O(h?)

Setzen wir diese Approximation in (2) ein, so erhalten wir

4

(skte) + ) ) o) — bl — o) + (o + )

M
+y(x1, 10 — h) +y(z1, 22 + b)) + y(z)* ~ Zuibi(x)
=1

Uberziehen wir nun, geméB der Finite-Differenzen-Methode, unser Gebiet {2 mit einem dquidistan-
tes Gitter mit m Maschen pro Zeile und Spalte, so erhalten wir den Gittervektor x = (xq,...,2x5)T
mit N = [?> = (m — 1)%. Wir verwenden hierbei die lexikographische Ordnung, d.h. Zeilenweise von
links nach rechts und Spaltenweise von unten nach oben.

Nun betrachten wir die gesuchte Funktion y nur noch an den Gitterpunkten und erhalten so

y=(y(x1), .. y(zn))".
Damit kénnen wir (2) als Gleichungssystem
Ay + H(y) = Bu (4)

umschreiben, mit

4
dj = 55k(z;) + a(z;)
1
G = ﬁk(%)
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Da aufgrund von (3) y = 0 auf 00 entstehen hierbei keine Randterme.
Das nichtlineare Gleichungssystem (4) ldsst sich nun mit dem Newton Verfahren 16sen.



3 Integral

Als néchstes befassen wir uns damit, das Integral

1 2
— — d
5 / |?J yd| L

Q

aus unserem Zielfunktional numerisch zu berechnen.
Hierzu verwenden wir die zusammengesetzten Trapezregel

sy N-1
SN — So 1 1 2
/z(t)dt == (52(30) + 22 sn) + ;:1 z ) + O(h?)

S0

In unserem Fall erhalten wir damit

1 1
/|y yal’de ~ = ( ) ((y ya)" (y—yd)/+§Rcmd+ ZEck:en)

-
innerePunkte

4 Gradient

Um das Quasi-Newton-Verfahren anwenden zu konnen benétigen wir noch den Gradienten des
Zielfunktionals. Hierzu bilden wir zunéchst die Richtungsableitung nach wug

J(y(u),u)'us = DyJ (y(u), w)y' (u)us + Dy J (y(u), w)us
= <VyJ(y(U) ) "(w)ts)pn + (Vi (y(u), 1), us)gu
<Vy‘](y<u)7u)v (A + H/(y) 1Bu6>RN <vuj<y(u)vu)au6>RJV1

= <BT§A + H'(y) ™"V (y(u), u) + V. (y(u), w), ué>

g

=1—p RM

Hierbei haben wir verwendet, dass (4) in Richtung us abgeleitet
(A+ H'(y))y'(w)us = Bus
ergibt und wir somit
Y (u)us = (A+ H'(y)) ™' Bus

erhalten.

Zusammen mit
VyJ (y(u), u) = q(y — ya)
Vi (y(u), u) = yu
ergibt sich
—(A+H'(y)) " aly — ya) (5)

und somit

VI (y(u),u) = yu— B'p (6)

Nun konnen wir das Quasi-Newton-Verfahren anwenden um unser Funktional (1) zu minimieren.



