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Einleitung

Aufgabenstellung

Aufgabenstellung

Lose folgendes Minimierungsproblem:

min J(yu) = 5 [ 0(@) ~va(@)Pdo + 3 u—vally (1)
unter den Nebenbedingungen (mit U = R?)

L
— Ay(z) + a(x)y(z) + 3 (z) = Zulbz(x) Vz e QueRE (2)

y(x) =0 Vo €6 (3)

’
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Die zusammengesetzte Trapezregel I

Niherungsweise Berechnung eines Integrals [a, b] durch
Zerlegung in M Teilintervalle:
Teile Intervall ina =zg < z1 < --- < xp1 < xpr = b ein:

T

b N
/ fydt =Y f(t)dt.
a =1

Ti—1

Teilintervalle gleiche GréBe: z; :==a+i %2 (i=0,...,M)
Jeweiliges Teilintervall [x;_1, x;]: einfache Trapezregel:

| s =" (fai) + Fe0) + Rilf
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Die zusammengesetzte Trapezregel 11

Somit ergibt sich fiir das Gesamtintervall folgende

Quadraturformel:
[ swa=" L+ 3 e+ L) + mip
u M \2 e T2 ‘
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Anwendung auf das Zielfunktional

Die Zielfunktion
=5 [ @) =@ Pde+ J u— @)

lésst sich nun wie folgt diskretisieren und umschreiben:
Da das Gebiet = (0,1)? ist, gilt h = 1/M. Sei nun
M= v =g, ym-1)

y=(y' .y
i 1) yiz = (ydl,j7 B ydeLj)

ya = Ygs - Uy
wobei y(ih, jh) = y;; ist. Das Verfahren lésst sich mit
Q=nh% L(ar—1)2(Rand ist null!)

darstellen:

T = 50— 90" Qy — ya) + 2w~ wa) (w— ). (5)
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Das finite Differenzenverfahren

Ersetze Ableitungen durch symmetrische Differenzen:
Approximation der ersten Ableitung:

y(t+h) —y(t —h)
2h

y(t) =
Approximation der zweiten Ableitung:

(6) = 25 (u(t — ) = 2y(0) + (s + ) + O,

Der Laplaceoperator liasst sich dann wie folgt approximieren:
1
— (Ay)j = ﬁ(—yiq,j — Yit1,j + 45 — Yij—1 — Yij+1)-  (6)

Dabei sei y;; = y(ih, jh).



Haben also Matrizen :

B -C 0
-C B -C
0o -C B
Alaplace = : :
0 0 0
0 0 0
0 0 0
mit
4 -1 0
-1 4 -1
) 0 -1 4
B= :
0 0 0
0 0 0
0 0 0

0 0 0
0 0 0
0 0 0
b | e RIM—1)Px (M-
B -C 0
-C B -C
0 -C B
0 0
0 0
0 0
und C = %IR]VI—IXIW-
-1 0
4 -1
-1 4
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Diskretisierung der Nebenbedingungen

min J(y,u) = %(y —ya) QY — ya) + g(u —uq)" (u—ug) (7a)

unter der Nebenbedingung
e(y,u) :=Ay+ H(y) — Bu=0 (7b)

Dabei ist H : RM-1? _, R(M-1)? :y — 3% und

B = (bi(x),...,br(x)) eine Gebietsteuerung auf den
Teilgebieten €; mit b;(x) = xq, ausgewertet an den Stiitzstellen
und A = Ajgplace + a(x) mit a(z) aus der Nebenbedingung
ebenfalls ausgewertet an den Stiitzstellen (Diagonalmatrix).
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Lagrangefunktion des Systems

Lagrangefunktion
£00,0) = (5~ )" @y — ya) + (0 — wa) (0~ )
+p" (Ay + H(y) — Bu),
oder mit z := (y,u) € RM=D* x RE und p € RM-D? kury
L(z.p) = J(2) +p" e().

wobei J(2) = (y — ya)" QY — ya) + 3 (v — ua)" (u — ug).
Schreibe im Folgenden n := (M — 1)? und m := L.
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Sequentielle Quadratische Programmierung L cls Sysiems mi cdor Nulomm-Rictiho

KKT-Bedingungen

Die Karush-Kuhn-Tucker Bedingungen VL(z,p) = 0 fithren zu
folgendem Gleichungssystem:

Qy—ya) + (A+ H'(y)"p=0
Y(u —ug) — BT =0 (8)
Ay+ H(y) —Bu=0

beziehungsweise kompakt mit der Notation
¢(2) = (ey(2), eu(2)) € R ()

F(Z,p) = V£(z,p) — <VJ(Z)6'("Z§,(Z)T])> ; 0. (9)

wobei gilt

ey(2) = A+ H'(y) und ey(z) =—B.
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Newton-Verfahren

Newton-Verfahren
Iterationsvorschrift des Newton-Verfahrens

xk+1 — .Tk . ((F/(xk))le(mk)
Bei der praktischen Durchfithrung 16st man das lineare System

F'(z®)d* = —F(2*) und setzt 2" =a2F+d*, (k=0,1,2,...).



Aufistiailnms
Um i

Sequentielle Quadratische Programmierung L6
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Anwendung des Newton Verfahrens auf das
KKT-System I

Wende nun das Newton-Verfahren an, um das KKT-System (9)
zu 16sen. Die Jacobi-Matrix von F ist

/ T
F’(z,p) — V2£(Z,p) — <£zezl((za)p) € (g) > ,

Lo(ep) = (zyygz,m 0 >: <Q+H(;’(y)Tp 71(; m)_
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Es gilt also in jedem Newton-Schritt folgendes System zu 16sen:

2£kkAZk__£kk 1

mit dem Update

G- Ge)+ () oo



Systems
it Newton
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Umformulierung des KKT-Systems

Multipliziere den Schritt des Newton-Systems aus:

L..(2% AR+ ()T ApE = VIR — e (2F)Tpk
—_—
=/ (k)T (ph+1—ph)
e (M)A = —e(2F)

wird duch Kiirzung zu

ﬁzz(zk,pk)AZk + e/(zk)Tpk—I—l _ —AJ(Zk)

e () AR = —e(2F)

Setze nun p* = pFtl:

(2 NG = (&) w
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Definiere eine neue Lagrange-Funktion (diese hat quadratische
From):

Bk, by = %(Azk)Tﬁzz(Zk, PPYAZF £ V() A
(e (2F)AZF + e(2Y),

— habe in (11) gerade die notwendige Bedingung erster
Ordnung

VL(Z* uF)y =0 (12a)

folgenden quadratischen Teilproblems darstellt:

min %(Azk)T,sz(zk, PMYAZF £ VIR AL (12b)

unter der Nebenbedingung
¢ (M)A +e(ZF) =0, (12¢)
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tem: t Newton

Sequentielle Quadratische Programmierung
1 Q g ullraum-Methode

@ In jedem Schritt werden quadratische Subprobleme gelost
o Annahmen fiir die Losbarkeit

o Die Jacobi-Matrix €’ (2*) hat vollen Zeilenrang
o Die Matrix £, (2*, p*) ist positiv definit auf dem Kern von
e/(2%),das heifit
dTL.. (2%, p*)d > 0

fiir alle d # 0 mit ¢/ (2*)d = 0.
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SQP-Algorithmus

Lokales SQP-Verfahren
@ Waiihle geeignete Startwerte

2L e R p0 e R?, k¥ = 0 sowie kmax € N.

@ while (k < kmax)
o berechne
JF=J(F), VJIF=VJER),  LF =LC..(5ph),
e? = e(zF) Veb = Ve(2");
o lose (12) fiir (AzF, u*)

o setze zFt! = 2F 4 A2k sowie pFt! = uF.
e iiberpriife, ob weitere Abbruchkriterien erfiillt sind.

end



Aufstellung des Karush-Kuhn-Tucker Systems
Umformulie s KKT-Systems mit Newton
Losung des Systems mit der Nullraum-Methode

Sequentielle Quadratische Programmierung
1 g g

Losung mit der Nullraum-Methode

KKT-System

Das zu l6sende KKT-System aus (11) sieht folgendermafien aus:
Lo(F,pF) @MY (A2\ _ (V)
e (2%) 0 Ap) e(zF) )7

&) = (o), euls)) € ROXCom)
und Az = (Ay,Au) € R" x R™.

wobei
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Umformulie {KT-Systems mit Newton
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Losung mit der Nullraum-Methode

Suche eine Matrix Z € kern(e/(z)) mit Z7QZ > 0 und Y so,
dass [Y|Z] regulér ist. Zerlege Az = TAzp + ZAz,:
Definiere

T(z) = (ey(g)_1> € Rm+m)xn (13)

und

20) = (ey<z>—1eu<z>) 1)

20/29



arush-Kuhn-Tucker Sy
Umformuli {KT-Systems mit
Losung des

Sequentielle Quadratische Programmierung
1 g g

Es gelten folgende Eigenschaften:

€'(2)Z(z) =0 € R"™™ also ist Bild(Z) € Kern(e/(z))
e (2)T(z) = Ign

Zerlegung von Az:
Az = Z(ZF)Au — T(2F)e(5),

16st zweite Gleichung im System.
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Einsetzen in die erste Gleichung des Systems:
L..(2F oAz + e (M) T Ap = —VJ(F)
fithrt mit Multiplikation mit Z(2*)7 von links zu

Z(F) Lo (28,0 Z(2F) Au+ (€ (M) 2 (7)) T Ap =
2RV (= VI(F) + Lo 90T (R)e(2))

N
%]
N
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Lose KKT-System mit der Nullraum-Methode:
(i) Berechne Au

H*Au = Z(zk)T( — VJ(24) + L., pk)T(zk)e(zk)>
mit
H" = 2(2") " L..(2",p") Z (%)
(ii) Setze fir Ay
Az = Z(z®)Au — T(2*)e(2F)

(iii) berechne Ap

e’(zk)TAp = —VJ(zk) — £Zz(zk,pk)Az




Tucker Systems
ms mit Newton

Sequentielle Quadratische Progra jerung il £
Sequentielle Quadratische Programmierung Losung des Systems mit dex Nullraum-Methode

CG-Verfahren

Es gilt Ax = b zu 16sen mit A symmetrisch und positiv definit
Gegeben: tol, z°

Conjugated-gradient Verfahren
initialisiere 7 = b — Az%, k = 0 und p° = r
while (||r]| < tol)

0

(")r*
f = ———tr—r
(p*)T Ap*
aFtl = ok + akpk
R . Vi
(Apk)Trk+1
Br. = ENT
(Ap¥)
e

end
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Anhang: Bilder

Hier noch ein paar Bilder fiir verschiedende Funktionen y4 und
verschiedene Startwerte. Bei dem y; mit Stérung sei erwihnt,
dass die Anzahl der Iterationen natiirlich von der zufilligen
Storung abhéngt, die jedes mal anders sein kann.

Losungy q der PDGL iNebenbedingung) Losungy fur y ¢ = Losung der PDGL




Anhang: Bilder der Plots

Hier ein sieht man ein y; mit einer Stérung von 10 Prozent,
welches ganz gut , geglittet” wird fiir entsprechende ~.

Lasung y o der PDGL mit Stérung von 10% Lésungy firy 4 = Lésung der PDGL mit Stérung

gamma =0.0001

W=0
ug=1
¥'=0
=0

SQP-ferationen: 2
e =

Parameer.
=3

50)
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Hier sieht man schén das unterschiedliche Verhalten der Lésung
mit unterschiedlichen ~ fiir das y4; mit Stérung, besonders im
Hinblick auf die Anzahl der Iterationen und die Losung.

Losung y firy 4 = Lésung der PDGL mit Stérung Parameter:
=30

gamma = 1e-005

WP=0

e |ug= 1

¥=0

0.045 . e
p°=0

SQP-lterationen: 39
=50)

o A

max




g: Bilder der Plots

Wahlt man gy, als eine Art Treppenfunktion,so sieht man schon,
wie der Laplace-Operator der PDGL das ganze glattet und
,rund“ macht. Ebenfalls erkennt man gut den Einfluss der
Steuerung. Jedoch ist hier die Groflenordung der Losung stark
abhingig von .

Springende Funidiony o Losungy far y ¢ = springende Funidion
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DANKE FUR DIE
AUFMERKSAMKEIT!
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