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1. ANFANGSWERTPROBLEME

In diesem Abschnitt wollen wir uns der numerischen Lésung von Anfangswert-
aufgaben widmen. Diese Probleme werden oft auch dynamische Systeme genannt
und spielen zum Beispiel in der Mechanik oder Biologie eine wichtige Rolle.

Der Abschnitt beruht wesentlich auf dem elften Kapitel im Buch [1] sowie auf
Ausschnitten aus dem Buch [3].

1.1. Einleitung. Die Problemstellung lautet wie folgt: Gesucht wird eine Funktion
y = y(t) einer (Zeit-)Variablen ¢, die der Gleichung

(1.1a) y'(t) = ftyt), te (to,T],
und der Anfangsbedingung
(1.1b) y(to) = y°

geniigen soll. Wir nennen (1.1a) eine gewdhnliche Differentialgleichung erster Ord-
nung. Das Problem (1.1) heifit Anfangswertproblem.

Beispiel 1.1. Wir betrachten das Anfangswertproblem
y'(t) = 2ty2(t) fiir t >0, y(0) = 1.

Offenbar ist f(t,y) = 2ty? in t und y stetig partiell differenzierbar, also insbesondere
lokal Lipschitz-stetig in y. Nach dem Satz von Picard-Lindelof (siehe Satz 1.4)
existiert eine eindeutige Losung lokal um ¢, = 0. Durch Einsetzen sehen wir, dass
y(t) = 1/(1 — t?) die Losung des Anfangswertproblems ist. Offensichtlich existiert
die Losung aber nur fiir ¢ € [0,1). O

Allgemeiner hat man es mit Systemen von n gewthnlichen Differentialgleichun-
gen erster Ordnung

yi(t):fl(tvyl(t)""vyn(t))v te (t07T]7

Un(t) = fu(t,p1(t), . yn (1)), t € (to, 71,
zu tun. Anfangsbedingungen dazu sind

yilte) =7, 1<i<n.

Setzt man
(1 fi Yy

y= te, T] — R™, f = s to, TIXR™ — R™, y° = e R"™,
Yn fn Yn

so konnen wir das Anfangswertproblem kompakt in der Standardform

(1.2) y'(t) = f(tyt), te(t,T], ylte)=y°

schreiben.

Beispiel 1.2. Die Entwicklung der Temperatur 7" = T'(x,t) an der Stelle x eines
Stabes zur Zeit t ergibt sich als Losung der Warmeleitungsgleichung

or 0T
E(.’E,t)—f@w(x,t), t>0, 1‘6(07@)
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Die Anfangsbedingung lautet T'(x,0) = ¢(x) fiir € (0,¢). Die Randwerte sind
T(0,t) = T(¢,t) = 0 (homogene Dirichlet-Randbedingungen). Mit Hilfe der so
genannten Linienmethode kann man die gesuchte Losung T'(x,t) mit Hilfe eines Sys-
tems gewohnlicher Differentialgleichungen erster Ordnung annédhern. Dazu sei fiir
n, € N die Schrittweite in z-Richtung durch h, = {/n,, gegeben. Wir approximieren
die zweite partielle Ableitung nach z durch einen zentralen Differenzenquotienten:

0*T K
K @(x, t) ~ Wz

Wir bezeichnen mit y;(t), 1 <4 < n, — 1, die numerischen Ndherungen fiir T'(x;, t),
wobei x; = th, fir i = 0,...,n, gilt. Aufgrund der Randbedingungen ist die
Temperatur an o = 0 und z,,, = ¢ bekannt. Daher geniigt es, Naherungen fiir die
Temperatur T" an den inneren Gitterpunkten x;, i = 1,...,n,—1, zu berechnen. Die
Bestimmungsgleichungen ergeben sich aus der obigen Differenzenapproximation fiir
die zweite Ableitung nach = wie folgt:

yi(t) (Yir1 () — 295 (t) + yi—1 (1)),

(T(z + hg,t) = 2T(z,t) + T(x — hgyt)), @ € [he,l— hy), t > 0.

:h% 1<i<ng—1.

Setzen wir n = n, — 1 und

(3} ¢(x1)
y = :[0,00) = R", y° = eR"
Yn ¢(xnm—1)
-2 1
1 -2 1
K nxn
A - hig . . 6 R X 5
¢ 1 -2 1
1 -2
so erhalten wir das (lineare) Anfangswertproblem
y(t) = Ay(t), t>0, y(0)=y°

Der Begriff Linienmethode reflektiert hier die Bestimmung der Funktionen y(t) ent-
lang der zur Zeitachse parallelen Linien durch die Ortsgitterpunkte. Mit Hilfe nu-
merischer Verfahren zur Losung des Anfangswertproblems — also iiber eine nachfol-
gende Diskretisierung der Zeit — erhalten wir insgesamt ein numerisches Verfahren
zur Behandlung partieller Differentialgleichungen vom Typ der Wérmeleitungsglei-
chung (ein Beispiel einer sogenannten parabolischen Differentialgleichung). O

Ubungsaufgabe 1. Wir betrachten die positiv-definite, symmetrische Matrix
2 -1

c Rnxn

Zeigen Sie, dass die Eigenwerte und die dazugehérenden Eigenvektoren von A durch

km
:4 in2 e E—— :1 “ e
Ak sin (2(n+1)) k RN )
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v, = | sin kiﬂ- sin 2km sin ﬂ TER"
k= ntl)’ ntl1) ntl '

gegeben sind.

und

Gewdhnliche Differentialgleichungen n-ter Ordnung sind Gleichungen, in denen
Ableitungen der gesuchten Funktion bis zur n-ten Ordnung auftreten.

Beispiel 1.3. Das mathematische Pendel wird durch die gewohnliche Differential-
gleichung zweiter Ordnung

Q1) = = sinp(t), +>0,

beschrieben. Hierbei bezeichnen g = 9.80665 m/s? die Fallbeschleunigung und ¢ > 0
die Pendelldnge. Anfangsbedingungen lauten ¢(0) = ¢, und ¢’(0) = 0 mit einer
Anfangsauslenkung ¢, € R. o

Die (explizite) Anfangswertaufgabe n-ter Ordnung lautet wie folgt: Bestimme
eine skalare Funktion y = y(t), so dass

(1.3a) y™M () = g(t,y(®),y' 1), ...,y (®), te€ (to,T),
(1.3b) y(to) = 20y - y("_l)(to) = Zh_1

mit einer gegebenen Funktion ¢ : [to,7] x R™ — R und mit Anfangswerten z;,
0 <i < n—1. Das Anfangswertproblem (1.3) kann man als ein System von n Dif-
ferentialgleichungen erster Odnung mit entsprechenden Anfangsbedingungen um-
formulieren. Es reicht deshalb, numerische Verfahren fiir die Standardform (1.2) zu
entwickeln. Setzen wir ndmlich

yi(t) = y(1),
"(t) = w1 (),

yn(t) =y () = 1 (1),

so folgt aus der Gleichung (1.3) die Beziehung

yn(t) = g(t,y1(t), ..., yn(t)).

Also erhalten wir das Differentialgleichungssytem erster Ordnung
y2(t)

Y (t) = : - : , te (to,T),

<0

Zn—1
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1.2. Einige theoretische Grundlagen. Ein Problem heif3t korrekt gestellt, falls

1) eine Losung existiert,
2) diese Losung eindeutig ist und
3) stetig von den Daten abhéngt.

Aus der Theorie gewohnlicher Differentialgleichungen ist folgendes Resultat be-
kannt.

Satz 1.4 (Picard-Lindelsf). Sei f : [to, T] x R™ — R"™, (t,y) — f(t,y) eine Funk-
tion, die stetig in (t,y) ist und dariber hinaus im folgenden Sinne Lipschitz-stetig
m Yy 1st:
£t y) = f@&2) < Ly — =]l

fir alle t € [to,to + €] mit € > 0 und fir alle y, z € R™ in einer Umgebung
U, C R™ vom Anfangswert y°, wobei || - || eine belicbige Norm auf R™ bezeichnet.
Dann existiert eine eindeutige Losung y von (1.2) in einer Umgebung von t,. Diese
Umgebung hingt von €, f und U, ab.

Beispiel 1.5. Beim mathematischen Pendel aus Beispiel 1.3 ergibt sich das System

= (00 Y2 (1) .
v = < Ya(t) ) B ( — 9 sin(y, (t)) ) =: f(t,y(t), te (to,T],

‘
mit der Anfangsbedingung

Wir withlen als Norm in R? die Maximumnorm || - ||o. Fiir das mathematische
Pendel ergibt sich mit ¢ = —g/¢ die Abschitzung
Y2 — 22
ccosé(yr — 21) -

_ _ Y2 — 22
169 =16 = | (a2 ) |

= max {|y2 — 22|, [e| [ cos €] [y1 — 21|} < max {1, ]e[} ly — 2|l .,

also gilt die Lipschitz-Bedingung mit L = max{1,¢/¢} fiir alle ¢ € [t,,7T] und
Y= (y17y2)v = (21,2’2) S R2. <>

Die Forderung 3) bei korrekt gestellten Problemen ist natiirlich fiir numerische
Zwecke besonders essentiell. Im vorliegenden Zusammenhang betrachten wir den
einfachsten Fall, dass unter “Daten” lediglich die Anfangswerte y° verstanden wer-
den.

Satz 1.6. Die Funktion f erfiille die Voraussetzungen aus Satz 1.4. Seien y und z
Lisungen zu (1.2) mit den Anfangsdaten y° beziehungsweise z2°. Dann gilt fiir alle
t aus einer Umgebung von t, die Abschdtzung

ly(t) — ()] < eH* ey — 22

Bemerkung 1.7. Wir kénnen den Begriff der Korrektheit in einen Konditionsrah-
men einfiigen. Die eindeutige Losbarkeit bedeutet, dass die Zuordnung S : R® —
CL([to, T];R™), y° +— S(y°)(t) := y(t) zumindest in einer Umgebung von ¢, eine
wohldefinierte Abbildung ist. Die Losung des Anfangswertproblems ist dann gera-
de die Auswertung des Losungsoperators an der Stelle y°. Die Abschitzung aus
Satz 1.6 quantifiziert dann die absolute Kondition des Losungsoperators .S, das
heifit, des Anfangswertproblems, beziiglich Stérungen in den Anfangsdaten. Fiir
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lingere Integrationsintervalle wird die Abschétzung allerdings exponentiell schlech-
ter. O
Beispiel 1.8 (Skalarer Fall n = 1). Es gelte

() =Ly(t), t € (to, T, ylto) =9°  2'(t) = La(t), t € (to, T, 2(to) = 2°
mit L > 0, wobei sich die Losungen fiir ¢ € [t,,T] als
y(t) = eLto)ye () = hlt=to) 0
exakt angeben lassen. Daher erhalten wir
y(t) — 2(t) = ") (y° = 2°), t e [t,T),

das heifit, wir haben “=” in der Abschétzung von Satz 1.6. Wegen

t) — 2(t 6L|t7to\ °© _ ,0 °o_ .o
y(t) —2(t)| _ Lt_lty | _ |y Cteft),
y(t) eblt=tel[y°| y°
ist in diesem Fall die relative Kondition fiir alle Werte von y° und L gut, wihrend
die absolute Kondition fiir L > 1 schlecht ist. O

Im allgemeinen Fall erhalten wir unter den Voraussetzungen wie in Satz 1.6 fiir
die relative Kondition die Abschitzung

ly(t) — z(t)|l _ lly°l oLlt—to| ly® — z°|| () ly® — 2°||
° rel P —
ly@)ll ly@ll lyell lyell

mit ke (t) = eXEt |yl /|ly(t) ||, wobei |Jy(t)]| # 0 und ||y°|| # 0 vorausgesetzt sei-
en. Die relative Konditionszahl driickt also das Verhéltnis zwischen dem Wachstum
der Losung, |ly(t)|l/lly°], und dem Faktor e“*~te| aus.

1.3. Einfache Einschrittverfahren. Wir verwenden y' = y° + hf(t,,y°) mit
(to,4y°) = (to,y°) als Niherung fiir y an t; = to + h. Das fiithrt auf das Eulerverfah-
ren.

Algorithmus 1 (Eulerverfahren).
: Wihle Schrittweite h = (T' — t,)/k mit k € N.
:for j=0,...,n—1do
tj+1 = tj + h;
Y=yl +hf(ty);
end for

BN A >

Das Eulerverfahren zur Losung des Systems (1.2) ist identisch mit Algorithmus 1,
wobei dann natiirlich ¢/ und f(t;,y’) Vektoren in R” sind. Die Wahl der konstanten
Schrittweite h = (T — t,)/k ist unwesentlich. Ein Vorteil des durch das Eulerver-
fahren reprisentierten Verfahrenstyp liegt gerade in der flexiblen Anpassung der
Schrittweite, so dass h = h; variieren kann.

Ubungsaufgabe 2. Wenden Sie das Eulerverfahren auf das Anfangswertproblem
(1.4) y'(t)=—yt), te(0,1], y(0)=1

mit Schrittweite h = 1/4 an. Vergleichen Sie Thre numerischen Resultate mit der
exakten Losung. Wiederholen Sie Thre Rechnungen fiir die Schrittweiten h/2 und
h/4.
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Bemerkung 1.9. Sei die Anfangsbedingung (¢;,y7) € [to,T) x R™ gegeben. Die
Funktion §(t) 1ost das Anfangswertproblem

7t =ftag®), tet;,T), gt;) =y

genau dann, wenn
t

gty =y’ + | f(s,5(s)dt, tet;,T],

tj
gilt. Insbesondere folgt
) tj+1
(15) He) v+ [ 1(s5(s)) ds
tj
fir t = tj+1. <>

Eine N#herung fiir §(t) — als auch fiir die gesuchte Losung y(t) von (1.2) —
im Intervall [t;,¢;11] ergibt sich nun, wenn man das Integral in (1.5) durch eine
Quadraturformel ersetzt. Das Eulerverfahren erhalten wir dann durch

‘ tit1 ) tit+1 . 1
gtjvr) =y’ +/ f(s,9(s)) ds ~ o/ +/ fty,y7)ds = y?*h
tj tj
Dies entspricht der sogenannten Rechteckregel bei der numerischen Integration.
Statt der Rechteckregel konnen wir auch die Mittelpunktsregel

tj+1 tj+1
[ raonds = [ g(6)ds % ho(ty2) = Wty ilt0172)
t; t;

mit ;449 = t; + h/2 verwenden. Der Wert f(t;41/2,7(t;4+1/2)) ist nicht bekannt.
Diesen Wert kann man aber durch f(tj+1/2, yj+1/2) annahern, wobei

y =y 4 S ()
gilt. Damit erhalten wir das verbesserte Eulerverfahren.

Algorithmus 2 (Verbessertes Eulerverfahren).

1: Wihle Schrittweite h = (T — ¢,)/k mit k € N.
2: for j=0,...,k—1do

3: tj+l/2 = tj + h/2,

4yt =yl £ hf(t,07)/2;

5: tiv1 =1t; + h;

6y =y +hf (e TR
7: end for

Wie beim Algorithmus 1 lisst sich Algorithmus 2 auch auf ein System von Dif-
ferentialgleichungen erster Ordnung anwenden.
Falls wir das Integral mit der Trapezregel

ti+1 h
[ atsds ~ S (alt5) + alts0)
tj

anndhern, ergibt sich die Trapezmethode.

Algorithmus 3 (Trapezmethode).

1: Wéhle Schrittweite h = (T — t,)/k mit k € N.
2: for j=0,...,k—1do
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3: tj{rl =t _+ h; . .
4 P T =y + h(f(t,v0) + f(t, ¥ ) /2
5: end for

Auch hier d4ndern sich die Formeln nicht, wenn man die Trapezmethode auf ein
System von Differentialgleichungen anwendet. Wenn f Lipschitz-stetig in y und h
hinreichend klein sind, hat die Gleichung
(1.6) Y =y + §(f(tja y) + fti, ')

eine eindeutige Losung. Dies folgt aus dem Banachschen Fixpunktsatz mit der Fix-
punktabbildung ®;; : R" — R",

v Bialy) =+ o (P05 0) + (e 0),

Ist f Lipschitz-stetig mit einer Lipschitz-Konstanten L > 0, so erhalten wir

h Lh
|91 (y1) — Pjn(y2)ll = 3 If(tjv1,91) — ft5,92)|l < > llyr — y2|

fiir alle y1,y2 € R™. Ist h < 2/L, so folgt Lh/2 < 1, so dass @, eine Kontraktion
auf R™ ist.

Die Trapezmethode ist ein Beispiel einer impliziten Methode, denn der neu zu
berechnende Schritt y/*! taucht in (1.6) auch auf der rechten Seite auf. Ein Schritt
dieses Verfahrens erfordert die Losung eines (eventuell nichtlinearen) Gleichungs-
systems. Das (verbesserte) Eulerverfahren ist hingegen ein Beispiel einer expliziten
Methode.

Ubungsaufgabe 3. Formulieren Sie die Trapezmethode fiir das lineare System
aus Beispiel 1.2. Beschreiben Sie den Rechenaufwand pro Iterationsschritt.

Bei allen bisher eingefiihrten Verfahren hat man eine Vorschrift
Upofto, T) x R" x RY = R, (t;,97, h;) — /T = Us(t;, 97, hy)
mit Rt = (0,00) C R. Bei der Trapezmethode wird Wy nicht durch eine explizi-
te Funktion beschrieben. Diese Verfahren heiflen daher auch implizit. Da nur die
Niherung 37 an t; verwendet wird, um 1?1 zu berechnen, heilen die Verfahren
FEinschrittverfahren. Eine andere Form ist
_ . , Wity yl hy) —y? ; ;
Yt = Ui(ty, g7, hy) =1y Jrhj( £t Z/h‘ i)=Y ) =y + h®s(t;, 7, hy).
J
Die Abbildung ®¢ hei8t Verfahrens- oder Inkrement- Vorschrift. Bei expliziten Ver-
fahren kann ®; durch eine explizit bekannte Funktion beschrieben werden. Bei
impliziten Verfahren hingegen wird ®; nicht durch eine explizite Funktion be-
schrieben, sondern steht fiir eine Vorschrift, deren Ausfithrung die Losung eines
(nichtlinearen) Gleichungssystems erfordert.

Ubungsaufgabe 4. Berechnen Sie eine numerische Losung fiir (1.4) mit Hilfe des
(expliziten) Heunverfahrens

Yyt =yl + g(f(tj7yj) + f(tjs1. v + Rt 97)),

indem Sie die Schrittweiten h = 1/4, h/2 und h/4 verwenden. Was erwarten Sie im
Vergleich zu den numerischen Resultaten von der Ubungsaufgabe 27
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Programm 1. Wir betrachten das lineare Differentialgleichungssystem aus Bei-
spiel 1.2:

(1.7) y'(t) = Ay(t), t>0, y(0)=1y°
mit den Werten k = 1, £ = 1 und der Anfangsbedingung y° = (¢(x1), ..., d(z,))T
mit ¢(x) = sin(wx). Wihle n = 60 bei den numerischen Tests.

a) Implementieren Sie das verbesserte Eulerverfahren

h h
Yk+1 = Yk + hf (tk + 27yk+1/2> y o Yky1/2 =Yk + §f(tk7yk)7

zur Losung von (1.7) mit einer Schrittweite h = 1/n und n = 60. Stel-
len Sie das Ergebnis grafisch dar und vergleichen Sie Thre Ergebnisse fiir
unterschiedliche Schrittweiten h. Was beobachten Sie? Wie klein sollte die
Schrittweite h gewéhlt werden, um “gute” Resultate zu erhalten? Was pas-
siert, wenn h falsch gewéhlt wird?

Hinweis: Das verbesserte Eulerverfahren ist nur dann stabil, wenn |h\,, (A)|
< 2 gilt, wobei A\, (A) der grofite Eigenwert von A ist (siehe Ubungsaufga-
be 1.21).

b) Implementieren Sie die Trapezmethode fiir (1.7). Was beobachten Sie bei
der Trapezmethode, wenn Sie die Schrittweite variieren?

1.4. Fehlerbetrachtung fiir Einschrittverfahren. In diesem Abschnitt werden
wir uns mit den wichtigen Begriffen Konsistenz und Konvergenz beschéftigen.

1.4.1. Globaler Diskretisierungsfehler und Konvergenz. Es ist oft hilfreich, die Fol-
ge {y/ ?:0 als Funktion auf dem Gitter G, = {tj}?:o zu betrachten. Diese Git-
terfunktion wird mit y, bezeichnet: y,(t;) = y’ fiir j = 0,...,k. Der globale
(Diskretisierungs-)Fehler ist dann definiert als ex(t;) = y(t;) — yn(t;) fir j =
0,...,k. Man ist letztlich am Verhalten von

veey

fiir h — 0 interessiert. Um dies quantifizieren zu kénnen, benutzen wir den Begriff
der Konvergenz(ordnung) eines Verfahrens.
Definition 1.10. Fin Verfahren heiffit konvergent von der Ordnung p > 0, falls
llerlloo = O(RP)  fiir h — 0
gilt.
Der globale Fehler ey (t;), j € {1,...,k}, entsteht durch eine Akkumulation von

lokalen Fehlern an den Stellen tg,...,¢;_1.

1.4.2. Lokaler Abbruchfehler und Konsistenz. Der lokale Abbruchfehler gibt an, wie
sehr der durch das numerische Verfahren gelieferte Wert nach einem Schritt von der
exakten Losung abweicht. Seien t, € [to,T), y* € R™ und y(t;t,,y*) die Losung
der Problemstellung

y'(t) = fty®), te(ta,T], ylta)=y"

und
yh(ta + hita, ya) = \Ilf(ta’ yav h) = ya + hq)f(tmya’ h)
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das Resultat, das das Einschrittverfahren nach einem Schritt zum Schritt (¢,,y%)
liefert. Dann wird die Differenz

§(taa Y, h) = y(ta + h;ta, ya) - yh(ta + I ta, ya)
der lokale Abbruchfehler im Intervall [t,,t, + h] genannt. Man wihlt oft

(1.8) (ta;y®) = (£5,y(t;))-
Dann gilt y(t; + h;t;,y(t;)) = y(t;+1). Es ergibt sich

djn = 0(t5,y(t;), h) = y(tj+1) — yn(tjras ty, y(t;))
= y(tj1) —y(t;) — h®s(t5,y(t;), h).
Der lokale Abbruchfehler ist also fiir diese Wahl die Differenz zwischen dem exakten
Wert y(t;+1) und dem berechneten Wert, wenn an der Stelle ¢; vom exakten Wert
y(t;) der globalen Lésung von (1.2) ausgegangen wird.
Eine ebenfalls hdufige Wahl ist
(taa ya) = (tj7 yj)7

das heift, als Referenzpunkt wird ein Punkt der diskreten Néherungslosung gewéhlt.
Fiir den lokalen Fehler ergibt sich dann

Ojn =0ty h) = y(tjpa;ty,y7) — T = y(tinsty, v?) — o) — hdg(ty, 97, h).
Fiir eine theoretische Konvergenzanalyse ist die GroBe d; 5 sehr bequem, wihrend

fiir Schiitzungen des lokalen Abbruchfehlers in der Praxis die GréBe ;5 besser
geeignet, ist.

Definition 1.11. Unter Konsistenzfehler verstehen wir die Grifle

a 5ta7yaah yta+h;taaya — Y ta+h§ta7ya
(tary, ) = o) )=l !

Im Fall (1.8) schreiben wir

oo G @) —yn(tinsty y(t))
PR h ‘
Der folgende Begriff der Konsistenz(ordnung) als Maf fiir die Gréle des lokalen
Abbruchfehlers stellt ein wesentliches Qualifikationskriterium eines Verfahrens dar.

Definition 1.12. FEin Einschrittverfahren heifit mit (1.2) konsistent von der Ord-
nung p > 0 (oder hat die Konsistenzordnung p), falls

I7(ta, y*, h)|| = O(W?)  fiir h — 0

fiir alle Punkte (tq,y®) in einer Umgebung des Lisungsgraphen {(t,y(t)) |t € [to, T}
C R won (1.2) erfiillt ist.

Die Konsistenzordnung quantifiziert auch, wie gut das diskrete Verfahren im
folgenden Sinne das kontinuierliche Problem approximiert: Lassen wir in

T(tmyavh) = (y(ta+h§ta>ya) 7yh(ta+h;taaya))

=

(y(ta + hita, y") — ya) - (I)f(taa y*.h))
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die Schrittweite h gegen Null gehen, strebt der Differenzenquotient gegen den
Grenzwert 4/ (tq;tq,y*) = f(ta,y®). Folglich ergibt sich fiir ein konsistentes Ver-
fahren die Bedingung

lim (1,0, ) = f(t,0),  (t,0) € [to, T] X ",

das heif3t, die Verfahrensvorschrift approximiert fiir h — 0 die Funktion f.

Wir kommen nun zur Bestimmung der Konsistenzordnung, indem wir eine all-
gemeine Strategie fiir explizite Einschrittverfahren vorstellen. Wir betrachten dazu
fiir festes (t4,y®) die Abbildung ®(h) := ®¢(tq,y?, h) als Funktion der Schrittweite
h. Wir entwickeln §(t, + h) := y(to + h;ta,y®) und ®(h) gemifl des Satzes von
Taylor nach der Variablen h um den Entwicklungspunkt h = 0. Mit §(¢,) = y°
erhalten wir

rltans® ) = 3 (0 0D+ I G+ 0 e O) — )
— (®(0) + @' (0)h + %@”(O)hg +..+O0P))
= (7 ) — ¥(0)) + 1 (7(0) — 20(0)) + 1 (77 (8) - 30"(0) +
. e (5P (ta) — p@P=D(0)) + O(RP).

p!
Um Konsistenz der Ordnung p zu erreichen, miissen die Gleichungen
gV (ta) = jOUTD(0), j=1,...,p,
gelten.

Satz 1.13. Sei die Funktion f p-mal stetig partiell differenzierbar. Dann hat das
Einschrittverfahren

Y =yl + h®(t;,y7 k), j=0,....,n—1,
die Konsistenzordnung (mindestens) p, falls

d? . ) j ,
(19) @f(tﬁy(t))‘t:tn = (.7 + 1)¢§fj)(ta7yaa0)a J= 07 EERRY 2 17

gilt.
Beispiel 1.14. Wir betrachten das Eulerverfahren fiir (1.2) mit n = 1. Wegen
Os(t,v,h) = f(t,v), (t,v) € [to,T] x R™, folgen

O(h) = Py(ta,y", h) = f(ta,y") = ®(0) und &'(0) =0.
Folglich gilt (1.9) nur fiir p = 1. Das Eulerverfahren hat somit die Konsistenzord-
nung p = 1. O

Bemerkung 1.15. Das verbesserte Eulerverfahren y/*1 = 3/ + hf(tj+1/2,yj +
hf(t;,y7)/2)), 7 > 0, hat die Konsistenzordnung (mindestens) p = 2 und verdient
aus diesem Grund seinen Namen (siche Ubungsaufgabe 5). O

Ubungsaufgabe 5. Zeigen Sie, dass das verbesserte Eulerverfahren konsistent von
der Ordnung p = 2 ist. Setzen Sie dabei fiir y und f die notwendige Differenzier-
barkeit voraus.
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Ubungsaufgabe 6. In der Ubungsaufgabe 2 ist das Heunverfahren eingefiihrt
worden. Welche Konsistenzordnung hat das Heunverfahren, wenn Sie fiir y und f
die notwendige Differenzierbarkeit voraussetzen?

Das Kiterium (1.9) ist auch fiir implizite Einschrittverfahren giiltig, aber schwie-
riger zu handhaben, weil bei impliziten Verfahren fiir die Verfahrensvorschrift &
keine explizit bekannte Funktion zur Verfiigung steht. Bei der Konsistenzanalyse
fiir implizite Einschrittverfahren ist der Ausgangspunkt die Definition

O(ta,y", h) = y(ta + hita,y") — yn(ta + hita,y®)
des lokalen Abbruchfehlers.
Beispiel 1.16 (Trapezmethode, vergleiche (1.6)). Wir setzen §(t) := y(t;ta, y*),

yn(t) == yn(t; ta, y*) und 6 := §(ta, y*, h) = §(ta+h)—yn(te+h). Fir die Trapezregel
gilt bekanntlich

h ta+h
5 (o (t)) + fta + bt ) = [ fs3() s+ O(R)

a

) /tu+h 7 (s)ds + O(®) = §(ta + h) — ii(ta) + OR).

a

Hiermit ergibt sich wegen §(t,) = y® die Beziehung

g (ta 4 B) = 4+ (F(tary®) + Flta+ hoyn(ta + 1)

2
- h a _
= §(ta) + 5 (F(ta,y") + f(ta + hs§i(ta +h) = 9))
_ h “ N ho
= Jlta) + g (F(tart®) + £t bt ) = 5 5 (0 1,03
- - . 3 hOf
= §ta) + §lta+ 1) = ta) + O(7) = 55 (ta + 1,€)0
- hof
_ S AT
=g(ta +h) + O(R°) 53y (ta +h, &)
mit einer Zwischenstelle zwischen §(t, + h) — § und §(¢, + h). Also erhalten wir
hof

d=g(ta+h)—yn(ta +h) = (ta + h,€)6 + O(R®)  fiir h — 0.

20y
Ist 0f /Oy stetig, so schlieflen wir
(1-0(h))6 =O(h*) fiir h — 0.

Ist h hinreichend klein, so dass |O(h)| < 1 gilt, so folgern wir
)
(tay 1) = = 0(2) i b 0

Die Trapezmethode hat also die Konsistenzordnung p = 2. %

1.4.3. Zusammenhang zuischen Konsistenz und Konvergenz. Eigentlich sind wir an
der Abschitzung des globalen Diskretisierungsfehlers

ly = ynlloo = max fle(t;)]| = max [ly(t;) —yn(t;)]

..........
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interessiert. Der folgende Satz zeigt, dass es sich in unserem Fall lohnt, den loka-
len Abbruchfehler 6(¢,,y®, h) beziehungsweise den Konsistenzfehler 7(¢,,y%, h) zu
kennen. Einen Beweis der Aussage findet man zum Beispiel in dem Buch [7].
Satz 1.17. Falls f(t,y) und ®s(t,y, h) beide eine Lipschitz-Bedingung in y erfillen,
so gilt fir das Einschrittverfahren vy = yJ + h;j®¢(t;,y7,h;j), j > 0, folgende
Aussage:

Konsistenz der Ordnung p <=  Konvergenz der Ordnung p.

Insbesondere gilt die Abschitzung
k—1
110) ) = o7l < e (o) <500+ 3 ol
=

wobei L > 0 die Lipschitzkonstante fiir die Verfahrensvorschrift ® ist.

Bemerkung 1.18. In (1.10) werden bereits inexakte Anfangswerte y(t,) # y°

beriicksichtigt. Die Abschétzung &hnelt der Abschéitzung
ly(t) = 2] < " |y(te) = 2(to)ll, ¢ € (to, T,

fiir die stetige Abhéngigkeit der exakten Losung von (1.2) von den Anfangsbedin-
gungen (vergleiche Satz 1.6). Hinzu kommen die jeweiligen lokalen Abbruchfehler,
die sich allerdings schlimmstenfalls aufsummieren. O

Bemerkung 1.19. Fiir den Fall exakter Anfangswerte y° = y° = y(t,) ergibt sich
aufgrund der Definition des Konsistenzfehlers und wegen T — t, = Zf;é h; die
Ungleichung

k—1 k—1
D N8inl =D hillminl < (T —to) _max |zl
=0 =0 I

Also erhalten wir die Abschéitzung

max[ly(t;) —y’|| < e"TNT —t,)  max
Jj=0,....k J

=0, k—1 [175nll-

Damit erhalten wir die in Satz 1.17 behauptete Entsprechung von Konsistenz- und
Konvergenzordnung. O

Bemerkung 1.20. Satz 1.17 impliziert, dass sich eine Sicherung der gewiinschten
Genauigkeit der numerischen Losung im gesamten Integrationsintervall auf eine im
Allgemeinen viel einfachere (da lokale) Konsistenzbehandlung reduzieren ldsst. ¢

Wir wollen den Beweisgang von Satz 1.17 kurz skizzieren. Wegen
Y =yl bty hy)
und
jn = 0(t5,y(t), hy) = y(tir1) — y(t;) — by @y (t, y(t)), hy),
das heif3t,
Y(tira) = y(t;) + hi@p(t;,y(t;), hi) + G5,
erhalten wir die Abschétzung
ly(tjen) =y = ly(t5) =y + hy(@p(ty,y(t;), hy) — @p(ty,y7 hy)) + Sl
< Nly(ty) =97l + by 19 (85, 5(t;), hy) — @5 (ts, 97 )| + (16,0
<ly(t;) =7l + hi Lly(t;) — 7 | + 1651,
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wenn @ eine Lipschitz-Bedingung im zweiten Argument erfiillt. Mit den nichtne-
gativen GroBen e; = ||y(t;) — y?|l, d; = ||6;.n]l, b; = h;L erhalten wir die rekursive
Ungleichung

€j+1§(1+bj)€j+dj, 7=0,1,....
Wie wir daraus eine explizite Ungleichung fiir die Fehler e; erhalten, illustrieren
wir an dem folgenden Beispiel.

Beispiel 1.21. Wir betrachten fiir A > 0 das skalare Anfangswertproblem

y'(t) = My(t) +g(t), te (0,7, y(0)=y°,
wobei g eine gegebene, stetige Funktion ist. Es wird das Eulerverfahren
T

v =y RO +9(t)), =0 k=T =21

mit konstanter Schrittweite h = T'/k untersucht. Wegen
djn = y(tj+1) —y(t;) — hf(t;,y(t;))
erhalten wir
y(tir1) = y(t;) + h(Ay(t;) + g(t5)) + 55n-
Fiir den globalen Diskretisierungfehler e; := y(t;) — 37 ergibt sich die Rekursion
ej+1=1+hNej+0;n j=0,...,k—1
Es gilt eg = 0. Daher bekommen wir

e1 = (14 hX)eo + do,n = do,n>
ey = (1 + h)\)el + 51,h = (1 + h)\)507h + 51,;“
e3 = (1 + hX)es + Oo.p = (1 + h)\)g(So’h +(1+ h)\)(SLh + 02,1,

k—1
er = (1+hNe—1 + Op—1,n = Z(l + h)\)iék,l,i’h.
i=0
Mit Hilfe der Ungleichung In(1+4z) < « fiir z > —1 und wegen 1+ hX > 1 erhalten
wir

(14 hA)" < (14 hA)F = PO < okhA — AT fiip 0 < 4 < k.

Fiir den globalen Fehler ergibt sich wegen |d; 5| < Ch? mit einer von h unabhingigen
Konstante C > 0 die Abschéitzung

k—1 k—1
len] <D (L4 hN) [Sp_1—in| < Y Ch? = TkCh? = X CTh = O(h).
i=0 1=0
Das bestétigt die Konvergenzordnung p = 1 fiir das Eulerverfahren. O

Im obigen allgemeinen Fall gehen wir zunéchst dhnlich vor:

ej+1 < ej+bjej +dj <ejr+bjiej1 +dj+bje; +d;

J J J J
<...<eo+ Y di+ Y biei=eo+ Y di+ Y hile;.
1=0 1=0 1=0 1=0
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Wir definieren
k—1
C:=¢y+ Zdi’ u(s) =L, vy, . =¢€, j=0,...;k—1
i=0

Dann sind v und u stiickweise stetige, nichtnegative Funktionen auf [t.,T]. Damit
erhalten wir

v(tj41) < C+ Z hiu(t;)v(t;) = C + / " u(s)v(s)ds

i=0 to
Da hier

tj+1 B B
/ u(s)ds = L(tj11 —to) < Lty —to)
to

gilt, liefert das Gronwall-Lemma die Abschéitzung

k—1 k—1
¢y < T (e 3 ) =BT (Jytta) = o]+ 3 10301 ).
=0,.0 =0 =0

Wir wollen noch die Auswirkungen von Fehlern bei der Auswertung von ®;
betrachten. Sei

P =g byt 9 hy) F g §=0,1,,
wobei r; der bei der Auswertung von ®; auftretende Fehler ist. Dieser Fehler kann
Rundungsfehler enthalten, aber auch zum Beispiel Fehler, die bei einem impliziten
Verfahren entstehen, wenn die in der Vorschrift ®¢(t;,7, h;) auftretenden (nicht-
linearen) Gleichungssysteme nur angenihert gelost werden. Obige Argumentation
bleibt dann vollig unveréndert, wobei lediglich d; = |9, ]| durch d; = ||0,.5 — 7]l
ersetzt wird. Es gilt dann

|+ IITjII))-

Dieses Resultat zeigt die kontrollierte Fehlerfortpflanzung (néimlich hochstens Auf-
summierung) sowohl von Konsistenzfehlern als auch von anderen Stérungen. In
diesem Sinn ist jedes Einschrittverfahren stabil.

ERRRE}

k—1
3, ) =115 00 () =1+ 3 (10
2

Bemerkung 1.22 (Stabilitiit von Einschrittverfahren). Datenfehler (||y(t,)—y°])),
Konsistenzfehler und Stérungen bei der Durchfithrung der Vorschrift ®¢(¢;,y?, h;)
werden kontrolliert, das heifit, hochstens aufsummiert. O

Ubungsaufgabe 7. Wir betrachten das skalare Anfangswertproblem
(1.11) y'(t) =y(t) — 2sint, te][0,4], y(0)=1.

Zeigen Sie, dass y(t) = sint + cost eine Losung von (1.11) ist. Losen Sie das An-
fangswertproblem (1.11), indem Sie das Eulerverfahren und das verbesserte Euler-
verfahren verwenden. Schreiben Sie die Nidherungslosungen vy, fiir beide Verfahren
auf. Fiillen Sie fiir beide Verfahren eine Tabelle der Form aus und dokumentieren
Sie Ihre Ergebnisse fiir beide Methoden.

Ubungsaufgabe 8. Wenden Sie die Trapezmethode zur numerischen Lésung von
(1.11) an. Schreiben Sie die numerischen Niherungen y; auf und fiillen Sie eine
Tabelle wie in der Ubungsaufgabe 7 aus. Was beobachten Sie fiir Unterschiede zu
den Ergebnissen in der Ubungsaufgabe 77
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he | lyn(1) —y([ | lyn(2) —y2)] | lyn(4) — y(4)]

TABELLE 1.1. Form der Tabelle fiir Ubungsaufgabe 7.

1.5. Runge-Kutta-Einschrittverfahren. Man sucht eine Quadraturformel

tj+1 m
| reu)ds =y
t i=1

wobei 7y; geeignete Gewichte sind und k; ~ f(s;,y(s;)), 7 =1,...,m, gilt. Dies fiihrt
zu m-stufigen Runge-Kutta-Verfahren der Form

m
(1.12) Y=y +h> ik, §j=0,1,... .

i=1
Es geht dabei darum, zu gegebenem m geeignete “Hilfsrichtungen” k; zu konstru-
ieren, so dass

e cine moglichst hohe Konsistenzordnung p erreicht wird und
e die resultierende Verfahrensvorschrift ®(t;,y7,h) :== > v;k; eine Lip-
schitzbedingung in y erfiillt.
Firm =1, v =1 und k1 = f(t;,y’) erhalten wir mit (1.12) das Eulerverfahren
als einfachstes Beispiel. Die Wahl m = 2, v1 = 1, 72 = 0, k2 = f(t; + h;j /2,37 +
h;f(t;,y7)/2) identifiziert das verbesserte Eulerverfahren als zweistufiges Runge-
Kutta-Verfahren.
Das folgende klassisches Runge-Kutta- Verfahren wird in der Praxis haufig ange-

wendet.

Algorithmus 4 (Klassisches Runge-Kutta-Verfahren).
1: Wiahle Schrittweiten {h; }?;& mit Zf;é hjy =T —t,.
2: for j=0,...,k—1do

tji1/2 = t; + h/2 (mit h = hy);

tiv1 =t; +h

k1 = f(tj’yJ)Q _

ko = ftji1/2,07 + hk1/2);

ks = f(tji1/2,y" + hk2/2);

ka = f(tj11, 97 + hks);

9. It =od + h(ky + 2(ko + k3) + k4)/6;

10: end for

I I AN

Das klassische Runge-Kutta-Verfahren hat die Konsistenzordnung p = 4.
Beispiel 1.23. Sei y die Losung des skalaren Problemstellung

y(t) =My(t), te(te,T), ylto)=9y°.
Wir vergleichen jeweils einen Schritt der bisher betrachteten expliziten Verfahren,
wobei fiir y7 der exakte Wert y/ = y(t;) genommen wird.
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e FEulerverfahren:
Y =40+ hy? = (1 4+ RA)y(H).

e verbessertes Eulerverfahren:

| | S hA hA)*

e klassisches Runge-Kutta-Verfahren:

k1= Xy,

2
kzZA(yj—i—h)\yj) <A+M)yj,
2 2
h hA2 hAZ  R2X3N
— T T J
ks )\(y—i— (r+ 2) ) ()\+ ~—+ 4)y,
hAZ  h2)3
k:4:)\(y +h()\+7+ 1 )y)
h2)\3 h3)\4)
yJ

_|_

_ 2
—()\+h/\ + 5 1

Damit erhalten wir

h hA? hAZ  hZX3N
Yt =y +— <>\yj+2(>\+2> 7+2(>\+7+ 1 )y]

PS5 A
+(A+h)\2+ 1 )yﬂ>

<1 + hX + (h;) (hA)S + (h)\)4)y(tj).

3! 4!
Die exakte Losung ist y(t) = e*(t~to)y°. Wegen y(t;+1) = y(t; + h) = " y(¢;) und

A (hA)? = (b
=14+h\+ 51 +..._ZO 7

erhalten wir fiir den lokalen Abbruchfehler

S =y(tjp) =y’ = (Z (h./\)l)y(tj) =0(h?*), h—0,

7!
i=2

beim Eulerverfahren,

Sjn = y(tjrr) =y’ = (Z ) =0(h?), h—0,

=3

beim verbesserten Eulerverfahren,

5y = yltyn) — 7+ = (Z (".A)l)y@j) — O, h—0,

7!
i=5

beim klassischen Runge-Kutta-Verfahren. Das klassische Runge-Kutta-Verfahren
hat damit in diesem Beispiel die Konsistenzordnung p = 4. Wegen Satz 1.17 ist das
Verfahren konvergent von der Ordnung p = 4. %
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Programm 2. Wir betrachten das folgende nichtlineare Problem
i(t) = ax(t) + Bo(t)y(t), t>0,
y(t) = yy(t) + dz(t)y(t), >0,

mit den Anfangsbedingungen

(1.13)

z(0) =2z, und y(0) =y,
wobei a > 0, <0, v <0 und § > 0. Ein stationdrer Punkt fiir (1.13) ist durch

Ty = f% und ys = f%.
gegeben. In einer Umgebung von (s, y,) dhnelt die Losungskurve {(x(¢),y(t)) }e>o0
einer Ellipse. Wir wihlen
1 1 1

T P10 0 : 100

o =
und z, = 80, y, = 30.

a) Berechnen Sie eine numerische Losung fiir (1.13) mit dem Euler- und Heun-
verfahren, wobei Sie als Schrittweiten h = 1, h = 0.5 und h = 0.25 verwen-
den. Stellen Sie Ihre Ergebnisse grafisch dar.

b) Wie klein muss die Schrittweite gewihlt werden, so dass Sie — in der gra-
fischen Darstellung — eine geschlossene Losungskurve erhalten?

¢) Wiederholen Sie Teil a) unter Verwendung des klassischen Runge-Kutta-
Verfahrens

h
Zk+1:Zk+6(F1+2(F2+F3)+F4), k>0

d) Testen Sie die Stabilitit der Losung des Problems (1.13) beziiglich Stérun-
gen in den Anfangsbedingungen, indem Sie z, = 80, yo = 30 um eins in
jede Richtung — das heift, Sie haben vier unterschiedliche Félle — &ndern.
Wiederholen Sie die Rechnungen von Teil c) fiir die “gestorten” Anfangs-
daten.

Das (verbesserte) Eulerverfahren und das klassische Runge-Kutta-Verfahren sind
Spezialfille der m-stufigen Runge-Kutta- Verfahren.

Algorithmus 5 (m-stufige Runge-Kutta-Verfahren).
1: Wihle Gewichte «;,v;, Bi¢, 1 < i,£ < m, Schrittweiten {hj}f;é mit Z;:é hj =
T — to.
2: for j=0,...,k—1do
3:  Berechne
tj+1 = tj + h (Hllt h = hj)
(114) kl = f(tj —+ Oéih,yj + hz;nzlﬂi7gkg),
Y =y R ke
4: end for
Die Gewichte in Algorithmus 5 sind dabei so zu wihlen, dass das Verfahren
moglichst eine hohe Genauigkeit liefert. Ublicherweise ordnet man die Gewichte
in einer Tabelle an, dem sogenannten Butcher-Tableau (siehe Tabelle 1.2). Da die
k; in (1.14) in der Regel von allen iibrigen k¢, £ = 1,...,m, abhdngen, ist (1.14)
als (im Allgemeinen) nichtlineares Gleichungssystem zu verstehen. Die k; miissen
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(631 51,1 cee ﬂl,m
Qo ﬂm,l s ﬁm,m

TABELLE 1.2. Butcher-Tableau fiir m-stufige Runge-Kutta-Verfahren.

dann ndherungsweise mit Hilfe eines iterativen Verfahrens ermittelt werden. Die
Losung von Gleichungssystemen in (1.14) entfillt, falls die k; nur von kq, ..., ki—1
abhéngen, das heifit, wenn 3; , = 0 fiir £ = 4,...,m gilt. Man spricht dann von
expliziten Runge-Kutta-Verfahren.

aq

Q2 52,1

ag 53,1 53,2

Qo ﬂm,l e s ﬂm,m—l

‘ 71 Ym—1 Ym

TABELLE 1.3. Butcher-Tableau fiir explizite Runge-Kutta-Verfahren.

Wir erhalten zum Beispiel folgende Tabellen:
e Fiir das Eulerverfahren sind m =1, a1 =0, vy = 1, k1 = f(t; + 0,37 +0)
und y/t! = 47 + hk;. In Tabelle 1.4 ist das Butcher-Tableau angegeben.

0|
1

TABELLE 1.4. Butcher-Tableau fiir das Eulerverfahren.

e Beim verbesserten Eulerverfahren gelten m =2, oy =0, ag = 1/2, (21 =

1/27 Y1 = Oa Y2 = 17 kl = f(t] +O7yj +0)7 k? = f(t] +h/2ayj +hk1/2)
Das Butcher-Tableau ist in Tabelle 1.5 présentiert.

= O
D=

]

TABELLE 1.5. Butcher-Tableau fiir das verbesserte Eulerverfahren.

e Fiir das klassische Runge-Kutta-Verfahren sind m = 4, k; = f(¢;40, 37 +0),
ko = f(tj + h/?,yj + hk‘l/2), ks = f(tj + h/2,yj + hk2/2), ks = f(tj +
h,y’ + hk3) und /™1 = h(k; + 2(ko + k3) + k4)/6. In Tabelle 1.6 ist das
Butcher-Tableau angegeben.
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0

11

2 | 2

1 1

210 3

110 0 1
1 1 1 1
5 3 3 &

TABELLE 1.6. Butcher-Tableau fiir das klassische Runge-Kutta-Verfahren.

Ubungsaufgabe 9. Zeigen Sie, dass das die Trapezmethode und das in Ubungs-
aufgabe 4 eingefiihrte Heunverfahren als m-stufige Runge-Kutta-Verfahren gesehen
werden konnen. Geben Sie fiir beide Verfahren das Butcher-Tableau an.

Ubungsaufgabe 10. Wir betrachten die folgende Differentialgleichung zweiter
Ordnung

(1.15) y"(t) —10y'(t) — 11y(t) =0, t >0,
mit den Anfangsbedingungen

y(0=1, ¢'(0)=-1L

Zeigen Sie, dass die Losung des Anfangswertproblems y(t) = e~
Sie nun (1.15) mit “gestorten” Anfangsbedingungen

y(0) =1+, y(0)=—1

mit 0 < ¢ < 1. Berechnen Sie die analytische Losung des gestorten Problems und
erzeugen Sie einen grafischen Vergleich der erhaltenen Ergebnisse. Was sind die
Beobachtungen hinsichtlich der Stabilitdt der Losung? Welche Auswirkung hat das
auf die Anwendung von numerischen Verfahren zur ndherungsweisen Losung von
(1.15)7

t ist. Betrachten

1.6. Schrittweitensteuerung. In einem effizienten numerischen Verfahren geht
es darum, eine gewiinschte Genauigkeit mit moglichst wenigen Integrationsschrit-
ten zu realisieren. Das kann man zum Beispiel dadurch erreichen, wenn der loka-
le Abbruchfehler im Laufe der Rechnung kontrolliert wird und die Schrittweite h
dementsprechend angepasst, also adaptiv veréndert wird. Hier liegt ein wesentlicher
Vorteil der Einschrittverfahren (im Vergleich zu den Mehrschrittverfahren), dass ei-
ne Anderung der Schrittweite sehr leicht zu implementieren ist. Das Vorgehen ist
wie folgt.

e Fiir ein Integrationsintervall [t,, T sei yn(T) = y™ die numerische Losung.

Dann ist eine Gesamtfehlertoleranz

(1.16) [y(T) = yn(T)|| < (T' = to)e

mit ¢ > 0 vorgegeben. Aufgrund der Abschitzung (1.10) aus Satz 1.17
verwenden wir den Ansatz, dass die Summe aller lokalen Abbruchfehler
\\5j7h||, j=0,...,k—1, eine brauchbare Schitzung fiir den globalen Fehler
an tp, =T ist

k—1
Iy(T) = yn (D) <> 16;ll,
j=0
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wobei wir die (von T — t,) abhingige Konstante der Einfachheit halber
unterdriicken. Wir erhalten eine giinstige Schrittweitenwahl, wenn in je-
dem Schritt etwa der gleiche Konsistenzfehler entsteht. Gilt fiir den lokalen
Abbruchfehler

1050l < (i1 —t5)e,
so erhalten wir
k;7

1
> l16m

Jj=0

k-1
| < Z(tj+1 —tj)e = (T —to)e,
7=0

also (1.16).
Die Strategie lautet also: Ist A = t;11 — t; die momentane Schrittweite,
so darf der lokale Fehler [|0; im Schritt von j nach j + 1 héchstens he
sein. Auf der anderen Seite sollte diese Spannweite moglichst ausgeschopft
werden.
Es ist also eine gute Schiitzung des lokalen Abbruchfehlers in jedem Zeit-
schritt gefragt. Hier schétzen wir Sjyh anstatt d; 5. Wir gehen wie folgt vor.
Ausgehend von ¢; und y’ berechne

1) einen Schritt mit der Schrittweite h und bezeichne das Resultat mit

Y

2) zwei Schritte mit der Schrittweite h/2 und nenne das Resultat §771.
Hat das Verfahren die Konsistenzordnung p, so ist der lokale Abbruchfehler
§(tj+1)—y? T (mit §(tj41) = y(tj+1:t5,y7)) proportional zu h? . Es folgen
daher

_ ) _ . h p+1
Jtjr1) =y mclt)hPT g(tie) — T R 2C(tj)(2> '

Wir erhalten
_ . p\PH!
Pt et ) () =t a-2)
h p+1

= 2c(t;)RPTH(27 — 27P7) = 2¢(t;) <2> (2P —1)
~ (20 = 1)(G(tj41) — 97 1)

und somit

_

2r — 1

fiir den lokalen Abbruchfehler der Annéherung 77 .

~j+1 ~

G(tjr1) — 9 (T =yt = s(h)

Oft wird folgende Vorgangsweise gewéhlt. Sei h = h; die aktuelle Schrittweite

zum Zeitpunkt t;, fir die wir s(h) berechnet haben. Bei einem Verfahren der Ord-
nung p gilt Sj,h ~ s(h) ~ ch?*! mit einer von h unabhingigen Konstante c. Wir
setzen q(h) :=|s(h)|/(ch), wobei ¢ die Toleranz aus (1.16) ist. Ist q(h) < 1 erfiillt,
so wird der Zeitschritt akzeptiert und wir gehen zum neuen Zeitpunkt ¢;,; mit
einer neuen Schrittweite Apey. Im Fall g(h) > 1 wird h verkleinert und eine neue
Naherung berechnet. Dabei soll A,e, der Beziehung

p+1
Chneu ~ 1

Ehneu
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geniigen. Wegen
ch?tl  chPtl ehpen NP s(h) (chuou \ chnen \¥
e =T () = TR (5e) = ()
erhalten wir Apey ~ q(h)~'/Ph. In der Praxis fiihrt man oft noch Sicherheitsfak-

toren amax € [1.5,2], amin € [0.2,0.5], 8 € [0.9,0.95] ein, die verhindern, dass die
Schrittweiten zu grofl werden oder die Fehler knapp iiber der Toleranz liegen:

g(h) <1 —  hyey = fmin {amax,q(h)_l/p}h7
q(h’) > 1 — hneu = ﬁmax {alnin’ q(h)fl/p}h

Programm 3. Implementieren Sie eine Funktion
[y,t] = odesolve4(fun,y0,t,epsilon)

zur Losung von einem Differentialgleichngssystem erster Ordnung mit einer Schritt-
weitensteuerung, wobei fun eine Funktion fiir die rechte Seite der Differentialglei-
chung, yO die Anfangsbedingng, t = [t0,T] das betrachtete Zeitintervall mit der
Anfangszeit t0 und der Endzeit T sowie epsilon eine gegebene Toleranz sind. Die
Ausgabewerte der Funktion sind die numerische Losung y und das verwendete Zeit-
gitter t fiir die Schrittweitenwahl.

Zur Losung der Differentialgleichung soll das klassische Runge-Kutta-Verfahren
verwendet werden. Fiir die Schrittweitenwahl wenden wir das Verfahren einmal mit
Schrittweite h und dann mit Schrittweite h/2 an. Aus der Differenz der erhaltenen
numerischen Niherungen lassen sich der Fehlerschiitzer s(h) & ~j,h und das Verhilt-
nis g(h) berechnen. Mit diesen Grofen lidsst sich entscheiden, ob eine Schrittweite h
vergroflert oder verkleinert wird und ob ein Schritt akzeptiert wird oder nicht. Zur
Implementation verwenden Sie das Flussdiagramm in Abbildung 1.1. Als Parameter
wiahlen Sie:

Bonin = 10™%,  hmax = 0.5, @min = 0.2,  @max =2, [ = 0.95.

Initialisieren Sie die Schrittweite i mit hpya... Verwenden Sie epsilon= 10~* und
testen Sie folgende drei Beispiele:

y'(t)=—yt), te(0,5], y(0)=1,
y1(t) 101 (1) — 51 (Dya(t) ) y1(0) 80
- L te (0,12, = ,
( yh (1) ) ( —y1(8) + hgy1 (Dy2(t) < y2(0) ) < 30 >
y'(t) =81 —y)*)y'(t) —y(t), t€(0,30], y(0)=2, ' (0)=0

Visualisieren Sie sowohl Thre numerische Losung als auch die Schrittweite fiir je-
den Iterationsschritt. Dabei soll die Funktion odesolve4 keine grafische Ausgabe
enthalten. Dokumentieren Sie Ihren Code. Eine Beschreibung der implementierten
Funktionen unter Verwendung des MATLAB Befehls help soll moglich sein.

1.7. Mehrschrittverfahren. Mehrschrittverfahren bieten die Moglichkeit, hohere
Konsistenzordnung bei relativ wenigen Funktionsauswertungen zu erreichen. Wir
greifen dabei nicht nur auf eine bereits berechnete, sondern auf mehrere berechnete
Néherungen zuriick. Der einfacheren Darstellung wegen sei h = (T — t,)/k.
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ABBILDUNG 1.1. Flufldiagramm fiir die Schrittweitensteuerung
bei einem Verfahren der Ordnung p > 0; siehe [1, Abb. 11.8].

1.7.1. Adams-Bashforth-Verfahren. Wir diskretisieren die Integralgleichung

(117) Y(tien) = yltjan) + / " Fsy(s)) ds

titk—1
an den Stiitzstellen ¢4 x—1,%j4x—2, ..., t; mit Hilfe von Newton-Cotes-Formeln. Das
Verfahren wird in Algorithmus 6 beschrieben.
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Algorithmus 6 (m-Schritt-Adams-Bashforth-Verfahren).
1: Wéhle Schrittweite h = (T'—t,)/k mit k € N, Koeffizienten b,,, o (0 < ¢ < m—1)
und Startwerte y°,...,y™ ! € R".
2: for j=0,...,k—mdo
tj+m = tj—i—m—l + h’

. . m71 .
4yt =yt S b o f (e, 7Y
=0

o

5. end for

Wir erhalten folgende Tabelle.

‘ 14 ‘ 0 1 2 3 4 Konsistenzordnung

m

1] by |1 1
2| 2y | -1 3
3
4
5

1265, | 5 -16 23
by, | -9 37 59 55
72005, | 251 -1274 2616 -2774 1901

Tt W N

TABELLE 1.7. Adams-Bashforth-Formeln.

Beispiel 1.24. Wir wollen den Fall m = 2 herleiten. Das Integral

[ swenas= [ ywyan= 10

tjt+1 tit1

wird mit Newton-Cotes-Formeln zu den Stiitzstellen ¢;,; und ¢; angendhert. Das
lineare Interpolationspolynom von g lautet

tii1 — S s —

P(gltj, tjr1)(s) = ﬁTQ(t]‘) + = 9(t+)-
Damit erhalten wir die Approximation
tj+2
Io)~h()i= [ Plaltjti)(s)ds
tj+1
tj+2 tivi—$ ti+2 g _ t;

= g(tj) B ds + g(tj+1) A ds

i1 tit1

1
=h <— %g(tj) + 2g(tj+1)> = thgygf(th’y(t]_H)).
=0

Es gelten also by g = —1/2, ba1 = 3/2. Wegen des Interpolationsfehlers

9" (&)
2

g(s) = P(gltj, tjv1)(s) = (s —t;)(s — tj11)

bekommen wir

2 ti+1
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Damit lasst sich der lokale Abbruchfehler berechnen:

tjt1

1 tjt2
5renn = y(ti42) — yltien) — B S boef (b0 y(ty0) = / y/(s)ds — I, (g)
=0

ti+2 5
9" (€
= [77 fowenas — 1) = 169) - 1tg) = 2L e
tit1 12
Das Verfahren hat also — bei glattem f — die Konsistenzordnung p = 2. O

Die Adams-Bashforth-Verfahren sind explizit. Pro Iterationsschritt ist nur eine
einzige Funktionsauswertung f(¢;4m—1,y’ +m=1) erfoderlich, da die vorangehenden
Werte f(tjim—2,y7T™2),..., f(t;,y?) bereits berechnet worden sind. Allerdings
ist eine Schrittweitendnderung bei Mehrschrittverfahren problematisch, da die Be-
rechnung zusétzlicher Punkte der Losungskurve bei Schrittweitenéinderung erfor-
derlich ist.

Ubungsaufgabe 11. Zeigen Sie, dass das Adams-Bashforth-Verfahren vierter Ord-
nung zur Losung von (1.2) gegeben ist durch

, o
Y=y + 21 (55f; —59fj—1+ 37fj—2 — 9f;—3)

mit f; = f(t;,97).
1.7.2. Adams-Moulton- Verfahren. Bei diesen Verfahren wird neben den bekann-

ten Néherungen fiir f(s,y(s)) an ¢j4m—1,...,t; auch noch der unbekannte Wert
f(tj4m,y?T™) an tj 4., verwendet.

Algorithmus 7 (m-Schritt-Adams-Moulton-Verfahren).
1: Wéhle Schrittweite h = (T' — t,)/k mit k € N, Koeffizienten by, ¢ (0 < £ < m)
und Startwerte y°,...,y™ ! € R".

:for j=0,...,k—mdo

w N

tj+m = tj—i—m—l + h;

4yt = T S b o f (e, ),
£=0

5: end for

Wir erhalten folgende Tabelle.

m ‘ 12 ‘ 0 1 2 3 4 | Konsistenzordnung
1| 1b1y 1 1 2
2| 12by, | -1 8 5 3
3| 24bs, | 1 -5 19 9 4
4 | 72004, | -19 106 -264 646 251 5

TABELLE 1.8. Adams-Moulton-Formeln.

Beispiel 1.25. Wir wollen den Fall m = 1 herleiten. Dabei wird

/ T s y(s)) ds = / T g9 ds = L)

J J
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mit Hilfe der Newton-Cotes-Formeln an ¢; und ¢;4; angendhert. Wir erhalten gerade
die Trapezmethode

1(9) = 5 (9lts) + glt11)):

Offensichtlich wird das Integral iiber f durch

h

§(f(tj’yj) + f(tj+1’yj+1))

approximiert. In der obigen Tabelle haben wir daher by o = b1 = 1/2. O

1.7.3. Lineare Mehrschrittverfahren. Die allgemeine Form eines m-Schrittverfah-
rens lautet

YR = Op(tjsh—1,9",. .- PR, i =0,...,n—k.
Am haufigsten werden lineare Mehrschrittverfahren eingesetzt. Ein lineares m-

Schrittverfahren hat die Gestalt

m m

(1.18) Z apf Tt = hz bgf(tj+g,yj+g), j=0,...,n—m,
=0 =0

wobei die ag, by fest gewéhlte Koeffizienten sind und stets ¢; = ¢, 4+ jh gilt. Zur

Ausfiihrung von (1.18) bendtigen wir die Werte 4°, ..., y™ L. Diese werden in der

Regel mit einem Einschrittverfahren berechnet. Ohne Beschrinkung der Allgemein-

heit gelte a,, = 1 dann ergibt sich folgender Algorithmus.

Algorithmus 8 (Lineares m-Schrittverfahren).
1: Wiihle Schrittweite h = (T —t,)/k mit k € N, Koeffizienten a, (0 < £ <m —1)
und b, (0 < ¢ < m) und Startwerte 3°,...,y™ " € R™.
2: for j=0,...,k—mdo
3:  Berechne
m—1 m
(1.19) Y == T B bef (e
=0 =0
4. end for
Gilt in (1.19) die Beziehung b,, # 0, so ist die Losung eines im Allgemeinen

nichtlinearen Gleichungssystems erforderlich. Das Mehrschrittverfahren ist dann
implizit. Ein explizites Verfahren erhalten wir im Fall von b, = 0.

Bemerkung 1.26. 1) Firay = ... = am2 =0, a1 = =1 und by = 0
erhalten wir das Adams-Bashforth-Verfahren:
m—1
Y =y T Y bef (e y? ).
=0
2) Beider Wahlag=...= a2 =0, ap,—1 = —1 und b, # 0 ergibt sich das

Adams-Moulton-Verfahrens

Y =y T B b f (e ).
£=0
3) Mit bg =...,bm—1 =0 und b, = 0 erhalten wir das Verfahrens
m—1

yj+m = - Z afijre + hbmf(tj+mayj+m)a
£=0
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welches Riickwdrtsmethode genannt wird. O
Der lokale Abbruchfehler in [t;4m—1,%j4+m] ist
Ojtm—1 = Y(Cjtm) = Yn(tjsm),
wobei yp(tj4+m) das Ergebnis aus (1.19) mit den Werten ¢/ ™% = y(tjis), £ =

0,...,m—1ist. Bei expliziten Verfahren erhalten wir den Fehler durch Betrachtung
von
m—1 m
Sjrm—1 = y(tjrm) + > ary(tipe) = by bef(tipe,y(tyre))-
£=0 =0

Als Konsistenzfehler 74,1, definieren wir den Quotienten ;4 m,m—1,5/h. Mit Hilfe
von Taylorentwicklungen lassen sich Konsistenzbedingungen angeben.

Beispiel 1.27. Wir betrachten das Mehrschrittverfahren

(1.20) Y =y T 2nf(ty,y0), G =1,
und wenden das Verfahren auf
(1.21) y(t)=—=2yt)+1, t>0 y(0)=1

an. Das Verfahren (1.20) hat die Konsistenzordnung p = 2 (siehe Ubungsaufga-
be 12). Die Losung von (1.21) lautet y(t) = (e=2! + 1)/2. Diese Losung ist stabil,
da g(t) = ((1 + 2e)e™2* + 1)/2 die Losung zu der “gestérten” Anfangsbedingung
7(0) = 1+ ¢ ist. Wir wenden nun (1.20) auf (1.21) an, wobei wir als Startwerte die
exakten Werte ° = 1 und y' = (e72" +1)/2 = y(h) verwenden:

Yyt =i L on(—2y7 + 1) = —dhy’ 47 L+ 20, G > 1.
Es ergibt sich, dass
(1.22) ly/| — oo fiir j — oo

(siehe Ubungsaufgabe 13). Damit wird nicht das Verhalten der Losung fiir ¢t — oo
dargestellt. Das Verfahren ist also instabil. O

Ubungsaufgabe 12. Zeigen Sie, dass das Verfahren (1.20) die Konsistenzordnung
p = 2 besitzt.

Zur Untersuchung der Instabilitit verwenden wir die Theorie der linearen Diffe-
renzengleichungen der Ordnung m mit konstanten Koeflizienten:

(1.23) Yitl = Om¥Y; + ...+ 01Yj—mt+1 a0, j=m—1,...
mit gegebenen Koeffizienten ay, . .., a;, € R. Der homogene Teil von (1.23) ist:
(1.24) Yjt1 = am¥Y; + ...+ Q1Yjomt1, J=m—1,....

Wir suchen Losungen fiir (1.24) von der Gestalt y; = A* mit unbekanntem .
Offenbar 16st \* die Gleichung (1.24), wenn

N =g M+ 4 a N
beziehungsweise

(1.25) N — @ AN~ —a; =0
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gilt. Die Beziehung (1.25) heifit charakteristische Gleichung von (1.24). Sind A, .. .,
Am paarweise verschiedene Wurzeln von (1.25), dann ist {\],..., A, } ein Funda-
mentalsystem von (1.24). Wir erhalten die allgemeine Losungen

m
yj = ZC@)\%, co € R.

(=1
Ferner ist yo = ag/(1 — a1 — ... — am), 0 < £ < j, eine partikuldre Losung von
(1.23), denn
ao
1 =0mY; + ...+ a1Yj—m+1 T Qo
—a1—...— an
ao
=(ar+...+a + a
(a1 m)l—al—...—am 0
impliziert
apg=(a1+...+am)ag+ (1 —ay — ... —am)ao,

was offenbar erfiillt ist. Die allgemeine Losung von (1.23) ist dann gegeben durch

m
_ J o C_
Y; f;cz)\eJr I — j=mm+1,....
Aus den Startwerten yq, . .., ym_1 lassen sich die ¢;’s iiber die Gleichungen
- a
j 0 .
ZCZ)‘%"‘ =y, j=0,....m—1,
=t l—a;—...—am

bestimmen.

Ubungsaufgabe 13. Zeigen Sie mit Hilfe der Theorie der linearen Differenzen-
gleichungen, dass fiir das Zweischrittverfahren (1.20) die Eigenschaft (1.22) gilt.

Ubungsaufgabe 14. Losen Sie die lineare Differenzengleichung

. 5 . _
YUl =gy v w=m =1

mit Hilfe der Theorie der linearen Differenzengleichungen. Diskutieren Sie das Ver-

halten der Folge {y’};en fiir j — oo.

1.7.4. Pradiktor-Korrektor- Verfahren. Um bei impliziten Verfahren die im Allge-
meinen iterative Bestimmung von y/*! durch eine Fixpunktiteration oder das New-
tonverfahren zu vermeiden, wahlt man héufig ein sogenanntes Pradiktor-Korrektor-
Verfahren, wobei y/*! zunichst durch ein explizites Verfahren “geschitzt” wird:

e Pridiktor: Bestimme einen Startwert 37+ mit einem m;-Schritt-Adams-
Bashforth-Verfahren

mlfl

ijrl,O = yj +h Z b7n1—1—€f(tj—ﬁvyj7£)-
=0
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e Korrektor: Berechne y/ 1 iterativ iiber M Iterationen einer Fixpunktabbil-
dung unter Verwendung eines mo-Schritt-Adams-Moulton-Verfahrens.:

for i=0,...,M do

mzfl
y]+1’2+1 = yj + hbmzf(tj+17yj+1’l) +h Z bm2—1—€f(tj—fayjiz);
end for =0
yj-i-l _ yj+17M+1;

Es lasst sich zeigen, dass dieses Priadiktor-Korrektor-Verfahren die Konsistenzord-
nung min{m, + 1 + M, mg + 1} hat. Daher wihlt man oft m; = mg und M = 0.
Die Kombination einer m-Schritt-Adams-Bashforth-Methode (Ordnung m) mit

einem m-Schritt-Adams-Moulton-Verfahren (Ordnung m + 1) hat bei nur einer
Fixpunktiteration (M = 0) folgende Eigenschaften:

e Konsistenzordnung m + 1.

e zwei Funktionsauswertungen erforderlich,

e bessere Stabilitdtseigenschaften als ein m + 1-Schritt-Adams-Bashforth-

Verfahren.

Programm 4. Implementieren Sie die beiden Funktionen

[y,t] = odesolveABM3(fun,y0,t,h) und [y,t] = odesolveAB4(fun,yO0,t,h)

zur Losung von einem System von Differentialgleichungen erster Ordnung, wobei
fun fiir eine Funktion der Bauart my_fun(t,y) steht, die die rechte Seite der Dif-
ferentialgleichung an (t,y) berechnet, yO die Anfangsbedingung, t = [t0,T] das
Zeitintervall mit Anfangszeit t0 und Endzeit T sowie h die Schrittweite sind. Die
Ausgabewerte sind die numerische Niaherung y und das Zeitgitter t.

e odesolveABM3 ist ein Préadiktor-Korrektor-Verfahren basierend auf einem
Adams-Bashforth-Verfahren dritter Ordnung (als Prédiktor) und einem
Adams-Moulton-Verfahren vierter Ordnung (als Korrektor):

. h . - -
y =y 4 S (23, 07) 16ty ) 5 (62,57 7)

. R _ _ -
y Tl =y +ﬂ(9f(tj+1,zﬂ“’0)+19f(tj,yj) —5f(tj—1,y7 )

+ f(tj—2,y"7?))

i+1 . j+1,1
Y=y

e odesolveAB4 ist ein Adams Bashforth-Verfahren vierter Ordnung

_ h . . .
Y=y + ﬂ(55f(tjvy]) = 59f(tj—1,y" ")+ 3Tf(tj—2,5°?)
—9f(tj—3,y"7%).

Die Startwerte y!, 42 und y? sollten mit einem Adams-Bashforth-Verfahren vierter
Ordnung berechnet werden. Wenden Sie die beiden Loser auf das Beispiel

y(t)=Xxy(t) - (A+1e", t€(0,2], y(0)=1,

an mit einer Konstanten A < 0. Die Losung des Anfangswertproblems ist gegeben
durch y(t) = e~ (also unabhiingig von \). Fiillen Sie die Tabelle 1.9 mit |y, (2) —
e~2| = |y*/" — e72| aus. Generieren Sie eine grafische Ausgabe und interpretieren
Sie Thre Ergebnisse. Was kénnen Sie {iber die Konsistenzordnung sagen, wenn Sie
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A= =2, |y*" —e7? A= =20, [y?/h —e72
h odesolveAB4 | odesolveABM3 | odesolveAB4 | odesolveABM3
2—3
2—4
2—5
2—6
277

TABELLE 1.9. Vergleich der numerischen Losung 2/ mit der ex-

akten Losung e 2.

sich Thre numerischen Ergebnisse anschauen? Die Funktionen odesolveABM3 und
odesolveAB4 sollen keine grafische Ausgabe enthalten. Dokumentieren Sie Thren
Code. Ferner soll es moglich sein, Beschreibungen fiir die von Thnen implementierten
Funktionen mit Hilfe des MATLAB-Befehls help zu erhalten.

1.8. Steife Systeme. Steife Systeme von Differentialgleichungen kommen bei Pro-
zessen mit stark unterschiedlichen Abklingzeiten vor. Beispiele sind Diffusions-
Warmeleitungsvorgénge und chemische Reaktionsgleichungen.

1.8.1. Finleitung. Charakteristisch fiir steife Differentialgleichungen sind Prozesse
mit stark unterschiedlichen Abklingzeiten. Wir betrachten dazu das Problem

(1.26) 2'(t)=Az(t)+b, t>0, 2(0)=2z°

mit A € R"*™ und 2°,b € R". Ist A digonalisierbar, das heifit, gibt es ein S € R™*"
mit det S # 0 und

ST1AS = diag (A1, ..., \p) =1 A € R™*",

so folgt aus (1.26) die Identitéit
ST (t) = STTASS T z(t) + S,
und mit y(t) := S~!z daher
(1.27) y'(t) =Ay(t) + S 'b, t>0.
Die Gleichung (1.27) fiihrt auf entkoppelte Gleichungen der Form
y'(t) = y(t) +¢, t>0.
Da das asymptotische Verhalten von (1.27) durch das homogene Problem bestimmt
wird, betrachten wir oft
(1.28) y'(t) = Xy(t), t>0, y(0)=y°eR"
oder auch spezieller
YO = Myt), t>0, y(0)=y R

Das System (1.26) heifit steif, falls alle Komponenten von der Losung fiir ¢ —
oo abklingen, dies jedoch mit sehr unterschiedlicher Geschwindigkeit. Bei (1.28)
bedeutet dieses fiir die Eigenwerte \; € C, 1 <i < n, dass

Ai
Re(A;) <0 und  max Ixil > 1.
1<i,5<n |\
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Ubungsaufgabe 15. Zeigen Sie, dass das Differentialgleichungssystem aus Bei-
spiel 1.2 steif ist. Verwenden Sie dazu Ubungsaufgabe 1.

Wir haben bereits anhand von Programm 1 gesehen, dass explizite Methoden in
der Regel fiir steife Probleme ungeeignet sind. Dieses Phanomen lasst sich wie folgt
erkldren. Die Anwendung eines expliziten Einschrittverfahren auf

(1.29) y'(t) = Ay(t) mit A <0
fithrt auf die Rekursion
Y =gy, j=0,1,...,

wobei die Stabilititsfunktion g vom Verfahren abhéngt. In Beispiel 1.23 haben wir
gesehen, dass

e g(z) =1+ z beim Eulerverfahren,
e g(z) = 1+ 2z + 2%/2! beim verbesserten Eulerverfahren und
o g(2) = 1+2+22/2!+23/3!+ 2% /4! beim klassischen Runge-Kutta-Verfahren

gelten. In diesem Beispiel ist also g eine abgebrochene Potenzreihe von e?, also
ein Polynom, welches wir mit p bezeichnen. Es lédsst sich zeigen (siehe [1, Bemer-
kung 11.32]), dass die Stabilitdtsfunktion eines m-stufigen Runge-Kutta-Verfahrens
ein Polynom m-ten Grades in hA\ ist.

Wegen e* — 0 fiir z — oo (z = hA mit A < 0), aber p(z) — foo fir z — o
ergibt sich ein Problem bei den Einschrittverfahren. Damit folgt e* &~ p(z) nur fiir
negative z mit |z| hinreichend klein. Wegen z = hA muss daher die Schrittweite h
sehr klein gewéhlt, insbesondere fiir betragsméflig groffle A\-Werte.

Ubungsaufgabe 16. Wie lauten das implizite Eulerverfahren und die Trapezme-
thode fiir das Problem (1.29)? Geben Sie jeweils die Stabilitdtsfunktion an. Verglei-
chen und diskutieren Sie Thr Ergebnis.

Bemerkung 1.28. Explizite Einschrittverfahren sind zur Behandlung steifer Pro-
bleme ungeeignet. Diese Aussage gilt auch fiir explizite Mehrschrittverfahren. Im-
plizite Methoden haben dagegen ein besseres Stabilitdtsverhalten. O

Ubungsaufgabe 17. Gegeben sei das Anfangswertproblem
(130) () +y' (1) =ty(t), t>2, y(2)=0, ¥ (2)=2, 3"(2) =2

a) Transformieren Sie (1.30) in ein System von Differentialgleichungen erster
Ordnung.

b) Berechnen Sie eine numerische Losung fiir das unter Teil a) erhaltene Sys-
tem an ¢t = 2.5 mit einem Schritt des impliziten Eulerverfahrens.

Programm 5. Schreiben Sie ein Programm zur numerischen Lésung des nichtli-
nearen Anfangswertproblems

y'(t) =tsin(y(t), te€[0,5], y(0) =y,

indem Sie die Trapezmethode verwenden. Zur Losung der nichtlinearen Probleme
setzen Sie das Newtonverfahren ein. Als Abbruchkriterium fiir das Newtonverfahren
verwenden Sie die Toleranz 1079, das heifit |§| < 1075, wobei § die Newtonkorrektur
ist.
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Verfahren Stabilitéatsintervall
Eulerverfahren (-2,0)
Verbessertes Eulerverfahren (-2,0)
Klassisches Runge-Kutta-Verfahren (-2.78,0)
2-Schritt-Adams-Bashforth-Verfahren (-1,0)
4-Schritt-Adams-Bashforth-Verfahren (-0.3,0)
3-Schritt-Adams-Moulton-Verfahren (-3,0)
Implizites Eulerverfahren (-00,0)
Trapezmethode (-00,0)

TABELLE 1.10. Stabilitdtsintervalle von ausgewéhlten Verfahren.

a) Wihlen Sie als Anfangsbedingung y, die Werte 0.5,1,...,4.5 und fiir die
Schrittweite h = 0.1. Stellen Sie alle numerischen Losungen grafisch in einer
Abbildung dar. Vergessen Sie dabei nicht, die Achsen zu beschriften, einen
Titel hinzuzufiigen und eine Legende zum besseren Verstéindnis anzugeben.
Beschreiben Sie Ihre Beobachtungen.

b) Verifizieren Sie die von Thnen erhaltenen numerischen Ergebnisse, indem
Sie mit Hilfe des MATLAB-Losers ode45 eine numerische Vergleichslosung
berechnen. Stellen Sie die Losung grafisch dar. Beschriften Sie dabei die
Achsen, fiigen Sie einen Titel fiir die Grafik ein und ergéinzen Sie die Grafik
durch eine Legende zum besseren Verstandnis.

c¢) Erstellen Sie eine Dokumentation fiir Thre Ergebnisse. Erldutern Sie darin,
wie Sie den néchsten Schritt bei der Trapezmethode konkret berechnen und
dabei das Newtonverfahren einsetzen.

1.8.2. Stabilititsintervalle. Um das Dampfungsverhalten von Verfahren bei steifen
Prolemen besser zu beschreiben, definieren wir Stabilitétsintervalle (oder Stabi-
litdtsgebiete in der komplexen Ebene). Allgemein haben wir bei Einschrittverfahren
die Rekursion

(1.31) YT =g(hN)y’', A <0,

wobei ¢ die Stabilitdtsfunktion des verwendeten Verfahrens bezeichnet. Es soll
lg(2)] < 1 fiir moglichst grofe Bereiche von negativen z-Werten gelten.

Definition 1.29. Sei g die Stabilitdtsfunktion zu einem gegebenen Einschrittver-
fahren. Das grifite Intervall I = (—a,0) C R, fiir das gilt

zel = |g(»)| <1,
heifit Stabilitétsintervall des Verfahrens.

Die Grofle des Intervalls [ ist dann in Maf} fiir die Stabilitdt des Verfahrens bei
Anwendung auf steife Systeme. In Tabelle 1.10 sind die Stabilitdtsintervalle einiger
ausgewahlter Verfahren dargestellt.

Wenden wir auf (1.29) ein lineares Mehrschrittverfahren an, so ist die Charak-
terisierung der Stabilitdtsintervalle komplizierter als bei Einschrittverfahren. Eine
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Darstellung in der Form (1.31) ist dann n&mlich nicht mehr moglich. Unter Verwen-
dung der Theorie der Differenzengleichung lidsst sich aber auch hier eine Analyse
durchfithren. Wir verweisen zum Beispiel auf [1, Abschnitt 11.9.2].

1.8.3. Riickwdrtsdifferenzenmethoden. Diese Mehrschrittverfahren lassen sich wie
folgt beschreiben. Dabei steht ‘BDF’ fiir Backward-Differentiation-Formula.

Algorithmus 9 (m-Schritt-BDF-Verfahren).

1: Wihle Schrittweite h = (T — to)/k mit k € N, Koeflizienten a, (0 < £ < m)
und Startwerte y°,...,y™ ! € R".

2: for j=0,...,k—mdo

3. Berechne /7™ aus

Zaey” = hf(tjrm y"™™);

4: end for

Das Verfahren ist implizit. Der Name ist dadurch begriindet, dass die Formel als
Differenzenquotient aufgefasst werden kann:

aoy’ + a4+ agy’ TR ;
h = f(ris ') = Fltans y(tin)) =y (Een)-

Zur Herleitung werden Interpolationsformeln verwendet. Sei p,,, € P,,, das Lagrange-
Interpolationspolynom, das die Werte

(tja yj)a ey (tj+mayj+m)

interpoliert. Hierbei bezeichnet P,,, die Menge aller auf R definierten Polynome vom
Grad kleiner oder gleich m. Sei also

i ij%Lé

£=0
wobei wir mit Ly, 0 < £ < m, die Lagrange-Fundamentalpolynome zu den Stiitz-
stellen ¢;,...,¢j4m bezeichnen. Der Ansatz ist dann
(132) pm (t) f(t]-i-m? yj+m)7

um die Koeffizienten des m-Schritt-BDF-Verfahrens zu bestimmen.

Beispiel 1.30. Das Interpolationspolynom fiir m = 2 ist durch

(t—tjr)( —tjp2) 5 E =) —tjre) i1, E—t)E—ti11) jio
282 y'+ —n2 v 2h2 v

p2(t) =

gegeben. Wegen

1/1 . . 3 .
!t — 2 Zqd it T2
pa(tjse) = 5 (2y v gy

erhalten wir mit (1.32) die Identitét
. _ 1 . .
v =27 4 Sy = B (4, y7T)

fiir j = 0,...,k — 2. 0

N W

Die Riickwirtsdifferenzenmethoden sind fiir steife Systeme gut geeignet.
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2. RANDWERTAUFGABEN GEWOHNLICHER DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

Nun wollen wir uns Randwertaufgaben fiir gewthnliche Differentialgleichungen
zuwenden. Dabei konzentrieren wir uns vor allem auf lineare Differentialgleichungen
zweiter Ordnung.

2.1. Grundlegende Aussagen aus der Analysis. Eine allgemeine Differential-
gleichung zweiter Ordnung hat die Form

F(z,u(z),u'(z),v"(x)) =0, =z € (a,b) CR.
Von grofler Bedeutung sind die linearen Differentialgleichungen zweiter Ordnung:
(2.1) (Lu)(z) = —u" (x) + b(z)u' (x) + c(z)u(x) = f(z), =z € (a,b).

Bei nichtlinearen Differentialgleichungen wird die Gleichung

(2.2) —u"(z) + b(2)u'(z) + f(z,u(z)) =0, =z € (ab),
eine semilineare Differentialgleichung zweiter Ordnung und die Gleichung
(2.3) —u"(z) + f(z,u(z),v'(2)) =0, =€ (a,b),

eine quasilineare Differentialgleichung zweiter Ordnung genannt.

Bemerkung 2.1. Fiir (2.1) gibt es eine geschlossene Theorie, die sich unter ge-
eigneten Voraussetzungen auch noch fiir (2.1) verwenden ldsst, indem lokale Argu-
mente verwendet werden. Problem (2.3) ist im Allgemeinen schwierig. O

Bei Randwertproblemen werden zusétzlich zur gegebene Differentialgleichung
Randbedingungen gestellt. Wir beschrénken uns hier auf lineare, entkoppelte Rand-
bedingungen. Es wird wie folgt unterschieden:

e u(a) = o und u(b) = B (Dirichlet-Bedingung oder Randbedingung erster
Art),
e u/(a) = aund v/ (b) = B (Neumann-Bedingung oder Randbedingung zweiter
Art)
e qu(a) + asu'(a) = « und azu(b) + aqu’(b) = B (Robin-Bedingung oder
Randbedingung dritter Art),
wobei «, 3, ai,...,a4 reelle Zahlen sind. Werden verschidene Typen von Randbe-
dingungen gemischt (also zum Beispiel eine Dirichlet-Bedingung an z = a und eine
Neumann-Bedingung an x = b, so heiflen die Randebedingungen gemischt.

Bemerkung 2.2 (Homogenisierung). Der Ansatz

b _
u(@) = v(@) +a T + 85—
b b—

fithrt zu einem Randwertproblem fiir v mit v(a) = v(b) = 0, sofern u(a) = a und
u(b) = B gelten. Wir betrachten daher homogene Randbedingungen. O
Bemerkung 2.3 (Intervalltransformation). Durch die Transformation [0,1] 5 £ —
(&) = (b—a)¢ + a € [a,b] kénnen wir vom Intervall (0,1) ausgehen. O

Wir betrachten im Weiteren das Randwertproblem:
(2.4a) (Lu)(z) = —u"(2) + b(2)u (z) + c(zx)u(z) = f(z), x€(0,1),
(2.4b) u(0) =u(l) =0

mit b, ¢, f € C(Q).
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Beispiel 2.4. Gegeben sei das Randwertproblem " () 4 u(x) = 0. Die allgemeine
Losung ist gegeben durch u(x) = ¢1 sinx + ¢g cosz mit ¢1, c2 € R.
a) Bei den Randbedingungen u(0) = u(1) = 1 erhalten wir die Koeffizienten
¢1 = —cos(1)/sin(1) und ¢y = 1. Es existiert also eine eindeutige Losung.
b) Aus den Dirichlet-Bedingungen «(0) = 1 und u(r) = —2 ergibt sich der
Widerspruch ¢; = 1 und ¢ = 2. Es gibt also keine Lésung.
¢) Gelten u(0) =1 und u(m) = —1, so ist ¢; € R beliebig und ¢2 = 1. Es gibt
in diesem Fall also keine eindeutige Losung. O
Der folgende Satz folgt aus der Theorie gewohnlicher Differentialgleichungen.

Satz 2.5. Besitzt das homogene Problem nur die triviale Lisung, so ist (2.4) ein-
deutig losbar. Gilt c(x) > 0 fir alle x € [0,1], dann hat das zu (2.4) gehorende
homogene Problem nur die triviale Losung.

Mithilfe der Variation der Konstanten ergibt sich eine Losungsdarstellung

w(z) = /0 Gla, ) f(1) dt

mit der Greenschen Funktion G. Die Funktion kann wie folgt charakterisiert werden:
a) G = G(xz,t) geniigt als Funktion von x fiir « # ¢ der homogenen Differen-
tialgleichung.
b) G = G(xz,t) geniigt als Funktion von « den Randbedingungen.
¢) G ist stetig, % hat fiir z = t eine Sprungstelle der “Grofie” 1/(Koeflizient
der zweiten Ableitung).

Beispiel 2.6. Zu Lu = —u” mit u(0) = u(1) = 0 lautet die Greensche Funktion
_fx(1—-t), 0<x<t<I,
G(:”’t)_{ tl—z), 0<t<z<l1.
Damit lautet die Lésung von —u” = f in (0, 1) und u(0) = u(1) = 0 wie folgt:

() :/Ozt(l—x)f(t)dt+/r(1—t)f(t)dt.

Die stiickweise Auswertung des Integrals entspricht der Eigenschaft c¢) der Green-
schen Funktion. O

Satz 2.7 (Vergleichsprinzip). FEs gelte c¢(x) > 0 fiir z € [0,1].
a) Gilt f <0 in[0,1], so ist die Losung von (2.4) nichtpositiv.
b) Gelten Lv < Lw in [0,1], v(0) < w(0) und v(1) < w(1), so folgt v < w in
[0,1].

Bemerkung 2.8. a) Wenn ¢ > 0 in (0, 1) gilt, so folgt Teil a) aus Satz 2.7
sofort daraus, dass w nicht in (0, 1) ein positives Maximum annehmen kann:
Ist ¢y € (0, 1) eine Maximalstelle, so erhalten wir den Widerspruch

(2:4) —u"(a:o) +b(l'0) u/(l’o) +C<$0) U(-TO) — f(xo) >0
——— e N

>0 =0 >0 >0 <0
Fiir einen Beweis von Satz 2.7 verweisen wir zum Beispiel auf das Buch [5].
b) Die Eigenschaft b) aus Satz 2.7 heifit inverse Monotonie oder Isotonie von
L. Man sagt auch, dass der Differentialoperator L einem Maximumprinzip
gentigt.
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Existenzaussagen bei nichtlinearen Differentialgleichungen werden meistens un-
ter der Verwendung von Fixpunktséitzen bewiesen.

2.2. Das klassische Differenzenverfahren. Das Ziel ist es, das Randwertpro-
blem (2.4) mit Hilfe einer Diskretisierung mit finiten Differenzen auf ein endlichdi-
mensionales Problem (und damit endlichdimensionales Gleichungssystem zu brin-
gen.
Das Vorgehen ist wie folgt:
1) Ersetze das kontinuierliche Gebiet 2 = (0, 1) C R durch eine diskrete Menge
von Gitterpunkten:

Schrittweite: h=1/N>0mit N € N,
Gitterpunkte: zi=ih € Qfiri=0,...,N,
Menge der inneren Gitterpunkte: Qn ={x1,...,xn-1},
Menge der Randgitterpunkte: Ty ={zo, 2N},
Gesamtgitter: Qp =Q,UTy,.

2) In jedem Gitterpunkt x; wird Lu durch einen auf €2, definierten Differen-
zenquotienten ersetzt. Approximationen fiir die erste Ableitung sind dabei
o die Vorwdirtsdifferenz: (DVu)(z) = (u(z + h) — u(x))/h,
o die Rickwdrtsdifferenz: (D~ u)(x) = (u(x) — u(z — h))/h,
e die symmetrische Differenz: (D°u)(z) = (u(x + h) —u(x — h))/(2h).
Fiir die zweite Ableitung wird haufig der zentrale Differenzenquotient zwei-
ter Ordnung

x4+ h) —2u(z) +u(z — h)

(D* D u)(z) = 4

h2
verwendet.
Wir erhalten auf diese Weise fiir das Problem (2.4)

(25&) —D+Diu7; + biDoui + ciu; = fi, 1= 1, ey N — ].,

(25b) ug = uUN = 07

wobei u;, ¢ = 0,..., N Naherungen fiir v an den Gitterpunkten x; bezeichnen und
by = b(z;), ¢; = c(x;), fi = f(x;) gelten. Problem (2.5) fithrt auf ein lineares
Gleichungssystem zur Bestimmung der unbekannten Néherungen uq,...,uy_1 an

den inneren Gitterpunkten. Die Werte von u an den Randpunkten sind wegen (2.5b)
bekannt. Wir erhalten die Gleichungen:

rili—1 + Sty +tiugpr = fiy i=1,...,N =1,
wobei 7; = —1/h? —b;/(2h) fir 2 <i < N —1,8 =2/h> +¢; fir 1 <i < N —1
und t; = —1/h% +b;/(2h) fiir 1 < i < N, gelten.
Ubungsaufgabe 18. Betrachte das nichtlineare Randwertproblem
(2.6) u”(x) = 3u(z) + 2* + 10u*(x), =€ (0,1), u(0)=u(l)=0.

a) Diskretisieren Sie (2.6) unter der Verwendung des zentralen Differenzen-
quotienten zweiter Ordnung fiir die Approximation von w”(z). Schreiben
Sie das nichtlineare Gleichungssystem fiir die Naherungen u; der Losung u
an den inneren Gitterpunkten z; =i/N, 1 <i < N — 1.



38 S. VOLKWEIN

b) Zur Lésung des nichtlinearen Gleichungssystems soll das Newtonverfahren
eingesetzt werden. Wie lautet die Jacobimatrix fiir das Newtonverfahren?
¢) Schreiben Sie einen Algorithmus fiir die Verwendung des Newtonverfahrens
zur Losung der nichtlinearen Gleichung in der Form eines Pseudocodes auf.

Programm 6. Implementieren Sie das Newtonverfahren zur Losung des nichtlinea-
ren Gleichungssystems aus Ubungsaufgabe 18. Verwenden Sie als Abbruchkriterium
die Toleranz 107 fiir die Norm der Newtonkorrektur.

Analog zu (2.4) schreiben wir (2.5) in der Form
(2.7) Lyup = fa, ulp, =0

mit up = (’U,l7 ey ’LLNfl)T e RN-L,

Um die Losungen von (2.4) und (2.7) miteinander vergleichen zu konnen, fithren
wir mit Rpv die Restriktion einer auf €2 gegebenen stetigen Funktion v auf das Gitter
ein, das heifit, die Abbildung Ry, : C(Q2) — R¥*+1 ist gegeben durch (Rjv); = v(x;)
fir 0 <i¢<N.

Definition 2.9. Das Differenzenverfahren heifit konvergent von der Ordnung p > 0
(in der oo-Norm), wenn

|Rru — upl|, = O(AP), h —0,
gilt.
Der Fehler Rpu — up, geniigt der folgenden Gleichung
Ly (Rpu —up) = Ly Rpu — Lpup, = Ly Rpu — fr, = LpRpu — Ry, (Lu).

Definition 2.10. Das Differenzenverfahren heif$t konsistent von der Ordnung p >
0 (in der co-Norm), wenn

|ILr(Rpu) — Ry (Lu) max ‘(Lh(Rhu) - Rh(Lu))i‘ =O(h?), h—0,

HOO - 1<i<N-—1
Definition 2.11. Folgt aus Lpvy, = fr und vp|p, = 0 die Ungleichung

[orlloe < Cllfnlloo
fiir eine Konstante C > 0, die nicht von der Schrittweite h abhdngt, so heifst das
Differenzenverfahren stabil.

Bemerkung 2.12. 1) Ist ein Verfahren konsistent, so bedeutet dieses, dass
der Differenzenoperator gut approximiert wird.
2) Ist ein Differenzenverfahren konsistent von der Ordnung p und stabil, so

folgt
1Rnu = unll o = I1L5 " (Ln(Rru = un)ll o, < ClLn(Ryw) = Lyunll
= ClLn(Bpu) = fallo = C |l Lu(Rau) — Ba(Lu)l| = O(RP).
Aufgrund der Stabilitdt ist also der Schluss vom Defekt Ly (Rpu) — Rp(Lu)
auf die Differenz Rpu — up maglich.

3) Fiir die Randwertaufgabe (2.4) folgt wegen der Beschrinktheit der Green-
schen Funktion aus der Darstellung

u(x):/o G(z,t)f(t)dt



NUMERIK GEWOHNLICHER DIFFERENTIALGLEICHUNGEN 39

die Stabilitdtsrelation

ull e = i lu(@)] < C[flloo-

)

Dariiberhinaus folgt sogar

1
lull. < C / Ot = C 1l -

Man spricht von einer L>°-L>°-Stabilitéit beziehungsweise von einer L'-L>-
Stabilitét O

Wie wir bereits bei den Anfangswertproblemen gesehen haben, erfolgen Konsi-
stenzuntersuchungen mit Hilfe von Taylorentwicklungen.

Lemma 2.13. Ist u € C3(Q), so folgt

(D°u)(x) = u'(x) + g(h)  mit |g(h)| < % [0 oo

Im Fall von u € C*(Q) erhalten wir

2
(D¥D u)(w) = u"(x) + g(h) it Jg(B)] < " V..

Beweis. Wir verwenden die Taylorentwicklungen

h? h3
u(z £ h) = u(z) £u'(z)h + u”(az)? + u’”(fi)€7
h2 h3 h4
uw(x & h) = u(z) £ o' (z)h + u”(m)? + u”’(x)g + u® (ni)ﬂ
mit Zwischenstellen £,,&_ n4,n— € Q. Damit folgen die beiden Beziehungen

u(x + h) B U(ZL‘ B h) o " " h2
57 = /(@) + (u"(&) +u"(€)) 15
uw(x +h) —2u(x) +u(lz —h
Wegen u € C3(Q) beziehungsweise u € C*(Q2) folgt die Behauptung. O

(D%u)(x) =

(D*Du)(x) = i

Basierend auf Lemma 2.13 lésst sich der Konsistenzfehler abschétzen. Es gilt fiir
i=1,....N—1:
u(x; — h) — 2u(x;) + u(x; — h)
B2
u(z; + h) —u(x; — h)
b(x;
+ b(z;) o7

— (= u" () + bz () + c(;)u(x;)).

(Ln(Rpu) = Ry(Lu)), = —

+ c(@i)u(z;)

Daraus folgt

h? h?
|(Ln(Rnu) — Ry (Lu))s| < D] \|U(4)||c(ﬁ) T 1blc@ 1 lo@)

fiir 1 <4 < N — 1, das heifit, an den inneren Gitterpunkten.

Satz 2.14. Fiir u € C4(Q) ist das klassische Differenzenverfahren konsistent von
der Ordnung p = 2.
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Bemerkung 2.15. Ist die Losung von (2.4) nicht aus C*(), so zeigt eine genauere
Untersuchung der Restglieder die folgende Konsistenzordnung:

VLo (Bo) — B L. < C. he fiir u € C?(Q),
u) — u o _
P h e = hite  fiir u € C3(Q),

wobel

_ _ (B) (1) — (k)
z,YEQ,xAy ||l‘ - y”

fir @ € [0,1] und k € N gilt. O

Ubungsaufgabe 19. Gegeben sei die Randwertaufgabe

—u(x) = ge“(w), z € (0,1), u(0)=u(l)=0

mit A > 0.

a) Wie lautet das nichtlineare Gleichungssystem, wenn wir die Randwertauf-
gabe mittels des zentralen Differenzenquotienten zweiter Ordnung diskre-
tisieren? Verwenden Sie dazu die Schrittweite h = 1/N, N € N, die Gitter-
punkte x; = ih, 0 <7 < N, und bezeichnen Sie die Néherungen fiir v and

x; mit u;.
b) Schreiben Sie das in a) erhaltene nichtlineare Gleichungssystem als Null-
stellenproblem in der Form F(uy) = 0 mit up = (ug,...,unx_1)7 € RVN-L,

Wie lautet die Funktionalmatrix F’(uy,)? Welches direkte Verfahren ist zur
Losung der Gleichungen

FI(Uh)’Uh = —F(uh)

geeignet?
¢) Formulieren Sie ausfiihrlich das Newtonverfahren zur Losung der Gleichung
F(uh) =0.

Nun kommen wir zur Untersuchung der Stabilitéit. Eliminieren wir in (2.7) die
bekannten Gréflen ug und wuy, so erhalten wir das lineares Gleichungssystem

(2.8) L = Jn
mit Up = (’U’l’""uN*l)T € RN_lu fh = (f17"'7fN71)T S RN_l und
S1 tl
o 82 to
(2.9) Ly = o . c RV-Dx(N-1)

rN—2 SN-2 tN-2
'N—-1 SN-1

Die Stabilitédtsbedingung ist dann dquivalent dazu, dass es eine von der Schrittweite
h unabhéngige Konstante C' > 0 gibt mit

(2.10) 12 < C.
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In (2.10) bezeichnet | - ||oo die Zeilensummennorm. Die Elemente der Matrix Ly,
haben folgende Eigenschaften:
2
si:ﬁ+ci>0 fiir alle h > 0,
1 b
YRR T) 2
<0 firalleh<hy=7
oL b 1bllc@)
! h? ~ 2h

Das motiviert die folgende Definition.

Definition 2.16. Se: A € R"*™,
a) Die Matriz A heifit Lo-Matrix, wenn a;; < 0 gilt firl <i,j <n miti# j.
b) Die Matriz A heifst L-Matrix, wenn A eine Lo-Matriz ist und a;; > 0 gilt.
c) FEine Lo-Matriz A, fiir die A=% existiert mit A= > 0 (das heifit, alle Ele-
mente der Matriz A~ sind nichtnegativ), heifit M-Matrix.

Ubungsaufgabe 20. Wir betrachten die folgende Differentialgleichung in Diver-
genzform:

(2.11) (a(z)d'(x)) = f(z), ze€Q=(0,1), u(0)=a, u(l)=/4,

wobei a € CH(Q) mit a(x) > a > Ofiirallex € Q, f € C(Q) und «, 8 € R gelten. Ziel
ist es , (2.11) so zu diskretisieren, dass wir eine symmetrische Koeffizientenmatrix
erhalten.

a) Diskretisieren Sie das Intervall €2 fiir N € N mit der dquidistanten Schritt-
weite h = 1/N und Gitterpunkten x; = ih, ¢ = 0,..., N. Approximieren
Sie die duBere Ableitung von (au’)’ am inneren Gitterpunkt x;, 1 < i <
N — 1, durch die symmetrische Differenz, wobei Sie die Hilfsgitterpunkte
Tit1/2 = T3 = h/2 verwenden. Benutzen Sie die Bezeichnungen a; = a(x;),
fi=f(z;),1=0,...,N,und a1/ = a(x; £ h/2),i=1,...,N — 1.

b) Diskretisieren Sie die ersten Ableitungen von u in der symmetrischen Dif-
ferenz fiir (au’)’ durch symmetrische Differenzen mit Schrittweite h/2. Wie
lauten die Differenzengleichungen fiir das Problem (2.11)? Stellen Sie die
Koeffizientenmatrix auf.

c¢) In den Differenzengleichungen kommen die Grofien ;1,5 vor. Welcher Dis-
kretisierungsfehler liegt vor, wenn Sie ;4 /2 durch das Mittel (a; +a;+1)/2
ersetzen?

Analog zur inversen Monotonie bei Differentialoperatoren (vergleiche Satz 2.7
und Bemerkung 2.8) heifit A inversmonoton, wenn

Ar <Ay = x<uy.

Dies ist #quivalent damit, dass A~' existiert mit A=' > 0. Daher sagt man, dass
eine M-Matrix eine inversmonotone Lg-Matrix ist.

Ubungsaufgabe 21. Seien P € R"*" und || - || die einer Vektornorm zugeordnete
Grenzennorm. Nehmen Sie an, dass
(2.12) > IP| < oo.

7=0

Zeigen Sie:
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a) I —T ist bijektiv.
Hinweis: Zeigen Sie, dass I — P injektiv ist, zum Beispiel durch einen Wi-
derspruchsbeweis.
b) (I—P)~ = 0%, .
Hinweis: Betrachten Sie die Partialsummen S, = Z?:o PJ. Konvergiert
die Folge {S, }nen? Wenn ja, ist der Grenzwert gleich (I — P)~1?
¢) Gilt ||P]| < 1, so ist (2.12) erfiillt. Zeigen Sie, dass
1

I-P) < —t
| 17

gilt.

Satz 2.17 (M-Kriterium). Sei A € R"*" eine Lo-Matriz mit Elementen a;;, 1 <
i,j < n. Dann ist A genau dann inversmonoton, wenn es einen Vektor e > 0 gibt
mit Ae > 0. In diesem Fall gilt

lelloo

2 )
1I§nz'1£n(Ae)Z

(2.13) A7) <

oo —

mit (Ae)l = Z;'Lzl Qi €j.

Beweis.  “=": Ist A inversmonoton, so kénnen wir als majorisierendes Element
e:=A"lw mit w = (1,...,1)T € R™ withlen. Wegen A~! > 0 folgt dann
e>0und Ae =w > 0.

“<": Sei e > 0 ein Vektor mit Ae > 0. Dann erhalten wir

n
E aijej>0, 1=1,...,n.
Jj=1

Nach Voraussetzung ist A eine Lo-Matrix. Es gilt also a;; < 0 fiir ¢ #
j.- Wegen e; > 0,1 < 5 < n, folgt a;; > 0 fiir 1 < ¢ < n. Damit ist
Ap = diag (a11, ..., anyn) € R™*™ invertierbar. Wir setzen P := ABl(AD —
A) e R"*™. Dann ist A = Ap(I — P), wobei I € R"*™ die Einheitsmatrix
bezeichnet. Aus ABI > 0und Ap — A > 0 erhalten wir P > 0. Wegen
ABI > 0 und Ae > 0 schlielen wir aus

(I-Ple=(I-1+Ap'A)e=A " Ae >0
die Ungleichung Pe < e. Nun fithren wir die folgende Norm ein:

|||, = max Izl fiir x € R".
1<i<n e;

Die zughorige Matrixnorm bezeichnen wir mit
IP|l, = max {|| Pz] | ||z]. =1} .

Es folgt |le]|le = 1. Ist [|z|le = 1, so gilt |z;| <e; fiir i = 1,...,n, das heift,
x < e. Mit P > 0 erhalten wir Pz < Pe fiir alle z € R™ mit ||z|l = 1.
Damit ergibt sich — wieder mit P > 0 und mit Pe < e — fiir die Norm
von P:

|(Pe)| (Pe);

|Pll, = max [[Pa], = || Pe], = max e L,
} [|z]|e=1 : ‘ 1<i<n €; 1<i<n ¢
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Damit existiert die Matrix (I — P)~! und es gilt
(2.14) (I-P)'=> P
3=0

Alsoist A = Ap(I—P) invertierbar. Aus (2.14) und P > 0 folgt (I—P)~! >
0. Da auch Ap > 0 gilt, ist A~! > 0. Damit haben wir gezeigt, dass A
inversmonoton ist.

Nun wollen wir Ungleichung (2.13) beweisen. Sei Av = w. Offenbar gilt

oo

mit [|w]|eo = maxy<i<p |w;|. Daher erhalten wir

1
+v=+A4"tw< ||u)||OOA_1
1
Aus
1
min (Ae); | : | < Ae
1<i<n )
1
folgt
1
e
0<A! < —
- * | 7 min (Ae);
1 1<i<n
Somit ergibt sich insgesamt
1 1
vl = 1A 0l < | lw]eA™ = Jwl A~
1 oo 1 00
<ol || = el
1I§ni1£n )il 1r§nil£n €e)i
das heifit,
A7 = max 47w, < D
® wllee=1 * = min (Ae);
1<i<n

was zu zeigen war.

O

Bemerkung 2.18. Oft gelingt es, einen Vektor e — ein majorisierendes Element
fiir die Matrix A — zu finden und damit [|[A™!|« abzuschéitzen. Mit dieser Vor-
gangsweise kénnen wir die Stabilitdt zeigen. O

Definition 2.19. Sei A € R™*" mit den Elementen a;;, 1 <1i,j < n, gegeben.
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Die Matriz A heif$t streng/strikt diagonaldominant, wenn

i—1 n
laiil > > laijl + Y lagl
j=1 j=it+1
fiir allei € {1,...,n} gilt. Die Matriz A heifit (schwach) diagonaldominant,
wenn in (2.15) das Zeichen > steht.
Die Matriz A heifit reduzibel, falls disjunkte, nichtleere Mengen I, J C
{1,...,n} mit folgenden Figenschaften existieren:

ZTUJ ={1,...,n} und a;; =0 firaleicZ, jeJ,

Andernfalls heif$t die Matrixz irreduzibel.
Die Matriz A besitzt die Ketteneigenschaft, wenn fir beliebige Indizes i, j €
{1,...,n} eine Folge von Nichtnull-Elementen der Form

Qg5 Aiyigy Aigizgy e+ oy Qg g
existiert.
Die Matriz A heif$t irreduzibel diagonaldominant, wenn A schwach dia-

gonaldominant ist, in mindestens einer Zeile aber die strikte Ungleichung
erfillt und A irreduzibel ist.

Beispiel 2.20. Die Matrix

1 20

-1 1 0

3 01
ist reduzibel: Wir wéhlen 7 = {1,2} und J = {3}. O
Bemerkung 2.21. a) Sei A € R™™" mit Elementen a;; # 0, 1 < 4,5, < n.

b)

Dann ist A irreduzibel.

In dem Buch [4, Bemerkung 10.11] finden wir eine Begriindung fiir den
Begriff reduzibel. Sei A € R™*" eine reguldre reduzible Matrix mit Ele-
menten a;;, 1 < 4,5 < n. Wir betrachten das lineare Gleichungssystem
Az = b mit einem gegebenem Vektor b = (by,...,b,)T € R". Gemifl Defi-
nition 2.19 existieren disjunkte, nichtleere Mengen Z, J C {1,...,n} mit
(2.16). Dann folgt fiir alle Zeilen ¢ € 7

n
Zaijxj = Zaijxj =b, firalleieZ.
Jj=1 JjeT

Daher lassen sich zunéchst alle Komponenten z; von & mit ¢ € Z bestimmen.
Dann betrachten wir die Komponenten z; mit ¢ € J:

Z ai;T; = b; — Zaijwj fiir alle 1 € J.

jeT JET
Das Gleichungssystem liisst sich also in zwei kleinere Teilaufgaben zerlegen.
Das bedeutet, dass es eine Permutationsmatrix P € R™*"™ mit

B B
T _ 11 12
papr — (B Be)

existiert, wobei Byj; € RF¥F By € RFX(=kK) ynd B,y e R(r—k)x(n—k)
gelten. O
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Proposition 2.22. Eine Matriz A € R™*" ist genau dann irreduzibel, wenn A die
Ketteneigenschaft besitzt.

Bewets. Wenn eine Folge
@iy s Qiyigy ey Qi g mit Qijyy Aiqigy vy iy g ;é 0
existiert, dann sagen wir, dass ¢ mit j verbunden ist.

“<”: Angenommen, A ist reduzibel. Dann existieren ) £ Z, 7 C {1,...,n} mit
(2.16). Seii € Z und j € J. Aus a;; # 0 folgt wegen i € Z und (2.16) die
Bedingung k € Z. Dann kann aber ¢ nicht mit j verbunden sein, denn in

Wiiy s Wiy igs - v s Qi

folgt aus a;;, # 0 sofort iy, € 7 fiir £ = 2,...,m. Aus (2.16) erhalten wir
dann aber a;,,; = 0. Das ergibt einen Widerspruch zur Ketteneigenschaft.
Also muf3 A irreduzibel sein.

“=” Seien A irreduzibel und i € {1,...,n} beliebig gewihlt. Definiere die In-
dexmenge

K ={ke{l,...,n}|iist mit k verbunden}.
Dann ist K nichtleer: Angenommen, es gilt a;; = 0 fiir alle k € {1,...,n}.
Dann kénnen wir disjunkte, nichtleere MengenZ = {i} und J = {1,...,n}\
{i} wihlen mit (2.16). In diesem Fall ist A reduzibel, was im Widerspruch
zur Voraussetzung steht. Also gilt K # 0.
Wir zeigen, dass K = {1,...,n} gilt. Angenommen, fiir ein j € {1,...,n}
ist ¢ nicht mit j verbunden, das heifit, j ¢ K und K # {1,...,n}. Dann
existiert ein £ € {1,...,n} mit
(2.17) age =0 firalleke Lund ¢ &K

(sonst wére k mit £ verbunden). Wegen (2.16) ist damit A reduzibel. Das
ist aber ein Widerspruch zur Voraussetzung. Es bleibt (2.17) zu zeigen. Fiir
jedes k € K ist @ mit k£ verbunden. Es gibt also eine Folge

aml yoeny ai”“k 7& 0

Ist auch agy # 0, so ist offenbar ¢ mit £ vebunden, das heifit, es folgt ¢ € K.
Das widerspricht (2.17), und damit folgt die Behauptung.

O
Beispiel 2.23. Wir betrachten die n x n-Matrizen
2 -1
-1 2 -1
A1:
-1 2 -1
-1 2
oder
B -1 4 -1
-I B -I -1 4 -1
A = mit B = R
-1 B -I -1 4 -1

—-I B -1 4
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Es gelte 1 < i < j < n. Dann folgt fiir die Elemente der Matrix Ay:

Qi it 15 Qit1,i425 - - - Gj—1,5 7 0.

Im Fall von 1 < j < i <n folgt

Aig—1,Q5—15-25---,0541,5 7 0.
Damit ist Ay irreduzibel beziehungsweise besitzt die Ketteneigenschaft. Fiir die Ma-
trix Ao ldsst sich ebenfalls die Ketteneigenschaft nachweisen. Allerdings ist dieser

Zugang nicht so schnell durchzufithren. Mit Hilfe der Theorie der Differenzenglei-
chungen wird ein Beweis in dem Buch [6] gefiihrt. O

In [4, Bsp. 10.12 und Lem. 10.14] sind folgenden Aussagen bewiesen.

Proposition 2.24. Sei A € R"*" mit den Elementen a;;, 1 <14, <n, gegeben.

a) Sei A eine Tridiagonalmatriz. Dann ist A genau dann irreduzibel, wenn
jede threr Nebendiagonaleintrdge von null verschieden ist.

b) Ist A irreduzibel, so ist auch A + D irreduzibel fiir jede Diagonalmatriz
D e R™*",

c) Ist A irreduzibel und sind b;; € R mit b;; # 0 fir i # j, so ist auch die
Matriz mit den Elementen b;ja;;, 1 <1,7 < n irreduzibel.

Satz 2.25. Sei A € R™*"™ strikt diagonaldominant oder irreduzibel diagonaldomi-
nant. Dann ist A invertierbar.

Beweis. a) Sei A strikt diagonaldominant. Angenommen, es gibt ein z # 0
mit Az = 0. Sei i € {1,...,n} mit |z;| = ||z]c > 0. Wegen Az = 0 gilt
dann

i—1 n
ol = | = g = 3 g
j=1 j=it+1

(2.18) o .

< |$i|(2|aij| + ) aij|),
j=1 j=it+1

was der strikten Diagonaldominanz widerspricht. Damit muss A invertier-
bar sein.

b) Sei A irreduzibel diagonaldominant. Angenommen, es gibt ein z # 0 mit
Az = 0. Wir wihlen ¢ € {1,...,n} mit

n

i—1
(2.19) |asi| > Z |ai;| + Z |aijl,
j=1

j=it1
und setzen
J={ke{1,...,n}(|xk|z|mi|fur1gign,
|2k > |x;] fiir ein j € {1,...,n}}.

Dann ist J nichtleer: Angenommen, J ist leer. Dann gilt |z1| = ... =
|z, | # 0. Aus (2.18) erhalten wir

1—1 n
Jasl <Y lagl+ Y lay]
j=1

j=i+1
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was aber (2.19) widerspricht. Also gilt J # 0.
Sei k € J beliebig gewahlt. Dann folgt

k—1 n k—1 n
- il il , ,
— J J — J VAN
lakk] < laxg| 2] + Y lagl Ze] S laril+ > lak]
Jj=1 j=1

j=k+1 j=k+1

Wegen der Diagonaldominanz muss ax; = 0 gelten bei |xy| > |z;|. Offenbar
folgt damit

arj =0 firalleke Jund j & J.

Damit ist A reduzibel, was der Annahme widerspricht.
O

Lemma 2.26. Sei B € R™*"™ mit B > 0. Dann existiert die Matriz (I — B)™! mit
nichtnegativen Elementen genau dann, wenn o(B) < 1 gilt.

Nun kénnen wir folgendes Resultat beweisen.

Satz 2.27. Sei A € R™™™ mit a;; <0 fir i # j, das heif§t, A ist eine Lo-Matriz.
Dann ist A genau dann eine M-Matriz, wenn folgende Bedingungen erfillt sind:
a) a;; >0 fir allei € {1,...,n} (A ist L-Matriz);
b) oI — ApA) < 1 fiir Ap = diag (a11,- - -, ann)-

Beweis. “<”: Es gelte o(B) < 1 mit B=1 — ABlA. Dann folgt

ail
az2 az2 ail
B—_ > 0.
An—1n
An—1,n—1
An1 An—1,n 0
Ann Ann

Wegen Lemma 2.26 existiert die Inverse (I — B)™! = (A5'A)™! und ist
nichtnegativ. Da ABI regulér ist mit nichtnegativer Inverse, muss auch
A invertierbar und nichtnegativ sein; denn A = Ap(I — B) und A~} =
(I — B)"*Ap;' > 0. Also ist A eine M-Matrix.

“=7: Sei A eine M-Matrix. Angenommen, es gilt a;; < 0 fiir ein ¢ € {1,...,n}.
Damit ist A keine L-Matrix, und die i-te Spalte von a; € R™ von A ist nicht
positiv. Da A eine M-Matrix ist, gilt e; = A~ a; < 0. Wegen

0

—_

e; = «— i-te Zeile

0
ergibt sich ein Widerspuch zu der Annahme, dass a;; < 0 gilt. Also folgt,
dass Ap > 0 gilt und ABl existiert. Da A eine M-Matrix ist, ist A regulér
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mit nichtnegativer Inverser. Also ist auch I—B = ABIA invertierbar. Wegen
a;; <0 fiir alle 7 # j gilt B > 0. Aus

(I-B)y ' =(I—(I—Ap'A) " =A4p >0
folgt die Aussage aus Lemma 2.26.

O
In [4, Th. 4.39 und Th. 4.43] ist die folgende Aussage bewiesen.
Satz 2.28. Sei B € R™*"™ mit der Spektralnorm
o(B) = max{|A| : X € C ist ein Eigenwert von B}.
a) Fir jede durch eine Vektornorm indizierte Matriznorm ||-|| : R"*™ — [0, 00)

gilt o(B) < [|B].
b) Ist B symmetrisch, so folgt
o(B) = ||Bl, = max {|| Bz, | [lz]l, = 1},
wobei hier ||Bx||2 und ||x||2 die Euklidischen Normen der Vektoren Bx be-
ziehungsweise x bezeichnen.

Wir haben nun folgendes hinreichende Kriterium fiir eine M-Matrix.

Satz 2.29. Sei die Matriz A € R™*"™ entweder strikt diagonaldominant oder irre-
duzibel diagonaldominant mit a;; <0 fir i # j und a;; > 0 fur alle i € {1,...,n}.
Dann ist A eine M-Matriz.

Beweis. Wir setzen B = I — ABlA mit Ap = diag (ai1,...,an,) € R**™. Gilt
o(B) < 1, so folgt die Aussage aus Satz 2.27. Nach Voraussetzung ist A diagonal-
dominant. Dann folgt fiir die Elemente b;;, 1 <4,j < n, von B die Abschétzung

(2.20) Zlbm Z Lo Z |Z’lz‘ <1

a;
i j=it1

a) Sei A strikt dlgonaldommant. Dann folgt aus (2.20)
1Bl = max Zw < 1.

Also gilt o(B) < ||Blloo < 1 wegen Satz 2.28-a) und wir kénnen Satz 2.27
anwenden.

b) Sei A irreduzibel diagonaldominant. Dann gilt (2.20) fiir alle ¢ € {1,...,n},
und es gibt ein k € {1,...,n} mit

n
> bkl < 1.
j=1

Damit gilt o(B) < ||Bllec < 1 wegen Satz 2.28-a). Angenommen, es gilt
o(B) = 1. Sei A ein Eigenwert von B mit |A| = 1. Dann ist A\I — B singulér.
Wegen (2.20) gilt

IA = bii| = |Al = [bii| =1 — |bii] >Z|bw|+ Z |bm| I<i<mn,
Jj=i+1
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und die strikte Ungleichung ist mindestens fiir ein k € {1,...,n} erfiillt.
Damit ist Al — B diagonaldominant. Die Matrix AI — B hat dieselbe Besetzt-
heitsstruktur wir A, ist daher irreduzibel und damit irreduzibel diagonaldo-
minant. Mit Satz 2.25 ist damit AI — B invertierbar, was einen Widerspruch
zu der Annahme ist, dass A ein Eigenwert von B ist.

O

Wir haben nun Hilfsmittel zur Hand, um die Stabilitéit von Differenzenverfahren
zu untersuchen. Wir betrachten dazu die Matrix L, € RIN=DX(N=1). yeroleiche
(2.9).

a) Fiir h € (0, ho] ist Ly, eine L-Matrix, das heift,
r; <0, >0, t; <0 firalleie{1,...,n} und h € (0, ho]

mit rg =tny_1 = 0.
b) Wir iiberpriifen die Diagonaldominanz: Wegen r; < 0 und ¢; < 0 erhalten
wir

|sil = |ril = [ts| = si +ri+t; >¢; >0, i=2,...,N—=2,

1 by
[si|—til=s1+t1=c1+ 5+ >c1 >0,

h?  2h —
—_—————
=—712>0
by
lsnv—1| —|rv—1] = snv—1+rN_1 =cno1 + 72 " on >cn-1 2> 0.
—_————
=—tn-12>0

c) Fir c(z) > ¢ > 0 ist Ly, strikt diagonaldominant, also nach Satz 2.29

eine M-Matrix. Wir withlen e = (1,...,1)7 € RY¥~! als majorisierendes
Element. Dann ergibt (2.13) aus Satz 2.17 die Abschétzung
A 1 1 1
i, <— = <
min s; +7; +t; min ¢ c
1<i<N-1 1<i<N—1

wobei 1 = ty_1 = 0 gesetzt wird.

d) Im Fall von ¢ > 0 in Q ist die Matrix i/h schwach diagonaldominant, wenn
die Schrittweite hinreichend klein ist. Die Matrix ih besitzt aber die Ket-
teneigenschaft (vergleiche Beispiel 2.23). Damit ist Ly, irreduzibel diagonal-
dominant. Satz 2.29 ergibt wieder, dass Ly, eine M-Matrix ist.

Bemerkung 2.30. Fiir ¢ > 0 in Q bleibt die Stabilitéitskonstante unklar. Wir
betrachten das Randwertproblem

—v"(z) +b(x)W' (z) =1, z€Q, v(0)=0v(1)=0.
Aus dem Maximumprinzip folgt (vergleiche Satz 2.7), dass v > 0 in §2 gilt. Da Lj,

eine konsistente Differenzenapproximation ist, folgt aus (R Lw); = 1,1 < i < N—1,
dass (Lp(Rpv)); > 1/2 fiir alle h € (0, hy]. Also gilt
v(z1) 1

Ly : >

U($N_1 1

DN | =
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Wir wenden nun Satz 2.17 mit e = Rjv an. Dann erhalten wir

| Rnv|| o < vl o

o (I "S 1
1§?%115171( n(Rpv))i 2

127 oo < =2 [vll o) =: C-

Die erhaltene Schranke C' > 0 ist unabhéingig von der Schrittweite. Damit ist das
Differenzenverfahren stabil. O

Satz 2.31. Seien die Losung von (2.4) aus C*(Q) und die Schrittweite h hinrei-
chend klein. Dann ist das klassische Differenzenverfahren stabil und hat die Kon-
vergenzordnung p = 2 (in der co-Norm), das heifit, es gilt

|Rpu — up|,, = O(h?), h—0.

Ubungsaufgabe 22. Vorgelegt sei das lineare Randwertproblem

— " (x) + b(x)u'(z) + c(x)u(z) = f(z), = €(0,1),
u(0) = a, u(l) = 4.

wobei b, ¢, f auf [0, 1] stetige Funktionen mit ¢(x) > 0 fiir alle z € [0,1] und «, 8

reelle Zahlen sind. Diskretisieren Sie das Problem (2.21), indem Sie die Schrittweite

h =1/N, N € N, verwenden und indem Sie u”(z) durch die zentrale Differenz

zweiter Ordnung ersetzen und «’(z) wie folgt diskretisieren:

u(z + h) — u(x)
h )

u(z) —u(z — h)
h )

Welches lineare Gleichungssystem erhalten Sie? Wann ist die Koeffizientenmatrix

des linearen Gleichungssytems strikt diagonaldominant?

Die Differenzenapproximation (2.22) heifit Aufwind-(Upwind-) Differenzenquotient.

Diese Technik ist insbesondere bei singuldr gestorten Problemen

—eu” (z) + b(z)u(x) + c(x)u(z) = f(z), z€(0,1),
mit 0 < € < 1 sehr hilfreich.

(2.21)

falls b(x) < 0 gilt,
(2.22)
falls b(x) > 0 gilt.

2.3. Andere Randbedingungen. In diesem Abschnitt wollen wir kurz auf andere
Randbedingungen eingehen.
a) Neumann-Randbedingungen: v/(0) = o und u/(1) = S. Die Differenzenglei-
chungen fiir 4 = 1 lauten dann
bih
(223) —ug + 2u1 —ug + 17 (U2 — ’LLO) + clh2u1 = f1h2.
Hier ist up unbekannt. Nun gibt es zwei Strategien:
e Wir verwenden die Differenzengleichung auch fiir ¢ = 0. Das entspricht
einer Diskretisierung des Randwertproblems (2.4) an 2 = 0. Wir er-
halten

boh
(224) —u1 + 2ug —u_1 + 07 (U1 — ’U,,l) + Coh2u1 = f0h2.

Die Randbedingung u'(0) = « approximieren wir durch die symmetri-
sche Differenz
u(h) —u(=h)

a=u(0)= —~———"L L OM) ~

Uy —uU_q
2h '

2h
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Damit kénnen wir die unbekannte Grofie u_; in (2.24) durch u_q =
u1 + 2ah eliminieren.
e Wir approximieren die Randbedingung an x = 0 durch die Vorwérts-

differenz:
B) — —
o = U/(O) — 'LL( ) U(O) + O(h) s Uy Uo
h h
Nun ldsst sich in (2.23) die unbekannte Grofie ug durch ug = uy — ah
ersetzen.

b) Periodische Randbedingungen: u(0) = u(1). Nun sind up und uy unbe-
kannt, die aber beide iibereinstimmen. Es ist daher nur eine zusétzliche
Gleichung notwendig, zum Beispiel fiir ¢ = 0:

boh
—Uuy + 2’LLO —U_1+ % (U1 — u,l) + Coh2u1 = f0h2.

Da die Losung periodisch ist, kénnen wir v_; durch uy_1 ersetzen.
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