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Definition:
Ein topologischer Raum X heißt noethersch, wenn jede absteigende Folge (An)n∈N
abgeschlossener Teilmengen von X stationär wird (d.h. es gibt ein N ∈ N so, dass
An = An+1 = . . . für jedes n ≥ N).

Aufgabe 50:
Zeigen Sie, dass für einen topologischen Raum X folgende Aussagen äquivalent
sind:

(i) X ist noethersch.
(ii) Jedes nichtleere System aus abgeschlossenen Teilmengen von X besitzt ein

minimales Element.
(iii) Jede offene Teilmenge von X ist kompakt.

Aufgabe 51:
Zeigen Sie, dass das Spektrum eines noetherschen Ringes in der Zariski-Topologie
ein noetherscher topologischer Raum ist.

Aufgabe 52:
Sei X ein noetherscher topologischer Raum. Zeigen Sie, dass X nur endlich viele
irreduzible Komponenten hat, und dass, falls X1, . . . , Xn die irreduziblen Kompo-
nenten von X sind, für 1 ≤ i ≤ n jeweils

Xi 6⊆
⋃

1≤j≤n
j 6=i

Xj

gilt. (Hinweis: Man betrachte das SystemM derjenigen abgeschlossenen Teilmengen
von X, die nicht Vereinigung von endlich vielen irreduziblen Teilmengen sind.)

Aufgabe 53:
Zeigen Sie, dass für einen topologischen Raum X folgende Aussagen äquivalent
sind:

(i) X ist zusammenziehbar.
(ii) Jede stetige Abbildung X −→ Y in einen topologischen Raum Y ist unwe-

sentlich (nullhomotop).
(iii) Jede auf einem topologischen Raum Z definierte stetige Abbildung Z −→ X

ist unwesentlich.

Abgabe: Dienstag 10.7.07 in der Vorlesung.


