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Aufgabe 5:
Sei (X, d) ein metrischer Raum. Für a ∈ X und ε ∈ R+ seien

Bε(a) = {x ∈ X | d(x, y) < ε} und

Bε(a) = {x ∈ X | d(x, y) ≤ ε} .

Zeigen Sie, dass das Teilmengensystem

T = {U ⊂ X | ∀x ∈ U ∃ ε ∈ R+ : Bε(x) ⊂ U}
eine Topologie auf X ist. Zeigen Sie weiter, dass bezüglich dieser Topologie Bε(a)
offen und Bε(a) abgeschlossen ist. Ist Bε(a) der Abschluss von Bε(a)?

Aufgabe 6:
Zeigen Sie:

(a) In einem Hausdorffraum sind alle endlichen Teilmengen abgeschlossen.
(b) Auf einer beliebigen Menge ist die kofinale Topologie die gröbste Topologie,

in der alle endlichen Teilmengen abgeschlossen sind.
(c) Eine Menge ist genau dann endlich, wenn auf ihr die kofinale Topologie

hausdorffsch ist.

Aufgabe 7:
In einem topologischen Raum X definiert man den Rand einer Teilmenge A ⊂ X
als ∂A = A \A◦.

(a) Zeigen Sie, dass ∂A aus denjenigen Punkten a ∈ X besteht, für die jede
Umgebung von a sowohl ein Element von A als auch ein Element von X \A
enthält.

(b) Geben Sie ein Beispiel an, dass zeigt, dass ∂A innere Punkte besitzen kann.

Aufgabe 8:
Sei X eine Menge und sei c : P(X) −→ P(X) eine Abbildung mit den folgenden
Eigenschaften:

(i) Es ist c(∅) = ∅.
(ii) Für Y ∈ P(X) ist Y ⊂ c(Y ).

(iii) Für Y ∈ P(X) ist c(c(Y )) = c(Y ).
(iv) Für Y, Z ∈ P(X) ist c(Y ∪ Z) = c(Y ) ∪ c(Z).

Zeigen Sie, dass es genau eine Topologie auf X gibt, bezüglich der c(Y ) der Ab-
schluss von Y ist für jede Teilmenge Y ⊂ X.

Abgabe: Mittwoch 2.5. in der Übungsstunde


