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5. Übungsblatt

Aufgabe 5.1 Seien die Funktionen F : R→ R und G : R→ R gegeben durch

F (x) :=



0 falls x ∈ ]−∞,−π
2 [

1 falls x ∈ [−π
2 ,−

π
6 [

3 falls x ∈ [−π
6 ,

π
6 [

5 falls x ∈ [π6 ,
π
2 [

6 falls x ∈ [π2 , π[
8 falls x ∈ [π,∞[

und G(x) :=



0 falls x ∈ ]−∞,−π[
1 falls x ∈ [−π,−π

2 [
2 falls x ∈ [−π

2 ,−
π
6 [

4 falls x ∈ [−π
6 ,

π
6 [

6 falls x ∈ [π6 ,
π
2 [

7 falls x ∈ [π2 , π[
8 falls x ∈ [π,∞[

Man definiert γ : Z→ R und ψ : Z→ R durch

γ(k) :=

∫ π

−π
exp(ikλ) dF (λ) und ψ(k) :=

∫ π

−π
exp(ikλ) dG(λ)

Berechnen Sie γ und begründen Sie warum es sich bei γ um eine Autokovarianzfunktion handelt.
Berechnen Sie ψ(k). Ist ψ eine acf? Falls ja, vergleichen Sie Ihr Ergebnis mit der Eindeutigkeits-
aussage der Spektralverteilung.

Aufgabe 5.2 Seien X und Y zwei schwach stationäre Prozesse mit den Spektralverteilungen
FX bzw. FY . Zusätzlich gelte cov(Xt, Ys) = 0 für alle s, t ∈ Z. Berechnen Sie die Spektralvertei-
lung des Prozesses Z := X + Y .

Aufgabe 5.3 Sei X ein schwach stationärer Prozess mit der Spektraldichte f(λ) = π − |λ|
2

π
für alle λ ∈ [−π, π] Bestimmen Sie die Autokovarianzfunktion von X.

Aufgabe 5.4 Seien X und Y zwei stationäre Prozesse mit den Spektraldichten fX bzw.
fY . Zusätzlich gelte fX(λ) ≤ fY (λ) für fast alle λ ∈ [−π, π].

1. Bezeichne Γn,Y bzw. Γn,X die Kovarianzmatrizen der ZufallsvektorenX(n) := [X1, . . . , Xn]′

bzw. Y (n) := [Y1, . . . , Yn]′. Zeigen Sie, dass die Matrix Γn,Y −Γn,X positiv semidefinit ist.

2. Zeigen Sie, dass var(b′X(n)) ≤ var(b′Y (n)) für b ∈ Rn.
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