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Einleitung

Artins Losung des 17. Hilbertschen Problems besagt, dass sich ein auf dem R"™ nichtnegatives
Polynom f im Polynomring R[X] := R[Xj,..., X,,] in n Unbestimmten als Summe von
Quadraten rationaler Funktionen darstellen lasst. Mit anderen Worten folgt aus f > 0, dass
f € Y.R(X)? ist. Dabei bezeichne Y R(X)? die Menge der Elemente von R(X), welche sich
als endliche Summe von Elementen g € R(X)? darstellen lassen.

Betrachtet man Polynome f, welche nicht auf dem ganzen R™ nichtnegativ sind, sondern

nur auf der durch endlich viele Polynome hy,...,hs; € R[X] erzeugten semialgebraischen
Menge

K= {2 € R" | hi(2) 2 0,... . hi(z) > 0},
so ergibt eine Verallgemeinerung von Artins Losung, dass sich f dann darstellen ldsst als

f= Z h¥a, (A)
fiir gewisse v € {0,1}* und o, € Y R(X)?, wobei h” = hj* --- h¥-.

Wir interessieren uns fiir nennerfreie Darstellungen von Polynomen f, welche auf K
positiv oder nichtnegativ sind. Im Speziellen interessieren wir uns dafiir, unter welchen
Bedingungen f eine Darstellung der Gestalt

F=> Ahmit ), € Rxg oder (B)
f=00+> oihimito; € Y R[X]? (B")
=1

besitzt. Wir fragen uns also, wann ein auf K nichtnegatives Polynom in dem durch h =
(h1,...hs) tber R>q erzeugten Semiring T'(h) oder in dem von h erzeugten quadratischen
Modul M (h) liegt. Dabei sind T'(h) und M (h) gegeben durch die Mengen

T(h) = ) Ah” mit A, € Rz, nur endlich viele # 0 und
veNs

M(k) = Y RIXE + 3 hi YO RIXP,

wobei " R[X]? die Menge aller endlichen Quadratsummen in R[X]? bezeichnet. Insbeson-
dere behandeln wir damit auch den klassischen Fall einer endlich erzeugten Praordnung 7T,
welche durch die Menge 7 := ", h* > R[X]? mit v € {0,1}* gegeben ist.
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FEinleitung 2

1991 zeigte Schmiidgen [Sch91], dass wir fiir Polynome f, welche positiv auf K sind, eine
Darstellung (A) mit o, € Y R[X]? finden konnen, sofern K beschriinkt ist. Das heifit, ist
K beschrinkt, so liegt ein auf K positives Polynom f immer in der durch die h; erzeugten
Priaordnung. 1993 zeigte Putinar [Put93] eine entsprechende Aussage fiir endlich erzeugte
quadratische Moduln M, wobei jedoch die Archimedizitit von M direkt gefordert wurde,
das heifit, es muss M + Z = R[X] gelten. Dieses ist notwendig, da aus der Beschrinktheit
von K im Allgemeinen nicht mehr die Archimedizitdt von T wie im Falle einer Préordnung
folgt. Dieses Ergebnis wurde 1999 von Jacobi [Jac99] auf quadratische Moduln und Moduln
hoherer Stufe erweitert, so dass wir fiir auf K positive Polynome eine Darstellung (B’)
also f = o9 + 01h1 + -+ + 0shs mit g; € R[X ]? erhalten, sofern der quadratische Modul
M archimedisch ist. Fordert man die Archimedizitdt des durch die h; erzeugten Semirings
T, so findet man fiir positive Polynome nach dem Satz von Schmiidgen auch hier eine
Darstellung (B). Somit ist die Frage nach einer nennerfreien Darstellung von auf K positiven
Polynomen im Wesentlichen geklért, so dass wir einen Schwerpunkt auf die Untersuchung
von Darstellungen nichtnegativer Polynome legen.

Bei nichtnegativen Polynomen ist die Forderung der Archimedizitit eines Semirings oder
quadratischen Moduls im Allgemeinen nicht mehr hinreichend fiir eine nennerfreie Darstel-
lung (B) oder (B’). Es gibt zahlreiche Beispiele fiir auf K nichtnegative Polynome, welche
nicht in dem durch h erzeugten Semiring oder quadratischen Modul liegen (Beispiel 3.19
oder 3.28). Andererseits lieferte Scheiderer 2003 [Sch03] mit einem Lokal-Global-Kriterium
(Satz A.5 im Anhang) ein hinreichendes Kriterium dafiir, wann ein auf K nichtnegatives
Polynom in der zu K gehorenden archimedischen Praordnung liegt. Dieses Kriterium konnte
er 2004 [Scha] auf quadratische Moduln erweitern. Bei der Untersuchung dieses Kriteriums
traten noch weitere Darstellungsséitze nichtnegativer Polynome auf, so dass man zumindest
unter weiteren Voraussetzungen an das nichtnegative Polynom eine solche nennerfreie Dar-
stellung (B’) erhilt. Diese Ergebnisse lassen sich teilweise auf Semiringe iibertragen, so dass
sich hiermit auch Darstellungen der Gestalt (B) ergeben.

Unser Ziel ist es, einige dieser bekannten Resultate anhand eines Darstellungssatzes von
Handelman zu beweisen.

Handelman verdffentlichte mit Goodearl im Jahre 1976 [GH76] einen Darstellungssatz fiir
Funktionale, welchen er 1980 zusammen mit Effros und Shen [EHS80] auf partiell geordnete
Gruppen erweiterte. In abgewandelter Version [dAT01] lautet er (sieche auch Satz 2.6)

Satz. Sei V ein Q-Vektorraum und C C V' ein konverer Kegel mit Ordnungseinheit u, sei
fevV. Ist o(f) > 0 fir jeden reinen Zustand auf (V,C,u), dann ist f € C.

Ein Element u € C ist eine Ordnungseinheit, falls Zu + C = V gilt. Ein Zustand ist
eine lineare Abbildung ¢ : A — R mit ¢(C) C R>g und ¢(u) = 1. Ist dieser Zustand ein
Extremalpunkt der konvexen Menge aller Zusténde auf (V, C,u), so ist dieser rein.

Auffillig ist die formale Ahnlichkeit zum Reellen Darstellungssatz (siehe auch Satz 3.6)

Satz (Reeller Darstellungssatz). Sei A kommutativer Ring und T ein archimedischer Semi-
ring auf A, sei f € A. Ist o(f) > 0 fir alle p € X(T), soist f € T.

Eine genauere Untersuchung der reinen Zustinde auf kommutativen Ringen A mit ar-
chimedischem Semiring T" zeigt (Satz 3.14), dass die reinen Zusténde auf (A,T,1) mit den
Ringhomomorphismen ¢ € X(T') iibereinstimmen. Damit kann man den Darstellungssatz
von Handelman auf Probleme der Reellen Algebra iibertragen.



Einleitung 3

Da der Darstellungssatz von Handelman in dieser Form aber auch nur fiir positive Po-
lynome anwendbar ist, wird ein weiterer Satz von Handelman aus dem Jahre 1985 [Han85)
hinzugezogen, welcher reine Zustéinde auf Idealen klassifiziert (Satz 3.10). Hiermit sind wir
dann in der Lage unter gewissen Voraussetzungen auch Nullstellen von f zu erlauben.

Bonsall, Lindenstrauss und Phelps zeigten schon 1966 in [BLP66] ein entsprechendes
Resultat fiir positive Funktionale und Operatoren. Dieser Arbeit sind einige Ideen fiir die
genauere Charakterisierung reiner Zustédnde auf Idealen entnommen.

Durch eine geeignete Wahl von Idealen und der Charakterisierung der reinen Zustédnde
auf diesen Idealen kénnen hiermit sowohl abstrakte als auch konkrete (also geometrische)
Nichtnegativstellensiitze abgeleitet werden. Dabei ist im Polynomring R[X] das folgende
Resultat (Satz 4.6) besonders anschaulich.

Satz (Scheiderer). Sei M archimedischer quadratischer Modul auf R[X]. Weiter sei f €
R[X] mit f > 0 auf K. Besitzt f nur endlich viele Nullstellen x1,...,x) in K, welche alle
im Inneren von K liegen, und ist D? f(x;) positiv definit firi=1,...,k, dann ist f € M.

Mit dem Darstellungssatz von Handelman und der Charakterisierung der reinen Zusténde
auf Idealen kann man nun diesen Satz direkt beweisen, ohne auf das abstrakte Lokal-Global-
Kriterium von Scheiderer (siehe Anhang A) zuriickzugreifen.

Im Speziellen ist diese Arbeit wie folgt gegliedert.

e Im ersten Kapitel werden einige funktionalanalytische Begriffe und Séitze erldutert,
welche im Hauptteil benttigt werden. Die entsprechenden Sétze und Definitionen sind
iiberwiegend aus [Goo86] iibernommen. Neben einigen algebraischen Bemerkungen
wird basierend auf [PDO01] eine kurze Einfithrung fiir Ringe mit Semiringen T oder

Moduln M héherer Stufe geliefert. Dabei wird insbesondere der Polynomring R[X]
betrachtet, worauf die gegebenen Beispiele in dieser Arbeit basieren.

o Im zweiten Kapitel werden ausgehend von [dAT01], [Goo86] und [Han85] die Definition
eines reinen Zustands auf einem Q—Vektorraum liefern und einige erste Eigenschaften
gezeigt. Auflerdem wird der oben formulierte Darstellungssatz von Handelman bewie-
sen, auf dessen Grundlage die folgenden Kapitel aufbauen.

e Im dritten Kapitel betrachten wir archimedische Semiringe und archimedische Moduln
hoherer Stufe auf kommutativen Ringen. Hier werden einige Sétze erarbeitet, die uns
die Struktur der reinen Zusténde auf Ringen und Idealen mit einem archimedischen
Semiring oder Modul héherer Stufe néher bringen. Hieraus folgen mit der erlduterten
Ubertragung in die Reelle Algebra unter anderen der bekannte Reelle Darstellungs-
satz, die Positivstellensitze von Schmiidgen und Jacobi im Polynomring R[X] sowie
einige abstrakte Nichtnegativstellensitze aus [Sch03] und [Scha]. Hierbei werden die
Aussagen mit zahlreichen Beispielen unterlegt.

e Im vierten Kapitel werden wir konkret den Polynomring R[X] betrachten. Dabei un-
tersuchen wir fest gewéhlte, beispielhafte Praordnungen und Ideale, auf denen wir alle
reinen Zustdnde auf diesen Idealen bestimmen kénnen. Mit den aus diesen Beispiel-

rechnungen gewonnenen Ergebnissen wenden wir uns dem oben erwihnten konkreten



FEinleitung 4

Darstellungssatz nichtnegativer Polynome von Scheiderer aus [Sch03] zu, welcher die
Ergebnisse von Jacobi und Putinar auf nichtnegative Polynome erweitert. Dieser wird
dann direkt mit dem Darstellungssatz von Handelman bewiesen. Dabei erhalten wir
weitere Einblicke in die Struktur der reinen Zustédnde auf Idealen im Polynomring.

e Im Anhang wird gezeigt, wie man das abstrakte Lokal-Global-Kriterium von Scheide-
rer in [Sch03] fiir eine archimedische Priordnung mit den im dritten Kapitel erhaltenen
Ergebnissen herleiten kann.

Ich danke meinem Betreuer Markus Schweighofer fiir seine kompetente Betreuung und die
gute Zusammenarbeit, ohne die das vierte Kapitel nicht entstanden wére. Ihm verdanke ich
neben vielen kleinen mathematischen und stilistischen Ratschldgen die wesentlichen Hinweise
zu den Beweisen der Séitze 3.14, 3.22 und Satz 4.6.

Weiter danke ich Axel Herguth fiir die Korrektur der Rechtschreibung und seine Versuche,
mir die deutsche Grammatik néher zu bringen, auch wenn ich mich einigen seiner Vorschlige
standhaft widersetzt habe.

SchlieBlich bedanke ich mich bei meinen Kommilitonen und Freunden fiir fachliche sowie
moralische Unterstiitzung. Ich weif}, ich war anstrengend. Vielen Dank!



Kapitel 1

Grundlagen

1.1 Funktionalanalytische Grundlagen

In diesem Kapitel werden einige funktionalanalytische Begriffe und Sitze, welche spiter
benétigt werden, bereitgestellt.

Sei {Xx}aea eine Familie topologischer Raume. Die Produkttopologie auf [T, , X ist
die grobste Topologie, so dass die kanonischen Projektionen p; : [Tyo, Xa — Xj stetig sind.
Fiir [Tycp R schreiben wir kurz RA. Wir fassen R* als R-Vektorraum aller Abbildungen
¢ : A — R auf vermoge der Einbettung ¢ — (¢(9))gea-

1.1 Definition. i) Eine Teilmenge K eines R-Vektorraums heifit konvexr, wenn sie mit
r1,T9 € K auch alle Konvexkombinationen von 1 und xo enthélt, das heifit mit x
und 23 sind auch alle = der Gestalt © = axy + (1 — a)xe mit o € [0,1] in K.

ii) Ein Extremalpunkt einer konvexen Menge K ist ein Punkt z € K, welcher sich nicht als
echte Konvexkombination zweier Punkte 1,29 # x in K schreiben lidsst. Hat man also
fiir einen Extremalpunkt z € K eine Darstellung = ax1 + (1 — a)ze mit z1,29 € K
und « € (0,1) so gilt schon x = 1 = z5.

Die Menge der Extremalpunkte von K sei mit d. K bezeichnet.

Auch wenn die Menge der Extremalpunkte mit d. K bezeichnet werden, muss sie nicht
den ganzen Rand der konvexen Menge K bilden. Sie ist jedoch Bestandteil des Randes, da
man jeden inneren Punkt einer konvexen Menge als Konvexkombination zweier Punkte aus
K darstellen kann.

1.2 Beispiel. Bei der Einheitskreisscheibe B(0, 1) im R? bildet der Rand S! = dB(0, 1) die
Menge der Extremalpunkte von B(0,1). Dagegen sind bei einem regulidren ebenen Polyeder
P nur seine Eckpunkte extremal, somit ist 9P # 0, P. Es muss nicht immer einen Extremal-
punkt zu einer konvexen Menge geben, so ist zum Beispiel die Menge der Extremalpunkte

der offenen Einheitskreisscheibe B(0, 1) leer.

In den spiteren Kapiteln sind wir an extremalen Punkten interessiert. Um nachzu-
weisen, dass ein gegebener Punkt ein Extremalpunkt ist, geniigt es Konvexkombinationen
= az; + (1 — a)ze mit o« = 1/2 wegen folgender Bemerkung zu betrachten.
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1.3 Bemerkung. Jede Konvexkombination = ax; + (1 —«)zs mit 1,20 € K L1
und « € [0,1] eines gegebenen Punktes x € K kann man so transformieren, .
dass a = 1/2 ist, indem man gegebenenfalls einen der Eckpunkte x; oder xo

verschiebt. Daher kénnen wir bei Konvexkombinationen ohne Einschréankung )
a = 1/2 wihlen. Z2

1.4 Definition. Sei V ein R-Vektorraum mit Topologie 7. Sind Addition und skalare Mul-
tiplikation in V' stetig beziiglich 7, so wird (V, 7) als topologischer R-Vektorraum bezeichnet.

Ein R-Vektorraum V mit Topologie 7 muss nicht notwendig ein topologischer Vektorraum
sein. So ist beispielsweise ein Vektorraum, welcher nicht der Nullraum ist, mit diskreter
Topologie kein topologischer Vektorraum, da hier die skalare Multiplikation nicht stetig ist.

1.5 Definition. Ein topologischer Vektorraum V ist lokalkonvez, wenn jede Nullumgebung
in V eine konvexe Nullumgebung enthalt.

Fasst man die reellen Zahlen R als normierten Raum auf, so erhélt man mit den iiblichen
e—Umgebungen B(z,¢) :={y € R| ||l — y|]| < €} zu jeder Nullumgebung eine konvexe Nul-
lumgebung. Damit ist R ein lokalkonvexer Raum. Aus der Definition der Produkttopologie
geht damit sofort hervor, dass auch jede Potenz R® von R ein lokalkonvexer Raum ist.

Fiir lokalkonvexe Réume gilt der Satz von Krein-Milman. Dieser besagt, dass eine kom-
pakte, konvexe Teilmenge dieses Raumes schon durch ihre Extremalpunkte charakterisiert
wird. Dabei ist eine Menge K kompakt, wenn sie die Heine-Borelsche Uberdeckungseigen-
schaft erfiillt, d.h. jede offene Uberdeckung von K enthilt eine endliche Teiliiberdeckung
von K.

1.6 Satz (Krein-Milman). Ist K eine kompakte, konvexe Teilmenge eines lokalkonvezen
topologischen Vektorraums, so ist K gleich dem Abschluss der konvexen Hiille der Extremal-

punkte von K.

Beweis. Dieses ist ein bekanntes Resultat iiber lokalkonvexe Riume. Ein Beweis findet sich
unter anderem in [BCR&4] oder [Goo86]. O

Umgekehrt gilt, dass eine Teilmenge X C K, welche K = conv(X) erfiillt, schon alle
Extremalpunkte von K enthalten muss.

Weiter kann man eine niitzliche Eigenschaft linearer, stetiger Funktionen auf kompak-
ten, konvexen Teilmengen solcher Rdume zeigen. Sie nehmen natiirlich ihr Supremum und
Infimum auf der kompakten Menge K an, falls K # (). Weiter werden diese sogar in einem
Extremalpunkt von K angenommen, so dass man den Wertebereich einer linearen, stetigen
Funktion auf K allein durch Betrachtung der Werte der Extremalpunkte von K angeben
kann. Zum Beweis dieser Aussage benotigen wir noch die Definition einer extremalen Menge.

1.7 Definition. Sei K eine konvexe Menge. Eine Teilmenge F' C K heifit extremal, wenn
fir alle 2 € F mit x = axy + (1 — o)z mit 21,22 € K und « € (0,1) schon z1,x2 € F sind,
d.h. ist ein Element z € F' in K als Konvexkombination darstellbar, dann ist « auch in F
als eben diese Konvexkombination darstellbar.

Da wir die im Folgenden auftretenden Funktionen lediglich nach unten abschétzen wollen,
ist das folgende Korollar aus dem Satz von Krein-Milman 1.6 nur fiir das Infimum der
Funktionswerte f(z) formuliert. Man kann eine analoge Aussage fiir das Supremum zeigen,
indem man — f statt f betrachtet.
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1.8 Korollar. Sei K # 0 eine kompakte, konvexe Teilmenge eines lokalkonvezen Haus-
dorffraums und f : K — R eine lineare und stetige Funktion auf K. Dann existiert ein
Eztremalpunkt x € 0. K mit f(x) = inf.cx f(2).

Beweis. Sei m = inf, ¢k f(2). Da K kompakt und nichtleer ist, ist m endlich fiir stetiges
f und wird sogar angenommen in K. Somit ist f~!({m}) =: F nichtleer und wegen der
Stetigkeit von f abgeschlossen in K, also auch kompakt. Da f linear ist, ist die Menge F’
konvex, denn sind 1,25 € F, also f(x1) = f(x2) = m, dann gilt auch f(az; + (1 —a)xs) =
af(x1)+(1—a)f(xz) = m fir a € [0,1]. AuBerdem ist F extremale Teilmenge von K, denn
aus f(x1), f(#2) 2 mund m = f(z) = af (21) + (1 — ) f(22) folgt f(x1) = f(x2) = m.
Nach dem Satz von Krein-Milman 1.6 gilt damit F' = conv(9.F). Da F extremal ist,
sind die Extremalpunkte von F auch Extremalpunkte von K (siehe 1.7). Somit gilt 9. F =
9.K NF, also F = conv(9.K N F). Da F nichtleer ist, muss ein = € 0. K existieren mit
fl@) =m. O

1.2 Einiges aus der Reellen Algebra

Sei im Folgenden stets A ein kommutativer Ring mit Q C A. Weiter bezeichne Y~ A? die
Menge der Elemente von A, welche sich durch eine endliche Quadratsumme in A darstellen
lassen.

Es sei N die Menge der natiirlichen Zahlen > 1. Die Menge der nichtnegativen rationalen
Zahlen sei mit Q¢ = {r € Q | > 0} bezeichnet, wobei < die eindeutig bestimmte Anord-
nung auf R ist. Analog sei R>o die Menge der nichtnegativen reellen Zahlen.

Eine Teilmenge T' C A heifit Semiring von A, falls gilt:
0,1eT, T+TCTundT -TCT.

Eine Prdordnung T ist ein Semiring, fiir den zusitzlich A2 - T C T gilt.

Ein Semiring T heifit archimedisch, falls T+ Z = A, d.h. zu jedem f € A existiert eine
natiirliche Zahl n € N, so dass n + f € T ist. Die Archimedizitat von T liefert die wichtige
Identitdt T — T = A, denn: T+ Z = A impliziert T — N = A, da N C T ist; weiter folgt
damit A=T-NCT-TCA, alsoT —-T = A.

In Analogie zu einer partiellen Ordnung < auf einem Ring schreiben wir

a<rb:sb—acT.
Dabei geniigt < allen Axiomen einer partiellen Ordnung mit Ausnahme der Antisymmetrie.

Fiir einen Semiring T sei X (T') := {¢ € Hom(4,R) : ¢(T) C R>}. Damit ist X (7T") der
Raum der Ringhomomorphismen mit a <7 b= ¢(a) < ¢(b).

Eine Teilmenge M C A heifit ein Modul héherer Stufe, falls gilt:
1le M, M+ M C M und es existiert ein m € N mit A" M C M.

Dabei wird m als Stufe von M bezeichnet. Der kleinste Modul der Stufe m in A ist A™. Fiir
m = 2 wird M als quadratischer Modul bezeichnet, d.h. es gilt A%2- M C M.

Allgemeiner bezeichnen wir M als T-Modul, falls neben 1 € M und M + M C M
zusétzlich T- M C M fiir einen Semiring 7" gilt. Somit kann man einen quadratischen Modul
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auch als T-Modul mit 7' = Y A? auffassen.
Wie beim Semiring heifle M archimedisch, falls M + Z = A gilt. Damit gilt wieder
M — M = A. Ebenso sei wie im Falle eines Semiringes <j; definiert durch

a<yb:esb—ae M.

Die Menge X (M) sei analog wie fiir einen Semiring T" als Menge der Ringhomomorphismen
¢ : A— R mit p(M) C Ry definiert.

Es gilt die folgende wichtige Identitéit, mit der wir von m-ten Potenzen f™ eines Elements
f € A auf f selbst schliefen kénnen.

1.9 Lemma. Fir eine Unbestimmte X und festes m € N gilt
m—1 m—1
1 X = -1 m—1—1 X Mo om
mx =3 (") o )

Beweis. vgl. [PD01, Ex.7.4.1] Wir definieren fiir beliebige Polynome p(X) € A[X] rekursiv
Ap(X) = p(X + 1) — p(X) und Ap(X) = A(A*"Ip(X)) fiir e € N. Fasst man X™ als
Polynom in A[X] auf, so erhiilt man durch Induktion iiber e =1,...,m — 1 wie folgt, dass

ACX™ = ZO (j) (—1)*H(X +4)™ gilt.

Der Induktionsanfang e = 1 ist klar nach Definition von AX™. Fiir den Induktionsschritt

beachte man die Relation (}) = (";1) + (Z:i) der Binomialkoeffizienten und erhilt

ACX™ = AATIX™Y = A(f (e - 1) (~1) (X - )™ (X i)m]>

1

=0
= § Ke ; 1> + <f B D] (=) (X + )" + (=) (X 4 )™

1=0

o |l

> (j)(_ne—i(x +i)™.

Durch eine weitere Induktion iiber e erhélt man, dass

AXm =m(m—1)---(m—e+ 1)X™ ¢ + (Terme kleinerer Ordnung)
Ein Koeffizientenvergleich fiir e = m — 1 liefert

m—1

m—1 m—1—1 \m
Z( ) >(1) X+d)"=mm—-1)---2X+c=m! X +¢
i
i=0

mit deg ¢ = 0, also konstant. Setzt man X = 0, erhiilt man ¢ = 327" (M (—1moiim

und damit die Behauptung. O

Damit erhalten wir sofort, dass fiir einen Modul M ungerader Stufe schon M = A gilt.
Denn ist m € N ungerade, so ist —1 = (=1)™ € M und weiter gilt sogar —1 - M C M. Mit
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Lemma 1.9 erhalten wir fiir alle f € A, dass

m—1
m—1 .
mif= < ‘ >(1)m11[(f+i)m+(1)mim] € M.
=0 2 N—— N——
eM eM
Da Q C A ist, folgt M = A. Daher sind lediglich Moduln mit gerader Stufe von Interesse,
auch wenn wir den trivialen Fall (m ungerade) nicht ausschlielen.
Wir werden hiiufig den Polynomring R[X] betrachten, wobei X = (X1, ..., X,,) ein Tupel
von n Variablen mit n > 1 ist.
Seien hy, ..., hs € R[X] gegeben. Dann ist die durch h erzeugte Priordnung

T =TP(hy,....,he):= Y hi*---h > RX]?,
ve{0,1}s

das heifit T ist die kleinste Prdordnung in R[X], welche die Polynome hq,..., hy enthélt.
Jedes Element ¢ € T besitzt damit eine Darstellung ¢ = >~ h{*---hY°0, fiir geeignete
v € {0,1}* und o, € Y. R[X]?. Weiter bezeichne

Kp:={zeR"| f(x) >0fiir alle f € T}

die zu T gehorige basisabgeschlossene semialgebraische Menge der Nichtnegativstellen. Da
Quadratsummen stets nichtnegativ sind und mit h; > 0 auch alle Produkte der h; nichtne-
gativ sind, gilt sogar K7 = {x € R" | hy(z) > 0,...,hs(z) > 0}, d.h. wir brauchen nur die
T erzeugenden Polynome hq, ..., hs zur Bestimmung der Menge K zu betrachten.

Der durch h iiber R>( erzeugte Semiring 7" ist gegeben durch

T =TS(hy,...,hs) == > ABYT---hZ*, A, € Ry, nur endliche viele # 0.
vENS

Wie im Fall einer Priordnung sei Kr die Menge der Nichtnegativstellen von T'. Auch hier
ergibt sich, dass man lediglich hq, ..., hs zu betrachten braucht, das heifit, es ist K = {z €
R™ | hi(x) > 0,...,hs(x) > 0}.

Mit hg := 1 ist der durch h erzeugte quadratische Modul

M = M(hg, ... hs) = Zh > RIX.
1=0

Hier erhélt man ebenfalls Ky = {z € R" | hy(z) > 0,..., hs(x) > 0}.

Spéter betrachten wir ausschliellich archimedische Semiringe T" oder Moduln M hoherer
Stufe. Die zugehorige Menge Kp (bzw. Kjs) liefert uns ein notwendiges und im Falle einer
Priaordnung auch hinreichendes Kriterium fiir die Archimedizitét von T bzw. M (vgl. dazu
[PDO01, Kap.5]). Dieses wird durch den folgenden Satz von Schmiidgen ausgedriickt [Sch91]
oder [PDO01, Thm.5.1.17].

1.10 Satz (Schmiidgen, Version 1). Seien hi,...,hs € R[X] und T = TP(hq,...,hs) die
durch hy, ..., hs endlich erzeugte Priordnung von R[X]. Dann ist T genau dann archime-

disch, wenn K7 in R™ beschrdnkt ist.

Man ist an der Archimedizitéit einer Priordnung T interessiert, da man dann weif}, dass
T schon alle Elemente f € A mit f > 0 auf Kp enthélt. Somit kann man den Satz von
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Schmiidgen auch wie folgt formulieren [PD01, Thm.5.2.9]. Die Folgerung von Version 2 aus
Version 1 wird im dritten Kapitel (Satz 3.7) geliefert.

1.11 Satz (Schmiidgen, Version 2). Seien hy,...,hs € R[X] und T = TP(hq,...,hs) end-
lich erzeugte Priordnung von R[X]. Ist Kr in R™ beschrinkt, so enthilt T alle f € R[X]
mit f >0 auf Kr.

Untersucht man einen endlich erzeugten Semiring 7' = TS(h), so ist die Kompaktheit
von K im Allgemeinen nicht mehr hinreichend fiir die Archimedizitdt von 7. Es gilt aber
der folgende Satz von Krivine [Schb] oder [Kri64], welcher uns entsprechend zum Fall ei-
ner archimedischen, endlich erzeugten Priaordnung die Darstellung von auf Kp positiven
Polynomen liefert. Im dritten Kapitel (Satz 3.6) wird dieser Satz bewiesen.

1.12 Satz (Krivine). Ist T ein archimedischer Semiring, dann ist Kp kompakt und T' enthilt
alle f € R[X] mit f >0 auf K.

Dabei sind die Bedingungen ,, K7 kompakt und T enthilt alle f € R[X] mit f > 0 auf
Kr“ sogar hinreichend fiir die Archimedizitét von T'. Dieses folgt aber trivial.

Ein Polynom p € R[X] nennen wir linear, wenn degp < 1 ist. Damit gilt der folgende
Satz von Minkowski [PD01, Thm.5.4.5].

1.13 Satz (Minkowski). Seien die Polynome f,hi,...,hs € R[X] linear und die Menge
K :={x € R": hy(z) > 0,...,hs(x) > 0} nichtleer. Ist f > 0 auf K, so besitzt f eine
Darstellung f = arhi + -+ - + ashs mit a; € R>g.

Um die Archimedizitét eines Semirings 7" oder eines quadratischen Moduls M zu zeigen,
ist es sinnvoll die Mengen Or(A) der T-beschrinkten Elemente beziehungsweise Opr(A) der
M-beschrankten Elemente von A zu betrachten.

1.14 Lemma. Sei T ein Semiring und M ein quadratischer Modul. Dann bilden die T-
beziehungsweise M -beschrankten Elemente von A, definiert durch

Or(A):={fe€A|NL feTfireinNecN} und
OyM(A):={f€eA| N+ feM fir ein N € N}

einen Unterring von A.

Beweis. Betrachten wir zunéchst die T-beschrinkten Elemente O7(A). Essind 0,1 € Or(A),
da N C T'. Aus der Definition folgt sofort, dass mit f € Op(A) auch —f € Op(A) gilt, also
—Or1(A) C Op(A) ist. Mit N+ f; € T und N + fy € T, sind auch 2N =+ (f; + f2) € T und

BN? £ fifa=(N+ fI)(NE f2) + N(INF fo) + N(N — f1) € T.

Also ist Op(A) auch multiplikativ abgeschlossen und damit ein Ring.

Die Menge Ops(A) ist analog zu O7(A) additiv abgeschlossen. Sie ist ebenfalls multipli-
kativ abgeschlossen und bildet somit einen Ring: Zunéchst folgt aus der Identitét

2_g2_ 1 e Lve 2
N2 = 2 = (N PN = [+ 5o (N = DN+ ) € M,
dass mit f € Opr(A) auch 2 € Opr(A) gilt. Weiter erhalten wir damit, dass mit fi, fo €
On(A) auch 4f1 fo = (f1+ f2)> — (f1 — f2)® € Onm(A) ist, da Opr(A) additiv abgeschlossen

ist. Wegen Q C A ist damit fg € Op(A). O
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Mit Satz 1.13 und Lemma 1.14 erhalten wir fiir einen von endlich vielen linearen Polyno-
men hy, ..., h, € RIX] iiber R>q erzeugten Semiring 7" oder quadratischen Modul M, dass
T (bzw. M) genau dann archimedisch ist, wenn Kr ( bzw. K)s) kompakt ist.

Da Praordnungen auch quadratische Moduln sind, erhalten wir hiermit aus Version 2
von Schmiidgen 1.11 sofort Version 1, da aus der Archimedizitét von 7' die Beschrénktheit

von K trivial folgt.
1.15 Korollar. Seien endlich viele lineare Polynome hy, ..., hs € R[X] gegeben. Dann gilt:

1. Der iber R>q endlich erzeugte Semiring T = TS(h1,...,hs) ist genau dann archime-
disch, wenn Kp kompakt ist.

2. Der endlich erzeugte quadratische Modul M = M (hq, ..., hs) ist genau dann archime-
disch, wenn Ky kompakt ist.

Beweis. Die Implikation ,,=“ ist klar fiir 7" und M.
Wir zeigen die Behauptung fiir 7. Sie folgt analog fiir M. Sei also K1 kompakt. Dann

existiert zu jedem linearen Polynom g € R[X] ein N € N mit N + ¢g > 0 auf Kp. Damit

ist aber nach Satz 1.13 schon N +g € T, also g € Or(R[X]). Da R archimedisch ist, gilt

R C Or(R[X]). Nach Lemma 1.14 bildet O7(R[X]) einen Unterring von R[X]. Da aber alle

konstanten und alle linearen Polynome in Or (R[X]) liegen, ist Or (R[X]) = R[X] und damit
T archimedisch. O

Da Oberringe archimedischer Semiringe trivalerweise wieder archimedisch sind, haben wir
hiermit eine ganze Klasse archimedischer Semiringe auf R[X]. Entsprechendes gilt fiir einen
archimedischen quadratischen Modul M, da Obermoduln von M ebenfalls archimedisch
sind.

Die zwei folgenden Bemerkungen, welche X (T') fiir einen Semiring T' niher charakteri-
sieren, gelten entsprechend fiir einen Modul M hoherer Stufe.

1.16 Bemerkung. Im Polynomring R[X] ist jeder Ringhomomorphismus ¢ € X (T) schon
ein R-Algebrenhomomorphismus, das heifit ¢ ist R-linear. Damit ist X (7') durch alle Ein-
setzungen ¢, : f — f(x) gegeben, wobei x € Kr sein muss, damit £,(T) C Rx¢ erfiillt
ist.

Beweis. Da ¢ ein Ringhomomorphismus mit ¢(1) = 1 ist, ist ¢ Q-linear, das heifit, es ist
o = idg. Wegen R>g C T ist pr ordnungserhaltend. Der einzige ordnungserhaltende
Ringhomomorphismus auf R, welcher auf Q trivial ist, ist die Identitét auf R. Damit ist ¢
R-linear. O
1.17 Bemerkung. Somit kénnen wir fiir R[X] die Mengen X (7) und K7 miteinander
identifizieren. Fiir jedes ¢ € X(T) existiert nach Bemerkung 1.16 ein « € Krp, so dass
¢ = &, ist. Damit erfiillt ein Element f € R[X] genau dann o(f) > 0, wenn f(z) > 0 ist.
Damit gilt ¢(f) > 0 fiir alle ¢ € X(T) genau dann, wenn f nichtnegativ auf Kr ist.

Abschlieflend noch einige algebraische Bemerkungen.

1.18 Bemerkung. Sind m; und ms verschiedene maximale Ideale desselben Ringes, dann
sind fiir jedes N € N die Ideale m{¥ und mY’ teilerfremd.
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Beweis. Da m; und my maximal und damit teilerfremd sind, gibt es p € m; und g € my mit
p+ q = 1. Weiter gilt:

2N
1=12N = (pr gV =Y 2N PN
=0 ¢

Da nun in jedem Summanden entweder p~ oder ¢V vorkommt, ist 1 € m{v + mév O

1.19 Bemerkung. Sei A ein kommutativer Ring mit Q C A und archimedischem Semiring
T. Ist R C A, so ist nach Bemerkung 1.16 jeder Ringhomomorphismus ¢ € X(T') schon
R-linear. Ist R ¢ A, so ist ¢ im Allgemeinen nur Q-linear. Durch Tensorieren kann man
jedoch eine zugehorige R-lineare Abbildung konstruieren.

Dazu betrachten wir den Ring A" := R®gA mit zugehorigem Semiring T" := Y R>(®qT .
Dann ist das Einselement gegegeben durch 1 ® 1. Da sowohl R>( als auch 7" archimedisch
sind, ist 7" archimedisch. Dafiir geniigt es, lediglich die Erzeugenden r ® 1 und 1 ® ¢ mit
r € Rund ¢ € T beziiglich T’ zu beschréinken, da die T’-beschrénkten Elemente von A’ nach
Lemma 1.14 einen Unterring bilden. Zu r ® 1 existiert ein N € N mit N —r € R>(. Damit
ist(NoN)—(rol)=(N?*®1)—(r®@l)=(N?-r)®1 € Rsq®T C T'. Analog folgt fiir
NeNmit N—teT,dass ( NON)—(10t)=(10N?*)—(1t)=1® (N2 —t)eT".

Zu gegebenem ¢ € X (T') betrachten wir 1 @ ¢ : R® A — R,r ® f — r¢(f). Dann ist
1 ® ¢ nach Konstruktion R-linear.

Es ist A ein kanonischer Q-Untervektorraum von R®g A. Damit folgt sofort aus 1® ¢ =
1 ® w2, wobei 1,02 € X(T) sind, dass schon ¢ = @9 ist, da man ¢; als Einschrinkung
von 1 ® ¢; auf den Q-Vektorraum A auffassen kann.

Bemerkung 1.19 gilt analog fiir quadratische Moduln.



Kapitel 2

Reine Zustande

1980 formulierten Effros, Handelman und Shen [EHS80] auf Grundlage der Arbeit [GH76]
von Goodear] und Handelman aus dem Jahre 1976 einen Darstellungssatz (Satz 2.6). Dieser
stellt in einer Formulierung von [dAT01] die elementare Grundlage der weiteren Uberlegun-
gen dar. In diesem Kapitel wird der fiir uns grundlegende Begriff eines Zustands im Rahmen
von Q—Vektorrdumen V mit konvexem Kegel C eingefiihrt und der besagte Darstellungssatz
bewiesen.

2.1 Zustiande auf Q-Vektorraumen
Sei V ein Q-Vektorraum und C C V ein konvexer Kegel in V', das heifit, es gilt
0eC,C+CCcCundQso-C CC.

Da wir im dritten Kapitel Semiringe T" und Moduln M hoherer Stufe als konvexe Kegel
betrachten, sei analog dazu <¢ in Vdefiniert durch

f<cg:=g-fel

Die Archimedizitéit einer Priordnung im Polynomring R[X] liefert uns beispielsweise nach
dem Satz von Schmiidgen 1.11 aus dem letzten Kapitel eine gewisse Darstellung positiver
Polynome. Daher wollen wir auch hier eine entsprechende Definition der Archimedizitét von
C liefern, wobei jedoch das Einselement durch ein ausgezeichnetes Element u ersetzt werden
muss, da im Allgemeinen nicht 1 € C gilt.

2.1 Definition. Ein Element v € C heiit Ordnungseinheit von (V,C), falls Zu+ C =V
gilt, das heifit zu jedem f € V existiert ein N € N mit f <o Nu.

Damit ergibt sich fiir u = 1 und V' = A die iibliche Definition der Archimedizitit, d.h.
zu jedem f € A existiert ein NV € N mit f <o N.

’ Sei ab jetzt V stets ein Q-Vektorraum mit konvexem Kegel C' und Ordnungseinheit w. ‘

Der Raum der Q-Vektorraum-Homomorphismen von V' nach R sei Homg(V,R). Damit
kommen wir zur wesentlichen Definition eines Zustands [Goo86] oder [Han85].

13
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2.2 Definition. (a) Eine Abbildung ¢ € Homg(V,R) mit ¢(C) C R>¢ und ¢(u) = 1 heifit
Zustand auf (V, C,u).

(b) Es bezeichne S(V,C,u) := {¢ | ¢ Zustand von (V,C,u)} die Menge aller Zusténde auf
(V,C,u).

(c¢) Die Menge der Extremalpunkte von S(V, C, u) sei mit 0.5(V, C,u) bezeichnet. Die Ele-
mente ¢ € 9.5(V,C,u) werden reine Zustinde genannt.

2.3 Bemerkung. Fiir f,g € V und ¢ € S(V,C,u) gilt damit f <¢c g = ¢(f) < ©(g).

2.4 Beispiel. i) Es sei X ein kompakter topologischer Raum. Wir versehen den Raum
C(X,R) der stetigen Funktionen nach R mit der punktweisen Ordnung (also f > 0 :<
f(x) >0 fir alle z € X), dann ist v := 1 eine Ordnungseinheit von C(X,R). Sei p ein
positives normiertes Borelmaf} auf X, das heifit p ist eine abzdhlbar additive Abbildung
mit p(Y’) > 0 fiir alle messbaren Y C X und es gilt p(X) = 1. Dann ist die Abbildung
@ : f— [ fdu ein Zustand auf C(X,R).

ii) Der Einsetzungshomomorphismus ¢ : R[X] — R, ¥(f) := f(a) fir festes a € Kp ist

ein Zustand auf (R[X],7, 1), wenn man R[X] mit einer archimedischen Prdordnung T
versieht.

2.5 Bemerkung. Ist V' ein R-Vektorraum und der konvexe Kegel C' auf V derart, dass
C — C =V gilt, so sind die Zusténde ¢ € S(V,C,u) sogar R-linear.

Beweis. Sei a € R ohne Einschrinkung > 0 (sonst betrachte man —a). Dazu definieren wir
I, ={reQ|r<a}und J, :={s € Q| a < s}. Dann gilt wegen Bemerkung 2.3 fiir
rel,,se€J,und feC

o(rf) <elaf) < e(sf) und damit re(f) < ¢(af) < sp(f), da ¢ Q-linear ist.

Ist nun ¢(f) = 0, folgt sofort p(af) =0 = ap(f). Fir o(f) # 0 ist

r< plaf) <s inR.
o(f)
Geht man nun zum Supremum von I, und zum Infimum von J, iiber, so bleiben diese
Ungleichungen erhalten. Damit muss dann aber “;((a ff)) = q sein.
Wegen C — C' = V koénnen wir jedes Element f € V darstellen durch f = g1 — go fiir
gewisse g1, g2 € C. Damit folgt die Behauptung aus der Linearitét von ¢. O

Betrachten wir im dritten Kapitel archimedische Semiringe 7" und Moduln M hoherer
Stufe auf kommutativen Ringen A, so gilt fiir diese aufgrund der Archimedizitét die gefor-
derte Eigenschaft T —T = A beziehungsweise M — M = A. Insbesondere sind alle Zusténde

auf dem Polynomring R[X] mit archimedischem T oder M schon R-linear.

2.2 Der Darstellungssatz

Nach Bemerkung 2.3 gilt fiir alle Zusténde ¢ € S(V,C,u), dass aus f <¢ g schon ¢(f) <
©(g) folgt. Die Umkehrung gilt im Allgemeinen nicht. Ist aber ¢(f) > 0 fiir alle Zustéinde ¢
auf einem Q-Vektorraum V' mit konvexem Kegel C' und Ordnungseinheit u , so ist f € C.
Das heifit also, ist o(f) < ¢(g) fiir alle Zustéinde auf (V,C,u), so folgt f <o g. Mit dem
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Satz von Krein-Milman 1.6 kann man zeigen, dass es geniigt, lediglich die Werte ¢(f) der
reinen Zusténde fiir ein f € V' zu betrachten.

Die Werte der reinen Zustéinde auf (V, C, u) lassen uns somit auf Elemente in C' schlieflen.
Es gilt der folgende wichtige Satz [dATO01].

2.6 Satz (Handelman). Sei f € V, dann gilt: Ist o(f) > 0 fir jeden reinen Zustand
v €d.S(V,Cyu), soist f € C.

Zum Beweis ist noch Einiges zu zeigen. Daher sei hier eine kurze Beweisskizze nach
[dATO01] angegeben. Zunichst betrachten wir Zustinde auf Untervektorrdumen und ihre
Fortsetzungen. Damit erhalten wir dann in Lemma 2.8 eine Beschreibung der Wertemenge
{¢(g) | ¢ € S} fiir g € V erzeugt durch alle Zusténde ¢ € S = S(V,C,u). Weiter zeigen
wir, dass wir den Satz von Krein-Milman 1.6 bzw. das daraus resultierende Korollar 1.8
anwenden konnen, so dass wir von der Wertemenge {¢(g) | ¥ € 0.5} der reinen Zustéinde
auf die Wertemenge {¢(g) | ¢ € S} aller Zusténde ¢ € S(V, C,u) schliefen kénnen. Damit
lasst sich dann mit Lemma 2.8 der Darstellungssatz 2.6 beweisen.

2.7 Lemma. Sei W C V ein Untervektorraum (UVR) mit uw € W. Weiter seien f € V und
p e S(W,WNC,u) fest gewdihlt. Setze

ay = sup{p(w) [w e W,w <c f},
By =1inf {p(w) |w e W, f <¢c w}.

Dann gilt im Falle S(W,W N C,u) # 0:
(a) —o0 < af < By < 0
(b) Istp € SW+Qf, W+Qf)NC,u) eine Fortsetzung von @, dann gilt oy < Y(f) < fBy.

(c) Fir jedes v € R mit ay < v < By existiert ein v € S(W + Qf, (W + Qf) N C,u), so
dass ¢ Fortsetzung von ¢ ist mit ¥(f) = ~.

(d) Der Zustand ¢ € S(W,W N C,u) lisst sich fortsetzen zu einem Zustand auf (V,C,u).

Beweis. Sei A :={p(w) |w e W,w <¢ f} und B := {p(w) |w e W, f <c w}.

(a) Nach Definition der Ordnungseinheit u existieren zu f € V natiirliche Zahlen L und
N mit —Lu <¢ f <¢ Nu. Da S(W,W N C,u) # 0 ist, ist damit —L = p(—Lu) € A und
N € B,also =L <supA =ay und By =inf B< N. Daw <¢ f <¢ v’ fiir p(w) € A und
p(w') € B gilt, ist stets p(w) < p(w') und damit oy < Fy.

(b) Sei ¢ Fortsetzung von ¢ auf (W + Qf,(W + Qf) N C,u). Dann gilt fir alle w € W
mit w <¢ f, dass p(w) = Y(w) < Y(f), also ay < ¥(f). Analog folgt ¥(f) < By.

(¢) Wir definieren die Q-lineare Abbildung ¢ : W 4+ Qf — R,¢¥(w + rf) = o(w) + 7.
Dann ist ¢ eine wohldefinierte Abbildung: Ist f ¢ W, so ist W + Qf = W & Qf und damit
1 wohldefiniert. Ist f € W, dann ist oy = 85 = (f), also v = ¢(f). Damit ist ¢ = ¢ und
somit wohldefniert.

Weiter ist (W + Qf) N C) C Rsp: Sei w+ rf >¢ 0, dann gibt es drei Fille zu un-
terscheiden. Ist r = 0, so ist ¢ = ¢, also Y(w + rf) = P(w) = p(w) > 0. Ist r > 0, so gilt
2 <o f, also @ € A. Damit ist @ < ay <7, also p(w) +ry > 0. Ist r < 0, so ist

-Tr
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£ >c¢ f, also @ € B. Damit ist %ﬁ‘f) > B >, also p(w) +ry > 0.
Damit folgt, dass ¢ ein Zustand auf (W + Qf, (W + Qf) N C, u) ist, welcher ¢ fortsetzt.

(d) Dieses zeigen wir mit dem Lemma von Zorn.

Sei M :={(U,) |U UVRmit W CcU Cc V¢ € S(U,UNC,u),Y|w = ¢}. Die partielle
Ordnung auf M sei gegeben durch (U,v) < (U',¢') & U C U',¢'|y = ¢. Dann ist M
wegen S(W,W N C,u) # () nichtleer und jede Kette (U;,;)icr ist in kanonischer Weise
beschriinkt durch (U, ) mit U = Uies Ui und O(f) == (f) fiir f € U;. Damit existiert ein
maximales Element (U, 1) in M. Es ist also nur noch U = V' zu zeigen:

Angenommen, U # V. Dann existiert ein Element g € V' \ U. Betrachtet man «, und
By, dann ist oy <¢ [y nach (a) und somit ist 1) nach (c) fortsetzbar zu einem Zustand auf
U + Qg # U im Widerspruch zur Maximalitét von (U, ). O

Hiermit kénnen wir das folgende elementare Lemma fiir den Beweis von Satz 2.6 zeigen.
2.8 Lemma. Seien (V,C,u) gegeben mit S(V,C,u) # 0, sei f € V. Setze
ay :=sup{r|re€Q,ru<c f},
B =1inf{s | s € Q, f <¢ su}.
Dann gilt:
(a) —oo < af < fBf < 00
(b) Firee S(V,C,u) ist ay < o(f) < Bs.
(c) Fir jedes v € R mit oy <~ < [y existiert ein ¢ € S(V,C,u) mit o(f) =1~.

Beweis. Sei A" :={r|reQ,ru<c f} und B :={s|s€Q, f <¢ su}.
(a) Fiir W = Qu folgt mit ¢(ru) = r die Behauptung direkt aus Lemma 2.7(a).

(b) Fiir alle r € Q mir ru <¢ f gilt p(ru) = r < o(f), also ay < ¢(f). Analog erhélt
man ¢(f) < fy.

(c) Setze W = Qu, dann existiert ein Zustand ¢ auf W (nidmlich der durch ¢ : v — 1
induzierte Q-Vektorraumhomomorphismus). Hierauf wenden wir Lemma 2.7(c) an, d.h. wir
finden eine Fortsetzung ¢’ auf S(Qu+Qf, (Qu+Qf)NC,u) von ¢ mit ¢'(f) = 7. (Beachte,
fir W =Qu ist A = A’ und B = B’). Lemma 2.7(d) liefert dann eine Fortsetzung ¢ von ¢’
und damit von ¢ auf ganz (V,C,u). O

Somit sind alle Werte ¢(f) durch oy und By beschriankt. Weiter werden sogar alle Werte
zwischen oy und By angenommen.

2.9 Korollar. Ist C # V, dann ist S(V,C,u) # 0.

Beweis. Da C #V ist, ist —u ¢ C. Damit besitzt der Untervektorraum W = Qu den durch
u — 1 induzierten Zustand ¢ € S(Qu, C N Qu, ). Nach Lemma 2.8(c) ldsst sich dieser auf
(V, C,u) fortsetzen. O

Kommen wir nun zur topologischen Betrachtung von S(V,C,u). Wir versehen RV =
11 gev R mit der Produkttopologie, so dass RV zu einem topologischen Vektorraum wird.
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Fasst man S(V,C,u) als R-Vektorraum auf, dann bildet S(V,C,u) eine Teilmenge des
RY. Wir machen S(V,C,u) mit der Teilraumtopologie zu einem topologischen Raum, d.h.
S(V,C,u) ist mit der schwichsten Topologie versehen, so dass fiir alle g € V' die Abbildungen
O, :S(V,C,u) — R, p — ¢(g) stetig sind.

2.10 Lemma. Es ist S(V,C,u) eine kompakte, konvexe Teilmenge von RV .

Beweis. Es ist klar, dass S(V, C,u) eine konvexe Teilmenge des RY ist, da Konvexkombina-
tionen von Zusténden wieder Zusténde bilden.

Es ist nur noch zu zeigen, dass S(V, C,u) kompakt ist: Zu f € V existiert ein Ny € N mit
—Nyu < f < Nyu. Damit gilt =Ny < p(f) < Ny fiir alle p € S(V, C,u), also ist S(V, C,u) C
[Ifev [Ny, Ny]. Nach dem Satz von Tychonoff ist das Produkt kompakter Mengen wieder
kompakt, also ist S(V,C,u) Teilmenge einer kompakten Menge. Weiter besteht S(V, C, u)
aus dem Schnitt abgeschlossener Mengen der Gestalt

{(feRY | flx+y) = f(z)+ f(v)} (z,yeV)
{f eR" | f(z) = 0} (z€0)
{f eRY | flu) =1},
ist also selbst abgeschlossen und damit kompakt. O

Hiermit kénnen wir nun den Darstellungssatz 2.6 beweisen.

Beweis von Satz 2.6. Ist C = V| so ist die Behauptung trivial. Sei also C' # V', dann ist
S(V,C,u) # 0 nach Korollar 2.9. Fiir festes f € V ist die Abbildung ®; : S(V,C,u) —
R, — o(f) linear und stetig auf der Menge S = S(V,C,u), welche nach Lemma 2.10
eine kompakte, konvexe Teilmenge des lokalkonvexen Hausdorffraums RY ist. Damit nimmt
@ nach Lemma 1.8 das Infimum inf,cg¢’(f) in einem Extremalpunkt ¢ € 9.5(V,C,u)
an. Somit ist nach Voraussetzung ¢(f) > infoeg¢’(f) = ©(f) > 0 fiir alle Zustinde
peSV,C,u).

Wiéhlt man in Lemma 2.8(c) die reelle Zahl v = ay, so gilt ay < v < §; und damit
existiert dann ein o € S(V,C, u) mit o(f) = ay. Hierfiir gilt wie eben gezeigt o(f) > 0, also
ay > 0. Damit existiert ein r € A’ = {r | r € Q,ru <¢ f} mit r > 0, also 0 <¢ ru <¢ f,
das heif}t aber f € C. O



Kapitel 3

Zustinde auf Ringen und
Idealen

Wir werden jetzt Zustinde auf kommutativen Ringen A mit Q C A untersuchen. Dabei
werden wir konvexe Kegel C' betrachten, welche entweder durch einen Semiring T oder
einen Modul M hoherer Stufe gegeben sind.

Unser Ziel ist es, verschiedene bekannte Darstellungssétze wie beispielsweise den Reellen
Darstellungssatz 3.6 [Schb], [PD01] mit dem Darstellungssatz 2.6 zu beweisen. Dabei inter-
essieren uns besonders die Nichtnegativstellensitze. Der Reelle Darstellungssatz fordert von
einem Element f € A die Positivitdt beziiglich aller reellwertigen Ringhomomorphismen
@ € X(T), ist somit also ein Positivstellensatz. Diese Bedingung soll spéter abgeschwiicht
werden zur Nichtnegativitét.

Da der Ring A auch ein Q-Vektorraum ist, gelten die Definitionen aus Kapitel 2.1. Es
bleibt S(A4,C,1) = {¢ € Homg(4,R) : ¢(C) C R>¢, ¢(1) = 1} der Raum der reellwertigen
Q-Vektorraumhomomorphismen ¢ mit ¢(C) C R>q. In Korollar 3.5 und 3.25 werden wir
sehen, dass die reinen Zustinde von S(A,C,1) gerade den Raum X (C') der reellwertigen
Ringhomomorphismen mit ¢(C') C R>( ergeben.

Man kann Zustédnde auch allgemein auf Idealen I von A definieren, da diese hier ins-
besondere Q-Vektorrdume bilden. Dabei gilt im Allgemeinen u # 1. Hierauf wollen wir die
reinen Zusténde weiter untersuchen. Es wird sich zeigen, dass neben den Einschréankungen
der reinen Zustidnde auf A noch weitere reine Zusténde existieren, welche jedoch ebenfalls
einer gewissen Struktur unterliegen.

Da sowohl Semiringe als auch quadratische Moduln natiirliche Verallgemeinerungen von
Priaordnungen sind, gelten alle Aussagen dieses Kapitels auch fiir archimedische Priaordnun-
gen.

3.1 Archimedische Semiringe

Fiir diesen Abschnitt gelte die folgende Generalvoraussetzung:

Sei A stets ein kommutativer Ring mit Q C A und 7' C A ein Semiring mit Q>¢ C 7.
Dann bildet T einen konvexen Kegel im Q-Vektorraum A mit T'-7" C T'. Weiter sei T stets
archimedisch, um zu gewahrleisten, dass T eine Ordnungseinheit besitzt, ndmlich u := 1.

Wir werden die meisten Aussagen gleich fiir Zustdnde auf Idealen I mit konvexem Kegel

18
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C = INT und einer Ordnungseinheit u zeigen, so dass wir fiir u = 1 die Aussagen auf
dem Ring A erhalten. Dabei untersuchen wir im Speziellen die Eigenschaften der reinen
Zusténde, da diese fiir den Darstellungssatz 2.6 von Bedeutung sind.

Sei I C A ein Ideal mit Ordnungseinheit w von (I,1 N T). Solche Ideale existieren nach
der folgenden Proposition.

3.1 Proposition. Sei I ein durch endlich viele Elemente tq,...,ts € T erzeugtes Ideal.
Dann ist u:=Y_;_, t; eine Ordnungseinheit von (I,1NT).

Beweis. Sei p € I, dann besitzt p eine Darstellung p = fit; + -+ + fsts mit f; € A.
Da T archimedisch ist, existiert zu jedem f; € A ein n; € N mit f; <7 n;. Setzt man
sy s0 gilt p= fit1 4+ 4 fots < niti+ -+ ngts <p NY i b, da T
multiplikativ abgeschlossen ist. O

N = max;—

yens

Dennoch kann die Menge der Zusténde auf einem Ideal I mit Ordnungseinheit u leer
sein wie das folgende Beispiel zeigt.

3.2 Beispiel. Wir versehen den Polynomring R[X, Y] mit der endlich erzeugten Priordnung
T =TP(1 - X?—-Y2%2 X2+ Y? —1). Dann ist K7 der Rand der Einheitssphére im R?,
also beschriankt. Damit ist 7' archimedisch nach Satz 1.10. Wir betrachten das Ideal I =
(1 - X? —Y?). Dann ist u = 1 — X? — Y2 nach Propositin 3.1 eine Ordnungseinheit von
(I,INT). Es gilt I C suppT = T N =T, also ist ¢(I) = 0 und damit p(u) = 0 # 1 fir
jeden Vektorraumhomomorphismus ¢ : R[X,Y] — R. Somit ist die Menge S(R[X, Y], I,u)
der Zusténde leer.

Wir benétigen noch die folgende niitzliche Definition.

3.3 Definition. Sei I ein Ideal von A mit Ordnungseinheit w von (1,1 NT'). Weiter sei
p e S, INT,u) und ¢t € A derart, dass p(tu) > 0 gilt. Wir definieren die Lokalisierung
von ¢ in ¢t durch

Gilt p(tf) > 0 fiir alle f € T, so ist wegen ¢(tu) > 0 mit ¢ auch ¢; ein Zustand auf
(I,INT,u).

Die reinen Zusténde auf einem Ideal erfiillen eine wesentliche Relation, wodurch spéter
(Satz 3.10) eine Charakterisierung dieser Zustéinde moglich ist. Dabei wird die Lokalisierung
oy, von besonderer Bedeutung sein.

3.4 Satz. Sei I ein Ideal mit Ordnungseinheit uw von (I,I NT) und ¢ € 0.5(I, I NT,u)
gegeben. Dann gilt fiir f € A undp € 1

o(fp) = ¢(fu)p(p).

Beweis. Sei f € T fest gewahlt. Dann existiert ein N € N mit 0 <7 f <7 N. Damit gilt
dann wegen Tu C T NI, dass 0 <7 fu <r Nu, also 0 < ¢(fu) < Nep(u) = N. Ohne
Einschrinkung kann man N so grof wéhlen, dass sogar ¢(fu) < N gilt.

Ist (fu) =0, so gilt fir pe INT und L € N mit p <r Lu die Abschiitzung

0 < o(fp) < @(fLu) = Lo(fu) = 0.
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Insbesondere gilt dann ¢(fp) =0 = ¢(fu)p(p). Dal=(INT)— (INT) ist, gilt dies sogar
fiir alle p € I.

Fiir ¢(fu) # 0 ist die Lokalisierung ¢; aus Definition 3.3 ein wohldefinierter Zustand auf
(I, INT,u). Weiter ist auch pn_y ein Zustand auf (1,7 NT,u), da N so gewéhlt war, dass
N — f €T und o((N — f)u) > 0 ist. Setzt man a := Lo(fu) € (0,1), so gilt

a1 (p) + (1~ a)on 5 (p) = 1) i((}cﬁ by el “”M

— %[(p(fp) + o((N = f)p)] = ¢(p),

also apy + (1 — a)pn—5 = ¢. Da ¢ ein Extremalpunkt in S(I,I NT,w) ist, muss ¢ = @5 =
en—y sein und damit ist o(fu)p(p) = o(fu)er(p) = ¢(fp) fir alle f € T und p € I. O

Hiermit erhélt man sofort, dass reine Zustdnde auf dem Ring A multiplikativ sind. Es
gilt also 0.5(A,T,1) C X(T).

3.5 Korollar. Jedes p € 0.5(A,T, 1) ist multiplikativ.

Beweis. Es gilt Satz 3.4 mit u = 1 und I = A, also ¢(fg) = ¢(f - 1)e(g) = o(f)e(g) fir
alle f,g € A. O

Damit erhalten wir den Reellen Darstellungssatz fiir Semiringe, insbesondere also fiir
Préordnungen [Schb, Thm.1.5.8].

3.6 Satz (Reeller Darstellungssatz). Sei f € A. Ist (f) > 0 fir alle ¢ € X(T), so ist
ferT.

Beweis. Nach Korollar 3.5 ist jeder reine Zustand auf (A,7T,1) ein Ringhomomorphismus
¢ € X(T). Damit sind die Voraussetzungen von Satz 2.6 erfiillt und es folgt sofort f € T. O

Fiir den Polynomring R[X] = R[Xq,...,X,] erhalten wir den Positivstellensatz von
Schmiidgen fiir endlich erzeugte Priordnungen [Sch91].

3.7 Satz (Schmiidgen). Seien f,hi,...,hs € R[X]. Ist K1 beschrinkt in R™ und f > 0 auf
Ky, dann ist f € T = TP(hy,..., hs).

Beweis. Die Praordnung T ist nach Satz 1.10 archimedisch. Es ist f(x) > 0 fiir alle x € K,
also ist o(f) > 0 fiir alle ¢ € X(T) nach Bemerkung 1.17. Nach Korollar 3.5 ist damit

o(f) > 0 fur alle p € 9.S(R[X],T,1) und damit ist f € T nach Satz 2.6. O

Auflerdem ergibt sich mit Korollar 1.15 der folgende Satz von Handelman iiber konvexe
Polytope [Han88].

3.8 Satz. Enthalten hq, ..., hs € R[X] lineare Polynome hy, ..., hy, mit m < s derart, dass
das konveze Polyeder K := {x € R™ | hy(z) >0, ..., hy(z) > 0} nichtleer und kompakt ist,
dann gilt fir T := TS(h1,...,hs): Ist f >0 auf K, so ist f € T.

Beweis. Nach Korollar 1.15 ist Ty := TS(hq,..., ;) archimedisch. Damit ist dann auch
T als Oberring von 77 archimedisch. Analog wie beim Satz von Schmiidgen 3.7 ist dann
@(f) > 0 fiir alle p € 9.S(R[X], T, 1). Nach Satz 2.6 ist damit f € 7. O
Die reinen Zustéinde auf (A,T,1) sind alle multiplikativ. Dieses trifft fiir Zustéinde auf
(I,INT,u) im Allgemeinen jedoch nicht mehr zu wie das folgende Beispiel zeigt.



Kapitel 8. Zustinde auf Ringen und Idealen 21

3.9 Beispiel. Sei der Polynomring R[X] mit der Priordnung T = 14

TP(X,1 — X) versehen. Dann ist K7 = [0, 1] kompakt und damit ist 0 1

T nach Satz 1.10 archimedisch. Wir betrachten das Ideal I = (X), dann ist u := X nach
Proposition 3.1 eine Ordnungseinheit von ((X), (X) N T). Die Abbildung ¢ definiert durch
o(p) = %(0) fir p € (X) ist ein reiner Zustand auf ((X),(X) N T,X), welcher nicht
multiplikativ ist.

Beweis. Es ist klar, dass ¢ € Homg((X),R) und ¢(X) =1ist. Sei p=> p;X* € (X)NT,
also p(x) > 0 fiir alle x € Kp. Da p(z) also auch fiir £ — 0 von rechts nichtnegativ ist,
muss der Koeffizient p; > 0 sein, also ist ¢(p) = p1 > 0 fiir p € (X) NT. Damit ist ¢ ein
Zustand auf ((X),(X)NT,X). Weiter gilt p(X?) =0# 1 = ¢(X)p(X). Damit ist ¢ nicht
multiplikativ.

In Satz 3.14 werden wir zeigen, dass X (T) = 9.S(A, T, 1) gilt. Damit kénnen wir zeigen,
dass ¢ ein reiner Zustand auf ((X), (X)NT, X) ist.

Seien dazu 1,92 € S((X), (X)NT, X) mit ¢ = $(¢1 + ¢2) gegeben. Sei p € (X), dann
besitzt p eine Darstellung p = fX fiir ein gewisses f € R[X]. Weiter gilt ¢(fu) = f£(0).
Definiert man ¢*(f) := ¢(fu) und analog ©7(f) := w1 (fu) und @3(f) := w2(fu), so gilt
@*(f) = f(0) und aus ¢ = 5(p1 + p2) folgt, dass ©* = (¢} +¢3). Damit ist ¢* = ¢} = ¢},
da der Zustand ¢* multiplikativ und somit nach Korollar 3.14 extremal ist. Damit gilt aber
wegen p = fX auch o(p) = p1(p) = pa2(p) fiir alle p € I. O

Mit Satz 3.4 erhilt man die folgende bekannte Charakterisierung der reinen Zustédnde
auf einem Ideal (I, N7T) mit Ordnungseinheit u [dATO01] oder [Han85].

3.10 Satz. Sei I ein Ideal und u Ordnungseinheit von (I,INT), sei ¢ € 0.S(I,INT,u).
Dann ezistiert ein o* € X(T), so dass fir alle f € A undp € I gilt

o(fp) = ¢*(f)p(p)-

Weiter gilt fiir o entweder

(a) o= £l = s

oder
(b) ©*(I) =0 und damit p(I?) = 0.

Beweis. Wir definieren ¢* : A — R durch ¢*(f) := ¢(fu). Wegen Tu C T ist ¢*(T') C R>o.
Nach Satz 3.4 gilt (fp) = ©*(f)e(p) fiir alle f € A und p € I. Weiter gilt fiir f,g € A

0" (f9) = e((fa)u) = p(f(gu)) = o(fu)p(gu) = ¢*(f)e*(9)-

—"

Somit ist ¢* multiplikativ. Da ¢*(u) = igzz) =1, ist ¢* € X(T). Fiir p € I gilt

" (u)p(p) = p(up) = ¢*(p)p(u) = ¢*(p).

Da ¢*(u) = ¢(u?) > 0, unterscheiden wir die folgenden zwei Fille:

(a) ¢*(u) > 0. Dann ist p(p) = 9o(uz)go*(p) = @u(p) fir allep € 1.

(b) ¢*(u) = 0. Dann ist *(I) = 0, also ¢(pg) = ¢*(p)¢(q) = 0 fiir p,q € I. O
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Aus dem Beweis erhalten wir das folgende Korollar.

3.11 Korollar. Sei ¢ € S(I,INT,u) mit p(fp) = ¢(fu)p(p) fir alle f € A und p € I.
Definiert man ¢* durch ¢*(f) := p(fu) fir f € A, dann ist * multiplikativ.

Da wir mit Korollar 3.5 wissen, dass reine Zustéinde auf (A, T, 1) multiplikativ sind, folgt
o(f?) = o(f)? > 0 fiir alle ¢ € 9.5(A,T,1). Mit Korollar 1.8 aus dem Satz von Krein-
Milman folgt weiter (vgl. Beweis von 2.6), dass schon alle Zustéinde ¢ € S(A,T,1) Quadrate
in A ins Nichtnegative abbilden, obwohl A% C T nicht explizit von T verlangt wird wie im
Fall einer Préaordnung.

Im Gegensatz zu den reinen Zusténden auf (A, T, 1) sind reine Zusténde auf (I,INT, u)
jedoch fiir p(u?) # 1 nicht multiplikativ. Als Korollar aus Satz 3.10 erhalten wir aber, dass
auch alle Zusténde auf (I, N T,u) Quadrate in I ins Nichtnegative abbilden.

3.12 Korollar. Sei I ein Ideal mit Ordnungseinheit u auf (I,I N'T). Dann gilt fir alle
€SI, INT,u), dass p(p*) >0 fiir allep € I.

Beweis. Sei zuniichst ¢ € 9.5(I,1 N T,wu). Wir betrachten ¢* zu ¢ und unterscheiden die
zwei Fille aus Satz 3.10. Sei p € I, dann gilt

(a) () = e () = ™ ()* 2 0.
(b) @(p®) =0, da p(I*) =0.
Damit gilt mit Korollar 1.8, dass ¢(p?) > 0 fiir alle Zustinde ¢ € S(I, 1N T, u). O

Man stellt sich nun die Frage, ob in Satz 3.10 auch die Umkehrung gilt. Sind also alle
Zusténde auf (I, INT, u), welche o(fp) = o(fu)p(p) fiir alle f € A und p € I erfiillen, schon
reine Zustéinde auf (I, INT, u)? Wir kénnen zeigen, dass Zusténde o auf (I, INT,u) vom Fall
(a) mit (fp) = ¢(fu)p(p) schon reine Zustdnde auf (I,I N T, u) sind. Fiir Zustdnde vom
Fall (b) gilt die Umkehrung nicht, da jede echte Konvexkombination ¢ = ap; + (1 — a)ps
von reinen Zustédnden ¢1,p2 € S(I,I NT,u) vom Typ (b) mit ¢1,p2 # ¢ wieder einen
Zustand auf (I, 1N T,u) bildet mit ¢(I%) = 0 und ¢(fp) = p(fu)p(p). Dieser ist dann aber
nicht rein.

Wir bendétigen fiir den Beweis der ersten Aussage noch zwei Ungleichungen fiir Zustdnde
auf einem Ideal I mit Ordnungseinheit w von (I,1 N T). Diese finden sich fiir Funktionale
formuliert in [BLP66] und wurden hier auf Zusténde iibertragen.

3.13 Lemma. Sei I ein Ideal von A mit Ordnungseinheit u von (I,1NT). Dann gelten fiir
alle p € S(I,INT,u) die folgenden Ungleichungen

i) ¢(pa)* < (v*)p(q®) fir alle p,q € T

i) p(p*)* < @(p)p(p®) fir alle p € I mit ¢(p) > 0.
Beweis. 1) Sei ¢ € S(I,INT,u) fest gewéhlt und p, ¢ € I. Dann gilt nach Korollar 3.12 fiir
alle A € Q:

0 < ¢((p+A0)?) = 0(p?) + 20(pO) X + () A\

Damit dies fiir alle A € Q gilt, kann die quadratische Gleichung in A hdchstens eine re-
elle Nullstelle besitzen. Damit muss die Diskriminante nichtpositiv (also < 0) sein, d.h.

(2¢(pq))? — 4p(p?)p(q?) < 0, also ¢(pg)? < w(p?)p(q?).
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ii) Sei p € I mit ¢(p) > 0, dann gilt fiir alle A € Q:
p(p(p+A)%) = (P + N)*)e(p) = ¢* (0 + N)p(p) 2 0

und damit

0< o+ A)?%) = 0(®%) + 20(0*)A + ¢ (p)A%.
Auch hier muss die Diskriminante < 0 sein, also 4¢(p?)? — 4¢(p*)e(p) < 0. O

Die erste Ungleichung ist eine Art Cauchy-Schwarzsche Ungleichung fiir Zusténde. Hier-
mit konnen wir sofort zeigen, dass alle multiplikativen Zustéinde auf (A, T, 1) schon reine
Zusténde sind. Wir erhalten also die Umkehrung von Korollar 3.5.

3.14 Satz. Jeder multiplikative Zustand ¢ € S(A,T, 1) ist rein.

Beuweis. Seien 1,92 € S(A,T,1) mit ¢ = $(¢1 + ¢2) gegeben. Zu zeigen ist dann, dass
=1 = . Sei f €A, dann gilt

0< (p1(f) — 02()” = 01(N)? = 201 (Np2(f) + p2(f)?

=2(p1(f)* + 92(£)?) = (e1(f) + @2(f))?
< 2(01(f3) 4+ @2 (%)) — (p1(f) + @2(f))* nach Lemma 3.134), da 1 € A.
= 4o(f?) —49(f)* =0, da ¢ multiplikativ ist. O

Es gilt also 9.S(A,T,1) = X(T). Somit sind die reinen Zusténde auf (A, T, 1) gegeben
durch die Ringhomomorphismen ¢ € X(T').

Im Polynomring R[X] sind die reinen Zustinde auf (R[X], 7, 1) durch alle Einsetzungen
g, mit x € Kr gegeben. Damit gilt auch hier p(f) > 0 fiir alle ¢ € S(R[X],7,1) genau
dann, wenn f > 0 auf K ist.

Kommen wir nun zur Umkehrung von Satz 3.10(a). Dabei ist auch hier eine entsprechende
Formulierung fiir multiplikative Funktionale in [BLP66, Thm.13] zu finden. Die Beweisidee
wurde hierbei iibernommen, jedoch in einen allgemeineren Kontext iibertragen.

3.15 Satz. Seil ein Ideal von A und u Ordnungseinheit von (I,INT), sei € S(I,1NT,u)
mit o(fp) = o(fu)p(p) fir alle f € A und p € I, weiter sei p(u?) # 0. Dann ist ¢ ein
reiner Zustand auf (I,1NT,u).

Um den Beweis iibersichtlicher zu gestalten, bendétigen wir noch die beiden folgenden
einfachen Propositionen.

3.16 Proposition. Es gilt fir o, € [0,1] die Ungleichung v/af + /(1 —a)(1—-03) <1

wobei die Gleichheit nur fir o = 3 gegeben ist.

Beweis. Es gilt 0 < (y/a — +/B)?. Erweitert man diese Ungleichung auf beiden Seiten mit
1 + af3, so erhilt man folgende Aquivalenz

0<(Wa - VB’ e
l-a)1-pf)=1+af-a-B<1+af-2yaf= (- /ap)?

und damit die Behauptung. O
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3.17 Proposition. Sei p € S(I,INT,u) mit o(fp) = p(fu)p(p) fir alle f € A undp € I,
weiter sei p(u?) # 0. Dann ist fir p € I mit o(p) > 0 auch ¢(p?) > 0 und p(p®) > 0.

Beweis. Es gilt p(pu) = ¢(u?)p(p) fiir p € I. Damit folgt

o(p*) = e(pu)p(p) = ©(u?)e(p)

und analog
p(0°) = p(pu)e(p?) = p(u?)*(p)®
Da ¢(u?) > 0 und ¢(p) > 0 gilt, sind damit ¢(p?) > 0 und ¢(p3) > 0. O

Beweis (Satz 8.15). Wir betrachten zunichst den Fall, dass R C A gilt.

Angenommen, es gibt eine Darstellung ¢ = %(@1 + o) mit p1,92 € S(I,INT,u). Dann
ist zu zeigen, dass p = 1 = 9. Da (INT) — (INT) = I, geniigt es, o(p) = p1(p) = w2(p)
fir p e INT zu zeigen.

Ist ¢(p) = 0, folgt aus ¢(p) = 5(1(p)+¢2(p)) und 1 (p), p2(p) > 0, dass ¢1(p) = p2(p) = 0.
Sei also ¢(p) > 0. Wir zeigen 222 = 1 fiir alle p € I N T. Damit folgt dann auch £2&) = 1.

e(p) — o) —
Setze dazu
1 ¢1(p) 11 (p?)
o= = und § := = .
2 ¢(p) 2 o(p?)

Da nach Voraussetzung ¢(p) > 0 und nach Proposition 3.17 ¢(p3) > 0 gilt, sind o und 3
wohldefiniert. Weiter gilt mit 2¢2(p) = ¢(p) — 1 (p), dass

1a(p)

Loo(p®) _ .
2 o (p) P

=1 — « und analog — =
2 ¢(p°)
Mit p € I N T ist auch p* € I NT, da T multiplikativ ist. Damit sind «, 8 € [0,1], da

beispielsweise 1 = %f;(gf)) + %‘fpz(gj)) =a+ (1 —a) mita>0.

Wendet man nun Lemma 3.13 ii) auf beide Summanden in ¢(p?) = 3(¢1(p?) + ¢2(p?))

an, so folgt, da ¢(p?) > 0 nach Proposition 3.17 ist, dass

e | 1ea?) 1( Wnp?’)sol(pu \/mp?»)soz(p)) )

2 0% 2 0(p?) ~2 o(p?)? o(p?)?

Definiert man ¢*(q) := (qu), so ist ¢* nach Korollar 3.11 multiplikativ und fiir f € A und
q €1 gilt

o(fq) = 9" (f)elg) und damit ¢(qu) = ¢*(q) = p(@)¢p"(u). (2)

Wegen p(u?) = ¢*(u) # 0 folgt
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und damit ist nach (1) und Proposition 3.16

1§;(\/w1(p3>901(p)+\/802(19 ¥ ) VaB+ /1 =a)l-p) <

o(®*)e(p) e(p?
Also gilt a = 8 und damit <p1(p)<p(p3) = <,01(p3)90(p)- Mit <P(p3) = 90*(172)90(10) folgt
e1(p)e* (p%) = 1 (p°). (3)

Somit gilt in Lemma 3.13 4i) ebenfalls die Gleichheit, denn gilt fiir einen der Summanden
©1(p?) oder pa(p?) die strikte Ungleichung in Lemma 3.13 ii), so gilt diese auch in (1), da
©1(p?) > 0 und ¢2(p?) > 0 sind nach Korollar 3.12. Daraus folgt der Widerspruch 1 < 1.
Damit gilt
5 3.13ii)

21022 72 01001 0%) 2 01070 (17) = 1 (0)20" (1) 2 01(0) %" ()20 (p)?,

also

©1(p%) = ¢ (u)e1(p)e(p). (4)

p) > 0. Dann ist ¢((p — q)?) = ¢*(u)¢(p — ¢)*=0. Nach

Sei nun ¢ € I NT mit (q) = ¢
(p—q) 2((p—q)?) > 0. Damit folgt dann aus ¢ = %(801 +p2),
) =

Lemma 3.12 gilt wieder ¢ (
dass ((p — ¢)?) = ¢1((p —

),
2 0. Hiermit erhilt man

0<¢1(pg—¢*)* = o1((p — q)q)? e e1((p— 0)*)e1(q?) =0,

also ¢1(pq — ¢*) = 0. Aus der Linearitit von ¢; und (4) folgt damit

01(00) = 01(%) L " (W1 (0)¢(9).

Durch Vertauschen der Rollen von p und ¢ folgt, da mit ¢(p) # 0 auch ¢(q) # 0 ist, dass

p1(p) _ _ ei(pg) pilpa) _ eila)

Da ¢ und ¢ nach Bemerkung 2.5 R-linear sind, gilt die Gleichheit der beiden d&ufleren Terme

sogar fiir alle p,q € I N'T mit ¢(p) # 0 und ¢(q) # 0 (betrachte ¢’ := = ) ¢ figr o(q) #0)

v(q)
und damit ist p; = f;((;)) 0= .

Ist R ¢ A erhilt man die Behauptung durch Tensorieren. Wie in Bemerkung 1.19 be-
trachten wir A’ := R ® A mit Semiring 7" := > R>¢ ® T sowie das Ideal I’ := R ® I mit
der Ordnungseinheit ' :=1® u von (I', I’ NT"). Dann sind mit ¢, 1,02 € S(I,INT,u)
die Abbildungen 1 ® ¢ sowie 1 ® ¢1 und 1® o R-lineare Zustinde auf (I', I'NT",u'). Jedes
f € A und p’ € I’ konnen wir nach Konstruktion darstellen durch f' = r; ® f beziehungs-
weise 7, @ p fiir gewisse r¢,7, € R, f € Aund p € I. Hierfiir gilt f'p’ = r¢rp, ® fp und damit
gilt nach Voraussetzung (1 @ ¢)(f'p') = (1@ ¢)(f'u/)(1 @ ¢)(@') fiir f/ € A und p’ € I'.
Somit kénnen wir auf den Fall R C A zuriickgreifen und erhalten 1 ® p =1 ® 1 = 1 ® .
Mit Bemerkung 1.19 folgt dann aber schon ¢ = ¢ = @5 und damit die Behauptung. O
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Wir koénnen Satz 3.14 aus obigem Satz 3.15 ableiten, da multiplikative Zustdnde auf
(A,T,1) die Voraussetzungen erfiillen.

Insbesondere haben wir gezeigt, dass alle Einschréankungen von reinen Zustdnden ¢ €
0.5(A, T, 1), welche 9 (u) # 0 fiir die Ordnungseinheit v auf (I, NT) erfiillen, einen reinen
Zustand ¢ auf (I,INT,u) vom Typ (a) durch ¢(p) = ﬁw(p) fiir p € T induzieren. Denn

es gilt p(fp) = G5 = L) — w(f)p(p). Damit gilt auch p(pu) = ¥(p), also ¢ = ¢*.
Somit sind im Polynomring R[X] mit endlich erzeugtem archimedischen Semiring T' die
reinen Zusténde auf (1,7 NT,u) vom Typ (a) genau durch alle ;normierten* Einsetzungen
von ¢ € Kp mit u(x) # 0 gegeben. Die reinen Zusténde vom Typ (b) werden im vierten

Kapitel fiir verschiedene Ideale im Polynomring R[X] weiter untersucht.

3.18 Bemerkung. Kommen wir noch einmal zu den Beispielen 2.4 zuriick. Wir haben
die Abbildung ¢ : f — [ fdp auf C(X,R) mit punktweiser Ordnung sowie die Abbildung
¥ f f(a) fur festes a € Kp auf R[X] mit archimedischer Préordnung 7' betrachtet.

Es ist klar, dass ¢ und ¥ nach Konstruktion Zustdnde sind. Da der Zustand ¢ im
Allgemeinen nicht multiplikativ ist, kann er kein reiner Zustand auf C(X,R) sein. Wir wissen,
dass die reinen Zustinde auf (R[X],T,1) genau die multiplikativen Homomorphismen ¢ €
X(T) also Einsetzungen eines Punktes aus K sind. Damit ist 1) sogar ein reiner Zustand
auf (R[X],T,1).

Mit Satz 3.10 konnen wir einen weiteren Darstellungssatz zeigen, welcher anstelle der
Positivitédt eines Elementes f € A die Nichtnegativitéit beziiglich X (7') fordert. Da dieses
keine hinreichende Bedingung fiir f € T ist, wie das folgende Beispiel zeigt, muss eine
zusétzliche Forderung an f gestellt werden.

3.19 Beispiel. Es sei h = (1 — X?)? € R[X] und T = TP(h) die durch h erzeugte Priord-
nung. Dann ist K = [—1, 1] kompakt und damit ist 7" nach Satz 1.10 archimedisch. Weiter
ist f =1 — X? nichtnegativ auf Kr. Es ist aber f ¢ T, denn:

Sei angenommen, dass f € T. Dann existiert eine Darstellung f = o1 + hos mit 01,09 €
STR[X]?. Da f(£1) = o1(+1) = 0, ist f ein Teiler von o;. Da 01 eine Quadratsumme
o1 =Y g2 mit g;(£1) = 0 ist, ist sogar f2 = (1 — X?)? ein Teiler von o7 und damit von f,
Widerspruch.

Wir bezeichnen mit X (7) N {f = 0} die Menge der Ringhomomorphismen ¢ € X (T,
fiir die o(f) = 0 gilt. Mit A* bezeichnen wir die Menge der Einheiten in A. Damit kénnen
wir den folgenden Darstellungssatz formulieren.

3.20 Satz. Sei f € A. Ist o(f) > 0 fir alle ¢ € X(T') und existiert eine Darstellung

f:glt1+"‘+gsts (5)
mit t; € T und g; € A, so dass ¥(g;) > 0 fir jedes » € X(T)N{f =0} gilt, dann ist f € T.

Beweis. Sei I = (t1,...,1ts) das von endlich vielen t; erzeugte Ideal, dann ist f € I und u :=
t1+- - -+ts nach Proposition 3.1 eine Ordnungseinheit von (I, INT). Sei ¢ € 0.5, INT, u).
Wir zeigen ¢(f) > 0, dann folgt mit Satz 2.6, dass f € T ist.

Dazu betrachten ¢* € X(T') zu ¢ und unterscheiden wieder zwei Félle geméf Satz 3.10:

(a) ¢*(u) >0, also p(p) = z:gz; fiir p € I. Da p* € X (T) ist, ist damit nach Voraussetzung

o(f) = Lp%(u)"o*(f) > 0. Angenommen, ¢(f) = 0. Damit ist dann auch ¢*(f) = 0, also
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ist o* € X(T)N{f =0} und es gilt

>0 >0 >0 >0

das heifit fiir alle ¢ € {1,...,s} gilt ©(¢;) = 0. Damit ist aber p(t; + - +t5) = o(u) =
0 # 1, Widerspruch. Somit ist ¢(f) > 0.

(b) ¢*(u) = 0. Dann ist ¢*(I) = 0, also ¢*(f) = 0 und somit ist wieder ¢*(g;) > 0 fiir alle
i=1,...,5. Da p(u) = o(t; +---+t5) =1 > 0, muss p(t;) # 0 fiir mindestens ein 4
gelten. Damit folgt ¢(f) = ¢*(g1)@(t1) + -+ 4+ ©*(gs)@(ts) > 0. O

Die Identitét f = 1- f fiir f € T liefert uns eine formale Umkehrung der Aussage, so dass
f € T genau dann gilt, wenn f > 0 beziiglich X (7T') ist und f eine Darstellung (5) besitzt.

Aus der Identitat f = f -1 erhilt man den Reellen Darstellungssatz 3.6. Ist T' eine
Priaordnung, so erhiilt man fiir eine Darstellung (5) der Gestalt f = g1 -1+ got Theorem 3.10
von Scheiderer in [Sch03], wofiir Kuhlmann, Marshall und Schwartz in [KMS, Cor.2.5] einen
weiteren Beweis liefern. In [Mar, Lem.3.2] findet sich eine Verallgemeinerung des Basislem-
mas [KMS, Lem.2.1] fiir den Beweis aus [KMS, Cor.2.5], so dass sich damit die vereinfachte
Darstellung f = g1 + got auf f = gi1t1 + - -+ + gsts erweitern ldsst.

Weiter erhélt man aus Satz 3.20 fiir den Polynomring R[X] Theorem 1 aus [Schc].

Ein Beispiel fiir die Anwendung von Satz 3.20 liefert das Motzkin-Polynom in zwei Un-
bestimmten. Man kann hier eine konkrete Darstellung wie in Satz 3.20 gefordert angeben
[Sche].

3.21 Beispiel. Sei T der von den Polynomen hy =1 — X, hs =14+ X A3 =1 —Y und
hs = 1+4Y im Polynomring R[X, Y] erzeugte Semiring. Dann ist Kr = [—1,1] x [-1, 1],
also kompakt und damit ist 7" nach Korollar 1.15 archimedisch.

Das Motzkin-Polynom f = X4Y?2 4+ X2Y* — 3X2Y?2 4 1 ist nichtnegativ auf Ky und
besitzt die vier Nullstellen (41, £1). Weiter besitzt f die Darstellung

f= YQh%hg + thghi + hihshshg,

welche obigem Satz geniigt, da 1, X2, Y2 > 0 in (£1,41). Damit muss also f € T gelten.
Tatséchlich findet man die folgende Darstellung:

1
f =g (hih3hi + hihshs + hihshi + hshshi + hihohsha)

1
+ E(h%hghgm + hih3hihy + hih3hsh? + hih3h3hy + hihohihs + hihohshy).

In Satz 3.20 wurde von den g; € R[X] nur ¢(g;) > 0 in X(T) N {f = 0} gefordert.
AuBlerhalb dieser Menge kann g; jeden beliebigen Wert annehmen. Betrachtet man mit

A € R fiir das Motzkinpolynom die allgemeinere Darstellung
F=(1=NY2+N)hTh3 + (1 = X2+ Nh3hi + (AX2 +AY? + 1 — 2)\)hyhohshy,

welche fiir A = 0 obige Darstellung liefert, so sieht man, dass auch hier g;(+1,+1) =
g2(£1,£1) = g3(£1,£1) = 1 > 0 gilt. Weiter ist beispielsweise ¢1(0,0) = A mit A € R
beliebig, insbesondere kénnen die g; also auch negative Werte annehmen.
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3.2 Archimedische Moduln hoéherer Stufe

Hier werden die Sétze aus Abschnitt 3.1 fiir Moduln hoherer Stufe formuliert und bewiesen.
Dabei gehen viele Beweisschritte analog. Die wesentliche Arbeit besteht in einem neuen
Beweis von Satz 3.4, da hier die Eigenschaft T'- T C T benutzt wurde. Es zeigt sich, dass
die Aussagen fiir Ringe mit Semiringen 7" aus dem letzten Abschnitt auf Ringe mit Moduln
M hoherer Stufe iibertragen werden kénnen, sofern uM C M fiir die Ordnungseinheit « von
(A, M, u) gilt. Desweiteren erhalten wir einen Darstellungssatz fiir T-Moduln hoherer Stufe.

Wir fordern in diesem Abschnitt die folgende Generalvoraussetzung:

Sei A ein kommutativer Ring mit Q C A und M C ein Modul hoherer Stufe mit Q>q-M C
M. Dann bildet M einen konvexen Kegel im Q-Vektorraum A mit A™M C M fiir ein
m € N. Weiter sei M stets archimedisch, um zu gewéhrleisten, dass A die Ordnungseinheit
u = 1 besitzt.

Wiéhlen wir die Ordnungseinheit w auf (I,1 N M) so, dass uM C M ist, dann gilt der
wichtige Satz 3.4 auch fiir Moduln hoherer Stufe. Deshalb fordern wir zusétzlich

Zu einem Ideal I C A sei u eine Ordnungseinheit von (I, N M) mit uM C M.

Beginnen wir mit dem folgenden wichtigen Satz, welcher Satz 3.4 aus dem letzen Ab-
schnitt entspricht. Dabei iibertragt sich die Dfinition 3.3 der Lokalisierung eines Zustands
in natiirlicher Weise auf Zusténde ¢ € S(I,IN M, u)).

3.22 Satz. Sei ¢ € 0.5(I,1 N M,u). Dann gilt fir alle f € A undp €1

o(fp) = o(fu)o(p).

Fiir den Beweis benotigen wir noch die folgende Proposition.

3.23 Proposition. Sei )\, = Zgﬂzz\? (142) (142)(—1)k fir k € N. Dann ist A\, > 0 fiir
k> 2. o

Beweis. Es ist klar, dass A\ = 0 ist fiir £ > 2N, da dann die Summe leer ist.

Fiir 2 < k < N erhélt man durch einen Koeffizientenvergleich mit der formalen Potenzreihe
N .

S0 Sgmn (P (A (DFXE = (232 (1) (-1)IX7) =1 X, dass A = 0 ist.

Fir N < k < 2N ist jeder Summand von A; und damit \g selbst nichtnegativ, da die Anzahl

der negativen Faktoren in (152) (142)(—1)’~c mit i +j = k und ¢ + j < N dann stets gerade

ist. O

Beweis (Satz 3.22). Sei f € A, dann gilt f™M C M fiir ein m € N. Da M archimedisch

ist, gilt M — M = A. Indem wir fiir L € N mit f™ <j; L gegebenenfalls % statt f™
betrachten, erhalten wir durch geeignete Skalierung 0 <p; f™ <us % Hierfiir zeigen wir

e(f™p) = p(f™u)p(p) fiir alle p € I. Dann folgt wegen Q@ C A mit der Relation

m—1

m =3 ("7 ) o g

=0
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aus Lemma 1.9 die Behauptung durch

wotm —o([ S ("7 )eomt i i)

]

e[S (") v o)

- w( [mz_:l (m . 1) (—pmt im] U)w(p)

i=0
=ml(fu)e(p).
Wir benétigen zunéchst noch das folgende Lemma.
3.24 Lemma. Fiir f € Amit0 <y f™ <u % gilt fir allep € INM, dass o((1—f™)p) > 0.

Beweis. Sei p € I N M ohne Einschrinkung so, dass p <p; u gilt. Fiir alle k¥ € N ist dann

1
0<m f™p<m or U

nach folgender Induktion: Fiir den Induktionsanfang beachte, dass 0 <p; f™p <y fu <ps
%u, da f™M C M ist. Sei nun die Behauptung fiir k£ als richtig vorausgesetzt. Dann erhélt

man sie fiir k4 1 durch 0 <p; fmEtDp = fm(fmhp) <y, f’"%ku <wm %Q%u = #u

Sei € > 0, wir zeigen ¢((1 — f™)p) > —e. Sei dazu N € N so gewihlt, dass

5 (L) il 5= (S () () b <o

k=0 k=2 itj=k
i, j<N

=\

2
Dieses N existiert, da {Z;’;O (1,/62)(—1)’62%} = 1 (Binomialreihe) [Wal99, S.103]. Dann gilt

> (") v == 1))

(S (7)) =Souelrs

2N 1 2N
< Z)ww(?,ﬁu) = Zkk?k <eg,
k=2 k=2
da A; € Q> nach Proposition 3.23. Damit folgt dann
N /12 2
o<o(([X (42) 0] ) <ol - £
k=0

also p((1 — f™)p) > —e. Da € > 0 beliebig war, ist p((1 — f™)p) > 0. O

Damit haben wir gezeigt, dass die Lokalisierung ¢1_sm geméfl Definition 3.3 auf (1,IN
M, u) einen Zustand bildet. Der Rest des Beweises verlduft analog zu Satz 3.4.



Kapitel 8. Zustinde auf Ringen und Idealen 30

Es gilt 0 < ¢(f™u) < 3, dauM C M. Zup e INM ein L € N mit p <p; Lu. Damit
gilt fiir o(f™u) =0, dass

0 < p(f™p) < p(f"Lu) = Lp(f™u) = 0.

Insbesondere gilt dann o(fp) = o(f"u)p(p). Dal = (I NM)— (INM) gilt dies wieder
fiir alle p € 1.

Ist 0 < o(f™u) < %, so betrachten wir die Lokalisierungen ¢ = und ¢q_sm. Dieses sind
wegen f™M C M und Lemma 3.24 Zustinde auf (I, 7 NT,u) und es gilt mit o := o(f™u),
dass ¢ = appm + (1 — a)pi—sm. Da ¢ extremal ist, gilt ¢ = @pm und ¢ = @1_ym, also
e(f"p) = o(f"u)e(p). O

Damit erhalten wir hier analog zum Semiring T, dass reine Zustéinde auf (A, M, 1) mul-
tiplikativ sind, indem wir wieder I = A und u = 1 betrachten.

3.25 Korollar. Jedes ¢ € 0.5(A, M, 1) ist multiplikativ.

Weiter erhalten wir sofort den Darstellungssatz von Jacobi [Jac01], welcher den Reellen
Darstellungssatz auf Moduln hoherer Stufe verallgemeinert.

3.26 Satz (Jacobi). Sei f € A. Ist o(f) > 0 fiir alle p € X (M), so ist f € M.

Ist M ein endlich erzeugter quadratischer Modul im Polynomring R[X], so ergibt sich
der Satz von Putinar [Put93]. Damit erhdlt man mit dem Satz von Minkowski 1.13 den
folgenden Satz iiber konvexe Polytope als Spezialfall von [PD01, Thm.5.4.6]. Hierbei kann
man entsprechend zu Satz 3.8 auch wieder Obermoduln héherer Stufe von M betrachten.

3.27 Satz. Seien hy,...,hs € R[X] linear, so dass das konvexe Polyeder Ky nichtleer und
kompakt ist. Dann gilt: Ist f > 0 auf Ky, so ist f € M = M(hq,..., hs).

Hier ist die Nichtnegativitéit eines Polynoms im Allgemeinen auch nur notwendig aber
nicht hinreichend fiir die gewiinschte Darstellung f = o1hy + - - - + 04hs mit o, € > R[X]™,

so dass es quadratische Moduln M und Polynome f € R[X] gibt mit f > 0 auf Kj; und
f ¢ M, wie das folgende Beispiel [Scha, Bem.3.9] zeigt.

3.28 Beispiel. Wir betrachten den quadratischen Modul M = M(X,Y,1 - X —Y) in
R[X,Y]. Dann ist Kj; kompakt und M nach Korollar 1.15 archimedisch. Das Polynom
f=XY + X34+ Y3 ist positiv in Kj; bis auf den Ursprung, welcher in K, liegt, aber es
ist f ¢ M.

Angenommen, f besitzt eine Darstellung in M, also

f=o0+nX+oY +o3(1-X-Y) mito; €Y R[X, Y] (6)

Die Nullstelle (0,0) von f liefert 0 = 0¢(0,0) 4+ 03(0,0). Da g und o3 Quadratsummen
in R[X,Y] und damit nichtnegativ sind, muss schon o¢(0,0) = ¢3(0,0) = 0 gelten. Damit
besitzen og und o3 keine konstanten Terme. Da sie Quadratsummen sind, besitzen sie damit
auch keine linearen Terme in X oder Y. Setzt man Y = 0, so werden also oo(X,0) und
03(X,0) von X? geteilt. Damit erhiilt man aus Gleichung (6)

X3 — 0¢(X,0) — 03(X,0)(1 — X) = 01(X,0)X. (6")

Also wird o1(X,0)X von X? geteilt. Damit ist auch ¢1(0,0) = 0 und oy besitzt ebenfalls
keinen konstanten und keinen linearen Term in X oder Y. Indem man X = 0 betrachtet,
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erhélt man analog, dass in o9 keine konstanten oder linearen Terme auftreten. Damit ist
der minimale Grad aller o; stets > 2. Somit muss XY schon durch og + o3 erzeugt werden,
ist also eine Quadratsumme, welches nicht moglich ist, da XY negative Werte annimmt.
Widerspruch.

Auch hier gilt unter unserer Generalvoraussetzung die Charakterisierung der reinen
Zusténde auf (I, N M, u) nach Satz 3.10.

3.29 Satz. Sei ¢ € 0,5(I,INM,u) ein reiner Zustand auf (I,INM,u). Dann existiert ein
p* € X(M), so dass fir alle f € A und p € I gilt

o(fp) = ¢*(f)e(p)-

Weiter gilt fiir ¢ entweder

(a) o = 5 = puls

oder

(b) ©*(I) =0 und damit p(I?) = 0.

Beweis. Der Beweis ist analog wie im Fall des Semirings. Die Bedingung uM C M liefert
uns ¢* € X(M) und mit Satz 3.22 die Relation ¢(fp) = ©*(f)p(p). O

Damit gilt auch hier das folgende Korollar.

3.30 Korollar. Sei ¢ € S(I,I N M,u) mit o(fp) = o(fu)e(p) fir alle f € A und p € I.
Definiert man ¢* durch ¢*(f) := p(fu) fir f € A, dann ist * multiplikativ.

Die Beweise der néchsten Séitze 3.31-3.33 sind analog zum Fall des Semirings, da wir die
Multiplikativitdt von T' nicht direkt ausgenutzt haben. Daher seien hier nur die Aussagen
formuliert und fiir den Beweis auf Abschnitt 3.1, Sitze 3.12-3.14 verwiesen. Da wir in den
Beweisen jedoch von Satz 3.4 bzw. Satz 3.22 Gebrauch machen, miissen wir auch hier stets
uM C M voraussetzen.

3.31 Korollar. Es gilt fiir alle o € S(I,1N M,u), dass o(p?) > 0 fiir alle p € I.

Somit sind auch hier die Werte von Quadratsummen nichtnegativ. Diese Aussage wird
fiir quadratische Moduln trivial.

Weiter gelten die zwei folgenden Ungleichungen entsprechend zu Satz 3.13, die uns eine
Umkehrung von Satz 3.29(a) ermoglichen.

3.32 Lemma. FEs gelten fiir alle o € S(I,1 N M,u) die folgenden Ungleichungen:
i) ¢(f9)? < (f*)p(g®) fir allep,q €

i) p(f?)* < o(f)e(f?) fir p e I mit o(p) > 0.

Damit sind auch hier alle multiplikativen Zustéinde auf (A, M, 1) reine Zustéinde. Es gilt
also 0.S(A, M,1) = X(M).
3.33 Satz. Jeder multiplikative Zustand ¢ € S(A, M, 1) ist rein.

Fiir die Umkehrung von Satz 3.10 haben wir T-T" C T genutzt, so dass wir hier den Beweis
der entsprechenden Formulierung zu Satz 3.15 leicht abéndern miissen. Da Bemerkung 1.19

nur fiir quadratische Moduln gezeigt wurde, setzen wir hier voraus, dass M ein quadratischer
Modul ist.
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3.34 Satz. Sei M ein quadratischer Modul. Sei ¢ € S(I,1N M,u) mit o(fp) = o(fu)p(p)
fiir alle f € A und p € I und sei o(u?) # 0. Dann ist o ein reiner Zustand auf (I, 1N M,u).

Beweis. ITm wesentlichen verlauft der Beweis wie fiir Satz 3.15. Da sich Proposition 3.17
direkt auf (I, 1N M) iibertrigt, miissen wir lediglich begriinden, warum ¢ (p®) > 0 fiir jeden
Zustand @1 € S(I,I N M,u) und p € I N M ist. Sei dazu zunéchst ¢ € 9,S(I,I N M,u).
Dann gilt fiir p € I N M nach Satz 3.22

P(p®) = p(pu)*P(p) = Y(u?)*P(p)® > 0.

Somit ist ¢(p®) > 0 fiir alle reinen Zusténde v € 9.5(I, INM,u) und damit gilt mit Korollar
1.8, dass ¢1(p?®) > 0 fiir 1 € S(I, 1N M, u). O

Der Beweis verlduft analog fiir Moduln hoherer Stufe, sofern R € A gilt, da wir dann
Bemerkung 1.19 nicht benétigen.

Damit weisen die reinen Zustédnde auf (I,7 N M,u) mit uM C M die gleiche Struktur
auf wie die reinen Zusténde auf (I, NT,w). Sie erfiillen alle o(fp) = o(fu)p(p) fir f € A
und p € I. Ist p(u?) # 0, so ist ¢ gleich der Einschrinkung der Lokalisierung von ¢ nach u.
Ist umgekehrt ¢ = @, so ist ¢ schon rein. Fiir ¢(u?) = 0 gibt es wieder keine Umkehrung,
hier muss man konkret nachpriifen, ob ein reiner Zustand vorliegt oder nicht. Dieses wird im
vierten Kapitel fiir verschiedene Ideale im Polynomring R[X] untersucht, um einen weiteren
Darstellungssatz fiir nichtnegative Polynome (Satz A.5) zu beweisen.

Analog zu Satz 3.20 kénnen wir auch hier den folgenden abstrakten Darstellungssatz
formulieren.

3.35 Satz. Sei f € A. Ist o(f) >0 fir alle ¢ € X(M) und existiert eine Darstellung
I=giti+ -+ gsts (7)

mit t; € M und g; € A, so dass t; M C M und ¥ (g;) > 0 fiir alle v € X(M)N{f =0} gilt,
dann st f € M.

Beweis. Wir betrachten wieder das durch die ¢; endlich erzeugte Ideal T = (¢1,...,ts), dann
ist w:=t; + - +ts eine Ordnungseinheit von (I, I N M) mit uM C M, da wegen t,M C M
fiir p € I und geeignete n; € Nstets p = fit1+- -+ fots <pr nit1+---+ngts <y N Zf=1 t;
mit N := max;—; . sn; gilt.

Der Rest verlduft analog zum Beweis von Satz 3.20. O

Die Identitét f =1 f fiir f € M liefert uns wieder die formale Umkehrung der Aussage
von Satz 3.35, so dass auch hier f € M genau dann gilt, wenn f > 0 beziiglich X (M) ist
und f die oben geforderte Darstellung besitzt.

Aus der Identitét f = f -1 folgt der Darstellungssatz von Marshall 3.26 und damit als
Spezialfille die Sdtze von Jacobi [Jac01] und Putinar [Put93]. Fassen wir die Quadratsum-
men von A als quadratischen Modul auf, so ergibt sich fiir eine Darstellung (7) der Gestalt
f = g1 -1+ g2t Theorem 2.5 von Scheiderer aus [Sch03]. In [Scha] zeigt Scheiderer eine
entsprechende Formulierung fiir allgemeine quadratische Moduln, wobei er auf die fiir uns
notwendige Voraussetzung t;M C M verzichten kann.

Ist T eine Prdordnung hoherer Stufe, so kénnen wir einen weiteren Darstellungssatz
zeigen, welcher fiir Priordnungen in [Sch03] und fiir quadratische Moduln in [Scha] oder
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[Mar] formuliert ist. Dabei geniigt in der Version fiir quadratische Moduln schon f € M +
(f?). Da wir jedoch wieder eine Ordnungseinheit u mit uM C M konstruieren miissen,
konnen wir diesen allgemeineren Fall hier nicht zeigen.

3.36 Satz. Sei A kommutativer Ring, sei T eine Praordnung der Stufe m und M archimedi-
scher T-Modul. Sei f € A, so dass o(f) > 0 fiir alle o € X(M). Dann gilt: Ist f € T+ (f™),
soist f € M.

Beweis. Da fiir m = 1 schon A = M gilt, sei m > 2. Wir kénnen f darstellen durch
f=1t+gf™ fir ein gewisses t € T und g € A. Wir betrachten das Ideal I = (¢, f™). Dann
ist f € I und u:=1t+ f™ eine Ordnungseinheit von (I, N M) mit uM C M, datM C M
und fmM C M ist. Sei ¢ € 0.5(I,I N M,u) gegeben, dann betrachten wir ¢* zu ¢ und
unterscheiden wieder die zwei Fille geméafl Satz 3.29:

(a) @*(u) > 0. Wegen o(f) = —+—~¢*(f) mit ¢* € X (M) ist nach Voraussetzung ¢(f) > 0.

T er(u)
Angenommen, ¢(f) = 0. Dann folgt mit 0 = o(f) = p(t) + ¢*(9)p(f™), dass

o(t) = =" (9)e(f™) = " (1 = g)p(f™) — e(f™)
und damit
L=+ ") =" 1 —g)e(f™) =" (1 —g)e"(f" He(f) =

Widerspruch.

(b) ¢*(u) = 0. Angenommen, ¢(f) < 0. Dann folgt mit 0 > o(f) = ¢(t) + ¢*(9)p(f™),
dass

o(t) <" (1= g)p(f™) —e(f™)
und damit
L=ot+ ") <o (L=g)p(f™) =" (1 — 9" (/" )e(f?) =0,

da f? € I? und damit ¢(f?) = 0. Widerspruch.

Somit ist o(f) > 0 fiir alle ¢ € 9.S(I,I N M, u) und damit gilt nach Satz 2.6, dass f € M
ist. O



Kapitel 4

Darstellung nichtnegativer

Polynome

In diesem Kapitel betrachten wir den Polynomring R[X] = R[X7,..., X,,] mit einem archi-
medischen quadratischen Modul M oder einer archimedischen Priordnung 7'

In Beispiel 3.19 haben wir gesehen, dass man im Gegensatz zur Darstellung positiver
Polynome bei der Darstellung nichtnegativer Polynome weitere Forderungen an f stellen
muss. Beispiel 3.9 zeigt, dass wir auch Ableitungen als reine Zustinde auf Idealen in R[X]
erhalten koénnen.

Um herauszufinden, welche Bedingungen an f gestellt werden miissen, damit ¢(f) > 0 fiir
alle reinen Zustéinde auf gegebenem (I, INM, u) gilt, untersuchen wir die reinen Zustéinde auf
bestimmten Idealen (I, INM,w). Dabei sind lediglich die Zustéinde vom Typ (b) aus Satz 3.10
bzw. 3.29 von Interesse, da die Zustinde ¢ mit ¢(u?) # 0 schon durch p(u?)p(p) = ¢*(p)
mit ¢* € X(T) und ¢*(u) # 0 klassifiziert sind.

Betrachten wir noch einmal das folgende Beispiel.

4.1 Beispiel. Sei A = R[X] mit der Priordnung T'= TP(X,1 — X). 14

Dann ist Ky = [0,1] kompakt und damit ist 7' archimedisch. Sei 0 1

I = (X) mit der Ordnungseinheit v := X € T N I versehen. Dann ist die Abbildung ¢
definiert durch

_ Op )
o(p) == B—X(O) firpel

der einzige reine Zustand auf (I, 7 NT,u) vom Typ (b) in Satz 3.10.

Beweis. Wir haben in Beispiel 3.9 schon gezeigt, dass ¢ ein reiner Zustand auf (I, 1 NT,u)
ist. Wegen o(u?) = (X?2) = 0 ist ¢ nach Satz 3.10 ein reiner Zustand vom Typ (b).

Sei ¢ ein reiner Zustand auf (I, I NT,u). Dann gilt ¥ (fp) = ¥*(f)¥(p) mit * € X(T).
Somit ist 1* Einsetzung eines Punktes aus K. Weiter ist ¢ nach Satz 3.10 entweder vom Typ
(a), also eine normierte Einsetzung eines Punktes z € K7 \ {0} (da hierfiir 1/(X?) # 0 gilt),
oder ¢ erfiillt ¢(fp) = f(0)y(p) fir f € R[X] und p € I. Da jedes p € I eine Darstellung
p = fumit f € R[X] besitat, folgt (p) = (fu) = £(0) = ¢*(f) = ¢(fu) = ¢ (p), also
Y= O

Wir betrachten noch ein weiteres eindimensionales Beispiel.

34
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4.2 Beispiel. Wir betrachten R[X] mit dem quadratischen Modul »

M = M(X,1 - X). Da Ky = [0,1] kompakt und die Erzeugenden 0% 1

X und 1 — X linear sind, ist M archimedisch nach Korollar 1.15. Wir betrachten das Ideal
I =((X —a)?) mit a € (0,1) fest. Dann ist u := (X — a)? eine Ordnungseinheit von I mit
uM C M. Da M quadratisch abgeschlossen ist, gilt «uM C M. Damit gilt fiir f € R[X] mit
f <m N, dass f(X —a)? < N(X — a)? ist. Die Abbildung ¢ definiert durch

)= 5oL
T 5 oxe

(a)firpe I

ist der einzige reine Zustand auf (I, 1N M,u) mit o(I%) = 0.

Beweis. Es ist klar, dass ¢ € Homg(R[X],R) und ¢((X — a)?) = 1 gilt. Fiir eine Funktion
f > 0auf Kj; hat jede Nullstelle  von f im Inneren von K7 immer gerade Ordnung. Weiter
muss die Kriimmung in dieser Nullstelle stets nichtnegativ sein, da f sonst negative Werte
annimmt. Damit ist ¢ ein Zustand auf (1,1 N M, u).

Sei p = (o1 + ¢2) fiir 1,2 € S(I,1 N M,u). Da u Ordnungseinheit fiir (1, 1N M) ist,
geniigt es zu zeigen, dass ¢(p) = 1(p) = p2(p) fiir alle p € I N M ist. Wegen u(a) = 0 gilt
o(fp) = o(fu)p(p) nach der Produktregel fiir Ableitungen. Damit ist ¢*(f) := ¢(fu) nach
Korollar 3.11 ein Ringhomomorphismus mit ¢*(M) C R>g und ¢*(u) = ¢*((X —a)?) =0,
also p*(X) = a. Es gilt also o*(f) = f(a). Mit ©i(f) := ¢1(fu) und @5(f) := p2(fu) folgt
aus p = %(<,01 + ¢2), dass ©* = ¢ = ¢}, da p* multiplikativ und damit nach Satz 3.14
ein reiner Zustand auf (R[X], M, 1) ist. Damit ist aber auch ¢ = @1 = @2, da das Ideal
((X — a)?) schon durch die Menge aller fu = f(X — a)? mit f € R[X] erzeugt wird.

Sei nun v ein reiner Zustand auf (I, 1N M, w). Damit ist ¢ nach Satz 3.29 entweder gleich
seiner Lokalisierung nach w oder 1 erfiillt die Relation ¢ (fp) = f(a)y¥(p) fir f € R[X] und
p € I Also gilt ¥(p) = U(fu) = f(a) = ¢*(f) = @(fu) = (p) fiir alle p = fu € I und
damit ¢ = . O

Wir haben somit fiir a € (0,1) alle reinen Zustinde auf dem Ideal ((X — a)?) mit der
Ordnungseinheit v = (X — a)? bestimmt. Auch hier finden wir neben den Lokalisierungen
eine (zweite) Ableitung in der Nullstelle von u als zusétzlichen reinen Zustand. Dafiir f&llt
der Zustand g : p — p(a) weg, fiir den wir hier nicht mehr o(u) = 1 erfiillen konnen.

Auch bei mehr als einer Unbestimmten kénnen wir bei bestimmten Idealen deren reine
Zusténde bestimmen. Dazu bezeichne V(I) := {x € R" | f(z) = 0 fiir alle f € I} die
Nullstellenmenge eines Ideals I C R[X].

Wir betrachten zunéchst ein Beispiel, bei dem V(I) auf dem Rand von K7 liegt. Dann

treten erste Ableitungen auf.

4.3 Beispiel. Wir betrachten den Polynomring R[X,Y] in zwei Un- Y
bestimmten mit der Préordnung 7= TP(1 - X,1-Y, X, Y). Dann ist >
K7 im R? durch ein Einheitsquadrat im ersten Quadranten gegeben,

also beschrankt und damit ist T" archimedisch. Weiter betrachten wir -
I = (X) mit der Ordnungseinheit v := X. Dann sind die durch — X
18 0 1
Y ..
(Py(p) T 9 8X (O7y) fiir Y € [07 1]

definierten Abbildungen reine Zustéinde auf (I,7 N T,u) (hier ist nicht die Lokalisierung
gemeint). Dieses sind die einzigen reinen Zustinde auf (I, NT,u) mit p(I%) = 0.
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Beweis. Mit gleicher Argumentation wie in Beispiel 3.9 ist klar, dass ¢, fiir y € [0, 1] ein
Zustand ist, da auch hier alle Polynome f € T eine nichtnegative Steigung ins Innere von
K besitzen. Ist ¢, = 2(¢1 + ¢2) mit 1,2 € S(I,I NT,u), dann ist ¢, = ¢1 = w2 nach
folgender Argumentation. Sei y € [0, 1] fest gewéhlt. Wir definieren wieder ¢y (p) := ¢, (pu)
fiir p € R[X, Y], dann gilt o, (p) = ¢, (fu) = ¢ (f) fiir geeignetes f € R[X, Y], dajedesp € I
eine Darstellung p = fX = fu fiir ein f € R[X,Y] besitzt. Weiter gilt ¢} (f) = ¢(fu) =
f(0,y), somit ist oy ein reiner Zustand auf (R[X,Y],T,1). Analog seien ¢i(f) := w1(fu)
und @5(f) := @2(fu) definiert. Dann ist ¢} = 3 (o} + ¢3), also @} = ¢} = 3. Damit gilt
wieder @y (fu) = o1 (fu) = @a2(fu) fir alle f € R[X,Y], also ¢, = @1 = .

Ist ¢ ein reiner Zustand auf (I,1 N T, u), dann ist ¥ nach Satz 3.10 entweder eine nor-
mierte Einsetzung eines Punktes aus Kp \ V(I) oder ¢ erfiillt ¥(fp) = f(x,y)¥(p) fiir
fER[X,Y],p € (X) und es gilt ¥(u?) = 0, also (z,y) € V((X))N Kr = {0} x [0,1]. Damit
gilt also ¥(fu) = f(0,y) = ¢, (fu) fir ein y € [0, 1]. O

Als néchstes betrachten wir ein Ideal, welches kein Hauptideal ist. Auch hier kénnen wir

vom reinen Zustand ¢* € 9.S(R[X],T,1) aus erschlieBen, dass ¢ schon rein sein muss auf
(LINT,u).

4.4 Beispiel. Sei R[X,Y] mit der archimedischen Praordnung 7' = A
TP(1-X,1-Y,X,Y) versehen. Wir betrachten das Ideal I = (X,Y)
mit der Ordnungseinheit © = X 4+ Y. Dann sind die durch
A
Op dp PY]
px(p) == 5+(0,0) und ey (p) == 71-(0,0) > X
0X 1) 4 0 ox 1

gegebenen Abbildungen reine Zustéinde auf (1,1 N T, u). Dieses sind

wieder die einzigen reine Zustinde mit ¢(u?) = 0. Jede andere Ableitung in Null ins Innere
von Kr ist Konvexkombination von ¢x und ¢y und damit kein reiner Zustand auf (1,1 N
T, u).

Beweis. Es ist zu zeigen, dass ¢px und @y rein sind. Wir betrachten ohne Einschriankung
¢x. Sei px = 3(p1 + o) fiir p1,92 € S(I,I NT,u). Es geniigt wieder zu zeigen, dass
@(p) = e1(p) = wa2(p) fiir p € TN(X,Y) gilt. Ist px(p) = 0, so folgt wegen 1 (p), p2(p) > 0
aus px(p) = 0= (p1(p) + ¢2(p)) schon, dass ¢1(p) = p2(p) = 0. Ebenso erhélt man aus
o(T - p) = 0 schon ¢1 (T -p) = w2(T -p) = 0. Da man aufgrund der Archimedizitit von T fiir
f € R[X,Y] eine Zerlegung fp = fip — fap mit fi, fo € T erhilt, folgt damit aus ¢(fp) =0
auch ¢1(fp) = p2(fp) =0fir feRX,Y]und peINT.

Jedes p € (X,Y) kann man durch p = h1 X +hoY fiir gewisse hq, ho € R[X, Y] darstellen.
DaY € T und px(h2Y) = 0 fiir alle hy € R[X,Y] und damit ¢1(h2Y) = @a(hY) = 0,
konnen wir ohne Einschrinkung annehmen, dass p = hy X fiir ein h; € R[X,Y]. Hierfiir
gilt ox(h1X) = px(hu)px(X) = h1(0,0). Definiert man wieder ¢*(f) := ¢x(fu) und
ei(f) == p1(fu) sowie ©3(f) := wa(fu), so folgt wieder p* = 7 = ¢}, da ¢* ein reiner
Zustand auf (A, T, 1) ist. Damit gilt px (A1 X +h2Y) = ox(h (X +Y))+eox((ha—h1)Y) =
wx (h1u) = ¢*(h1). Analog erhélt man o1 (h1 X + hoY) = 01 (M X) = ¢j(h1) = ¢*(h1), also
ex(p) = ¢ (h1) = ¢1(h) = ¢1(p). Damit gilt aber px = 1 = @

Sei wieder v ein reiner Zustand auf (I, N T,u) mit ¢(u?) = 0. Dann gilt wieder
V(fp) = f(0,0)(p) fiir f € RIX,Y] und p € I. Also gilt fiir p = X + hoY, dass
P(p) = h1(0,0)(X) + h2(0,0)1(Y). Somit ist ¢ schon durch (X) und (Y) gegeben.
Weiter gilt mit dem oben gezeigten ¥ (p) = px (p)Y(X) + ¢y (p)¥(Y). Da ¢(u) = 1, muss
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P(X) +¢(Y) = 1 sein. AuBerdem ist (X),¥(Y) > 0, da X, Y € I NT. Somit ist ¢
Konvexkombination von ¢x und ¢y, es muss also ¢ = px oder ¥ = ¢y sein. O

In den letzten beiden Beispielen hétten wir statt der endlich erzeugten Priordnung TP(h)
auch den iiber R> endlich erzeugten Semiring TS(h) betrachten konnen, da alle h; linear
sind.

Als néchstes betrachten wir ein Ideal, dessen Varietdt im Inneren von Kp liegt und
erhalten wieder zweite Ableitungen in den Nullstellen der Ordnungseinheit.

4.5 Beispiel. Sei R[X,Y] mit der archimedischen Priordnung 7' = TP(1 — X2 — Y?)
versehen und das Ideal I = (X?,Y?) mit der Ordnungseinheit u = X2 +Y?2. Sei p € I, dann
sind die Abbildungen

1 92
ex(p) == r

DY) ¢ (0,0) und oy (p) == 55v5(0,0)

die einzigen reinen Zustéinde auf (I, NT,u) vom Typ (b) in Satz 3.10.

Beweis. Die Aussagen folgen analog zu den vorherigen Beispielen.

Jedes f € I NT besitzt analog zum eindimensionalen Fall nichtnegative Kriimmung in
jede Richtung, da f € I'NT sonst negative Werte annimmt. Damit sind ¢ x und ¢y Zustidnde
auf (I, INT,u).

Sei px = L(p1 + ¢2) mit 1,90 € S(I,INT,u), weiter sei p € T'N (X?,Y?). Dann
besitzt p eine Darstellung p = h1 X2 + hoY? mit hy,hy € R[X,Y]. Fiir px(p) = 0 folgt
wieder ¢1(p) = w2(p) = 0, da ¢1(p), p2(p) > 0. Wegen f = fi — fo mit f1, fo € T, folgt
damit fiir f € R[X,Y]und ¢ € INY_R[X,Y]? aus p(fq) = 0 auch ¢1(fq) = p2(fq) =0, da
©1(fiq), p2(fiq) > 0 sind fiir alle f; € T. Da @x(hoY?) = 0 fiir alle hy € R[X,Y], gilt also
©1(haY?) = pa(h2Y?) = 0. Somit kénnen wir wieder ohne Einschréinkung annehmen, dass
p = hi X? fiir ein hy € R[X,Y]. Hierfiir gilt ebenso px(h1X?) = h1(0,0). Mit *, ¢} und
@3 wie oben, folgt ¢* = ¢F = 5. Also ¢(p) = px (M1 X% + hoY?) = px(h1 X?) = ¢*(h) =
@i(h1) = ¢1(p)-

Ist 1 ein reiner Zustand auf (I, INT,u) mit 1 (I?) = 0, so gilt wieder ¥ (fp) = f(0,0)¢(p)
fir f € R[X,Y] und p € I. Also gilt auch hier 1(p) = h1(0,0)(X?) + ha(0,0)1(Y?) =
ex (NY(X?) + oy (fv(Y?) mit $(X?),¢(Y?) >0, da X2, Y2 € I NT. Wegen ¢(u) = 1
ist wieder 1(X?) +¢(Y?) = 1, also ist ¢ wieder Konvexkombination von ¢x und ¢y und
damit muss ) = px oder ¥ = @y sein. O

Es treten in den betrachteten Beispielen entweder erste Ableitungen in den Nullstellen
von u ins Innere von Ky als zusitzliche reine Zusténde auf (I, I NT,u) auf, wenn die Null-
stellenmenge V' (I) auf dem Rand von K7 liegt, oder zweite Ableitungen ausgewertet in einer
Nullstelle von u, wenn V(I) im Inneren von Kp enthalten ist. Dafiir fallen die Einsetzungen
in den Nullstellen von u also alle reinen Zustéinde auf (R[X],T,1) der Gestalt ¢ : p — p(z)
mit o(u) = u(z) = 0 weg. Wir sehen, dass die reinen Zustéinde ¢ mit p(u?) = 0 auf unseren
betrachteten Idealen stets schon durch die Werte der Erzeugenden festgelegt sind. Damit
sind dann schon alle reinen Zustédnde festgelegt. Es sind hier also stets Einsetzungen auf
Ky \ V(I) oder gewisse Ableitungen in den Nullstellen die reinen Zustidnde auf dem Ideal
(I,INT,u).

Unser Ziel ist es daher, den folgenden Darstellungssatz von Scheiderer [Scha, Cor.3.6] fiir
archimedische quadratische Moduln direkt aus Satz 2.6 abzuleiten.

Mit D?f(z) bezeichnen wir die Hessematrix von f im Punkt z € R™.
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4.6 Satz (Scheiderer). Sei M ein archimedischer quadratischer Modul auf dem Polynomring
R[X]. Weiter sei f € R[X] mit f > 0 auf K. Besitzt f nur endlich viele Nullstellen
21, ...,k in Kyr, welche alle im Inneren von Ky liegen, und ist D? f(x;) positiv definit fiir

i=1,....k, dann ist f € M.

Ist f > 0 auf Ky, so erhalten wir den Satz von Putinar [Put93] fiir quadratische Moduln
als Spezialfall zum Satz von Jacobi 3.26.

Da hierzu Einiges zu zeigen ist, geben wir vorher eine Beweisskizze an. Zunéchst betrach-
ten wir den Spezialfall, dass f nur eine einzige Nullstelle in Kj; besitzt. Hierzu konstruie-
ren wir ein Ideal I mit Ordnungseinheit u, welches f enthélt und fiir das wir alle reinen
Zusténde auf (I, 1N M, u) bestimmen konnen. Anschlieflend betrachten wir den allgemeinen
Fall und konstruieren wieder ein geeignetes Ideal mit Ordnungseinheit u. Hier kénnen wir
wieder alle reinen Zusténde bestimmen, indem wir den allgemeinen Fall auf den Spezialfall
zuriickfithren. Wie in den Beispielen treten auch hier gewisse zweite Richtungsableitungen
als zusétzliche reine Zustéinde auf, wofiir die , kritischen“ reinen Zustiinde ¢ auf (R[X], M, 1)
mit o(p) = p(z;) entfallen. Da D? f(x;) fiir alle Nullstellen z; positiv ist, erhalten wir dann
©(f) > 0 fiir alle reinen Zustéinde auf dem konstruierten Ideal.

Sei also x die einzige Nullstelle von f in Kjs. Diese liege im Inneren von Kj;. Ohne
Einschrankung konnen wir = als Ursprung wéhlen, indem wir gegebenenfalls eine Variablen-
transformation auf den Ursprung durchfiihren. Sei m := {g € R[X] | g(z) = 0} das zu
gehorende maximale Ideal in R[X], dann ist f € m = (X1, ..., X,,). Da wir hier aber im All-
gemeinen keine Ordnungseinheit v von (m,mN M) mit uM C M finden werden, betrachten
wir das Ideal m2 = (X;X; |1 <i<j<n). Da die Nullstelle  im Inneren von K, liegt,
existiert eine Umgebung U(z), in der f(y) > 0 ist fiir alle y € U(x) \ {z}. Damit besitzt f

keinen linearen Term, also ist f € m2.

4.7 Bemerkung. Es gilt m? = (X;X; |1 <i,j <n) = ((X; + X;)? | 1 <4,j < n). Dabei
ist die Inklusion , D% klar, da (X; + X;)? = X;X; + 2X;X; + X;X;. Die andere Inklusion
folgt sofort aus 8X;X; = 4(X; + X;)? — (X; + X;)? — (X; + X;)?

Hiermit gilt das folgende Lemma.
4.8 Lemma. Es istu:=Y . , X? eine Ordnungseinheit von (m? m? N M) mit uM C M.

Beweis. Wegen m? = ((X;+X;)? | 1 <i,j < n) konnen wir jedes Element p € m? darstellen
als endliche Summe Y=, - gi;(X;+X;)? mit g;; € R[X]. Dabei treten maximal n* verschiedene
Terme auf.

Aus 0 <y (X; — X;)% = X2 + X]2 —2X,;X; folgt 2X;X; <m X? + XJ2 <u u, also
(X; + X;)? <y 2u. Da R archimedisch ist, existiert ein N € N mit g;; <ps N fiir alle in
obiger Darstellung auftretenden g;;. Damit folgt

i,j i3

Da fiir den Beweis von Satz 4.6 die Hessematrix und damit die zweiten Ableitungen eines
Polynoms von besonderem Interesse sind, zeigen wir zunéchst, dass die zweiten Ableitungen
in Null in unserem Fall reine Zustinde auf (m?,m? N M, u) sind.
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4.9 Proposition. Firi=1,...,n ist p; definiert durch

1 9%
<Pz'(p) = 58)(3 (0)

fiir p € m? ein reiner Zustand auf (m?,m? N M, u).

Beweis. Sei ohne Einschrinkung ¢ = 1. Die Abbildung ¢; ist R-linear und es gilt ¢ (u) =
013 X2) = 1. Weiter ist ¢1(m?> N M) C Rs, da der Ursprung nach Voraussetzung im
Inneren von Ky, liegt und jedes p € m? N M somit positive Kriimmung in Null besitzen
muss, damit p(xz) > 0 fiir alle x € K); gewihrleistet ist. Also ist ¢ ein Zustand auf
(m2,m2N M, u).

Sei @1 = $(¢1 + ¥2) mit 1,2 € S(m?,m? N M, u). Es gilt ¢1|nz = 0. Ist p(p) = 0 fiir
p € m?*NM, so ist wegen ¥ (p), ¥2(p) > 0 auch ¥ (p) = ¥2(p) = 0. Mit (m>NM)—(m?NM) =
m? folgt daraus, dass fiir alle p € m? mit ¢1(p) = 0 auch 1 (p) = ¥2(p) = 0 und damit
ilms = 0 fiir i = 1,2 gilt.

Fiir f € R[X] definieren wir ¢*(f) := ¢1(fu) und ¥;(f) = 1 (fu) sowie ¥3(f) :=
Yo (fu). Dann sind die dadurch gegebenen Abbildungen ¢* sowie 7 und 5 Zustinde auf
(R[X], M, 1). Fiir ¢y gilt ©1(fp) = v1(fu)p1(p) nach der Produktregel. Damit ist ¢* nach
Korollar 3.30 multiplikativ also nach Korollar 3.25 ein reiner Zustand. Damit folgt aus ¢* =
%(wf +93), dass p* = ¢} = ¢35 gilt. Sei p € m? dargestellt durch p = > p;; X; X, + P mit
pij € Rund P € m®. Dann gilt 1 (p) = 10 pij XiX; +P) = p1(3O_ pij Xi Xj), da 1 (m?) =
0 und damit gilt auch 11 (P) = ¢2(P) = 0. Sei q := 37 ; 5y 1.1y Pij Xi Xj — Doy X7 Hierfiir
gilt ¢1(g) = 0, also auch 11 (q) = ¥2(q) = 0. Daraus folgt weiter, dass

e1(p) = er(p11 D X7) +#1(9) = p1(p11u) = " (p11)
=¥ (pn) = vilpn Y X7) +¢1(q) = 1 (O pi; XiX; + P) = ¢1(p)
Damit gilt aber 1 = ¥ = 5. O

Es sei 92f(0) = v*(D?f(0))v die zweite Ableitung von f in Richtung v im Ursprung.
Damit gilt der folgende Satz, welcher uns die reinen Zusténde auf (m? m? N M, u) liefert.

4.10 Satz. Sei ¢ € 90.5(m?,m2N M,u). Dann gilt entweder

(a) HyEKM\{O}:VpEmQ:go(p):m
oder
92p(0)

(b) Fvest:vpem?:pp) = 5

Beweis. Wir betrachten ¢* € X (M) zu ¢ und unterscheiden die zwei Fiille:

(a) ¢*(u) > 0, dann ist wegen ¢*(u) = g,(u) = > i 1yf = |ly||? fiir ein y € Ky \ {0} der
Zustand ¢ gegeben durch ¢(p) = =p(y).

\
(b) ¢*(u) = 0, dann ist ¢*(g) = g(0) fiir alle g € R[X]. Also gilt ¢(gp) = g(0)¢(p) fiir g €
R[X] und p € m?. Damit ist |ms = 0. Sei p € m? dargestellt durch p = Z” pi; XiX;+P
mit p;; € R und P € m®. Dann ist 2p;; = D?*p(0);;. Da die Hessematrix symmetrisch

1
T )=

y

ist, kénnen wir diese durch eine orthogonale Transformation diagonalisieren und somit
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ohne Einschrinkung annehmen, dass p;; = 0 fiir i # j ist. Dann gilt mit \; := o(X?),
dass

Da X? € M fiir alle i € {1,...,n}, ist A; > 0.
Weiter ist 1 = ¢(u) = > i ; A;. Damit ist ¢ Konvexkombination der reinen Zustinde

@; aus Proposition 4.9. Da ¢ aber extremal ist, muss schon ¢ = ¢; gelten fiir ein
i € {1,...,n}. Durch Riicktransformation erhalten wir damit ¢(p) = £92p(0) fiir ein
ve S O
Betrachten wir nun den Fall, dass f endlich viele Nullstellen x1, ...,z in Kj; besitzt,
welche alle im Inneren von K liegen. Wir setzen wieder m; := (X1 — 1, ..., X5y — Zin)

als das zu der Nullstelle z; gehérende maximale Ideal in R[X] und u; := >77_ (X; — z5)%.
Analog zu Lemma 4.8 ist damit u; Ordnungseinheit von m?. Es gilt zwar f € m? fiir alle
i=1,...,k und hier kennen wir alle reinen Zustinde ¢ € 9.5(m?, m? N M, u;), aber es gilt
nicht ¢(f) > 0 fiir alle diese reinen Zusténde, da fiir ¢ # j die Einsetzungen ¢; in z; alle
g;(f) = 0 liefern. Daher betrachten wir das Ideal I := m?---m?. Nach dem Chinesischem
Restsatz gilt m?---m? =mf N---Nm?, da nach Lemma 1.18 alle m? paarweise teilerfremd

sind. Also ist f € I. Hierflir haben wir das folgende Lemma.

4.11 Lemma. Seil =m?---m3, dann ist u := uy - - - uy, eine Ordnungseinheit von (I, INM)
mat uM C M.

Beweis. Es ist lediglich zu zeigen, dass u eine Ordnungseinheit von I ist. Die Eigenschaft
uM C M folgt rekursiv aus u;,M C M fir allet =1,... k.

Nach Bemerkung 4.7 ist m? = ((X; — xy; + X; — 215)? | 1 < i,j < n). Wir wihlen eine
feste Reihenfolge der Erzeugenden (X; — 2;; + X j— xlj)2 in jedem Ideal ml2 und schreiben
vereinfachend Yﬂ%l fiir den my-ten Erzeugenden im Ideal le. Dann konnen wir jedes Ele-
ment p € I als endliche Summe p = [, anY,2 > by Y2, mit f,am, b, € RX]

darstellen. Ausmultiplizieren liefert eine Darstellung p = Zml,.“,mk gm Y2 -+ Y2, fiir ein

gewisses g, € R[X]. Da nur endlich viele Summanden in der Darstellung von p auftreten
und M additiv abgeschlossen ist, geniigt es, die einzelnen Summanden durch N,,u; - - - ug
fiir N,, € N abzuschétzen.

Wir zeigen dies zunichst fiir k = 2 und betrachten g¥,2,Y,2,. Nach Lemma 4.8 existieren
Ny, Ny € Nmit Y2

nl

<ur Niup und Y,,QIQ <um Naous. Da M abgeschlossen unter Multiplikation
mit Quadraten und mit den Ordnungseinheiten wuq, us ist, folgt daraus

2 2 2 2
leym2 §M N1U1Ym2 und Ym2N1U1 SM N2u2N1u1.

Zusammen gilt damit YﬁzﬂYﬂ%2 <wm NlulYle <m N1Nsujus. Da M archimedisch ist, exis-
tiert ein Ny € N mit g <;; Ny. Abschlieflend erhélt man dann

gY2 Y2, <ar NoY2, Y2, <ar NoNiNoujus.

Die Aussage fiir beliebiges k& € N erhilt man induktiv. Dazu betrachten wir einen Summan-
den gY,2, -+ Y2, der Lénge k. Dann existiert nach Induktionsvoraussetzung ein N € N mit
Y2

ml

-~-Yn21(k71) <y Nuj---ug_1. Daraus folgt analog zum Fall £ = 2 mit Yn%k <m Ngug
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fiir ein N, € N, dass
Yo YooY < Nug - up 1 Y2y <ar NNguy - - up
und damit gY,2, -+ Y2, <pr NoNNpug - - - uy. O

Damit ist v := Hle Z;.l:l(Xj — x;;)? eine Ordnungseinheit von (I,I N M) und wir
kénnen auch hier die reinen Zustéinde auf (I, N M, u) bestimmen. In Analogie zum Spe-
zialfall k = 1 erhalten wir auch hier die Einsetzungen ¢, mit f(y) # 0 und die zweiten
Richtungsableitungen in den Nullstellen von f.

Dazu betrachten wir auch hier zunéchst die durch die zweiten Richtungsableitungen in
Null gegebenen Zustéinde auf (I, N M, u). Analog zum Spezialfall sind dies reine Zusténde
auf (I,INM,u). Die folgende Proposition gilt analog fiir die anderen Nullstellen zo, . .., zj.

4.12 Proposition. Sei =[], |z ||?. Dann ist @; definiert durch

1 9%p1---p
@i(p1---pr) = S OXT (0)

firp; € m? und i =1,...,n ein reiner Zustand auf (I,1 N M, u).

Beweis. Die Abbildungen ¢; sind R-linear und mit der Produktregel fiir héhere Ableitungen
folgt ¢i(u) = ¢i(uq - - - ux) = 1. Analog zu Proposition 4.9 gilt wieder ¢;(INM) C R>, also
sind ; Zustédnde auf (I,I N M,u). Weiter erhélt man analog, dass ¢; reine Zusténde auf
(I,INM,u) sind. O

4.13 Satz. Seip € 0.S(I,I N M,u). Dann gilt entweder

k
ply .
(@30 € Kar \ oo} s ¥p € 2 ) = 22 it o= Ty = P
=1

oder
02p(z;
(b)Fie{l,....k}: eSS :Vpem?: pp) = ”211(;3) mit p; = H |z — 24|
’ di

Beweis. Wir betrachten wieder ¢* € X (M) zu . Damit ist ¢* = ¢, fiir ein y € Kjs nach
Bemerkung 1.16. Wir unterscheiden wieder die zwei Fille aus Satz 3.29:

. . : . k k L
(a) ¢*(u) > 0, dann ist mit p := @*(u) = [[;=; 27, (y; — zij)* = [, lly — @;]|? fiir ein

y € Ky \ {x1,..., 21} der Zustand ¢ gegeben durch p(p) = ﬁp(y)

(b) ¢*(u) = 0, dann ist ¢*(g9) = g(x;) fir ein i € {1,...,k}. Damit gilt fiir festes i die

Beziehung ¢(gp) = g(z;)e(p) fir g € R[X] und p € I.

Sei nun ohne Einschrinkung xz; = x; im Ursprung, also m; = (Xi,...,X,) wie im
Spezialfall. Dann gilt ¢(gp) = g(0)p(p) fiir g € R[X] und p € I, also Plmimz..m2 = 0.
Mit i1 == (uz - up)(z1) = [[jz 21 — z;|)? = H?:z lz;]|* # 0 gilt dann fiir beliebige

pi € mf

@(p1--pr) = —(ug - u)(0) - o(p1 - pr)
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1

= 780(u2...ukp1...pk) = 780(p2...pkp1rU2...uk)
K1 1
1
p— I(p2~-.pk)(0).@(pIU2..-uk). (8)

Damit ist ¢ durch die Werte ¢(pyus - - - ug) mit p; € m? festgelegt. Sei p; € m? dargestellt
durch p; = Zm. pijX;X; + P mit p;; € R und P € m}. Auch hier kénnen wir durch
eine orthogonale Transformation die Hessematrix von p; diagonalisieren und somit ohne
Einschrankung annehmen, dass p;; = 0 fiir ¢ # j ist. Dann gilt mit A; := o(XPuz - ug),
dass

182
p(prug--ur) = > pije(XiXjug - ug) =Y 537)?;(0)/\i~

i i=1
Da X2uy---uy, € M fiir alle i € {1,...,n} ist, gilt wieder \; > 0. Ebenso ist > ;" ; A; =
o(u) = 1. Dieses eingesetzt in (8) liefert uns
1 " 1 0?p1
= E(pz ~opi)(0) - p(prug - ug) = Z/\iﬂ(pz -+ pi)(0) X2 (0).

=1

©(p1- - Pr)

Mit p;(0) = 0 und gf;i (0) = 0 ergibt die Produktregel fiir hthere Ableitungen

2 2
502 O 3 (0) = 5| TN 0)+
0 d(ps--- 92(po - - -
+ 28?(12- (o)(maTipk)(O) n (ngf Pk) (0)p1(0)

1 P
= vz (0)

Also folgt

n

1 0%py--py
@(pl e 'pk) = ZAiTmW(O)'

i=1

Damit ist ¢ Konvexkomination der Zustdnde ; aus Proposition 4.12, also muss wieder

p=p; fireinie {1,...,n} sein.
Nach Riicktransformation folgt damit ¢ (p; - - - pr) = 2—;185 (p1 - - pi)(0) fiir ein v € S™~1
und damit die Behauptung. O

Hiermit ist der Beweis des Darstellungssatzes klar.

Beweis von Satz 4.6. Nach Konstruktion ist ¢(f) > 0 fiir alle ¢ € 9.S(m?, m?*N M, u). Denn

fiir alle y € Ky \ {@1,...,21} ist die Einsetzung £,(f) > 0. Da D?f(z;) positiv definit ist,
2

ist weiter 02 f(x;) = v'(D?f(x;))v positiv fiir alle v € S~ und damit o(f) = %&T) > 0.

Somit gilt nach Satz 2.6, dass f € m> N M C M. O

Durch die Untersuchung der reinen Zustinde auf dem Ideal I haben wir die folgende
Charakterisierung erhalten.

Sei M ein quadratischer Modul auf R[X]. Seien my, ..., m; endlich viele maximale Ideale
zu reellen Punkten z,...,x; € R™ mit Ordnungseinheiten u; := Z;;l(Xj — x;5)% auf
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(mZ,m? N M). Dann ist [ := m}---m? ein Ideal mit Ordnungseinheit u := wuj - - - u; nach
Lemma 4.11.

Hierfiir besteht nach Satz 4.13 eine Einbettung der reinen Zustéinden auf (I,1 N M, u)
in die Menge Ky \ {z1,...,71} US™ !, wenn man linear abhingige Vektoren vy, vy € S771
miteinander identifiziert, da diese aufgrund der Symmetrie der Hessematrix die gleichen
Zustande induzieren. Dabei ist klar, dass diese Zuordnung injektiv ist.

Umgekehrt erfiillt jeder Zustand ¢, welcher zu einem Punkt in Ky \ {z1,..., 25} US" "}
gehort schon ¢(fp) = o(fu)p(p) fir alle f € Aund p € I. Nach Satz 3.34 sind alle Zusténde
mit p(u?) # 0, also alle Zustinde, welche zu einem Punkt in Kps \ {x1,..., 2%} gehoren,
reine Zusténde auf (I,1 N M,u) (vom Typ (a) in Satz 3.29).

Lemma 4.12 liefert fiir jede Nullstelle z; die Existenz von n reinen Zustédnden ¢; vom
Typ (b). Diese sind bis auf orthogonale Transformation die einzigen reinen Zusténde ¢ auf
(I,I N M,u) mit ¢(u?) = 0, da unter orthogonalen Abbildungen Zustéinde in Zustinde
iiberfithrt werden und somit Konvexkombinationen von Zustédnden erhalten bleiben. Damit
liefert jedes v € S™~1 fiir jede Nullstelle z; einen reinen Zustand ¢ auf (I,1N M,u). Denn
wir erhalten ¢ durch orthogonale Transformation eines ¢; aus Lemma 4.12. Wére nun ¢
Konvexkombination zweier Zusténde auf (I,1 N M, u), so wire ¢; eine Konvexkombination
der riicktransformierten Zustéinde im Widerspruch dazu, dass ; rein ist.

Da linear abhingige vi,v2 € S™ ! den gleichen Zustand induzieren, betrachten wir
zwei Vektoren in S"~! als #quivalent, wenn sie linear abhiingig sind. Die Menge dieser
Aquivalenzklassen bezeichnen wir mit S?~! und erhalten somit eine Bijektion zwischen den
reinen Zusténden auf (I,1 N M,u) und der Menge Ky \ {x1,..., 25} US?L



Anhang A

Lokal-Global-Kriterium fiir
nichtnegative Polynome

Das Lokal-Global-Kriterium von Scheiderer fiir Praordnungen [Sch03, Cor.3.13] oder quadra-
tische Moduln [Scha, Thm.2.8] stellt hinreichende zusétzliche Forderungen an das Verhalten
eines nichtnegativen Polynoms in einer Umgebung um seine Nullstellen. Unter gewissen Vor-
aussetzungen gilt fiir ein nichtnegatives Polynom f, dass f genau dann im quadratischen
Modul M liegt, wenn f fiir jede Nullstelle z im quadratischen Modul liegt, welcher durch
Komplettierung beziiglich des maximalen Ideals von = entsteht.

Wir zeigen dieses Kriterium hier lediglich fiir Préaordnungen 7" der Stufe 2m, da wir dieses
dann aus Satz 3.36 folgern kénnen. Fiir den allgemeinen Fall eines quadratischen Moduls sei
auf [Scha] verwiesen.

Dazu benétigen wir einige Vorbemerkungen und Bezeichnungen [PD01, Kap.7]. Nach
Zorn’s Lemma ist jeder nichttriviale Modul M der Stufe 2m in einem maximalen Modul
der Stufe 2m enthalten. Diese sind 2m-Semiordnungen und daher ist jeder Modul der Stufe
2m in einer 2m-Semiordnung S enthalten. Dabei ist eine 2m-Semiordnung S ein Modul der
Stufe 2m mit —1 ¢ S, fiir den SU—S = A und SN—S = p ein Primideal ist. Wir bezeichnen
die Menge der 2m-Semiordnungen von A, welche M enthalten, mit

Yy2m .= {S C A| S 2m-Semiordnung , M C S}.

Wir setzen Y2, =: Yps. Analog bezeichnen wir die Menge aller Anordnungen von A mit X(A)
und die Menge der Anordnungen von A, welche die Priordnung T enthalten, mit

Xr:={PCA|PeX(A),TC P}.

Sei I ein Ideal von A, dann ist das Radikal von I gegeben durch I = ﬂICp p, wobei p
Primideale von A sind.

Mit dem Nullstellensatz von Jacobi fiir Moduln héherer Stufe [Jac99] kénnen wir nun
eine dquivalente Darstellung des Radikals von supp M zeigen.

A.1 Satz (Jacobi). Sei M ein Modul der Stufe 2m. Dann sind dquivalent:
i) f=0 auf Y37, d.h. f € SN -8 fir alle S € Y27

ii) — 2N =t fiir ein N € N undt € M

44
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A.2 Lemma. Sei A kommutativer Ring mit 1 und M ein Modul der Stufe 2m. Dann gilt

v/ supp M = ﬂ supp P

Peyiy

Beweis. Es gilt fiir einen Modul P der Stufe 2m mit M C P, dass supp M C supp P. Damit
ist die Inklusion ,,C* klar, denn es gilt v/supp M = (g, prcp P C ﬂPeyf\;" supp P.

,D% Sei g € ﬂPeyi;" supp P, d.h. g € supp P fiir alle P € Yp,. Damit ist g = 0 auf Y37,
Mit Satz A.1 folgt, dass —¢g?™N € M fiir ein N € N. Da ¢>™N € A?™ C M, ist damit
g>™N ¢ supp M. O

A.3 Bemerkung. Es gilt \/supp(M + (f)) = /supp(M + (f2™)), denn:

Pc 9?\2"+(f) & Pe 9?\}” und (f) C supp P

& PeY? und (f*™) csuppP & P € %?\2”+(f27n)~

Dabei ist lediglich die zweite Aquivalenz zu zeigen, der Rest ist Definition.
Die Implikation ,, = ist klar, da (f2™) C (f).
Die Implikation ,,<* folgt daraus, dass mit f2™ € supp P auch schon f € supp P, da supp P

ein Primideal ist.

Wir kénnen hiermit den folgenden Darstellungssatz zeigen, welcher uns erméglicht, das
Lokal-Global-Kriterium zu beweisen.

A.4 Satz. Sei A ein noetherscher Ring. Weiter sei T archimedische Priordnung der Stufe
2m und f € A nichtnegativ beziiglich T, d.h. (f) > 0 fir alle o € X(T). Ist f € T+ J fiir

jedes Ideal J von A mit \/J = \/supp(T + (f)), soist f € T.

Die Aussage gilt mit analogem Beweis fiir quadratische Moduln M [Scha, Prop.2.4], in-
dem man ein dhnliches Resultat wie in Satz 3.36 fiir quadratische Moduln anwendet [Scha,
Prop.2.3]. Da wir aber Satz 3.36 anwenden wollen, beschréinken wir uns hier auf den einfa-
cheren Fall.

Beweis. Es gilt \/supp(T + (f)) = /supp(T + (f2™)) nach Bemerkung A.3. Wir wiihlen
nun eine Familie (gx)x C supp(T + (f?™)) so, dass v/supp(T + (f)) = /(f) + (gr)x ist.
Damit gilt fir J = (f2™, (f + g»)3™), dass V'.J = /supp(T + (f)), also f € T + J. Denn
,C“ ist klar, da (f2™) C (f) und (f + gx)?™ € (f) + (g9»). Umgekehrt ist ™ € (f?™) und
damit f € v/ J; weiter ist (f + gx)?™ € J also (f + gr) € VJ und wegen f € v/J ist damit
gy € \ﬁ

Da A ein noetherscher Ring ist, geniigen schon endlich viele g1, ..., g, der (gx)x, so dass
FET+(f2™,(f + gP™, o, (f + gr)>™) ist.

Setzt man Ty := T + f2™ + (f +¢1)°>™ +---+ (f + g-—1)*™. Dann ist T} als Obermenge
von T ein archimedischer T-Modul. Da g, € T + (f*™) C Tj ist, gilt o(f + g,) > 0 fiir
alle p € S(A,T1,1) C S(A,T,1). Es gilt also f + g, € Ty + (f + ¢-)*™ und o(f +g,) >0
fiir alle ¢ € X(T1). Wendet man nun Satz 3.36 auf f + g, an, erhilt man f + g, € T7.
Wegen g, € supp Ty ist damit f € Ty = T + f2™ + .-+ + (f + gr_1)?>™. Durch Iteration der
Argumentation erhilt man schlielich f € T'. O

Da wir fiir das Lokal-Global-Kriterium die Komplettierung eines Ringes benétigen, sei
hier noch einmal kurz daran erinnert [Jac89, Kap.5.17].
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Sei m ein maximales Ideal von A. Wir betrachten die m-adische Topologie 7, auf A,
welche durch die offenen Mengen U(x, k) := z + mF fiir x € A und k € N erzeugt wird.
Damit ist eine Folge (x;);en genau dann Nullfolge in A, wenn ein [y € N existiert, so dass fiir
alle I > Iy stets ; € m” fiir alle & € N ist. Definiert man eine Cauchyfolge (z;); dadurch, dass
fir alle k € N ein Iy € N existiert, so dass fiir alle I, m > Iy dann x; — z,,, € m* gilt, so kann
man A in iiblicher Weise komplettieren, indem man alle Cauchyfolgen modulo Nullfolgen
betrachtet.

Es bezeichne fm die von T im komplettierten lokalen Ring jm erzeugte Praordnung.
Dann gilt das folgende Lokal-Global Kriterium fiir Praordnungen [Sch03, Cor.3.16].

A.5 Satz (Lokal-Global-Kriterium). Sei A ein noetherscher Ring und T eine archimedische
Priordnung der Stufe 2m. Sei f € A mit o(f) > 0 fir alle o € X(T'). Ist fiir alle P € X7 (y)
stets supp P ein mazimales Ideal, dann gilt: Ist f € Tyupp p fiir alle P € Xpy 5y, soist f € T

Eine entsprechende Formulierung fiir quadratische Moduln befindet sich wie oben erwéhnt in
[Scha, Thm.2.8]. Diese erhiilt man, indem man die Priordnung T durch einen quadratischen
Modul M und die Menge Xy (5 durch Y, (5) ersetzt.

Beweis. Es gilt nach Lemma A.2 und Bemerkung A.3

Vsupp(T + (f2)) = \/supp(T + (f)) = (] suppP.

PeXri(p

Nach [Scha, Lem.2.7] ist die Menge {supp P | P € X7 (s} endlich. Da nach Voraussetzung
supp P fiir jedes P € X () maximal ist, gilt damit

Vsupp(T + (f2m)) =myN---Nm, = my ---m,

fiir endlich viele maximale Ideale m;. Fiir diese gilt nach Voraussetzung f € fm“ also
f €T +mY. Mit dem Chinesischen Restsatz folgt dann (\(T +m}) = T + (m¥, da nach
Bemerkung 1.18 alle m¥ fiir festes N paarweise teilerfremd sind. Damit ist f € T + J fiir
jedes Ideal J von A mit v.J =m;N---Nm, = /supp(T + (f2)). Nach Satz A.4 ist damit
fel. O

Interpretiert man diesen Satz geometrisch, so ergibt sich das folgende Korollar [Sch03,
Cor.3.17]. Dabei sei T, gegeben durch Ty, mit m; = {g € R[X] | g(z;) = 0}.

A.6 Korollar. Sei T eine endlich erzeugte Priordnung im Polynomring R[X] und Kr
kompakt. Weiter sei f € R[X] nichtnegativ auf K1 und f besitze nur endlich viele Nullstellen
T1,..., 2 in Kp. Gilt dann f € Ty, firi=1,...,k, dann ist f € T.

Beweis. Da K kompakt und T endlich erzeugt ist, ist 7" nach Satz 1.10 archimedisch.

Sei m; das zu der Nullstelle z; gehtrende maximale Ideal m; = {g € R[X] | g(z;) = 0}.

Weiter sei T' durch die endlich vielen Polynome hy, ..., hs € R[X] erzeugt. Dann gilt auch

hier /supp(T + (f)) = ﬂPeXTHf) suppP = m; N---Nm,. Denn zunichst erhilt man fiir
Anordnungen P, Q von R[X], dass

PeXpyp)© T CPund f € supp(P)
< hi,...,hs € Pund f(P)=0
& Pe{QeX(R[X]) [ m(Q)=0,...,h(Q) 20, f(Q) = 0}.
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Wir kénnen jede Anordnung @ € X(R[X]) als Aquivalenzklasse im R* identifizieren [PDO1,
Kap.4.5]. Da f nur endlich viele Nullstellen in K besitzt, gibt es nur endlich viele z € R™
mit hy(x) >0,...,hs(x) >0, f(x) = 0, ndmlich genau die Nullstellen x4, ...,z von f. Mit
dem Tarski-Prinzip [PD01, Thm.2.1.10] folgt dann, da R* reell abgeschlossen ist, dass es in
R* genauso viele Punkte P gibt, welche hy(P) > 0,...,hs(P) > 0, f(P) = 0 erfiillen. Da
R C R*, sind es also wieder genau die Nullstellen x1, ...,z von f beziehungsweise die durch
T1,..., 7} induzierten Anordnungen P; := {g € R[X] | g(x;) > 0}. Damit gilt also

PeXryp & P={geR[X]|g(x;) >0} fiir eini € {1,...,k}
< supp(P) = {g € R[X] | g(x;) = 0} = m,; fiir ein i.

Mit analoger Argumentation wie in Satz A.5 folgt dann f € T O

Auch hier gilt eine entsprechende Aussage fiir quadratische Moduln [Scha, Prop.3.4], wo-
bei hier weitere Voraussetzungen auftreten, da im Gegensatz zu P € Xy () im Allgemeinen
nicht fiir alle P € Ypry(s) stets supp P ein maximales Ideal ist.

Mit Korollar A.6 koénnen wir den Darstellungssatz 4.6 fiir den Fall einer Praordnung
alternativ beweisen.

Die Komplettierung des Polynomrings R[X] beziiglich einer Nullstelle x von f ist der
Ring R[[X]] der formalen Potenzreihen [Jac89, Kap.5.17].

Indem wir die Wurzelfunktion formal entwickeln, finden wir unter den gegebenen Vor-
aussetzungen eine Darstellung von f in R[[X]]2 € T}, fiir i = 1,..., k wie folgt.

Sei = z; fiir ein ¢ € {1,...,k} fest gewiihlt und ohne Einschrinkung im Ursprung.
Da die Nullstelle nach Voraussetzung im Inneren von Krp liegt und f > 0 auf Kp ist,
enthiilt f keine linearen Terme. Da D?f(0) positiv ist, besitzt die zugehorige quadratische
Form nur positive Eigenwerte und wir konnen somit ohne Einschrikung f darstellen durch
f=X2+ -+ X2+ hfiir ein h € R[X] mit degh > 3. Hierfiir gilt das folgende Lemma.

A.7 Lemma. Ein Polynom f € R[X]| der Gestalt f = X? + -+ X2+ h mit degh > 3
lasst sich darstellen als Summe von Polynomen fq m, = X12 N an +aX;...X,, mit
m >3 und a € R.

Beweis. Man kann jedes normierte Monom vom Grad m > 3 durch fy /5, — f_1/2,m erzeu-
gen. Damit ergibt sich durch geeignete Wahl von a und Summation jedes Polynom h € R[X]

mit degh > 3. Da fy,, = X{ + -+ + X2, erhéilt man damit die Behauptung. O
Nach Lemma A.7 geniigt es damit g = X7 + -+ + X2, + aX1... X, € Y R[[X]]? fiir
beliebiges a € R und m > 3 zu zeigen. Mit U; := Hj# X; gilt

n 2 n
1 a 3 5 4a? 9
g= g (2Xi+mUi> +4( E Xi 3m T3 Ui>~

i=1 i=1 i=1
\/1+x—2(1/2)x in R[[X]], folgt fiir c € R und i # j, dass
2 2 2 1/2
XP+cU =X} (1+¢ [ X7) = XZ HX GR[X}]
k#1,j k#1,j

Also gilt g € SR[[X])2 und damit f € S R[[X]]2 C T,. Mit Korollar A.6 folgt dann f € T
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