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Ubungen zur Linearen Algebra 1

Aufgabe 1: Sei K ein Korper, V' ein K-Vektorraum mit dim(V) = n. X C V heifit
minimal erzeugend, falls span(X) = V und span(X\{y}) # V firalley € X. X CV
heifit maximal linear unabhéngig, falls X linear unabhéngig und X U{y} linear abhéngig
fiir alle y € V\ X. Zeigen Sie:

(a) Ist X C V eine linear unabhéngige Menge mit n Elementen, so ist X Basis von V.
(b) Ist X C V so, dass span(X) =V, so existiert Y C X so, dass Y Basis von V ist.
(c) Hat X C V n Elemente und ist span(X) =V, so ist X Basis von V.

(d) Die folgenden Aussagen sind dquivalent fiir jedes X C V:

e (1) X ist maximal linear unabhéngig.
e (2) X ist minimal erzeugend.

e (3) X ist Basis von V.

Aufgabe 2: Wir betrachten F), die Menge der Funktionen von N nach Fy. Zu z € F}
definieren wir supp(z) := {i € N|z(i) = 1}, genannt Support von z. F5Y sei die Menge
der Elemente von IF’I;I mit endlichem Support. Zeigen Sie:

(a) FY bildet zusammen mit der komponentenweisen Addition und skalaren Multipli-
kation einen Vektorraum iiber Fy. Ferner ist F5 Unterraum von FY.

(b) F5™ besitzt keine endliche Basis als Fo-Vektorraum.

(c) Fiir i € N sei f;(j) := 6;;. Dann ist {f;|i € N} eine Basis von F5™.

Aufgabe 3: Ist K ein Kérper, A € Mat,xn(K), so heit A7, gegeben durch A7; = Aj;
die Transponierte von A. Zeigen Sie: A ist invertierbar gdw. die Transponierte von A
invertierbar ist und es gilt: (A7)~! = (A=1)",

Aufgabe 4: Es sei W der durch die Vektoren

ar = (1,2,2,1)
s = (0,2,0,1)
ag = (—2,0,—4,3)

aufgespannte Unterraum von R,
Auflerdem setzen wir:



o) :=(1,0,2,0)
oy = (0,2,0,1)
a5 = (0,0,0,3)

Und ferner B := (a1, a2, a3), B’ := (o], ab, ab}.

(a) Zeigen Sie: B und B’ sind Basen von W.

(b) Sei B8 = (b1, ba, b3, bs) € W. Was sind die Koordinaten von f relativ zur (angeordne-
ten) Basis {aq, a9, as}?

(¢) Zu g € W sei X die Koordinatenmatrix von 3 relativ zu B und X’ die Koordina-
tenmatrix von 3 relativ zu B’. Finden Sie P € Matsx3(R) so, dass X = PX’ fiir jedes
solche S.

Zusatzaufgabe fiir kulinarisch Interessierte: Es sei

1 3 3 1
—3 1 1 —173 a
A= 1 % —% , U= 205 |, | b| = A 'v. Ferner sei d die Anzahl der
1 1 1 1
7 1 1 923 ¢

Losungen fiir Az = 0, 3e die Dimension des durch die Spalten von A aufgespannten
Unterraumes von R? und f die Anzahl der Paare {p1,p2}, wobei p; und py Primzahlen
sind und p; +1 = po.

Geben Sie nun b Gramm Butter, e Eier, ¢ Gramm Zucker und f Péckchen Vanillinzucker
mit d EL Wasser in eine Schiissel und schlagen Sie das Gemisch schaumig. Fiigen Sie
dabei ¢ Gramm Mehl hinzu. Rollen Sie den Teig glatt aus, stechen Sie Formen heraus
und backen Sie sie im vorgeheizten Backofen bei ca. 150 Grad zwischen 10 und 14 Mi-
nuten lang. Kosten Sie das Ergebnis.

(2 Punkte zusitzlich, wenn Sie frische, nach diesem Rezept hergestellte Plitzchen ins
erste Tutorium nach der Vorlesungspause mitbringen.)

Weitere Aufgaben:

WA1: Sei G eine Menge mit einer assoziativen Verkniipfung o : G x G — G
und einem neutralen Element 0. Auflerdem gelte a ox = aoy — = = y und
roa=yoa— x =y fir alle a,z,y aus G.

(a) Zeigen Sie: Ist G endlich, so ist dass (G, o) eine Gruppe ist.

(b) Finden Sie ein Beispiel fiir ein unendliches (G, o), das keine Gruppe ist.

WAZ2: Sei K ein Korper. In der Vorlesung haben Sie gesehen, dass die Menge der
Losungen eines homogenen Gleichungssystems Az = 0 mit

A € Mat,w,(K) einen Unterraum des K-Vektorraumes K™ bildet. Zeigen Sie nun
umgekehrt: Ist V' ein K-Vektorraum mit Unterraum W, so existiert eine Matrix
Aw so, dass W der Losungsraum von Az = 0 ist.

WA3: Zeigen Sie, dass die folgenden Vektoren f, g, h € Fkt(R,R) linear unabhén-
gig iiber R sind:
(a) f(z) = 2%, g(x) = sin(z), h(z) = o
2
(b) fz) = 2% g(z) =27, h(z) =z
() J(x) = 2, glx) = sin(), h(x) = cos(x)



WA4: Sei A = (a;;) reelle n x n-Matrix, so dass X7_, ;. ]a;;| < [ay| fir @ €
{1,2,...,n}. Zeigen Sie, dass A invertierbar ist.

WAS5: Seien p € P und a,b € N mit § = St +. Zeige:
(a) Es ist p ein Teiler von a, falls p # 2.
(b) Es ist p? ein Teiler von a, falls p ¢ {2,3}.1

WAG6: Es sei V eine abelsche Gruppe. Zeigen Sie: Es existiert hochstens eine Ab-
bildung - : Q x V' — V so, dass V mit - als Skalarmultiplikation ein Q-Vektorraum
wird. Finden Sie ein V' derart, dass kein solches - existiert.

WAT: Es sei n € N. Bestimmen Sie (mit Beweis!) alle A € R"™" so, dass AA" =
0pxn- Formulieren Sie eine allgemeinere Vermutung und beweisen Sie sie.

WAS:

(a) Es seien K und F Korper und - : K x F' — F eine Abbildung so, dass
(F,+r) mit - als Skalarmultiplikation ein K-Vektorraum wird. Zeigen Sie, dass
char(K) = char(F).

(b) Gibt es einen Kérper K und eine Abbildung - : K X Z — Z so, dass (Z,+)
durch - zu einem K-Vektorraum wird? Beweisen Sie Ihre Antwort!

Frohe Weihnachten und einen guten Start ins Jahr 2016!

Bei jeder Aufgabe sind bis zu 10 Punkte zu erreichen. Als volle Punktzahl werden
bei diesem Zettel, wie iiblich, 40 Punkte gewertet. Die ‘weiteren Aufgaben’ gehen
mit insgesamt maximal 40 Punkten in die Wertung ein. Die maximal erreichbare
Punktzahl bei diesem Zettel ist also 90 von 40.

Abgabe bis zum 11.01.2016, 12.30. Bitte werfen Sie Ihre Bearbeitungen in das
Postfach Thres Tutors im Gang F', 4. Etage.

'"Hinweis: Zeige > ;_, k* = %@nﬂ) durch Induktion nach n € N und verwende fiir Teil (b) dieses
Ergebnis geschickt.



