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Vorwort

Im Wintersemester 2009/2010 las ich zum ersten Mal die ,Lineare Algebra I an der
Universitéit Konstanz. Damals habe ich die Sétze, Definitionen etc. noch nicht durchnum-
meriert und es gab kein elektronisches Skript. Es gab noch die akademische Viertelstunde
und man konnte oftmals bis zu 20 Minuten {iberziehen. Damals hatte der Hausdienst
noch die Zeit und die Kapazitét, die Tafeln in den noch vorhandenen Pausen zu wischen.

Als ich die Vorlesung im Wintersemester 2013/2014 zum zweiten Mal las, war die aka-
demische Viertelstunde bereits abgeschafft (offiziell ist sie ausgesetzt, aber ich bezweifle,
dass sie jemals wieder eingesetzt wird). Man musste mehr oder weniger piinktlich die
Vorlesung beenden, ausserdem wird man als Dozent mit zunehmendem Alter immer
langsamer. Ich musste einige Abschnitte der Vorlesung tippen und teilweise als Prasenta-
tion vorfithren, um mit dem Stoff durchzukommen. Gliicklicherweise erstellten die Horer
Thomas Schmidt und Michael Strecke darauf aufbauend weitgehend unabhéngig von-
einander jeweils sehr schone, jedoch von mir nicht tiberpriifte, elektronische Mitschriften
zu meiner Vorlesung. Diese Skripten zusammen mit den zugehorigen IXTEX-Quelltexten
sind weiterhin zugénglich unter:

http://www.math.uni-konstanz.de/ schweigh/lehre-.html

Nun halte ich im Wintersemester 2017/2018 die Vorlesung mit voraussichtlich nur ge-
ringfiigigen Anderungen zum dritten Mal. Da ich mittlerweile noch langsamer geworden
bin und im zugeteilten Horsaal die Tafelsteuerung teilweise defekt ist, habe ich mich
entschieden, das Skript von Michael Strecke zu einem von mir autorisierten Skript um-
zubauen, um darauf verweisen zu konnen (die Wahl zwischen den beiden Skripten war
nicht leicht). Dazu versuche ich, wihrend des Fortschreitens der Vorlesung jeweils das
Skript durchzusehen und eventuell gefundene Fehler zu verbessern. Im Text vermerke
ich in roter Schrift, bis wohin das Skript nun von mir autorisiert sein soll. Trotzdem
wird das Skript sicherlich nicht ohne Fehler sein. Ich bin fiir jegliche Hinweise zu Feh-
lern (auch Druckfehlern) und Anregungen dankbar und nehme diese gerne persénlich
oder per Email an markus.schweighofer@uni-konstanz entgegen. Das Skript und den
zugehorigen KTEX-Quelltext, welches bis auf einzelne Stellen identisch mit dem Skript
von Michael Strecke sein wird, mache ich verfiighar unter:

http://www.math.uni-konstanz.de/ schweigh/lehre.html
Konstanz, den 5. November 2017.

Fassung vom 6. November 2017
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81 Mengen

[Georg Ferdinand Ludwig Philipp Cantor *1845, 11918]

§1.1 Mengen und Abbildungen

Pseudodefinition 1.1.1. Eine Menge ist eine gedachte ungeordnete Ansammlung von
Objekten, die man die Elemente der Menge nennt. Jedes Element darf dabei nur einmal
in der Ansammlung vorkommen. Eine Menge kann auch leer sein oder unendlich viele
Elemente haben. Thre Elemente konnen selber wieder Mengen sein.

Warnung 1.1.2. Aus logischen Griinden, die wir hier nicht erklaren, sind bei der Bildung
von Mengen gewisse Spielregeln einzuhalten. Zum Beispiel darf eine Menge nicht alle
Mengen als Element haben, sehr wohl aber alle Mengen, die nur aus reellen Zahlen
bestehen. Sollten Sie diese Spielregeln wirklich einmal verletzen, so sagen wir es Ihnen.

Notation 1.1.3. Sind a4, as,as, ...,a, Objekte (z.B. Zahlen, Mengen, Worter,...), so
schreibt man

{ai,...,a,}

fiir die Menge bestehend aus den Elementen aq,...,a,. Die Reihenfolge von aq, ..., a,
spielt dabei keine Rolle. Auch diirfen mehrere a; gleich sein. Obwohl eine mehrfache Auf-
zéhlung redundant ist (ein Element kann geméfs 1.1.1 ja nicht ,;mehrfach” enthalten sein),
vermeidet dies oft eine unnotige und léstige gesonderte Behandlung von Spezialfillen.
Die Menge {ay,...,a,} kann also auch weniger als n Elemente haben.

0 = {} ,»leere Menge*

,wird definiert durch
Beispiel 1.1.4. (a) {1,2,3,4} ={3,4,2,1} = {1,1,2,3, 3,4} hat genau 4 Elemente.

(b) {0,1,{2,3}} hat 3 Elemente, ndmlich die leere Menge, die Zahl 1 und die zweiele-
mentige Menge {2,3}. Man beachte, dass 3 kein Element von {0, 1,{2,3}} ist.

() {{{{{{{}}}}}}} ist eine einelementige Menge, deren einziges Element die einele-
mentige Menge {({{{}}}}}} = ({{{{0}}}}} ist.
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Notation 1.1.5. Manchmal verwendet man ,,...“, um grofe endliche oder unendliche

Mengen zu schreiben:

N:={1,2,3,4,5,...} Menge der natiirlichen Zahlen

Ny :={0,1,2,3,...}

Z:={...,-3,-2-1,0,1,2,3,...} Menge der ganzen Zahlen
{1,...,n} Menge der natiirlichen Zahlen <n

Warnung 1.1.6. Notationen wie in 1.1.5 sind oft missverstiandlich. Wie alle geiibten
Mathematiker verstehen wir:

o {1,....n}={1,2} firn=2

o {1,....n}={1}firn=1

e {1,...,n}=0firn=0.
Ein Neuling hingegen wiirde {1,...,n} fiir n = 0 vielleicht als {1,0} = {0, 1} auffassen.
Notation 1.1.7. {0 | &} steht fiir die ,Menge aller Objekte & mit der Eigenschaft &*.
Beispiel 1.1.8. (a) {z |z eN,1 <z <n}={1,...,n}
(b) {2* | x € N} = {y | es gibt ein z € N mit y = z?} ist die Menge der Quadratzahlen.

(c) Q:= {§ |p€Z,qe N} ist die Menge der rationalen Zahlen.

ein
kein

S

¢

(b) {r€e A| &} = {x |z € A E} steht fiir die Menge aller = in/aus A (d.h. fiir die
Elemente x von A) mit der Eigenschaft &.

Notation 1.1.9. (a) x { }A steht fiir ,,x ist { } Element von A“

Beispiel 1.1.10. (a) {z € Z |22 <7} = {-2,-1,0,1,2}
(b) 3¢ {a* |z €N}

(c) 4 € {22 |z € N}

(d) {2,3,{4,5}} € {{1,2,{8}} ,{2,3,{4,5}}} = M

8e{8}e{1,2,{8}} e M
8¢{1,2,{8}}, {8y ¢ M
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Bemerkung und Notation 1.1.11. Wir formulieren mathematische Aussagen meist
in natiirlicher Sprache. Manchmal ist es prédgnanter, formale Notation zu benutzen:

Vo : & Sfr alle x gilt &
dx . & ,es gibt /existiert ein z mit &*
Vee A: & Sfir alle z aus A gilt &~
dre A: & ,es gibt ein x aus A mit Eigenschaft &*
E — 7 W& genau dann, wenn F
gdw.

& aquivalent .F*
E = F ,& impliziert .
,wenn &, dann
,»,& ist hinreichend fiir %
E — F »,& wird von .# impliziert*
»,# nur dann, wenn &*
,& ist notwendig fiir 7
E&F ,& und F*

Beachte: Vx € () : & ist immer wahr und 3z € () : & ist immer falsch.

Definition 1.1.12. Eine Menge A heift Teilmenge (oder Untermenge) der Menge B
und man schreibt A C B, wenn Vz € A : x € B. (,,A ist in B enthalten®, | B enthalt A®).
Man bezeichnet dann B als Obermenge von A und schreibt B O A.

Bemerkung 1.1.13. Dass zwei Mengen A und B gleich sind, genau dann, wenn sie die-
selben Elemente enthalten, kann man auch so ausdriicken:

A=B < (ACB& BCA).

Fast immer ist es ratsam, die Gleichheit zweier Mengen zu zeigen, indem man die beiden
Inklusionen (Teilmengenbeziehungen) getrennt zeigt.

Definition 1.1.14. (a) Ist M eine Menge von Mengen, so ist
UM::{x|3A€M:x€A}

die Vereinigungsmenge von M und fir M # () ist
~—~

wungleich®
ﬂM::{x|VA€M:x€A}

die Schnittmenge von M. Beachte, dass () @ nicht generell definiert ist wegen 1.1.2. Ist
M eine Menge von Teilmengen einer festen Menge Ag, so definiert man oft () := Ay,
denn dann gilt M = {x € Ay |VA € M : x € A} sowohl fiir M # () als auch fiir
M = () (beachte, dass VA € () : ... wahr ist!).
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4 §1 Mengen [Georg Ferdinand Ludwig Philipp Cantor *1845, 11918|

(b) Fiir n € N und Mengen Ay, ..., A, definiert man die Vereinigung Ay U...UA, =
U{A1,..., A, } und den Schnitt A;N...NA, :=N{A1,...,A.}.

(c) Fiir Mengen A und B heift A\B :={z € A | x ¢ B} die Mengendifferenz.
—~—

,ohne*
(d) Fiir jede Menge A nennt man #(A) :={B | B C A} ihre Potenzmenge.

Beispiel 1.1.15. [J0 = 0, ()0 nicht immer definiert
U{0} =0.N{0} =10

U{{1,4,6},{{5}}, 0} = {1,4,6,{5}}

{1,2,3} U{3,4,5} = {1,2,3,4,5)

{1,2,3} n{3,4,5} = {3}

{1,2,3}\ {3,4,5} = {1,2}
Z(0) = {0}

2({1}) ={0.{1}}
'@({17 2}> = {@, {1} ) {2} ) {1> 2}}

Definition 1.1.16. Eine Abbildung f besteht aus folgenden Angaben:

e ciner Menge A, genannt Definitionsmenge von f,
e ciner Menge B, genannt Zielmenge von f und

e ciner Vorschrift, die jedem Element a von A genau ein Element f(a) von B (das
sogenannte Bild von a unter f) zuordnet.

Notation: f: A_— B, a_— f(a) |Bild: Veranschaulichung mit Pfeilen]
—~ —~

swhach® ,wird abgebildet auf*
Ist f eine Abbildung mit Definitionsmenge A und Zielmenge B, so sagt man f ist eine

Abbildung von A nach B und schreibt f: A — B.

Bemerkung 1.1.17. Sind f: A — B und g : C' — D Abbildungen, so
f=9g << (A=C&B=D&Vaec A: f(a) = g(a)).

Beispiel 1.1.18.

Fir f:{0,1} - {0,1} ,z —
g:{0,1} — {0,1} ,z + 2* und
h{0,1) — {0,1},0+5 0,1 — 1 gilt
f=g=h,aber f #pfirp:{0,1} - {0,1,2},0—~0,1—1

mjektiv
Definition 1.1.19. Eine Abbildung f : A — B heiflt < surjektiv p, wenn es zu jedem
bijektiv
hochstens
b € B mindestens p ein a € A gibt mit f(a) = b.
——
genau ,Urbild von b*
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Mit anderen Worten gilt:

f injektiv <= Vaj,as € A: (f(a1) = f(az) = a1 = ay)
f surjektiv <= Vbe B:3Jda€ A: f(a) =bund
f bijektiv. <= (f injektiv & f surjektiv)

Beispiel 1.1.20. (a) {1,2,3} — {4,5},1— 4,2~ 5,3 — 4
A
)/

nicht injektiv, surjektiv, mnicht bijektiv

(b) {1,2} — {1,2,3},1+2,2++ 3

S

injektiv, nicht surjektiv, nicht bijektiv

(c) {1,2,3} = {1,2,3} , 2 — =z

Vs

injektiv, surjektiv, bijektiv
(d) @ — 0 injektiv, surjektiv, bijektiv [Bild: Zwei leere Kreise]

() {1,2.3} - {1,2,3,4} o — x

S

injektiv, nicht surjektiv, nicht bijektiv.
05 I inj I ) )
(f) Z — Ng,z +— |z|  nicht injektiv, surjektiv, nicht bijektiv

(g) Z — Z,x — |x| nicht injektiv, nicht surjektiv, nicht bijektiv

Fassung vom 6. November 2017, 09:42Uhr



6 §1 Mengen [Georg Ferdinand Ludwig Philipp Cantor *1845, 11918]

(h) Z — Z,x — —x injektiv, surjektiv, bijektiv
(i) {1.2.3y =+45}2=43— 5 keine Abbildung!
() {L.2.3} =445 +—43-—=52—43— 5 keine Abbildung!
)

(k) N— N,z+— x+1 injektiv, nicht surjektiv, nicht bijektiv

Definition 1.1.21. Eine Menge A heifst endlich, wenn sie nur endlich viele Elemente
hat. Die Anzahl ihrer Elemente nennt man dann Mdchtigkeit (auch Kardinalitat) #A
von A. Ist A unendlich (d.h. nicht endlich), so setzen wir

#A= 0

wzunendlich®

Wir nennen A abzdhlbar unendlich, wenn es eine bijektive Abbildung f : N — A gibt,
und dberabzihlbar, wenn A weder endlich noch abzéhlbar unendlich ist.

Satz 1.1.22 (Satz von Cantor (1891)). Ist A eine Menge, so gibt es keine surjektive
Abbildung von A nach Z(A).

Beweis. Zu zeigen ist, dass keine Abbildung von A nach Z(A) surjektiv ist. Sei hierzu f :
A — P(A) eine (beliebige, aber feste) Abbildung. Wir setzen B := {a € A|a ¢ f(a)}
und zeigen, dass es kein a € A gibt mit f(a) = B (denn dann ist insbesondere f nicht
surjektiv). Dies zeigen wir durch Widerspruch: Wir nehmen an, wir haben a € A mit
f(a) = B und fithren dies zu einem logischen Widerspruch.

Fall 1: a € f(a).

Damit ist einerseits a ¢ B nach Definition von B und andererseits a € B wegen
f((l) =b. é,,VViderspruch.;

Fall 2: a ¢ f(a).
Dann einerseits a € B nach Definition von B und andererseits a ¢ B wegen

fla)=B.§
,quod erat demonstrandum®

Veranschaulichung im Fall von A = N:

f) ={ 1 3, 4, 7, 9, 10, ...}
f(2) ={ 2, 4, 5, 8, 10, ...}
f3) ={ 2, 4, 6, 7, 8, O, )

=N\ B ,Cantors Dlagonalargument“
Bemerkung 1.1.23. Fiir endliche Mengen A folgt 1.1.22 auch aus #2(A) = 2#4 > #A.

Korollar 1.1.24. Z(N) ist iberabzihlbar.

Vorlaufiges Skript zur Linearen Algebra I
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Beweis. Offenbar ist Z2(N) nicht endlich. Ware Z2(N) abzdihlbar unendlich, so gibe es
geméfs Definition 1.1.21 eine bijektive Abbildung N — Z(N). Dies ist nach dem Satz
von Cantor 1.1.22 unmoglich. m

Definition 1.1.25. Ist f : A — B eine Abbildung, C' C A und D C B, so nennt man
f(C):={f(a) | a € C} das Bild von C unter f und f~1(D):={a€ A| f(a) € D} das
Urbild von D unter f.

Beispiel 1.1.26. Fur f : Z — Z,x — |z gilt:

f({_37 _574}) = {3747 5} und

f_l({_37 -9, 4}) = {_4’ 4} :
Definition 1.1.27. Seien A und B Mengen. Dann bezeichnet B4 := {f | f : A — B}
die Menge aller Abbildungen von A nach B. Fiir n € Ny schreibt man oft B" statt

Bi-ntund (by, ..., b,) statt {1,...,n} = B, 1+ by,...,n+ b, (,n-Tupel®).
Insbesondere ist BY einelementig: B = { () }.
——

,leeres Tupel”

Definition 1.1.28. Seien A und B, fiir a € A Mengen.
Setze B :=|J{B, | a € A}. Dann nennt man

[[B.:={f|f:A— BYvacA: f(a) € B,}

a€A

das kartesische [René Descartes, *1596, t 1650] Produkt der B, (a € A). Fir n € Ny
schreibt man oft By x ... x B, statt [[,c(; ) Ba und (by,..., by) statt

-----

{1,...,n} = B,1—=by,...,n— by,

Sprechweise 1.1.29. (a) Eine Abbildung, deren Definitions- und Zielmenge iiberein-
stimmen, nennt man Selbstabbildung.

(b) Eine bijektive Selbstabbildung nennt man auch Permutation.
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()

()

Synonym sind jeweils:

Abbildung Funktion Mengenhomomorphismus
—

Zielmenge wenig abstrakt,

meist bestehend aus Zahlen
injektive Abbildung Injektion Mengeneinbetting/ Men-

genmonomorphismus

surjektive Abbildung Surjektion Mengenepimorphismus
bijektive Abbildung Bijektion Mengenisomorphismus
Selbstabbildung Mengenendomorphismus
bijektive Selbstabbildung Permutation Mengenautomorphismus
Definitionsmenge Definitionsbereich Quellbereich
Zielmenge Wertevorrat

Ist f : A — B eine Abbildung, so nennt man das Bild f(A) von A unter f auch
das Bild von f. Es gilt f surjektiv <= f(A) = B. Manche Leute nennen f(A) die
Wertemenge oder den Wertebereich von f, andere nennen B so. Daher vermeiden
wir diese beiden Begriffe.

Bemerkung 1.1.30. (a) Sind f : A — B und g : A — C Abbildungen, so kann f = g

nur gelten, wenn B = C. In der Praxis wird aber dann in der Literatur mit f = ¢
oft nur Va € A : f(a) = g(a) gemeint (d.h. es ist gemeint fy = go, wobei fo: A —
BNCyaw f(a)und go: A - BN C,a — g(a)).

Wenn im Fall A = {1,...,n} die Abbildungen f und g aus (a) wie in 1.1.27 als Tupel
geschrieben werden, dann wird diese Praxis immer angewandt, da die Zielmengen
B und C' in Tupelschreibweise ja gar nicht mehr spezifiziert sind. Es gilt also stets
(b1,....bn) = (c1,..y0n) <= (=1 & ... &b, = ¢,).

Bemerkung (b) gilt auch fiir folgende Varianten der Verallgemeinerungen der Tu-

pelschreibweise:
Matrizen:
f+ AL,...om}x{l,....,n} —Z
:{(171)7(172)7"'7(1757"'7(77171) 7777 (m7n)}

S o f(Ln)

f2,1) ..o f(2n)

fm,1) ... f(m,n)
Folgen:

fN=Z (1), f(2),f(3),..)

Famalien:

frld =7 (f(@)er

HIndexmenge*

(manchmal auch {f(a)}qeca ~ schlecht wegen
Verwechslungsgefahr mit der Menge {f(a) | a € A})
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Definition 1.1.31. Sei f : A — B eine Abbildung und C' C A. Dann heifst
fle: C — B,a— f(a)
die Einschrinkung (oder Restriktion) von f auf C.

Notation 1.1.32 (Diagramme). Statt f : A — B schreibt man auch A 4, B. Zum
Beispiel steht ,Gelte A LB 5 e fir Seien f: A — Bund g: B — C Abbildungen*.

Definition 1.1.33. Fiir f : A — B heifst
Uy = {(a, f(a)) [ € A} C Ax B

der Graph von f. Aus I'y kann man die Definitionsmenge und die Abbildungsvorschrift
[— 1.1.16] und auch das Bild [— 1.1.29 (d)], nicht aber die Zielmenge von f zuriickge-
winnen.

A={a|3b: (a,b) € T}
a v b falls (a,b) € I'y
F(A) = {b]Fa: (@) €T/} C B

§1.2 Hintereinanderschaltung und Umkehrung von
Abbildungen

Erinnerung 1.2.1. Eine Abbildung f : A — B ordnet jedem a € A genau ein b € B zu.

Jedes a € A hat also genau ein Bild unter f [— 1.1.16].
f heift bijektiv, wenn zusétzlich jedes b € B genau ein Urbild unter f hat.

h 2

Vertauschen von Bild und Urbild (,Umdrehen der Pfeile”) liefert fiir bijektives f eine
Umkehrabbildung.
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Definition 1.2.2. Fiir bijektives f : A — B definieren wir die Umkehrabbildung von f
(oder zu f inverse Abbildung)

f~': B — A b das eindeutige a mit f(a) = b.

Bemerkung 1.2.3. Wahrend f~! nur fiir bijektive f existiert, war f~}(C) in 1.1.25 fiir
jedes f : A — B und jedes C' C B definiert als f~(C) = {a € A| f(a) € C}. Ist
f : A — B bijektiv und C' C B, so notieren wir mit f~!(C) sowohl das Urbild von C
unter f als auch das Bild von C unter f~!, was aber konsistent ist, denn die beiden sind
gleich.

Am 2. November sind wir bis hierher gekommen.
Definition 1.2.4. Fiir 4 5 B % C heift
gof:A—=Ciar g(f(a))

schaltung

ausfihrung
Fiir jede Menge A heifst

die Hintereinander } (auch Verkettung oder Komposition) von f und g.

idg: A= Aa—a

die Identitdt (oder identische Abbildung) auf A.

Proposition 1.2.5. (a) Fir A LpScohp gilt
ho(gof)=(hog)of

(,;0 ist assoziativ®).

(b) Fir f:A— B gilt foidy = f =idgof.

(c) Fiir bigektive f : A — B gilt f~'o f=1idy und fo f~1 =idp

(d) Fiir bijektive f : A — B ist auch f~' bijektiv und es gilt (f_l)_l = f.

Beweis. (a) Gelte A 5 B4% ¢’ D. Damn

ho(gof)

Vorlaufiges Skript zur Linearen Algebra I


http://de.wikipedia.org/wiki/Georg_Cantor

§1.2 Hintereinanderschaltung und Umkehrung von Abbildungen 11

und(h o (g o f))(a) = h((g o f)(a)) = h(g(f(a))) = (hog)(f(a))
fiir alle a € A. Nach 1.1.16 gilt also ho (go f) = (hog)o f.

((hog)o f)la)

(b) Gelte A 4, B. Dann
foidy

idy (A é B )idg
idpof
und (f oida)(a) = f(ida(a)) = f(a) =idp(f(a)) = (idgof)(a) fir alle a € A.
Nach 1.1.16 gilt also foidy = f =idgof.
(c) Sei f: A — B bijektiv. Dann
f

fLof idACA:B idg | fofl,
ffl

(f o f)la)=f1(f(a) f(al)%g”) a fiir alle a € A und
(fo FH(b) = F(f (b)) "2 b fiir alle b € B.
Nach 1.1.16 gilt also f~' o f =id4 und fo f~! =idp.

(d) Sei f : A — B bijektiv. Dann ist auch f~!' : B — A bijektiv, denn ist a € A,

1.2.2

so{beB|f'b)=a} = {be B f(a) =0} ={f(a)}, d.h. jedes Element von A
hat genau ein Urbild unter f~!. Weiter gilt (f~')™': A — B und

(F7Ma) T VLT () i alle a € AL

Nach 1.1.16 gilt also f = (f~1)~L.

Bis hierher hatten wir am 30. Oktober kommen sollen.

Satz 1.2.6. Seien f : A — B und g : B — A Abbildungen mit g o f = idsq und
fog=1idg. Dann sind f und g bijektiv und es gilt g = f~! und f = g~ .
»f und g sind invers zueinander.“
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Beweis. Es ist f injektiv, denn sind aq,as € A mit f(a1) = f(as), so gilt

a; = ida(a1) = (go f)(ar) = g(f(a1)) = g(f(az)) = (g o f)(az) = ida(az) = az.

Es ist f auch surjektiv, denn ist b € B, so gilt fiir a := g(b), dass

fla) = f(g(b)) = (fog)(b) =idp(b) = b g

Also ist f bijektiv.
Analog zeigt man, dass g bijektiv ist. Aus (g o f) =id4 folgt

2.5(c) 1 1.25

0= goids "2 go (Fo 1) 2 (g0 pyo - ED g of- e

Analog folgt f = gL O

1.2.5 (a)

Sprechweise und Notation 1.2.7. Die Situation von 1.2.6 driicken wir sprachlich oft
so aus: ,,.Die Zuordnungen

a— f(a)
g(b) <= b

vermitteln eine Bijektion zwischen A und B.“
In Zeichen:

A< B

a— f(a)
g(b) < b

§1.3 Aquivalenzrelationen und Zerlegungen

Idee: Grobe Sichtweise auf eine Menge einnehmen.
Definition 1.3.1. Sei A eine Menge.

(a) Eine (zweistellige) Relation auf A ist eine Teilmenge von A x A. Ist R eine Relation
auf A, so schreibt man auch aRb statt (a,b) € R.

(b) Eine Aquivalenzrelation auf A ist eine Relation ~ auf A, fiir die gilt:

eVaceA:a~a ,reflexiv
e Va,bec A:(a~b = b~a) Symmetrisch”
o Va,bce A:((a~b & b~c) = a~c) Jtransitiv®

Ist ~ eine Aquivalenzrelation auf A und a € A, so heifit @ := {b € A | a ~ b} die
Aquivalenzklasse von a beziiglich ~.

Beispiel 1.3.2. Sei A eine Menge. O

Vorlaufiges Skript zur Linearen Algebra I
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(a) Durch
a~b:<= a=0 (a,b e A)

(das heift durch ~ := {(a,b) € Ax A | a = b}) ist eine Aquivalenzrelation definiert,
deren Aquivalenzklassen alle einelementig sind (,keine Vergréberung®).

(b) Durch a ~ b fiir alle a,b € A (das heift durch ~ := A x A) ist eine Aquivalenrelation
definiert, die nur eine Aquivalenzklasse besitzt (,totale Vereroberung®).

Definition 1.3.3. Sei A eine Menge. Eine Menge 2 CN Wheilst Zerlegung von
A wenn |JZ = Aund VB,C € & : (B = C oder BN C = )). Mit anderen Worten:
Eine Zerlegung von A ist eine Menge von nichtleeren paarweise disjunkten Teilmengen
von A, deren Vereinigung ganz A ist. PN

Beispiel 1.3.4. Sei A eine Menge.

(a) {{a} | a € A} ist eine Zerlegung von A (,keine Vergroberung®).
(b) {A} ist eine Zerlegung von A (,totale Vergroberung®).
Definition 1.3.5. Sei A eine Menge.

(a) Zu jeder Aquivalenzrelation ~ auf A definieren wir die zugehorige Quotientenmenge

A/~
—~—

,modulo*
als die Menge der Aquivalenzklassen von ~:

Afm = {d | a € A}

(b) Zu jeder Zerlegung % von A definieren wir eine Relation ~4 auf A durch

a~ypbi<—= 3Z€ ¥ :{a,b} CZ

Satz 1.3.6. [~1.2.7] Sei A eine Menge. Die Zuordnungen

NQFHD@F

vermitteln eine Bijektion zwischen der Menge der Aquivalenzrelationen auf A und der
Menge der Zerlegungen von A.

Beweis. Zu zeigen ist:

(a) Ist ~ eine Aquivalenzrelation auf A, so ist A/~ eine Zerlegung von A.
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(b) Ist Z eine Zerlegung von A, so ist ~4 eine Aquivalenzrelation auf A.
(c) Ist ~ eine Aquivalenzrelation auf A, so ist ~ff-N= ~.

(d) Ist Z eine Zerlegung von A, so ist A/~y = 2.

Zu (a). Sei ~ eine Aquivalenzrelation auf A. Zu zeigen ist:
(1) A/~ C 2(A)\ {0}

(2) UlA/~) =

(3) VB,C € A/~ : (B = C oder BNC = ()

Zu (1). Sei a € A. Zu zeigen ist a € P(A) \ {0}, das heikt @ C A und @ # (). Ersteres
ist klar nach Definition von @ und letzteres folgt aus a ~ a, denn das heifst a € a.

Zu (2). Es gilt Y(A/~) "E* {a | 3B € A/~ iae BY 2 (0| T e A a b} Wir

zeigen nun die behauptete Gleichheit, indem wir beide Inklusionen getrennt zeigen:
,C Gelte a € | J(A/~). Wihle b € A mit a € b. Danna € b C A, also a € A.
772“ Gelte a € A. Dann a € a, also a € [J(A/~).

Zu (3). Seien a,b € A. Zu zeigen: @ = b oder aNb = 0. Gelte aNb # 0. Zu zeigen ist
dann a = b. Wihle ¢ € aNb. Dann a ~ ¢ ~ b und daher auch a ~ b. Wir zeigen nun
a C b (die andere Inklusion geht analog): Gelte d € a. Dann d ~ a ~ b, also d ~ b, das

heift d € b.

Zu (b). Sei Z eine Zerlegung von A. Zu zeigen ist:

(1) Vaec A:a~ya

(2) Va,be A: (a~y b = b~y a)

(3) Ya,b,ce A: ((a~p b& b~y c) = ar~yxc)

Zu (1). Sei a € A. Zu zeigen ist 37 € Z : {a,a} C A. Mit anderen Worten ist
ZeZ:acA

zu zeigen. Dies ist aber klar, daa € A =J Z.
(2) ist klar nach Definition von ~ 4, da {a,b} = {b, a} fiir alle a und b.

Zu (3). Seien a,b,c € Amit a ~» bund b ~4 c. Zu zeigen ist a ~» c¢. Wéhle Z;, 7y € &
mit {a,b} € Z; und {b,c} € Zy. Nun gilt b € Z; N Zy, also Z; N Zy # (. Nach Definition
1.3.3 folgt Zy = Zy, also {a,c} C Z1UZy =71 € Z. Also a ~ c.

Zu (c). Seien a,b € A. Zu zeigen ist a ~4,. b <= a ~ b. Es gilt
a~apb = FZ2€ A/~ {a,b} CZ
< dece A:{a,b} Cc
< dceA:(a~c~Db)
< a~b,
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wobei man fiir den Teil ,, = ¢ der letzten Aquivalenz die Transitivitit von ~ benutzt
und fiir den Teil ,,<=" dieser Aquivalenz ¢ := a setzt.

Zu (d). Sei Z eine Zerlegung von A. Zu zeigen ist:
(1) A/~e CZ
(2) % CAJ~s
Zu (1). Sei a € A. Zu zeigen ist a? € Z. Es gilt
a? ={bcAla~yb}={bc A|3Z€ Z:{a,b} CZ}.
Wihle Z, € 2 mit a € Z, (dies geht, da a € A =] Z). Es reicht nun zu zeigen, dass
(beA|3Ze % {ab) C 7} = 2.

,C“ Seibe Aund Z € Z mit {a,b} C Z. Zu zeigen: b € Z,. Es gilt a € ZN Z,. Daher
Z N Zy # (0 und daher Z = Z,. Also b € Z, wie gewiinscht.

,2“ Sei b € Zy. Dann gilt {a,b} C Zy € Z.

Zu (2). Sei Z € Z. Zu zeigen ist Ja € A : Z = a?. Wihle a € Z fest (das geht, da
Z # (). Wir behaupten nun Z = a?.

»C“ Sei b € Z. Zu zeigen ist a ~4 b. Dies ist klar, da {a,b} C Z € Z.

,2“ Sei b € a?, das heifit b ~ 4 a. Also {a,b} C Z' fiir ein Z' € 2. Zu zeigen ist b € Z.
Nun gilt ¢ € ZN Z" und damit Z = Z’. Somit b € {a,b} C Z.

O

Beispiel 1.3.7. Unter der Bijektion aus obigem Satz 1.3.6 entsprechen sich die Aquiva-
lenzrelation ~ auf Z definiert durch

a~b:<= a—Dbist gerade Zahl (a,b e Z)
und die Zerlegung
{{n € Z | n gerade}, {n € Z | n ungerade}}.

Satz 1.3.8 (Homomorphiesatz fiir Mengen). Sei ~ ein Aquivalenzrelation auf A und
f: A— B eine Abbildung derart, dass

ay ~ay; = f(a1) = f(az)

fiir alle ay,a9 € A.
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(a) Es gibt genau eine Abbildung f: A/~ — B mit

fur alle a € A.

(b) f ist injektiv <= Vaj,as € A: (a1 ~ ay <= f(a1) = f(a2))
(c) f ist surjektiv <= f ist surjektiv.

Beweis. (a) Klar ist, dass es hochstens eine solche Abbildung gibt, denn die Bedingung
f(@) = f(a) legt in eindeutiger Weise fest, was das Bild von @ unter f sein soll (némlich
f(a)) und es gilt A/~ ={a|a € A}.

Zu zeigen bleibt, dass jedem a nur ein Bild zugeordnet wird. Man nennt dies die
Wohldefiniertheit von f. Man muss dazu priifen, dass fiir a;,as € A gilt:

ay =ay = f(a1) = f(az).

Dies entspricht genau der vorausgesetzten Bedingung.

(c) Offensichtlich haben f und f dieselbe Zielmenge und dasselbe Bild. Benutze nun
1.1.29(d).

(b) Zieht man die Voraussetzung an f in Betracht, dann ist zu zeigen

f injektiv <= Vaj,as € A: (f(a1) = f(az) = a1 ~ ag).

Dies kann man aber umschreiben zu

f injektiv <= Vai,as € A: (f(a1) = flaz) = a1 = an),
was nach Definition 1.1.19 gilt. O
[Zeichne Bild!]

Definition und Proposition 1.3.9. Sei f: A — B eine Abbildung. Dann wird durch
ay ~f Qg < f((ll) = f(CLQ) ((11, ao € A)

eine Aquivalenzrelation ~ 7 auf A definiert, die wir die durch f induzierte Aquivalenzre-
lation nennen.

Bemerkung 1.3.10. Sei ~ eine Aquivalenzrelation auf der Menge A. Dann wird ~ durch
eine Abbildung f: A — B in eine weitere Menge B induziert, ndmlich durch die kanoni-
sche Surjektion f: A — A/~, a>a (inder Tat: a ~ b <= a=0b < f(a) = f(b)
fur alle a,b € A).

Korollar 1.3.11 (Isomorphiesatz fiir Mengen). Sei f: A — B eine Abbildung. Dann ist
f:Al/~p — f(A) definiert durch f(a) = f(a) fir a € A eine Bijektion.
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82 Abelsche Gruppen

[Niels Henrik Abel *¥1802, 11829, Abelpreis seit 2003]

§2.1 Definition und Beispiele abelscher Gruppen

Definition 2.1.1. Eine abelsche Gruppe ist ein geordnetes Paar (d.h. 2-Tupel) (G, +),
wobei G eine Menge ist und + : G x G — G eine Abbildung (meist infix geschrieben,
d.h. man schreibt a + b statt +(a, b)) mit folgenden Eigenschaften:

(K) Va,be G:a+b=b+a skommutativ®
(A) Ya,b,ce G:a+(b+c)=(a+b)+c assoziativ'
(N) Jee G:VaeG:a+e=a ,heutrales Element*

Anmerkung: sind e,¢’ € G neutral, dh. Va € G : a+¢e = a = a + €, so gilt

e=¢,dennesgilt e =€ +e © + ¢ = e. Daher gibt es genau ein e € G mit

Ve € G : a+ e = a und man bezeichnet dieses e als das neutrale Element der
Gruppe und schreibt dafiir 0 statt e.

(I) VaeG:FbeG:a+b=0 snverse Elemente*

Bemerkung 2.1.2. (a) Ist (G, +) eine abelsche Gruppe, so nennt man G die zugrunde-
liegende (oder Triger-)Menge und + die (Gruppen-)Addition von (G, +).

(b) Sei (G,+) eine abelsche Gruppe und a € A. Seien b, invers zu a, d.h. a+b=0 =
a+b'. Dann gilt b = V', denn es gilt

bR b10=b+ @+ Y0+ + 0 P @ty +tv =0+ Ly 10Qv

Daher ist zu jedem a € GG das dazu inverse Element eindeutig bestimmt und wir
fiihren die Abbildung

—:G—>G,a—bfallsa+b=0

ein. Statt —(a) schreibt man oft —a und statt a + (—b) schreibt man oft a — b.

(¢) (N) und (I) kann man nun wie folgt schreiben:
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(d)

(N) VaeG:a+0=a
(I) Vae G:a+(—a)=0

Statt + kann man natiirlich auch andere Symbole benutzen. Zur gleichzeitigen Be-
trachtung mehrerer Gruppen schreibt man manchmal (G, +¢), (H,+g), usw. und
dann entsprechend Og, 0y, —¢, —g. Da aus dem Kontext oft klar ist, ob 4+ oder +p
gemeint ist, schreibt man oft schlampig + sowohl fiir 4+ als auch fiir +5. Manchmal
ab=a-b a+b
schreibt man auch 1 statt 0 7,zB.sind (R\{0},-), (Rso,-) und
a! —a
({—1,1},-) jeweils mit der Multiplikation reeller Zahlen aus der jeweils zugrunde-
liegenden Menge abelsche Gruppen.

Statt ,,(G, +) ist abelsche Gruppe® schreibt man oft auch ,,G ist additiv geschriebene
abelsche Gruppe* oder nur ,,G ist abelsche Gruppe® (obwohl G nur die Trégermenge
(siehe (a)) einer abelschen Gruppe ist). Statt ,,(G, -) ist abelsche Gruppe® schreibt
man oft auch ,,G ist multiplikativ geschriebene abelsche Gruppe'.

Bis hierher hatten wir am 2. November kommen sollen. Bis hierher habe ich das Skript
gepriift und vorlaufig fiir gut befunden.

Beispiel 2.1.3. (a) Ist a ein mathematisches Objekt, so ist({a},+) mit

+:{a} x {a} = {a},(a,a) = a
eine abelsche Gruppe, in der gilt:
a+a=a,0=a, und —a=20
Dies ist die einzige abelsche Gruppe mit Trégermenge {a}.
Die leere Menge ist keine Trégermenge einer abelschen Gruppe wegen (N).
Ist (G, +) eine zweielementige abelsche Gruppe, so gibt esa € G mit G = {0,a},a #

0 und aus (/) folgt a4+ 0 =0 oder a + a = 0.

Aus a4+ 0 = 0 wiirde aber a Y + 0 = 0 folgen im Widerspruch zu a # 0. Also gilt

a+a = 0. Mit (K) und (N) erhélt man die Addition + von (G, +) in Form einer
Additionstabelle:

Q@ o+
2 o|o
o e

Vorsicht! Damit ist nicht gezeigt, dass es eine zweielementige abelsche Gruppe gibt.
Es ist nur gezeigt, dass jede zweielementige abelsche Gruppe so ausschaut.
Ubung: Zeige, dass durch diese Tabelle eine abelsche Gruppe definiert wird.
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()

Ist (G, +) eine dreielementige abelsche Gruppe, so gibt es a,b € G mit G = {0, a, b}
und 0, a, b paarweise verschieden.
Wire a + b = a, so folgte

bg)b+0@b+(a+(—a)) @ (b+a)+ (—a) ") (a+0)+ (—a) =a+ (—a) Dy 4
Also gilt a + b # a. Analog folgt a + b # b. Daher muss a + b = 0 gelten, also

ist b = —a. Ware a +a = 0, so folgte a = —a = b 4. Wére a + a = a, so folgte

e ar0Lar(ar(—a)? (@+a)+(—a) =a+(—a) 20 4. Also muss

a + a = b gelten. Analog zeigt man b+ b = a. Mit (N) und (K) erhélt man die
Additionstabelle von (G, +):

Vorsicht! [— (c)]

o~ O+
SR OO
O QR
SN e R

Sei A eine Menge. Dann ist (Z(A),+) mit

+1 P(A) x P(A) — P(A)
(B,C) »B A, Ci=(B\C)U(C\B)

»symmetrische
Mengendifferenz*

eine abelsche Gruppe mit 0 = () und —B = B fiir B € £(A).

Z,Q,R, {5n|neZ}, {g |n € Z} bilden zusammen mit der gewohnlichen Addition
auf ihnen jeweils eine abelsche Gruppe, nicht jedoch N oder Nj.

{0}, {1},{-1,1},Q\ {0},Qs0,R \ {0} ,R- bilden zusammen mit der gewohnli-
chen Multiplikation auf ihnen jeweils eine (multiplikativ geschriebene [— 2.1.2 (d)])
abelsche Gruppe, nicht jedoch {0,1},Q oder R.

Proposition 2.1.4. Sei G eine abelsche Gruppe [— 2.1.2 (e)|. Dann gilt fir alle a,b € G:

—(—a)=a und — (a+b) = (—a) + (-b)

Beweis. Seien a,b € G. Um —(—a) = a zu zeigen, genligt es, —a + a = 0 zu zeigen [—
2.1.2 (b)], was aber sofort aus (I) und (K) folgt. Um —(a +0b) = (—a) + (—b) zu zeigen,
ist (@ +b) + ((—a) + (—=b)) = 0 zu zeigen.

Dies folgt aus

(a+b) + ((—a) + (=b)) 2 a+ (b + (=a) + (=0)) E a + (0 + (=) + (—a)))
at (b4 (=b) + (=) = a+ 0+ (~a))
ot ((—a)+0) L (—a) Dy
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Bemerkung 2.1.5. Analog zu Proposition 2.1.4 kann man bei Bedarf viele andere ge-
wohnte Rechenregeln zeigen.

Satz 2.1.6 (Uber das Weglassen von Klammern). Sei A eine Menge und 0 : Ax A — A
assoziativ, d.h. (mit infix geschriebenem ) Va,b,c € A : (a o b) o c = a o (b ¢ ¢
(2.B. (A, 0) abelsche Gruppe). Dann liefert firn € N und ay,...,a, € A jede sinnvolle
Klammerung von ay 0 as ¢ az 0 ... 0 a, dasselbe Element von A.

Beweis. durch Induktion nach n. Wir zeigen die Behauptung zunéchst fiir n = 1 und
n = 2 (Induktionsanfang) und dann fiir n € N>3 (Induktionsschritt) unter der Annahme,

dass die Behauptung fiir 1,...,n —1 schon gezeigt wurde (Induktionsvoraussetzung, IV).
1 2 3 4 5 6 7
Induktionsanfang
Induktionsschritt

n € {1,2} klar.

1,2,...,n—1—=n (n > 3): Seien zwei sinnvolle Klammerungen von a; 9 as ¢ ... ¢ a,
gegeben und x und y die dadurch gegebenen Elemente von A.

Zu zeigen: x = y. Wahle 4,5 € {1,...,n — 1} mit

r=(a10 ... 0a) 0 (a1 0 ... 0a,) und

y=(a10 ... 00a;) 0(a10 ... 0an)

jeweils mit geeigneter Klammerung der Teilausdriicke, die nach IV aber irrelevant ist. Ist
i = 7, so sind wir fertig. Sonst konnen wir (E (ohne Einschrinkung) i < j voraussetzen
(sonst vertausche z und y).

Aber dann

v
r=(a10 ... 0a;) 0 ((ay1 0 ... 0a;) 0 (aj41 0 ... 0ay))
=@ . 0w) o (o . 0a)) 0 (a0 ... 0ay)
v
=(mo...0a))0(a10...0a,)=y
O

Notation 2.1.7. In der Situation von 2.1.6 oder in dhnlichen Situationen, in denen der
Beweis von 2.1.6 greift (etwa bei der Hintereinanderausfithrung von mehreren Abbil-
dungen [— 1.2.5 (a)]) verzichten wir oft auf Klammern oder klammern nach Belieben
um.

Notation 2.1.8. S, := {0 | ¢ Permutation von {1,...,n}} fir n € Ny [— 1.1.29 (b)]
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Satz 2.1.9 (Uber Umordnung). Sei A eine Menge, 0 : A x A — A assoziativ [~ 2.1.6]
und kommutativ, d.h. Va,b € A:a pb=0bp a (2.B. (A, o) abelsche Gruppe). Dann gilt
fir allen € Nyay,...,a, € Aundo € S,:a1 0 ... 0, =0ag1) 0 ... 0 Ug(n)-

Beweis. durch Induktion nach n
n =1 klar
n—1—n(n>2)Seien n € Njaj,...,a, € Aund o € S,. Wéhle i € {1,...,n} mit

' falls j < i

o(i)=n. Esist 7: {1,...,n—1} = {1,...,n—1},j — U(j,)’ ? SJ. Z eine
o(j+1), fallsj>i

Bijektion, wie man sich sofort iiberlegt. Nach IV gilt a; ¢...0 ap—1 = a;(1) 0. .. 0 Ar(m-1)

und daher

ap @ ... 0Qp—1 004p =0Aar(1) @ ... O Qr(n-1) O Qn

Def. von T

As(1) @ --+ @ Qg(i—1) O Qg(i+1) @ --- Q Gg(n-1) @ Gn
= (%(1) o ... 0 aa(ifl)) 0 ((%(Hl) o ... 0 aa(n)) 0 a’a(i))

komm.
- (%(1) o ... 0 ao(i—l)) 0 (a’a(i) 0 (aa(i—H) 0 ... 0 aa(n)))

= Qg(1) @ --- O Qg(n)

Bis hierher hatten wir am 6. November kommen sollen.

Notation 2.1.10. Sei G eine abelsche Gruppe, ferner (a;);e; eine Familie in G, ferner
n = #I € N, so gilt asq) + ...+ aom) = arq) + ... + ary) fiir alle Bijektionen o, 7 :
{1,....,n} — I [— 2.1.6, 2.1.9]. (denn 0! o7 € S, und daher ist by + ... + b, =
bo-1(r1)) + - -+ bo=1(r(ny) flir b1 = ay(1), ..., by = ag(n) und wir notieren dieses Element
von G mit ), a;. Wir setzen ), 5a; = 0. Statt ny @i schreibt man auch

1.1.6
Z?:m a;. Beachte Z?Zl a; = Zie@ =0.

Satz und Definition 2.1.11. [~ 1.1.28, 1.1.27|. Sei I eine Menge fir jedes i € I sei
(Gi,+:) eine abelsche Gruppe. Dann ist [[,., G; mit

ie{m,...,

el
el el el

wieder eine abelsche Gruppe, genannt das direkte Produkt der G; (i € I). Fir alle

g,h € I1,e; Gi gilt: (g4 h)(i) = g(i) +i h(2),0(i) = 04, (=g)(7) = —ig(i). (,punktweise
Addition*).

Beweis. Ubungsaufgabe. O]

Korollar 2.1.12. Seien n € Ny und (G1,4+1),...,(Gn,+n) abelsche Gruppen. Dann
ist (G1 X ... X Gp,+) mit (ay,...,a,) + (b1,...,by) = (a1 + b1,...,a, + b,) fiir alle
(a1,...,ay), (by,...,b,) € Gi1X...xXG, wieder eine abelsche Gruppe mit 0 = (01,...,0,),
—(a1,...,an) = (—1a1, ..., —nay,) fir alle (ai,...,a,) € Gy X ... X Gy.
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Beispiel 2.1.13. R" =R x R x ... x R mit ,Vektoraddition®:

n mal

§2.2 Untergruppen und Gruppenhomomorphismen

Definition 2.2.1. Seien (G, +¢) und (H, +py) abelsche Gruppen. Dann heift (H, +5)
eine Untergruppe von (G, +¢), falls H C G und Va,b € H : (a+x b= a +¢b).

Proposition 2.2.2. Sei (G, +¢) eine abelsche Gruppe und H eine Menge. Dann ist H
genau dann Tragermenge einer Untergruppe von (G, +¢), wenn gilt:

(a) HCG
(b) 0 € H

(c) Ya,be H: (a+cbe€ H)
(d) Ya€e H:(—ga € H)

In diesem Fall gibt es genau eine Abbildung +y : H x H — H, mit der (H,+p) eine
Untergruppe von (G, +¢) wird.
Es gilt dann:

(b") 0y = 0g
(¢') Va,be Hy(a+ub=a+gb)
(d") Ya € H: (—ga = —ga)

Beweis. Wir zeigen zunéchst: (x) : (a) & (b) & (¢) & (d) = H ist Trégermenge einer Un-
tergruppe von (G, +¢). Seien (a), (b), (c), (d). Definiere eine Abbildung +5 : H x H —
H,(a,b) = a +¢ b unter Ausnutzung von (a) und (c). Sicherlich gelten wegen (a) auch
(K) und (A) aus 2.1.1 in (H,+p). Gleiches gilt fiir (V) und (I) wegen (b) bzw. (d).
Damit ist (x) gezeigt.

Sei nun H Trégermenge einer Untergruppe von (G, +¢). Dann existiert eine Gruppe-
naddition +5 : H x H — H derart, dass (H,+g) eine Untergruppe von (G,+¢) ist.
Nach 2.2.1 gelten (a) und (c¢’). Aus (¢’) folgt weiter, dass es genau ein solches +p gibt.
Offenbar gilt (b’) = (b), (¢’) = (¢), (d’) = (d).

z.Z also noch: (b’) und (d’).
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(") (N)in H

Zu (b’): Es gilt: Oy +¢ 0y = 0y +5 0y~ = Op.
Daraus folgt:
05" = 0y +6 06
I
0 0p +¢ (0 +¢ (—c0n))
(A)in G

= (0g +¢0n) +¢ (—c0n)
2 0y +¢ (—c0n) = 0g

Zu (d’): Seia € H. Dann ist a+¢ (—ga) ©) a+pg(—ga) o) 0y = 0g. Daher —ga = —ga

fir alle a € H. O

Bemerkung 2.2.3. Ist (H,+p) eine Untergruppe der abelschen Gruppe (G, +¢), so
schreibt man wegen (b’) - (d’) fast immer +, —, 0 statt +p, —p, 0. Daher erwdhnt man
die Gruppenaddition oft nicht mehr explizit und spricht z.B. von einer ,Untergruppe H
der abelschen Gruppe G*“.

Beispiel 2.2.4. (a) Fiir jede abelsche Gruppe G sind {0} und G (Trédgermengen von)
Untergruppen von G.
Fiir #G < 3 besitzt G keine weiteren Untergruppen.

(b) Gelte X C A. Betrachte wieder die abelsche Gruppe Z(A) mit B + C = BAC =
(B\C)U(C\ B).Esist H:={B e #(A)| BNX =0} eine Untergruppe von G.
(Ubungsaufgabe).

(c) Folgende Inklusionen sind Untergruppenbeziehungen:

minear(E ]2 25 cafEf e e lyrmes)

c{p+av2|pgeQfcR

ZXZ{ES:S}Q@XQQQXRQRXR

(d) Ny ist keine Untergruppe von Z beziiglich der gewohnlichen Addition.
(Q\ {0},-) ist keine Untergruppe von (Q, +).

Proposition 2.2.5. Sei G eine abelsche Gruppe und M eine Menge von Untergruppen
von G. Dann ist auch (\ M eine Untergruppe von G (0 = G).

Beweis. z.7.:
(a) MM CG
(by 0 e M
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(c) Ya,be "M : (a+be M)

(d) Yae M : (—ac M)

(a) (B: M #0.Seia e (M. Wahle H € M.Danna € H. Alsoa € HC G,d.h.a €G.
(b) Sei H € M. z7.0¢€ H. Klar, da H Untergruppe von G und also (b) fir H gilt.

(c) Seiena,be M.zZ..a+be(\M.Sei H € M.Dann a,b € H. Da H Untergruppe,
folgt a +b € H .

(d) Seia € M. zZ.: —a € (M. Sei H € M. Dann a € H. Da H Untergruppe ist
—a € H. [

Satz und Definition 2.2.6. Sei G eine abelsche Gruppe und E C G. Dann existiert
eine eindeutig bestimmte kleinste Untergruppe H von G mit E C H. (d.h. Ist H' eine
Untergruppe von G mit E C H', so folgt H C H'.) Dieses H nennt man die von E
erzeugte Untergruppe von G und notiert es mit (E)¢.

Beweis. M := (\{H | H Untergruppe von G und £ C H}. M ist Untergruppe von G
nach 2.2.5. Offenbar ist £ C M. M C H’ fiir alle Untergruppen H' mit £ C H’ ist
trivial nach Definition von M. O]

Satz 2.2.7. Sei G eine abelsche Gruppe und E C G. Dann

<E>G:{Zal_zbl

Beweis. Ubungsaufgabe. O]

m,nGN,al,...,am,bl,...,bnGE}

Beispiel 2.2.8. ({3,2})z =7

Definition 2.2.9. Seien G und H abelsche Gruppen. Dann heiflt f : G — H ein
Gruppenhomomorphismus, falls Va,b € G : f(a +¢ b) = f(a) +u f(b).

Gedanke 2.2.10. Idee eines Homomorphismus (Hom.): ,erst rechnen, dann abbilden* ist
dasselbe wie ,erst abbilden, dann rechnen*.

Proposition 2.2.11. Seien (G,+¢g) und (H,+5) abelsche Gruppen, ferner f : G — H
ein Gruppenhomomorphismus. Dann gilt f(0g) = 0y und Va € G(f(—ga) = —uf(a)).

f Hom.

Beweis. Aus 0g = 0g +¢ 0 folgt f(OG) = f(OG +a Og) = f(OG) + f(Og) und daher
O = f(0c) —u f(0c) = f(0c) +u f(0c) —u f(0c) = f(0c)-

Sei nun @ € G. Um f(—ga) = —pf(a) zu zeigen, miissen wir zeigen, dass f(a) +g
f(—ga) = OH

Es gilt aber f(a) +4 f(—¢a) " =™ f(a+q (—¢a)) = f(0c) = On. 0
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Notation 2.2.12. Ein Gruppenhomomorphismus f : G — H heifst (Gruppen-)

FEinbettung oder Mono- injektiv
Epi- morphismus, falls f < surjektiv » ist.
Iso- bijektiv

ein Gruppenhomomorphismus f : G — G heift auch Endomorphismus, ein Isomorphis-
mus f : G — G heifst Automorphismus von G.

Beisprel 2.2.13.

Hom. | Einb. | Epi | Iso | Endo | Auto

7 — Z,a+— 2a v v X | X v X
7 — Q,a v+ 2a v v X | X X X
Q—Q,a—2a v v v |V v v
R\ {0} - Ryy| V X v | X X X
(mit der Multi-

plikation), a

|al

Proposition 2.2.14. (a) Seien G, H, 1 abelsche Gruppen, ferner G ENY N Grup-
penhomomorphismus. Dann ist auch g o f Gruppenhomomorphismus.

(b) Ist f: G — H ein Gruppenisomorphismus, so auch f=1.

Beweis. (a) Zu zeigen: (go f)(a+0b) = (gog)(a) + (go f)(b) fiir alle a,b € G. Es ist
aber

(go f)la+b)=g(fla+0) " =" g(f(a) + F(b))
T g(f(a) + 9(f(0) = (g0 f)(a) + (g0 f)(b).

(b) Sei f: G — H ein Gruppenisomorphismus. Dann ist f~! bijektiv. Es ist also noch
zu zeigen, dass f~! Homomorphismus, d.h. f~1(a +b) = f~(a) + f~1(b) fiir alle
a,b € H. Da f injektiv, reicht es, zu zeigen, dass f(f~(a+b)) = f(f~ (a)+ f~(D)).
Das folgt aber wegen

FUFHa+0) =a+b= (@) + F(F )T =™ F(F @) + £70),
O

Sprechweise und Notation 2.2.15. Zwei abelsche Gruppen G und H heifsen iso-
morph, wenn es einen Isomorphismus von G nach H gibt, in Zeichen G = H.

Ein Gruppenisomorphismus fiihrt also die Additionstabelle der einen abelschen Gruppe
in eine Additionstabelle der anderen abelschen Gruppe tber:

Ein Isomorphismus tauscht die Elemente aus, ohne die ,Gruppenstruktur zu verédndern.
Alle ,strukturellen®, d.h. nicht auf die Natur der Elemente bezogenen Eigenschaften einer
abelschen Gruppe iibertragen sich daher unter Isomorphismen.
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Beispiel 2.2.16. 1. Seien (G, +¢) und (H, +5) abelsche Gruppen mit #G = #H = 3.
Dann kann man [— 2.1.3 d)| a,b,¢,d finden, so dass G = {0g,a,b} und H =
{0x, ¢, d} und die Additionstabellen von G und H wie folgt lauten:
Dannist f : G — H,0q — Og,a — ¢,b — d ein Isomorphismus zwischen G und
H.
Man sagt, dass es ,bis auf [somorphie” genau eine dreielementige abelsche Gruppe
gibt.

2. Frage: Wie viele Automorphismen hat eine dreielementige abelsche Gruppe?
Antwort: Genau 2. Die Identitdt und diejenige, die die beiden von 0 verschiedenen
Elemente vertauscht.

Sprechweise 2.2.17.  Isomorphismus = Umbenennung der Elemente*

§2.3 Quotientengruppen|- §1.3]
Idee: Grobe Sichtweise auf eine abelsche Gruppe einnehmen.

Definition 2.3.1. Sei G eine abelsche Gruppe. Eine Kongruenzrelation auf G ist eine
Aquivalenzrelation = auf G, fiir die gilt:

(%) Va,d', b, € G: ((a=d & b=b) = a+b=d +V)

Fiir « € G nennt man @ := a (,ein Strich gleich drei Strich“-Regel zur Vereinfachung der
Notation!) statt Aquivalenz- auch Kongruenzklasse von a beziiglich =.

Bemerkung 2.3.2. In Definition 2.3.1 driickt Bedingung (x) gerade folgendes aus:

G/= x G/l= = G/=

_ _ ist wohldefiniert.
(@,b) —»a+b (a,beq)

(%)

In der Tat: (xx) <= (Va,b,a’,b' € G : ((@,b) = (b)) = a+b=d +1V)) < (%).
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Satz und Definition 2.3.3. Sei G eine abelsche Gruppe und = eine Kongruenzrelation
auf G. Dann wird die Quotientenmenge A/= vermdge der durch

a+b:=a+b (a,b € Q)

festgelegten (wertreterweisen®) Addition zu einer abelschen Gruppe, die man die zu =
—

gehorige Quotientengruppe von G nennt (auch ,G nach = oder ,G modulo =*). In ihr
gilt 0 =0 und —a = —a fiir alle a € G.

Beweis. Die Wohldefiniertheit der Addition auf A/= als Abbildung haben wir schon in
Bemerkung 2.3.2 geklart. Wir priifen die Axiome (K), (A), (N) und (I) aus 2.1.1 nach:

(K)@+b=a+b=b+a=>b+a fiir alle a,b € G.

(A) @+b)+¢c=a+b+c=(a+b)+c=a+(b+c)=a+b+c=a+ (b+7) fiir alle
a,b,c e G.

(N) Fiir a € G gilt a+ 0 = a + 0 = @. Daher ist 0 = 0.
(I) Fiira € G gilt a+ —a=a+ (—a) =0 = 0. Daher ist —a = —a fiir a € G.
[l

Proposition 2.3.4. Sei G eine abelsche Gruppe und = eine Kongruenzrelation auf G.
Dann ist H := 0 eine Untergruppe von G, fiir die gilt:

(a) Va,be G:(a=b < a—be H)
(b) Vae G:a={a+b|be H}
(c) Fiir jedes a € G ist H — a, b a+ b bijektiv.

Beweis. Um zu zeigen, dass H eine Untergruppe von G ist, sind nach Proposition 2.2.2
zeigen:

1) HC G

2) 0ed

4

(1)
(2)
(3) Va,be H:a+be H
(4) YVae H: —a€ H

(

1) und (2) sind trivial. Um (3) zu sehen, beobachten wir, dass fiir alle a,b € H wegen
a=0und b= 0aus (x) folgt a+b = 040 = 0 und daher a+b € H. Schlieflich erhélt man
(4) daraus, dass fiir allea € H aus a = 0 und —a = —a gemék (x) 0 =a—a =0—a = —a
und damit —a = 0 folgt.

(a) Seien a,b € G. Gilt a = b, so wegen —b = —b geméf (x) aucha—b=b—-0=0
und daher @ — b € 0 = H. Gilt umgekehrt a —b € H, so a — b = 0 und wegen b = b
geméfs (x) aucha=a—b+b=0b.
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(b) Sei a € G. Wir behaupten a ={a+b | b€ H}.

»,C“ Ist ¢ € @, so gilt ¢ = a, woraus mit (x) folgt b:=c—a=a—a=0und c =a+b.
,2 Ist umgekehrt b € 0, so folgt mit (), dass a+b = a+0 = a und damit a + b € @.
(c) Die Surjektivitat ist gerade (b), die Injektivitét ist leicht zu zeigen. O

Definition 2.3.5. [— 1.3.5(b)] Sei G eine abelsche Gruppe. Zu jeder Untergruppe H
von GG definieren wir eine Relation =g auf G durch

a=gb:<—= a—-bec H.

Satz 2.3.6. [—~1.3.6] Sei G eine abelsche Gruppe. Die Zuordnungen
=0
=g < H

vermitteln eine Bijektion zwischen der Menge der Kongruenzrelationen auf G und der
Menge der Untergruppen von G.

Beweis. Zu zeigen ist:
(a) Ist = eine Kongruenzrelation auf G, so ist 0 eine Untergruppe von G.
(b) Ist H eine Untergruppe von G, so ist =g eine Kongruenzrelation auf G.

(c) Ist = eine Kongruenzrelation auf G, so =5 = =.
(d) Ist H eine Untergruppe von G, so 0 =H.

(a) wurde bereits in Proposition 2.3.4 gezeigt.

Zu (b). Seien H eine Untergruppe von G und a,d’,b,0' € G mit a =y ¢’ und b =5 V.
Wir behaupten a +b =g o/ + . Nach Definition 2.3.5 gilt a —a’ € H und b— b € H. Es
folgt a+b— (a/+ V) *Z” (a—a')+ (b— V') € H. Wieder wegen Definition 2.3.5 entspricht
dies der Behauptung.

Zu (c). Seien = eine Kongruenzrelation auf G und a,b € G. Zu zeigen ist a =5 b <=
a = b. Dies sieht man leicht:

2.3.5 — 1.3.1(b)

a=5b & a—-0€0 S

a—b=0 < a=hb.
Zu (d). Ist H eine Untergruppe von G, so

~H 1.3.1(b) 2.3.5

0 ="{aeG|la=y0} = {aeG|a—-0€ H}=H.
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Notation, Sprechweise und Proposition 2.3.7. Sei H eine Untergruppe der abel-
schen Gruppe G. Dann nennt man G/H := G /=g die Quotientengruppe von G nach

(oder modulo) H. Die Kongruenzklassen a' (a € G) [~ 2.3.1] von =g nennen wir auch
die Nebenklassen von H (in G). Wegen 2.3.4(c) haben alle Nebenklassen von H dieselbe
Machtigkeit |— 1.1.21] und da sie eine Zerlegung [— 1.3.3] von G bilden, gilt

#G = (#(G/H))(#H),

falls G endlich ist, denn #(G/H) ist dann die Anzahl der Nebenklassen von H und jede
Nebenklasse von H hat #H viele Elemente.

Beispiel 2.3.8. Sei G eine abelsche Gruppe.

(a) G/G ={G} = {0} ist einelementig.

(b) Es gilt G/{0} = {{a} | a € G}, wobei {a} + {b} = {a + b} fir alle a,b € G gilt.
Man sieht sofort, dass G — G/{0}, a — {a} ein Isomorphismus ist. Insbesondere

gilt G/{0} =~ G.

Beispiel 2.3.9. Sei n € Z. Die von {n} erzeugte Untergruppe von Z ist (n) := ({n})z =
{en| c € Z}. Es gilt

Z/{n) = {(;m) |a € Z} ,  wobei

—(n —(n)
a” =b —= a=pb <<= a-be(n) < JccZ:a—-b=cn.

Man {iberlegt sich sofort: Ist n € N, so hat Z/(n) genau n Elemente und es gilt

)y ()

Z/<n>:{0 1 n—1<>}

Ist n =0, s0ist Z/(0) = {{a} | a € Z} = Z. Ist —n € N, so gilt (n) = (—n) und daher
2/ (n) = Z{—n).

Definition und Proposition 2.3.10. Seien G und H abelsche Gruppenund f: G — H
ein Homomorphismus.

(a) Esist =5 := ~; [+1.3.9] eine Kongruenzrelation auf G.
(b) Esist der Kern ker f := f~*({0}) [=+1.1.25] von f eine Untergruppe von G.

(c) Unter der Bijektion aus Satz 2.3.6 entsprechen sich = und ker f, das heifst

—f
ker f =0 und =f = Zkerf -
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Beweis. (a) Seien a,a’, b,/ € G mit a =; o’ und b =4 V. Zu zeigen ist a + b =7 a’ + V.
Nach Definition von =; = ~; in 1.3.9 gilt f(a) = f(a’) und f(b) = f(V') und es ist
fla+b) = f(a" + V") zu zeigen. Dies ist aber klar, denn

fla+b) "2 f(a) + f(0) = f(@) + F()) "2 f(d' +1).
(b) Nach 2.2.2 ist zu zeigen:

ker f C G, Ockerf, Va,bckerf:a+bckerf und Vae€kerf:—ackerf.

Trivial ist ker f C G, da f~!({0}) natiirlich in der Definitionsmenge G von f enthalten
ist. Die Bedingung 0 € ker f entspricht genau der Beobachtung f(0) = 0 aus 2.2.11. Sind
a,b € ker f, dann gilt f(a) =0 = f(b) und daher f(a +0) = f(a) + f(b) =0+ 0 =0,

also a + b € ker f. Ist schlieflich a € ker f, also f(a) = 0, so gilt f(—a) 22 —fla) =
—0 "% und daher —a € ker .

(c) Die erste Gleichheit ergibt sich wie folgt:

ker f 2 F({0) " {a € G fla) = 0} *E {a e G | fla) = FO)) 2]

Um die zweite Gleichheit zu zeigen, seien a,b € G. Wir zeigen a =5 b <= @ =gery b.
Es gilt

1.3.9 I 2.2.11 2.2.9

a=pb <= f(a) = f(b) < fla) = f(b) =0 = f(a) + f(-0) =0 &
fla=b)=0 <2 a—be ({0} PN a—bekerf &2 a4 =ger f b.
[

Satz 2.3.11 (Homomorphiesatz fiir abelsche Gruppen). |[—1.3.8] Seien G und H abel-
sche Gruppen, I eine Untergruppe von G und f: G — H ein Homomorphismus mit
I Ckerf.

(a) Es gibt genau eine Abbildung f:G/I — H mit f(a)= f(a) fir alle a € G. Diese
Abbildung f ist ein Homomorphismus.

(b) f ist injektiv <= I = ker f
(c) f ist surjektiv <= f ist surjektiv.

Beweis. Nach Satz 2.3.6 (genauer der Wohldefiniertheit der dortigen Abbildung von
rechts nach links) ist =; eine Kongruenzrelation auf G. Aus der Voraussetzung I C ker f
erhélt man

a=rb = f(a) = f(b)
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fiir alle a,b € G, denn sind a,b € G mit a =; b, so a — b € I C ker f nach Definition

2.3.5 und damit f(a) — f(b) J om. f(a —b) = 0. Unter Beachtung von G/I 227 G/=;1
erhélt man die in (a) behauptete Existenz und Eindeutigkeit der Abbildung f daher aus
dem Homomorphiesatz fiir Mengen 1.3.8. Dass f ein Homomorphismus ist, rechnet man
sofort nach:

f Hom.

Fd)+F0) 2 fa)+ fB) 2™ fla+b) =Fla+b )22 F(d + b)

fir alle a,b € G. Damit ist (a) gezeigt. Die Aussage (c) folgt direkt aus 1.3.8(c). Schlief-
lich ist es eine leichte Ubung zu zeigen, dass die Aussage I = ker f #quivalent ist zu
Va,b€e G:(a=5b < f(a) = f(b)), womit (b) nichts anderes als 1.3.8(b) ist. O

Bemerkung 2.3.12. |[—1.3.10] Sei I eine Untergruppe einer abelschen Gruppe G. Dann
wird I durch einen Gruppenhomomorphismus f: G — H in eine weitere abelsche Gruppe
H induziert, ndmlich durch den kanonischen Epimorphismus [—2.2.12]

f:G—=G/I, a— d.

Inder Tat: ker f ={a € G| f(a) =0} ={a € G| d=0}={acG|lacl}=1I

Notation und Proposition 2.3.13. Seien G und H abelsche Gruppen und f: G — H

ein Homomorphismus. Dann schreiben wir meist im f := f(G) "= {f(a) | a € G} fiir
das in 1.1.29(d) eingefiihrte Bild von f. Es ist im f eine Untergruppe von H.

Beweis. Zu zeigen sind gemaf 2.2.2:
(a) imf CH
(b
(c
(
(

) 0€im f
)

d) Vaeimf:—a€imf
)

Ya,beimf:a+beimf

a) ist trivial und (b) folgt aus f(0) *211 0. Sind a,b € im f, so gibt es ¢,d € G mit

f Hom.

f(c) =aund f(d) = b, woraus f(c+d) " =" f(¢)+ f(d) = a+bund damit a+b € im f
folgt. Dies zeigt (c). Ist schlieklich a € im f, so gibt es ¢ € G mit f(c) = a, woraus
f(=¢) *E! —f(¢) = —a und damit —a € im f folgt. Damit haben wir auch (d) gezeigt
und sind fertig. O

Korollar 2.3.14 (Isomorphiesatz fiir abelsche Gruppen). [=1.3.11] Seien G und H
abelsche Gruppen und f: G — H ein Homomorphismus. Dann ist f: G/ker f — im f

—ker f

definiert durch f(a ') = f(a) fir a € G ein Isomorphismus [—2.2.12]. Insbesondere
G/ker f 2im f [—2.2.15].

Bemerkung 2.3.15. Der Isomorphiesatz klart uns iiber die Natur von Homomorphismen
auf:
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f Hom.
G > H
| S ;
= (7 2
I o ule III
== g
N o
Iso. .
G/ ker f = » im f
11
Drei Phasen:
¢ — 5 G/kaf ————imf— [
suampenennnen sneue emente dazurugen

,wvergrobern®
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83 Kommutative Ringe

[Julius Wilhhelm Richard Dedekind *1831, {1916]

§3.1 Definition und Beispiele kommutativer Ringe

Definition 3.1.1. Ein kommutativer Ring ist ein Tripel (d.h. 3-Tupel) (A, +, -), wobei
(A,+) eine abelsche Gruppe ist und - : A x A — A eine (meist unsichtbar oder in-
fix geschriebene, d.h. man schreibt ab oder a - b statt -(a,b)) Abbildung mit folgenden
Eigenschaften:

(K) Va,be A:ab=ba

)

(A) VYa,b,c € A: (ab)e = a(be)
)
)

(N) Jec A:Vaec A:ae=a

(D) Va,b,c € A:a(b+ c) = (ab) + (ac) ,distributiv*

. . K
Bemerkung 3.1.2. (a) Sind e,¢’ € A mit Va € A : ae = a = ae’, so ¢/ = €'e Y
Daher ist e wie in (N) eindeutig bestimmt und man schreibt dafiir 1 statt e (die
LEins oder das ,Einselement* des kommutativen Ringes).

(b) Manchmal ldsst man { A)} in der Definition 3.1.1 weg und bezeichnet einen kom-
(N)
: : .. | (A) assoziativen : : e
mutativen Ring mit < 5.7 > als o kommutativen Ring. Statt ,unitérer
(N) unitéren

Ring“ sagt man auch ,kommutativer Ring mit Eins".

—
o
~

Man nennt A bzw. (A, +) die zugrundeliegende Menge bzw. abelsche Gruppe, + die
Addition und - die Multiplikation von (A, +,-). Es heift A auch die Tragermenge
und (A, +) die additive Gruppe von (A, +, ).

2

Wie bei abelschen Gruppen ist auch bei kommutativen Ringen ein schlampiger
Sprachgebrauch iiblich, z.B. ,Sei A ein kommutativer Ring“ statt ,Sei (A, +,-) ein
kommutativer Ring.”“ [— 2.1.2 (e)]
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(e) Wegen (A) kann man beim Multiplizieren mehrerer Elemente eines kommutativen
Ringes beliebig umklammern [— 2.1.6] und damit auf Klammern verzichten [—

2.1.7]. Weiter kann man die Elemente auch in beliebiger Reihenfolge multiplizieren
[— 2.1.9].

(f) Es gilt die Konvention ,,Punkt vor Strich“, d.h. - bindet stérker als + und —: a-b+c-d
und ab — cd steht fiir (ab) + (cd) und (ab) — (cd).

(g) (D) sagt nichts anderes, als dass fiir jedes a € A die Abbildung A — A,z +— ax ein
Gruppenendomorphismus von f, : (A4,+) ist [— 2.2.9]. Insbesondere gilt a -0 = 0
fir alle a € A und a(—b) = —(ab) fir alle a,b € A [— 2.2.11].

Proposition 3.1.3. Sei A ein kommutativer Ring. Dann #A =1 < 0=1 in A.
Beweis. ,=—*: Ist A ={a}, so gilt 0 = a = 1.
,<—" Gelte 04 = 14. Dann gilt fiir jedes a € A a Y a-1p=a-0y 120 04, also

A={04}={14}. -

Beispiel 3.1.4. [— 2.1.3]

(a) ({a},+, ) mit +,- : {a} x {a} — {a},(a,a) — a ist ein kommutativer Ring mit
O=a=1.

(b) Z,Q,R (mit gewthnlicher Addition und Multiplikation) sind kommutative Ringe.

(c) Sei A eine Menge. Dann ist (Z(A),+,-) mit +, - : Z(A) x P(A) - P(A) definiert
durch B+ C := BAC = (B\C)U(C\ B)und B-C :=BnC fir B,C € Z(A)
ein kommutativer Ring mit 1. Es gilt 1 = A.

(d) Genauso wie man in 2.1.11 das direkte Produkt von abelschen Gruppen eingefiihrt

hat, kann man auch das direkte Produkt von kommutativen Ringen iiber punktweise
Addition und Multiplikation einfiihren (Ubung).
Auf diese Weise ist insbesondere AN ein kommutativer Ring. Man kann die abelsche
Gruppe AN aber auch mit einer anderen Multiplikation, der sogenannten Faltung,
zu einem kommutativen Ring machen. Da dies fiir uns wichtig sein wird, formulieren
wir es in einem Satz.

Satz 3.1.5. Sei A ein kommutativer Ring. Dann ist (AN, + %) mit

J+9:Nog— A, kv f(k)+g(k) und
k
frg :Ny— A, ke > f(i) - gk — i) fir alle f,g € AN
faltet =0
»gefalte

ein kommutativer Ring mit 1 : Ng — A,0 — 1,k — 0 fir k € N.
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Beweis. Wir wissen aus 2.1.11 schon, dass (ANo +) eine abelsche Gruppe ist. Man rech-
net nun als Ubung (K), (A),(N) und (D) nach. O

h
1 0 0 A
f0) | f(0) 0 0
(N): f(1) ] f(1) 0 0 (A): V
f2) | f(2) 0 0 f

Faltung ist Summe iiber Raumdiagonalen.

Notation 3.1.6. |[— 2.1.10] Sei A ein kommutativer Ring |— 3.1.1]. Ist (a;);cr eine

Familie in A und n = #I € N, so gilt a,() - ... Aom) = arq1) - ... - Gr(y) fiir alle

Bijektionen o,7 : {1,...,n} — I [— 2.1.6, 2.1.9] und wir notieren dieses Element von

A mit [[,.; a;. Wir setzen [[,.ya; = 1. Satt [] ny @i schreibt man auch [[i_ a;.
0 1.1.6 " o " n

Beachte [[;_; a; = [[;cp@ = 1. Fiir n € Ny setzen wir weiter a™ :=[[ ja=ga-...-a

n-mal

ie{m,...,
(insbesondere a° = 1).

§3.2 Unterringe, Ringhomomorphismen und
Polynome

Definition 3.2.1. [— 2.2.1] Seien (A, +4,-4) und (B, +5, -5) kommutative Ringe. Dann
heifst (B, +5, ) ein Unterring von (A, +4,-4),wenn B C A, 14 € B,Va,b € B : a+pb=
a+abundVa,be B:a-gb=a-40b.

Proposition 3.2.2. [— 2.2.2| Sei (A, +4,-4) ein kommutativer Ring und B eine Menge.
Genau dann ist B Tragermenge |[— 3.1.2 (c)| eines Unterrings von (A, +4,-4), wenn B
Tragermenge einer Untergruppe von (A, +4) ist [— 2.2.2] und 14 € B sowie Ya,b € B :
a-4b € B gelten. In diesem Fall gibt es genau ein Paar (+p,-g), mit dem (B, +p, p)
ein Unterring von (A, +a,-4) wird.

Es gilt dann 1B:1A,Va,b€B:a—FBb:a$Ab und Va € B : —ga = — 4a.
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Beweis. Einfach mit 2.2.2. O

Beispiel 3.2.3. (a) A := {0z} mit der gewohnlichen Addition und Multiplikation ist ein
kommutativer Ring (in dem 14 = 04 = 0z gilt), aber kein Unterring von Z, denn

1, ¢ A,

(b) Folgende Inklusionen sind Unterringbeziehungen: Z C Q C {a +b0v/2 | a,be Q} C
R (beachte (a + bv/2)(c + dv/2) = (ac + 2bd) + (ab + be)y/2 fiir alle a,b, ¢, d € Q.)

Notation und Satz 3.2.4. Sei A ein kommutativer Ring, B ein Unterring von A und
x € A. Dann ist

Blz = apz® n € Ny, ag,...,a, € B
g St et }

VT k=0
»B adjungiert x“

der kleinste Unterring C' von A mit BU{z} C C.

Beweis. Zu zeigen:

(a) Blx] ist Unterring von A mit z € B[z].

(b) Ist C' Unterring von A mit BU {z} C C, so gilt B[z] C C.

(b) ist klar.
Fiir (a) ist zu zeigen:

(1) {0,1} C Blz] C A
(2) Va,b € Blz]: (a+ b€ Blx] & ab € Blz])
(3) Va € Blz] : —a € Bla]
Zu (1). 0=0-2° € B[z]
1=1-2°€ Bl[z]
Blz] C A ist klar.

Zu (2). Seien a,b € Blz], etwa a = Y ;- apz® und b= Y7 _ bpx® mit
m,n € Ng,ag,...,0m,b,...,b, € B. Setze a;, := 0 fir k > m+ 1 und b, := 0
fir £ > n+ 1. Dann gilt mit max {m, n} := grokte Element der Menge {m, n}:

max{m,n} max{m,n}
2.1.9 k ky (D) k
a+b= g (arx” 4 bpa®) = E (ax, + b)z" € Blz]| und
k=0 k=0 cB

3
+
3

k
ab 2 Z(aibk_i)xk € Blz]

1=0

i
o
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o O o O

0 0 0 0
Diagonalen betrachten. (agz® + ...)4+_)(boz® +...) = ...

Zu (3). ist klar.
[

Beispiel 3.2.5. Q[v/2] = {a +b/2 ] a,be Q}, denn ,,0“ ist klar und ,,C* gilt, da auf der
rechten Seite ein Unterring von R steht [— 3.2.3 (b)], der QU {v/2} enthélt und Q[v/2]
der kleinste solche ist [— 3.2.4].

Definition 3.2.6. Sei A ein kommutativer Ring. Ein kommutativer Ring B heifst Poly-
nomring iber A in z, wenn B = A[z| und

Vn €Ny :Vag,...,a, € A: (Zakxk:O:>a0:...:an:O>.
k=0

Man nennt dann die Elemente von B Polynome der Unbestimmten oder Variablen x.
Ist p=>")_,axx® (a € A) ein Polynom, so ist der k-te Koeffizient a; von p eindeutig
bestimmt. (denn Y, axx® = >, bpa® mit ay, by € A impliziert Y, (a, — by)z* = 0 und
damit ay — by, = 0 fiir alle &k, d.h. a; = by, fiir alle k).
Ist p =, _jaxz” (a € A) mit a, # 0, so heift a, der Leitkoeffizient oder hichste
Koeffizient von p und deg p:=n der Grad von p. Wir setzen deg(0) := —o0.

degree"
Beispiel 3.2.7. Ist A = {0} ein einelementiger Ring [— 3.1.3, 3.1.4 (a)], so ist A ein
Polynomring iiber sich selber in 0.

Definition 3.2.8. [— 2.2.9] Seien (A, +4,-4) und (B, +5, - 5) kommutative Ringe. Dann
heift f ein (Ring-) Homomorphismus von (A, +4,-4) nach (B, +p,-p), wenn f ein Grup-
penhomomorphismus von (A, +4) nach (B,+p) ist mit f(14) = 1p und Va,b € A :
fla-ab) = f(a)-p f(b).

Beispiel 3.2.9. (a) f:R — R, m+— 0 ist kein Ringhomomorphismus, da f(1) =0 # 1.
(b) f:Q — R,z — z ist ein Ringhomomorphismus.

(c) Sei A eine Menge und B C A. Wie in 3.1.4 (¢) machen wir Z(A) und & (B) zu
einem kommutativen Ring vermoge der symmetrischen Mengendifferenz als Addition
und dem Schnitt als Multiplikation. Dann ist #(A) — Z(B),C — C N B ein
Ringhomomorphismus (nachrechnen!).
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Definition 3.2.10. [— 2.2.12] Ein Ringhomomorphismus f : A — B heifst (Ring-)

FEinbettung oder Mono- injektiv
Epi- morphismus, wenn f < surjektiv » ist. Einen Ringhomomor-
Iso- bijektiv

phismus f : A — A nennt man ach einen (Ring-) Endomorphismus von A und, falls er
bijektiv ist, (Ring-) Automorphismus von A.

Satz 3.2.11. Sei A ein kommutativer Ring mit 0 # 1 und x ¢ A. Dann gibt es einen
Polynomring tiber A in x.

Beweis. Betrachte (AN, + %) wie in 3.1.5. Esist ¢ : A — AN g +— (a,0,0,0,...) [
1.1.30 (c)] eine Ringeinbettung. Daher ist ¢ : A — im ¢ ein Ringisomorphismus und
A= imp = {(a,0,0,0,...) | a € A} ein Unterring von A™. Da die Behauptung eine
strukturelle Aussage tiber A macht (2.2.15 gilt sinngeméf natiirlich auch fiir kommuta-
tive Ringe statt abelsche Gruppen), reicht es, die Behauptung fiir A’ statt A zu zeigen,
denn A = A’. Aus dhnlichen Griinden kann man nach Definition 3.2.6 = durch irgendein
festes Element aufserhalb von A’ austauschen. Wegen 0 # 1 gilt (0,1,0,0,...) ¢ A" und
wir kénnen daher x = (0, 1,0,0, ...) annehmen. Wir behaupten, dass nun der Unterring
A'[z] [= 3.2.4] von AN ein Polynomring iiber A’ in x ist [ 3.2.6]. Seien hierzu n € Ny

und ag,...,a, € A mit > ,_,P(ay)z* = 0. Z.z.: a9 = ... = a, = 0. Durch Indukti-
on nach k € Ny zeigt man z* = (0,0,...,0,1,0,0,...). Daher (ag,...,a,,0,0,...) =
Yoo Plag)z® =0=(0,0,0,...). Alsoag = ... =a, =0. O

Bemerkung 3.2.12. Schreibt man A[X]| mit grofem X, so meint man meist stillschwei-
gend, dass A[X] ein Polynomring iiber A in X ist.

Satz 3.2.13. Seien A und B kommutative Ringe und ¢ : A — B ein Ringhomomor-
phismus. Sei x € B. Dann gibt es genau einen Ringhomomorphismus ¢ : A|X| — B
mit Y|4 = ¢ und Y(X) = x. Fir jedes Polynom p = >, ax X" (ar, € A) gilt ¥(p) =
>k plar)zt.

Beweis. Offensichtlich muss ¢ so definiert werden, wenn es ein Ringhomomorphismus

mit ¥4 = ¢ und (X) = x sein soll. Es bleibt nur zu zeigen, dass 1 ein solcher ist. Zu
zeigen:

(a) Y|a= ¢,
(b) ¥(X) ==,
(c) ¥(1) =1,

Fiir (d) und (e) seien ay, by € A beliebig.
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=1 0

Py 1) 20 P 075 1 =1

Zu (¢): ¥(1) = (1 X°)
Zu (d):

() (Z aka + Z kak) 2'1'1& (D) WY (Z(ak + bk)Xk> DEfg' v Z gO((lk + bk)Ik
k k k

k

PR (plan) + (b))t
k
DS elant + Y (bt

k

ety v, (Z aka> + 9 (Z ka’“>
k k

() (o)) 2o (S (55 ) )

Zu (e):

Korollar 3.2.14. Sei A ein Unterring des kommutativen Ringes B und x € B. Dann
gibt es genau einen Ringhomomorphismus ¢ : A[X| — B mit ¥ (a) = a fir a € A und
Y(X) = z. Fiir jedes Polynomp =Y, ax X" (a), € A) gilt Y(p) = >, axa”. Insbesondere
gilt im ) = Alz].

Notation 3.2.15. In der Situation von 3.2.14 schreibt man auch p(x) statt ¢(p) (obwohl
p keine Funktion, sondern ein Polynom ist).

Da v ein Ringhomomorphismus ist, gilt dann (p+¢q)(x) = p(z)+q(z), (pg)(z) = p(z)q(x)
und 1(x) =1 fir p,q € A[X].

Satz 3.2.16. Seien A[X] und A[Y] Polynomringe tiber dem kommutativen Ring A in X

bzw. Y. Dann gibt es genau einen Ringisomorphismus 1 : A[X]| — A[Y] mit ¥(a) = a
firae A und p(X)=Y.

Fassung vom 6. November 2017, 09:42Uhr



42 §3 Kommutative Ringe [Julius Wilhhelm Richard Dedekind *1831, 11916]

Beweis. Nach 3.2.14 gibt es genau einen Ringhomomorphismus ¢ : A[X] — A[Y] mit
Y(a) = a fiir a € A und ¢(X) =Y. Offensichtlich gilt im = A[Y], d.h. ¢ ist surjektiv.
Noch zu zeigen: 9 injektiv.

Es reicht kery) = {0} zu zeigen. Gelte hierzu ¢ (3, aX*) = 0 (¢ € A). Damn
SoparY® = 0, also ap = 0 fiir alle k, da A[Y] Polynomring iiber A in Y. Daher
>, arX* =0 wie gewiinscht. O

Sprechweise 3.2.17. Wegen 3.2.16 spricht man oft auch von dem Polynomring A[X]
iiber A in X.

83.3 ldeale und Quotientenringe [- §1.3, §2.3]

Idee: Grobe Sichtweise auf kommutative Ringe einnehmen.

Definition 3.3.1. Sei A ein kommutativer Ring. Eine Kongruenzrelation auf A ist eine
Kongruenzrelation = auf der additiven Gruppe von A [—2.3.1], fiir die gilt:

(%) Va,a' bt/ € A: ((a=d & b=V) = ab=d'l)
Bemerkung 3.3.2. In Definition 3.3.1 driickt Bedingung (x) gerade aus, dass
A= x Ajl= — A=
(@,b) —ab (a,be A)
wohldefiniert ist.

Satz und Definition 3.3.3. Sei A ein kommutativer Ring und = eine Kongruenzrela-
tion auf A. Dann wird die Quotientengruppe A/= |—2.3.3| vermaége der durch

@b := ab (a,b e G)

festgelegten (wertreterweisen) Multiplikation zu einem kommutativen Ring, den man
den zu = gehorigen Quotientenring von A nennt (auch ,A nach = oder ,A modulo
=%). In thm gilt 1 = 1.

Beweis. Aus 2.3.3 wissen wir schon, dass A beziiglich der Addition eine abelsche Gruppe

bildet. Es sind daher nur noch (K), (A), (N) und (D) aus Definition 3.1.1 nachzurechnen:

D)a(b+c)=ab+c=alb+c)=ab+ac=ab+ac=ab+ac fiir alle a,b,c € A.
[l
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Definition 3.3.4. Sei A ein kommutativer Ring. Eine Untergruppe I der additiven
Gruppe von A [—3.1.2(c)] heikt Ideal von A, wenn Va € A:Vbe [ :abe I.

Proposition 3.3.5. Sei A ein kommutativer Ring und I C A. Genau dann ist I ein
Ideal von A, wenn folgende Bedingungen gelten:

(a) 0eTI
(b) Ya,bel:a+bel

(c) Vaec A:Vbel:abel

Beweis. Dies folgt direkt aus 2.2.2 und 3.3.4, denn wenn (c) gilt, so ist Bedingung
2.2.2(d) automatisch erfiillt, da dann

1. (©)
—a = —(al) 31209) a(—1)=(-1)a €I

fir alle a € 1. O
Satz 3.3.6. [—+2.3.6] Sei A ein kommutativer Ring. Die Zuordnungen

=0

=<1

vermitteln eine Bijektion zwischen der Menge der Kongruenzrelationen auf A und der
Menge der Ideale von A.

Beweis. Zu zeigen ist:

(a) Ist = eine Kongruenzrelation auf A, so ist 0 ein Ideal von A.
(b) Ist I ein Ideal von A, so ist =; eine Kongruenzrelation auf A.

(c) Ist = eine Kongruenzrelation auf A, so =5 = =.

(d) Ist I ein Ideal von A, so 0 =1

Zu (a). Sei = eine Kongruenzrelation auf A. Wir wissen aus 2.3.4 (oder 2.3.6) schon,
dass 0 eine Untergruppe von A ist. Gemif Definition 3.3.4 bleibt Va € A: Vb€ 0:ab €0
zu zeigen. Seien hierzu a € A und b € 0. Dann a = a und b = 0, woraus mit 3.3.1(x)

folgt
3.1.2(g)

ab=a0 =70,
das heift ab € 0.
Zu (b). Sei I eine Ideal von A. Wir wissen aus 2.3.6 schon, dass =; ein Kongruenzrelation
der additiven Gruppe von A ist. Es bleibt 3.3.1(x) zu zeigen. Seien hierzu a,a’, b, b’ € A
mit a =; o’ und b =; V. Zu zeigen ist ab =; a/b’. Nun gilt b — & € I und daher auch
ab—all = a(b—"V') € I. Genauso gilt a—a’ € I und damit auch t'a—b'a’ =V (a—a') € 1.
Hiermit ab =; ab/ = ba =; b'd’ = @'/ und daher ab =; d'V’.

(c) und (d) folgen aus Satz 2.3.6. O
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Definition 3.3.7. [—2.3.7] Sei I ein Ideal des kommutativen Ringes A. Dann nennt man
A/l := A/=; den Quotientenring (oder Restklassenring) von A nach (oder modulo) I.

Die Kongruenzklassen a' (a € A) [=2.3.1] von =; nennt man manchmal auch die
Restklassen von I (in A).

Proposition 3.3.8. [—2.2.5] Sei A ein kommutativer Ring und M eine Menge von
Idealen von A. Dann ist auch (M ein Ideal von A (mit (0 := A).

Beweis. Nach 2.2.5 wissen wir schon, dass (] M eine Untergruppe der additiven Gruppe
von A ist. Nach Definition 3.3.4 bleibt YVa € A : Vb € (1M : ab € (1M zu zeigen. Seien
hierzu a € A und b € () M. Dann gilt fiir jedes I € M, dass b € I und damit ab € I,
weil I ein Ideal ist. Also gilt ab € [ M. O

Satz und Definition 3.3.9. [—2.2.6] Sei A ein kommutativer Ring und E C A. Dann
gibt es das kleinste Ideal I von A mit E C I. Man nennt es das von E in A erzeugte
Ideal und notiert es mit (E)4 oder (etwas schlampig) mit (E).

Beweis. Vollig analog zum Beweis von 2.2.6 (benutze 3.3.8 statt 2.2.5). O
Satz 3.3.10. [—2.2.7| Sei A ein kommutativer Ring und E C A. Dann gilt
(E)a = {Zaibi | m € Ng,a1,...,am € Aby, ... by € E}
i=1

Beweis. Der Beweis ist vollig analog zum Beweis von Satz 2.2.7 und stellt gleichzeitig
einen neuen Beweis fiir 3.3.9 dar! O

Definition 3.3.11. Sei A ein kommutativer Ring. Dann nennt man Ideale von A der
Form

D m
(a1,...,a,) = (a1,...,an)a := ({a1,...,a,})a © {sz-ai | b1,y ... b EA}
i=1

mit m € Ng und a4, ..., a, € A endlich erzeugt (e.e.) und Ideale der Form
(a) ={ba|be A}
mit a € A Hauptideale von A.

Beispiel 3.3.12. (a) Firn € Z gilt (n) ={bn | b€ Z} = (n). Ist n > 0, so gilt

Z/(n) = {a(") lac Z}

und Z/(n) hat genau n Elemente. Die additive Gruppe des Ringes Z/(n) ist die
abelsche Gruppe Z/(n).
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(b) Betrachte Z/(9) und schreibe kurz @ statt a = = a"”. Dann Z/9) = {0,...,8},
10=1,100=1010=11 =1 =1, 1000 = 1 und so weiter. Es gilt 17368 =
14+7434+6+8=1+8+34+6+7=9+9+7=7. Daher gilt 17368 =) 7. Der
Rest von 17368 bei Division durch 9 ist also 7.

9

Satz 3.3.13. Jedes Ideal von Z ist ein Hauptideal von Z.

Beweis. Sei I ein Ideal von Z. Ist I = {0}, so ist I = (0). Also bleibt nur der Fall zu
betrachten, dass es ein n € N gibt mit n € I. Wihle dann das kleinste solche n. Wir
behaupten nun I = (n). Die Inklusion I D (n) ist klar. Um I C (n) zu beweisen, sei

~(n) )
a € I. Zu zeigen ist a € (n). DaZ/(n) = {0 yee,n—1 }, gibt esb € {0,...,n—1}
mit @ =,y b, das heit a — b € (n) C I. Wir wissen b € I (denn b a_Ebe a azef 0) und
damit sogar b = 0, da n kleinstméglich gewahlt wurde. Es folgt a =) b = 0 und daher
a€ (n). O

Korollar 3.3.14. Sei H eine Untergruppe von Z. Dann gilt H = (n) fir ein n € Z.

Beweis. Jede Untergruppe der abelschen Gruppe (Z,+) ist ein Ideal des kommutativen
Ringes (Z,+,-), denn Multiplizieren mit einer ganzen Zahl ldsst sich durch iteriertes
Addieren oder Subtrahieren ausdriicken. m

Definition und Proposition 3.3.15. [—2.3.10] Seien A und B kommutative Ringe

und f: A — B ein Homomorphismus. Dann ist =¢ eine Kongruenzrelation auf A und
ker f ein Ideal von A.

Beweis. Dasich =; und ker f nach 2.3.10 unter der Bijektion aus Satz 3.3.6 entsprechen,
reicht es eine der beiden Behauptungen zu zeigen. Wir entscheiden uns fiir die zweite.
Dass ker f eine Untergruppe der additiven Gruppe von A ist, wurde schon in 2.3.10(b)
gezeigt. Nach Definition 3.3.4 reicht es daher Va € A : Vb € ker f : ab € ker f zu zeigen.
Sind nun a € A und b € ker f, so gilt f(b) = 0 und daher

flab) = f(a)f(b) = f(a) 0 "="0,
also ab € ker f. m

Satz 3.3.16 (Homomorphiesatz fiir kommutative Ringe). [—2.3.11] Seien A und B
kommutative Ringe, I ein Ideal von A und f: A — B ein Homomorphismus mit I C

ker f.

(a) Es gibt genau eine Abbildung f: A/ — B mit f(a) = f(a) fiir alle a € A. Diese
Abbildung f ist ein Homomorphismus.

(b) f ist injektiv <= I =ker f

(c) f ist surjektiv <= f ist surjektiv.
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Beweis. Existenz und Eindeutigkeit der Abbildung £ erhélt man dem Homomorphie-
satz fir abelsche Gruppen 2.3.11. Dass f ein Gruppenhomomorphismus ist, wissen wir
ebenfalls aus 2.3.11. Wir rechnen nach, dass f ein Ringhomomorphismus [—3.2.8] ist,

wobei wir = := =; und damit a = d = d fiir alle a € A schreiben:

f(l) 3%3 7(1) Def.;onf f(l) f H:om. 1 und

3.2.8
und ~ B
F@0) 2 F(an) "= f(an) |2 () f0) =" (@) T(0)
fir alle a,b € A. Teil (b) und (¢) der Behauptung folgen unmittelbar aus 2.3.11. O

Bemerkung 3.3.17. [—2.3.12] Sei I ein Ideal des kommutativen Ringes A. Dann wird /
durch einen Ringhomomorphismus f: A — B in einen weiteren kommutativen Ring B
induziert, namlich durch den kanonischen Epimorphismus

fiA= A/l ar a.
In der Tat gilt ker f = I nach 2.3.12.

Proposition 3.3.18. [—2.3.13] Seien A und B kommutative Ringe und f: A — B ein
Ringhomomorphismus. Dann ist im f ein Unterring von B.

Beweis. Aus 2.3.13 wissen wir schon, dass im f eine Untergruppe der additiven Gruppe
von B ist. Zu zeigen sind dann geméf 3.2.2 noch:

(a) 1 €im f

(b) Va,b€im f :ab € im f

(a) folgt daraus, dass nach der Definition 3.2.8 eines Ringhomomorphismus gilt f(1) = 1.
Um (b) zu zeigen, seien a,b € im f. Wéhle dann ¢,d € G mit f(c) = a und f(d) = b. Es

folgt f(cd) 2™ £(¢)f(d) = ab und damit ab € im . O
Korollar 3.3.19 (Isomorphiesatz fiir kommutative Ringe). [—2.3.14] Seien A und B
kommutative Ringe und f: A — B ein Homomorphismus. Dann ist f: A/ker f — im f

“ker f

definiert durch f(a ') = f(a) fir a € A ein Isomorphismus [—+3.2.10]. Insbesondere
A/ker f 2im f (in der zu 2.2.15 analogen Bedeutung).
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84.1 Definitionen und Beispiele von Korpern

Definition und Proposition 4.1.1. Sei (A, +, -) ein kommutativer Ring [— 3.1.1]. Die
Elemente von A* :={a € A|3be A:ab= 1} nennt man Finheiten oder invertierbare
FElemente von A. Es ist (A%, ) mit - : AX x A* — A* (a,b) — ab eine abelsche Gruppe.

Beweis. - : A* x A* — A* ist wohldefiniert, denn sind a,b € A*, so auch ab € A*.
In der Tat: Seien a,b € A*. Dann gibt es a,b € A mit aa’ = 1 = bb. Es folgt
(ab)(a'b’) 20 (ad")(bb') =1-1 a 1, also ab € A*. Die Axiome (K), (A), (N) fiir
(A%,.) [= 2.1.1] folgen aus den Axiomen (K), (A), (N) fiir (4,4,-) [— 3.1.1], wobei
1 € A* zu beachten ist. Um schlielich (I) fiir (A, ) zu zeigen, sei a € A*. Dann gibt

es b € A mit ab = 1. Es gilt aber ba © ab =1, also b € A*. Also haben wir b € A*
gefunden mit ab = 1. m

Bemerkung 4.1.2. In jedem kommutativen Ring (A, +,-) ,steckt” also nicht nur die ad-
ditive abelsche Gruppe (A, +), sondern auch die multiplikativ geschriebene Einheiten-
gruppe (A*,-). Oft ist A* viel kleiner als A.

Beispiel 4.1.3. (a) Z* ={-1,1},Q* =Q\ {0} ,R* =R\ {0}

(b) 3-7=1=11in7Z/(10), denn 3 -7 =) 1, also 3,7 € (Z/(10))*
2-5=0=01in Z/(10), also 2,5 ¢ (Z/(10))*
1-1=1inZ/(10), also 1 € (Z/(10))*
4.5=6-5=8-5=0, also 4,6,8 ¢ (Z/(10))*
9=-1€(Z/(1 )) da—1-—1T=1=1.

Insgesamt (Z/(10))* = {1,3,7,9} € Z/(10) = {0,1,2,...,9}.

Definition 4.1.4. Ein kommutativer Ring A heifit Korper, wenn A* = A\ {0}.

Beispiel 4.1.5. (a) Ein einelementiger Ring A = {0} = {1} [— 3.1.3, 3.1.4 (a)] ist kein
Korper, denn A* = A.

(b) Z/(2) und Z/(3) sind Korper.

(c) Z/(4) ist kein Korper, denn 2 -2 = 0 und daher 2 ¢ (Z/(4))*.
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(d) Z ist kein Korper.
(e) Q und R sind Kérper.

Definition 4.1.6. Wir nennen n € N mit n > 2 eine Primzahl, wenn es keine s,t € N
mit s, > 2 und n = st gibt. Wir schreiben P = {2,3,5,7,11,13,17,...} fiir die Menge
der Primzahlen.

Satz 4.1.7. Sein € Ny. Dann Z/(n) Kérper <= n € P.
Beweis. Fall 1: n = 0.

Z)(n) = Z)(0) = {{m} | m € Z} = Z (vgl. 2.3.8 (b))

Da Z kein Koérper ist und Z/(n) = Z, ist Z/(n) auch kein Korper (vgl. 2.2.15).
Gleichzeitig ist auch n = 0 ¢ P. Also sind beide Aussagen falsch und damit
aquivalent.

Fall 2: n = 1. Z/(1) = {0} (vgl. 2.3.8 (a)) ist kein Korper [— 4.1.5 (a)]. Gleichzeitig
n=1¢P.

Fall 3: n € N,n > 2.

»,=="1 Sei Z/(n) ein Korper. Zu zeigen: n € P.
Seien s,t € N mit n = st. Zu zeigen: s = 1 oder t = 1. Beachte s =1 <=
t=nundt=1 <= s=n.
Annahme: Weder t = n noch s = n.
Danngilt 1 <t<n—1und1<s<n-—1.
Alsos,te€{1,....n—1} = (Z/(n))*.
O0=mn=st=35te(Z/(n))*, da(Z/(n))* abelsche Gruppe 4.
w<=" Sei n € P. Zu zeigen: A :=Z/(n) Kérper. Zu zeigen A* = A\ {0}.
»,C“ klar, da 0a =0 # 1 fiir a € A, also 0 ¢ A*.
,2 Sei a € A\ {0}. Zu zeigen: a € A*.

a€A <= 1€ (a) <= A=(a) <= #(a) =#A <= #(a)=n
Da (a) eine Untergruppe der additiven Gruppe von A ist, gilt nach 2.3.7
(%) (#(a)) (#(A/(a))) =#A=neP
——

>2
wegen {0,a}C(a)
und 0#a

Aus (%) folgt daher #(a) = n wie gewiinscht.
[l

Korollar 4.1.8 (,Lemma von Euklid“). [Euklid von Alexandria ~ —300| Sei n € N mit
n > 2. Dann

neP <= Va,beN: (ab€ (n) = (a € (n) oder b € (n)))
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Beweis. ,<=": Gelte die Bedingung rechts und seien s,t € N mit n = st. Zu zeigen:
s=1odert=1. Nun st = n € (n) und daher s € (n) oder t € (n). Wére s # 1
und t # 1,80 s <nund t <n und damit s =t =0 4.

,2=="1 Gelte n € P und seien a,b € N mit a ¢ (n) und b ¢ (n). Zu zeigen: a,b ¢ (n).
Wegen @ # 0 und b # 0 in Z/(n) gilt nach 4.1.7 @,b € (Z/(n))* und daher nach

4.1.1 ab=1ab € (Z/(n))*. Insbesondere ab # 0 in Z/(n).
O]

Bemerkung 4.1.9. Mit dem ,Wissen“ iiber ,Primfaktorzerlegungen” aus der Schule ist
4.1.8 auch klar, aber wurde dort dieses ,Wissen begriindet? Mit 4.1.8 kann man es
begriinden!

Wir werden dies aber spéter viel allgemeiner machen!

Notation 4.1.10. F, := Z/(p) fiir p € P.

Notation 4.1.11. Sei A ein kommutativer Ring, a € Aund b € A*. ¢ :=ab™! [— 2.1.2

(@) ’

Beispiel 4.1.12.

—3.2=6inF;,dad =2, denn2-4=8=1=1.

ol

§4.2 Die komplexen Zahlen

[Leonhard Euler *1707 11783]

Definition 4.2.1. Sei A ein kommutativer Ring. Ein Element a € A heifst eine imagindre
FEinheit oder Wurzel aus —1 in A, wenn a? = —1.

Bemerkung 4.2.2. Schreiben wir 7, SO meinen wir meist stillschweigend, dass 7 eine ima-
ginire Einheit ist (genauso fiir J).

Satz 4.2.3. Sei K ein Korper, der keine imagindre Einheit besitzt.

(a) Es gibt einen kommutativen Ring C und (eine imagindre Einheit) 1€ C mit [—3.2.4]
C = K[1].
(b) Gilt C = K1), so C ={a+bi|a,be K} und fir alle a,b € K gilt:
a+bi=0 < a=0b=0.

(¢) Gilt C = K[1] und D = K[J], so gibt es genau einen Ringisomorphismus p: C' — D

mit p(a) = a fir alle a € K und p(1) = .
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(X241

Beweis. (a).Esist ¢: K — K[X]/(X?+1), ara ( eine Ringeinbettung [—3.2.10].
In der Tat: ¢ ist ein Ringhomomorphismus |[— 3.2.8] (némlich die Einschrankung [—
1.1.31] des kanonischen Epimorphismus [— 3.3.17] von K[X] nach K[X]/(X?+1)) und
es gilt ker ¢ = {0}, denn ist @ € K mit ¢(a) = 0, so gilt a € (X? + 1) und damit a = 0,
denn aufer dem Nullpolynom hat jedes Polynom im Hauptideal [-3.3.11] (X?+1) einen
Grad [—3.2.6] > 2. Nun ist ¢: K — im ¢ ein Ringisomorphismus und K’ := im ¢ ein
Unterring von K[X]/(X? + 1) [—3.3.18]. Es reicht, die Behauptung fiir K’ statt K zu
zeigen, denn K = K’ (vergleiche 2.2.15 und Beweis von 3.2.11). Setze

T (xZ+41)

1= X und O := K'[i] C K[X]/(X?+1).

2  —o
Dann 1 :X2:X2:—1:—1inC’.

(b). Sei C' = K[1]. Wie in 3.2.5 zeigt man sofort K[1] = {a + b2 | a,b € K}. Seien
a,b € K. Zu zeigen ist a + bh =0 <= a =b = 0. Hier ist ,<—=" klar. Um ,,—"“
zu zeigen, gelte a + br = 0. Wire b # (0, dann wiére 1= —% € K im Widerspruch zur
Voraussetzung, dass K keine imaginédre Einheit besitzt. Also b = 0 und genauso sieht
man a = 0.

(c). Eindeutigkeit: Es gilt sogar mehr: Gilt ' = K[z] und ist D irgendein kommutativer
Oberring von C' und 5 € D, so gilt fiir jeden Ringhomomorphismus ¢: C' — D mit
o(a) = a fiir alle € K und @(2) = j, dass ¢(a + b1) = @(a) + ¢(b)j fiir alle a,b € K
und hierdurch ist ¢ eindeutig festgelegt, denn C © {a+bi]abe K}

Existenz: Da Umkehrabbildungen und Hintereinanderschaltungen von Ringisomor-
phismen offensichtlich wieder Ringisomorphismen sind, reicht es einen kommutativen

Ring A zu finden so, dass jeder kommutative Ring C' von der Form C' = K [3] isomorph zu
A ist. Wir setzen A := K[X]/(X?+1). Nach 3.2.14 gibt es einen Ringhomomorphismus

¥ K[X] = C mit ¢(a) = a fiir alle a € K und ¢(X) =7 (also ¢: K[X] = C, p— p(2)
in der Notation von 3.2.15). Nun ist im¢ ein Unterring von C' [—3.3.18], der K U {2}
enthélt, womit €' = K[¢] C im+ C C und damit im ) = C gilt. Aus dem Isomorphiesatz
fiir kommutative Ringe 3.3.19 folgt nun K[X]/kery) = imvy = C. Um A = C zu zeigen,
reicht es also ker¢) = (X2 + 1) zu zeigen. Hier ist ,0* trivial. Um ,,C* zu zeigen, sei
p € kerv. Wir zeigen p =(x211) 0. Offensichtlich gibt es a,0 € K mit p =x241) a + 0X
und damit erst recht p =pery a + bX, also 0 = 1(p) = 1(a + bX) = a + bi. Wegen (b)
gilt a = b = 0 und daher p =(x2,1) 0+ 0X = 0.
Alternativer weniger abstrakter Beweis fiir (c). Die Eindeutigkeit ist wieder klar
nach (b).

Existenz: Gelte C' = K[2] und D = K[j]. Es ist ¢: C' — D, a+ bt — a + bj nach (b)
wohldefiniert. Es ist ¢ ein Homomorphismus [—3.2.8], denn

o((a+b0) + (c+di) = p((a+c)+ (b+d)i) = (a+c) + (b+d))
= (a+b)) + (c+dj) = p(a+bt) + p(c+di) und
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[¢] (¢] 02 [¢] o
o((a+br)(c+dr)) = p(ac+ bdr + (ad + be)r) = p((ac — bd) + (ad + bc)r)
= (ac — bd) + (ad + bc)) = (a + b7)(c + dy) fiir alle a,b,¢,d € K

und (1) = p(1+02) = 1407 = 1. Es ist ¢ injektiv, denn sind a,b € K mit p(a+bt) = 0,
so gilt @ + b) = 0 und daher nach (b) (angewandt auf D = K[J]) a = b = 0 und damit

a+bi = 0. Schlieflich ist wieder mit (b) angewandt auf D = K[j] die Abbildung ¢ auch
surjektiv. O]

Notation 4.2.4. Ist K ein Koérper mit imaginédrer Einheit, so setzen wir K [(z)] = K. Ist
K ein Korper ohne imaginédre Einheit, so bezeichne K [CZ)] ab jetzt einen fest gewéhlten
kommutativen Ring C' mit C' = K], in dem % eine imaginire Einheit ist [—4.2.3(a)].
Wegen 4.2.3(c) ist K[z] im Wesentlichen (bis auf Isomorphie) eindeutig bestimmt.

Satz 4.2.5. Sei K ein Kéorper. Dann ist auch K[1] ein Korper.

Beweis. Der Fall, dass K eine imagindre Einheit besitzt, ist trivial, da dann K [3] =K.
Besitze also K keine imagindre Einheit und wende Teil (b) des Satzes an. Seien also
a,b € K mit a+ bt # 0. Dann (a+ b2)(a — b2) = a® + b?. Es reicht zu zeigen a® + b% # 0,
denn dann

a— b
a? + b2
und daher a + b € K [EZ}X wie gewiinscht. Wir nehmen an, dass a® + b* = 0 und suchen
einen Widerspruch. Wire a # 0, so 1 + (2)? = % = 0 und damit —1 = (2)? im

Widerspruch dazu, dass K keine imagindre Einheit besitzt. Also a = 0. Analog zeigt
man b = 0. Dann aber a = b = 0 im Widerspruch zu a + bt #0. ]

(a4 bi) =1

Definition 4.2.6. C := R[2] nennt man den Korper der komplezen Zahlen.

Bemerkung 4.2.7. Ist 7 eine imaginédre Einheit in einem kommutativen Ring A, so auch

o o o o o [e]e] [e]e] 02

7 = —1, denn 32 =7 = (=)(=1) = —i(=1) = —(—u) =1 =1 = —1. Ist nun K
ein Kérper ohne imaginére Einheit, so ist K[z] = K[—2] und nach 4.2.3(c) gibt es einen
Ringautomorphismus [—3.2.10] ¢ auf K[2] mit ¢(a) = a fiir alle ¢ € K und o(z) = —.
Auf C bezeichnet man diesen Ringautomorphismus

C—C,at+bi—a—b  (a,beR)

als komplexe Konjugation und a—br als das komplex Konjugierte zu a+bi. Wir schreiben
auch z* fiir das komplex Konjugierte von z € C. Andere Autoren schreiben dafiir meist Z,
aber dies konnte nicht nur zur Verwechslung mit unserer Notation fiir Kongruenzklassen
fithren, sondern ist auch aus anderen Griinden weniger modern.

Definition 4.2.8. Sei z € C. Wegen konnen wir 4.2.3(b) z = a + bi mit eindeutig
bestimmten a,b € R schreiben. Wir definieren den Realteil von z durch
1

Re(z) := 5(2 +2")=a€R,
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den Imagindrteil von z durch

Im(z) := 1(2—2*)=b€R

— o

21

und den Betrag von z durch

|z| == Va? + b2 = Vz*z € Ryo.

Definition 4.2.9. Sei K ein Korper und p € K[X] ein Polynom. Ein Element a € K
heiflt Nullstelle von p, wenn p(a) = 0 [—3.2.15].

Proposition 4.2.10 (,Abspalten von Nullstellen“). Ist K ein Korper, p € K[X| und
a € K eine Nullstelle von p, so gibt es ¢ € K[X] mit p= (X — a)q.

Beweis. Zu zeigen ist, dass p im Hauptideal [—3.3.11] (X — a) von K[X] liegt. Dazu
dquivalent ist, dass p = 0 in K[X]/(X —a). Ist p = Y7 ;@ X" mit n € Ny und

ag, - - ., an € K, so gilt p °2* oreo X =" Sh_para 23 pla) =0 =0. O

Korollar 4.2.11. Sei K ein Korper. Ist dann p € K[X] und deg(p) =n € Ny [—3.2.6],
so hat p hochstens n Nullstellen in K.

Beweis. Wir zeigen durch Induktion nach n € Ny, dass jedes p € K[X] vom Grad n
hochstens n Nullstellen in K hat.

n=0 Seipe K[X] vom Grad 0. Dann gilt p € K* = K \ {0}. Dann hat p offen-
sichtlich keine Nullstelle in K.

n—1—=n (n>1)Seip e K[X] vom Grad n. Hat p keine Nullstelle, so sind wir
fertig. Sonst wahlen wir eine Nullstelle @ € K von p. Nach 4.2.10 gibt es ¢ € K[X]
mit p = (X — a)q. Offensichtlich gilt deg(q) = deg(p) — 1 = n — 1, weswegen nach
Induktionsvoraussetzung q hochstens n — 1 Nullstellen in K hat. Da in einem Koérper ein
Produkt zweier Elemente offensichtlich nur dann null sein kann, wenn schon einer der
beiden Faktoren null war, ist die einzige Nullstelle, die p zusétzlich noch haben kann,
offenbar a. Also hat p héchstens n Nullstellen in K. ]

Satz 4.2.12 (Fundamentalsatz der Algebra). [Jean-Robert Argand *1768 11822| Jedes
Polynom p € C[X] vom Grad > 1 hat eine Nullstelle in C.

Bemerkung 4.2.13. (a) Durch sukzessives Abspalten von Nullstellen mit 4.2.10 kann
man den Fundamentalsatz der Algebra auch wie folgt formulieren: Fiir jedes p €
C[X] vom Grad n € Ny gibt es komplexe Zahlen ay, ..., a, € C und ein ¢ € C* mit

p=c(X —ay)...(X —ay).

(b) Der Fundamentalsatz der Algebra ist so erstaunlich, da wir durch das Adjungieren
einer imaginiren Einheit zu R a priori nur sicherstellen, dass das Polynom X2 + 1
eine Nullstelle bekommt. Der Satz besagt, dass damit alle anderen Polynome vom
Grad > 1 automatisch auch eine Nullstelle erhalten.
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(c) Im 17. Jahrhundert gab es von verschiedenen Mathematikern Auferungen, die man
als eine Vermutung der Giiltigkeit des Fundamentalsatz deuten konnte, auch wenn
der Begriff der komplexen Zahlen noch nicht auf soliden Grundlagen stand.

(d) Liickenhafte Beweisversuche mit wertvollen Ideen gab es seit 1746 [Jean-Baptiste
le Rond d’Alembert *1717 11783]. Mehrere wertvolle Versuche stammen von Carl
Friedrich Gauss [*1777 11855|, unter anderem der erste algebraische Beweis aus
dem Jahr 1816, der im Kern vollig richtig ist aber allerdings erst spater auf solide
Grundlagen gestellt wurde.

(e) Entgegen dem, was mancherorts geschrieben wird, diirfte der erste (lediglich modulo
den damals noch etwas wackligen Grundlagen der Analysis) als richtig geltende
Beweis des Fundamentalsatzes von Jean-Robert Argand [*1768 11822] im Jahr 1814
gefiihrt worden sein. Wir geben unten eine sehr grobe Skizze, die der Leser mit etwas
Anfangeranalysis zu einem Beweis ausbauen kénnen sollte.

(f) Der fiir Anfinger am leichtesten zu verstehende algebraische Beweis ist der Beweis
von Gauss aus dem Jahr 1816. Leider wiirde er an dieser Stelle zuviel Zeit in An-
spruch nehmen. Der Leser kann ihn aber in der Literatur nachlesen (siche Theorem
2.11 im Buch von Basu, Pollack und Roy: Algorithms in Real Algebraic Geome-
try, http://perso.univ-rennesl.fr/marie-francoise.roy/bpr-ed2-postedl.
pdf).

(g) In der einfithrenden Algebra-Vorlesung im dritten Semester geben wir einen sehr
schénen algebraischen Beweis mit Hilfe von Galoistheorie [Evariste Galois *1811
71832]. Dieser Beweis wird in Wirklichkeit sogar sehr viel mehr zeigen als jeder ana-
lytische Beweis. Wir sollten dabei natiirlich kein Ergebnis benutzen, was schon auf
dem Fundamentalsatz fufst. Um dies leichter iiberpriifen zu kénnen, werden wir alle
Resultate, in deren Beweis wir den Fundamentalsatz benutzen, in dieser Vorlesung
entsprechend kennzeichnen.

Beweisskizze fir den Fundamentalsatz der Algebra 4.2.12. Wir folgen der Beweisidee
von Argand. Wir benutzen dabei die aus der Analysis bekannte Geometrie der Multi-
plikation von komplexen Zahlen und die Konzepte der Stetigkeit und der Kompaktheit.
Seip=a,X"+a, 1 X" '+ ---+amitneN, n>1, ag,...,a, €Cund a, # 0. Dann
gilt fiir alle z € C

p(2)] = |an|lz]" = lao| = -+ = lan—1||2""*
und daher lim,|_,« |p(2)| = co. Daraus folgt die Existenz eines globalen Minimalpunkts
2o € C von C — Rsg, 2z — |p(2)|, das heifit es gibt zp € C mit |p(z0)| < |p(2)] fiir alle
z € C (dieser Punkt schien Argand intuitiv klar zu sein, erfordert aber heutzutage eine
Begriindung, die auch ein Anfanger geben kann). (E 2y = 0. Dann gilt mit S := {( €
C||¢| =1} fir alle ¢ € S und r € R>q

Ip(r¢))* = Ip(0)]* > 0.
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Schreibe p = p(0) + X*q mit einem k& € N und einem ¢ € C[X] mit ¢(0) # 0. Die
Ungleichung lautet dann

[p(0) + r*¢Fa(rQ)* — [p(0)[* > 0

fir alle ¢ € S und r € R>o. Unter Beachtung von

o1+ 2o = (z1 + 2)* (21 + 22) = 2021 + 252 + 2125 + 252 =

212 + 2 2n + (2522)" + |2 20 |21 2 + 2Re(2f22) + |2
fiir alle 2y, zo € C folgt daraus

2r* Re(p(0)*¢*q(r¢)) + r*a(rQ)* = 0

fir alle ¢ € S und r € R>(. Daraus folgt

2Re(p(0)*C*q(r¢)) + r¥la(r¢)* = 0

fiir alle ¢ € S und r € Ryy. Indem man fiir festes ( € S nun den Grenzwert fiir r — 0
betrachtet, erhilt man

2Re(p(0)*¢*q(0)) > 0

fiir alle ¢ € S. Man muss also nur noch zeigen, dass es fiir festes z € C* nicht vorkommen
kann, dass Re(z¢*) > 0 fiir alle ¢ € S gilt. Dies kann man auf verschiedene Weisen
schliefsen. Es ist aber klar, wenn man die Geometrie der Multiplikation von komplexen
Zahlen verstanden hat. O

Beispiel 4.2.14. Weitere Beispiele zu imagindren Einheiten:

1.1

(a) F3 hat keine imagindre Einheit, da Fj 4120 Z/(3) ={0,1,2} und 0 =0 #2=—1,
=1 #£2=-1 md2’ =7=1 #2 = —11in Fs. Wegen #F3 = 3 folgt #Fs[s] =9
nach 4.2.3(b). Es ist also Fy := Fs[2] ein neunelementiger Korper.

(b) F5 hat eine imaginére Einheit, denn 22 =4 = —1 in F5. Es gilt also F5[2] = Fs.

() InFrgilt02=0,12=1,2=17,3 =24 =25 =42 und 6 = 1. Also hat F,
keine imaginire Einheit und Fyg := F[z] ist ein Korper mit 49 Elementen.
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85 Homogene lineare
Gleichungssysteme

In diesem Kapitel sei stets K ein Korper. |[— 4.1.4]

§5.1 Matrizen in Stufenform

Sprechweise 5.1.1. Ein homogenes lineares Gleichungssystem iiber K ist (ggf. nach
Umstellen) von der Form

anxry + ... + apxr, = 0
(%) : : (z € K7)

amiTi + ... + ampxr, = 0

wobei die Koeffizienten a;; € K (1 <i <m,1 < j < n) vorgegeben sind und die Unbe-
kannten x; (1 < j <n) gesucht sind (m Gleichungen in n Unbekannten).

einzelne Zeilen: jhomogene lineare Gleichungen®

,homogen: rechte Seite gleich Null

Slinear®: keine Produkte der Unbekannten

Eine Ldsung von (%) ist ein n-Tupel (x1,...,z,) € K", welches alle Gleichungen gleich-

zeitig erfiillt. Es wird sich als praktisch herausstellen, solche Losungen als Spaltenvektor
1

zu schreiben, das heifst, man schreibt ( : ) statt (x1,...,2,).

Tn

Beispiel 5.1.2. (a) Sei K := Fy. 0 = <§> und (%}) sind Losungen des homogenen
Gleichungssystems

$1+$3:0

To = 0
(b) Sei K := C und das lineare Gleichungssystem

(1—|—(Z))$1—2332—|—£L'3:0

(e}
1Ty —x3 =10
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Es sind 0 = (§> und (1231) Losungen, denn (1 +2)(1 —31) —2 -2+ 2 und
2%

o o o : M-8\ L : :
12 — 21 = 0. Fiir jedes A € C ist auch ( A2 ) eine Losung. Es gibt also unendlich
229

viele Losungen.

Proposition 5.1.3. Ist U die Losungsmenge von 5.1.1 (%) (das heifst, die Menge aller

1

Lisungen ( : ) € K™ von (%)), so gilt

Tn

(a) 0:<2>€U

T Y1 r1+Y1
b) Sindex=1{ : |eUundy=| : | €U, sox-+ 2L : ceU
(b) : Y : ; y

Tn Yn a:n-i-yn

1

AT
(C)Smdx:(:)EUund A EK,SO/\CL‘ZZ(:)GU.
. v .

Tn Hlambda“ A,

Beweis. (a) klar mit 3.1.2 (g)

(b) Sind z,y € U, so gilt fiir allei € {1,...,n}

3.1.1 (D
ain (1 +vy1) + -+ ap(xn + yn) 2§£ )(aﬂaq—+...+—ama%)—%(aﬂy1+—.”-+cunyn)
=04+0=0

(c) Sind z € U und X € K, so gilt fiir allei € {1,...,m}

ail()\xl) + ...+ ain(AI'n) 21%(;; )\(ailxl +...+ amxn) =)0

3.1.2 (g)

0.

]

Bemerkung 5.1.4. In der Situation von 5.1.3 kann man (a), (b) und (c) wie folgt zusam-
menfassen:

Sind r € Ny und 20, ..., 2" € U, so ist fiir alle \1,...,\, € K auch deren Linearkom-
bination > _ Az = Az + ...+ \.2™ ein Element von U.

[(a) ev =0, (b) e (r=2& A =Xy =1), (c) w1 =1, (b) & (¢) ~ r > 2|

Sprechweise und Notation 5.1.5. Fiir r € Ny und 2V, ..., 2(") € K™ bezeichnen wir
die Menge aller Linearkombinationen

span (x(l), e ,x(r)) = { Z Nz®
i=1

als Spann von M, ... z(").

)\1,...,)\7~€K}
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Beispiel 5.1.6. (a) span () = {0} C K"

)={(})[rex}er

(). () ={ () [p o ex b

‘«
Iy

O

) span (

(d) Die Losungsmenge des linearen Gleichungssystems

1 —209+0—24=0
T3 — 224 =0 (m1t2:1+1€K)

2xo+x4
T = 2[E2 + Ty, T3 = 21]4,I2,[E4 S K = 21;324

1st

{(£)

Bemerkung 5.1.7. Da ein lineares Gleichungssystem unendlich viele Lésungen haben
kann, versucht man endlich viele , Basislosungen® ™), ..., 2(") zu berechnen derart, dass
die Losungsmenge genau span (x(l), ce x(r)) ist (Existenz noch unklar!). Zusétzlich will
man, dass dabei keine der berechneten ,Basislosungen iiberfliissig ist. Das in §5.2 be-
schriebene Gauf-Verfahren (lange vor Gauf bekannt, z.B. um -100 in China) wird dies
leisten.

Erinnerung und Definition 5.1.8. [— 1.1.30 (c)] Sei Z eine Menge und m,n € Ny. Eine
m x n-Matrix {iber Z ist eine Abbildung A : {1 m} {1 n} — 7, die man meist

geoey geeey SISM, LSS

Die Menge aller m x n-Matrizen iiber Z bezelchnet man mit Z™*",

Sprechweise und Notation 5.1.9. Ist A = (a;;)1<i<mi<j<n € K™ und € K", so
setzen wir
a;try + ...+ a1y,

Ar = A -x = : : e K"
am1T1 + ... + QumnTy
Damit kénnen wir 5.1.1 (x) kompakt schreiben als
(%) Az =0 (x € K™).

Man nennt A die Koeffizientenmatriz von (k).
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ist mit 7 € {0,...,m},j1,....5 € {1,....n},j1 < jo < ... < j, und a;; # 0 fiir alle
i€ {l,...,r}, wobei 0 fiir Nulleintrdge und ,(x)“ fiir beliebige Eintrége steht. Dabei
sind die Anzahl der Stufen r und die Stufenposition ji,...,Jj, eindeutig bestimmt. Wir
nennen A in reduzierter Stufenform, wenn zusétzlich a,;;, = 1 und alle anderen Eintrége
der j;-ten Spalte gleich null sind.

(d.h. die Eintrége oberhalb von a;;, denn die unterhalb sind sowieso gleich 0).

Beispiel 5.1.11. (a) () ist 0 x 0-Matrix in reduzierter Stufenform mit 0 Stufen.
Gleichzeitig ist () eine m x 0- und 0 x n-Matrix fiir alle m,n € Ny.

(b) (0) ist eine 1 x 1-Matrix in reduzierter Stufenform mit 0 Stufen.
(¢) ([1) ist eine 1 x 1-Matrix in reduzierter Stufenform mit 1 Stufe.

(d) (|1,0); ist 1 x 2-Matrix in reduzierter Stufenform mit 1 Stufe und Stufenposition 1.

(e) (B) ist eine 2 x 1-Matrix nicht in Stufenform.
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01 0 3 1
0 0 |1 2 2 1. . .
(f) 0 0 0 0 ) ist 4 x 6-Matrix in Stufenform mit 3 Stufen und Stufen-
0 0 0 0 0 O
positionen 2,3,5 (hierbei 2: =1+ 1und 3:=1+1+1).

Sprechweise und Bemerkung 5.1.12. Ist ein lineares Gleichungssystem [— 5.1.9]
() Az = 0 (z € R") mit A € K™ in Stufenform gegeben, so nennen wir fiir j €

{1,...,n} die Unbekannte abhangzg
frei

von A ist. Hat also A genau r Stufen, so gibt es r abhéngige und n —r freie Unbekannte.
Ist A sogar in reduzierter Stufenform [— 5.1.10], also

in (), wenn j {lféinnee} Stufenposition [— 5.1.10]

so kann man offensichtlich Az = 0 als ein System von r homogenen linearen Gleichungen
schreiben, auf deren rechten Seiten nur freie Unbekannte auftauchen. Es folgt, dass
in (%) fiir jede Festlegung der freien Unbekannten genau eine Wahl der abhéngigen
Unbekannten existiert derart, dass Ax = 0 gilt.

Damit kann man dann unmittelbar (M, ... 2" € K" bestimmen mit

{r € K" | Ax = 0} = span (x(l), . ,x(”*r)) :

Beispiel 5.1.13. K =Q,n=7

T —3ZE4 +x5 +x7 = 0
(%) Ty —x3 x5 =0 (x1,...,27 € Q)
Tg —T7 =0

kann man schreiben als (¥) Ar =0 (z € Q7) mit

Es ist A in reduzierter Stufenform geméf 5.1.10 und in (x) sind xy, 22, x¢ abhéingig und
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T3, T4, Ts, x7 frei gemék 5.1.12. Die Losungsmenge von (k) ist

7
{xe(@ ‘$1=3$4—$5—$7,l‘2=$3—$5,$6=$7,$37$4,$5;$7E@}

3ry4—x5—27

T3—T5
x3
= gg T3, T4, L5, L7 6@
x7
x7
0 3 -1 -1
1 0 -1 0
1 0 0 0
= T3 8 + X4 (1) + 5 (1) + x7 (0) x3,T4,T5, L7 GQ
0 0 0 1
0 0 0 1
0 3 -1 -1
1 0 —1 0
e (4] (1) () (6
= 0
p 0 7 0 ) 1 ) 0
0 0 0 1
0 0 0 1

Offensichtlich kann man keine der so berechneten Basislosungen streichen, ohne den
Spann zu verdndern, denn ist z; frei in (x), so gibt es eine Losung x € K™ von (x)
mit z; = 1 und z; = 0 flir alle anderen freien Unbekannten z;, (es ist aber die j-te
Komponente der zu diesen x; gehérenden Basisvektor gleich 0).

Bemerkung 5.1.14. (a) Da man stets wie in 5.1.13 vorgehen kann, ist geklart, wie man
homogene Lineare Gleichungssysteme Ar = 0 (x € K") mit Koeffizientenmatrix
A in reduzierter Stufenform 16st (das heiftt, deren Losungsmenge als Spann endlich
vieler Losungstupel darstellt, von denen keines iiberfliissig ist).

(b) Im allgemeinen Fall versucht man eine homogenes lineares Gleichungssystem so um-
zuschreiben, dass dessen Koeffizientenmatrix schliefilich in reduzierter Stufenform
vorliegt. Folgende Operationen dndern die Losungsmenge nicht:

(1) Addieren des A-fachen einer Gleichung zu einer anderen (A € K).
(2) Multiplizieren einer Gleichung mit A (A € K*)

In der Tat: (1) kann riickgéngig gemacht werden durch Addieren des (—\)-fachen
(d.h. Subtrahieren des A-fachen) der einen Gleichung zu der anderen und (2) durch
Multiplikation derselben Gleichung mit A~!. Das Gauf-Verfahren fiihrt diese Ope-
rationen gleich auf den Zeilen der Koeffizientenmatrix A durch.

§5.2 GauB-Verfahren

Notation, Sprechweise und Bemerkung 5.2.1. Sei A € K™ ". Wir betrachten
folgende elementare Zeilenoperationen |[— 5.1.14 (b) (1),(2)]:

Zi, At M (1 €41 mb i £ A € K)

Zeile i ywird”
(Addieren des A-fachen einer Zeile zu einer anderen)

Vorlaufiges Skript zur Linearen Algebra I



§5.2 Gauk-Verfahren 61

(Multiplizieren einer Zeile mit einem \ # 0).

Wir werden A durch sukzessive Anwendung endlich vieler dieser Operationen in re-
duzierte Stufenform diberfiihren. Man kann dabei auch Zeilenoperationen erlauben, die
man durch endlich viele Operationen simulieren kann, z.B. die folgenden:

Zi & Zj(i,je{l,...,m})

Lswird vertauscht®

(Vertauschen zweier Zeilen)

( Nichtstun, falls © = j.
Simulation durch  Z; < Z; — Z;, falls i 4 .
Zi <— ZZ + Zj,
\Zj <— —Zj,

(§) 7R (o) ORI (o) PRI (L) R (D)
Definition und Proposition 5.2.2. Fiir A, B € K™*" sagen wir, B geht aus A durch
Zeilenoperationen hervor, wenn man B aus A durch eine endliche Abfolge von Zeilen-
operationen gewinnen kann. (vgl. 5.1.14 (b)).
Geht B aus A durch Zeilenoperationen hervor, so auch A aus B (vgl. 5.1.14 (b)).
Durch A ~ B : <= B geht aus A durch Zeilenoperation hervor, (A, B € K™ ") wird
also eine Aquivalenzrelation auf K™*™ definiert [ 1.3.1 (b)].

Algorithmus 5.2.3. Man kann zum Beispiel wie folgt eine Matrix A € K™ ™ durch
Zeilenoperationen in eine Matrix B € K™*™ in Stufenform tberfiihren [— 5.1.10]:

0O ... 0 * * .. %
0 O . 0 ... 0 ay * ... *
A= YA 0 0 * *x ... %
A=10 ... 0 Qi ~ :
0 0 * :
: 0 .0 % % *
0 0 * * *
)
0 0 1 ()
0 ... 0 1 % ... %\ Rpipwe; 0 0 0| rekursive
Zi—z-% [0 0 ap = ; Anwendung
- : : : : Zm%Z:faile des
0 i * * Verfahrens
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Algorithmus 5.2.4. Eine Matrix B € K™*" in Stufenform kann man wie folgt in eine
Matrix C' € K™*™ in reduzierter Stufenform iiberfiihren:

0 (%)
0 (%)
Zi<_b,1, Zi, O (*)
o (%)
ie{l,...,r} . :
0 (%)
0 (%)
0 (%)
1€{1,...,r} : .
0 0 0 0 1 (¥ (%)
Zi+Z; szT_lzr—lv Z;+2Z; bij2Z2
ie{l,..., r—2} ie{l,..., 1}

0 0 (%) ()
0 0 (%) (%)
0 0 (%) (%)
0 0 0 0 11 () (%)

Bemerkung 5.2.5. Es ist nun gekléart, wie man homogene lineare Gleichungssysteme 16st:
(a) Bringe Koeffizientematrix auf Stufenform [— 5.2.3]

(b) Bringe sie sogar in reduzierte Stufenform [— 5.2.4]

(¢) Schreibe die Losungsmenge als Spann [— 5.1.13]

Beispiel 5.2.6. K =F5,n=4

Z_L’L’Q +x3 +§I4 =0
§$1 +§JI2 +24 = —§ZE3
r1  +2x9 +3w3 +4zy =0
2vy +4ry 4wz +3z4 =0

()
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kann man schreiben als (¥) Ar =0 (z € F5*) mit

0 413\ =es (1234 1231

A (23 2T AL |0 T 3 segn |01 T3
' 1 2 3 4 0 413 0 00O
2 41 3 0000 0000
12 3 4 1 0 0 0

széZz 01 4 2 nez-22 | 0 |T 1 2

00 0O 0 0 0 0

00 0O 0 0 0 0

reduzierte Stufenform. Stufenpositionen 1, 2, abhéngig: x1, zo, frei:
Die Losungsmenge von (x) ist

8
¥

8
N

{J]G]F54|A$:0}:{$€F54|ZL‘1:071’2:—Z$3—§ZE4:ZL’3+§I4}
ZE3,CL’4€F5}

() )

Bemerkung 5.2.7. Ein homogenes lineares Gleichungssystem mit weniger Gleichungen als
unbekannten hat immer eine nichttriviale Losung (eine Losung # 0), denn mit 5.2.3 und
5.2.4 kann man seine Koeffizientenmatrix in reduzierter Stufenform annehmen und da

diese Matrix breiter als hoch ist, hat das Gleichungssystem dann eine freie Unbekannte
[— 5.1.12].

Bemerkung 5.2.8. Beim Losen von homogenen linearen Gleichungssystemen kann es
manchmal sinnvoll sein, die Unbekannten zy, ..., x, anders zu nummerieren, um schnel-
ler zu einer Koeffizientenmatrix in reduzierter Stufenform zu gelangen. Da man dies
manchmal erst im Laufe der Berechnung bemerkt, kann man auch Spalten vertauschen,
wenn man sich merkt, welche Spalte zu welcher Unbekannten gehort.

ol ol

[i=llN ]

Ol =l
=|olwl Ol

1 00 31
Beispiel 5.2.9. Az =0,(r eR)mit A=[2 0 1 3 1
31 0 31

A Z2<—£JQ—Z1
Z3(—Z3—Z1

A 4

wahrscheinlich,
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in reduzierter Stufenform, 3 Stufen, Stufenpositionen 1, 3, 4, abhéngig: x5, x3, zo, frei:

Tg,Tq.
T 1 0
5 —2x9 -2 0
{xER‘szO}z{( —lxy ) $1,$4€R}=Spaﬂ<<—1>><0>>
T4 0 1
—x1—3T4 -1 -3

§5.3 Dualitat

aiy ... Qip
Definition 5.3.1. Ist A = : : € K™*" so nennt man
Am1  --- Qmn
ail am1
row A:—Span(( : ),...,( : )) CK"
« ain a7;Ln
,LOW Space’
den Zeilenraum und ker A .= z € K™ Ax =0 » den Kern von A.
[— 5.1.9]

Satz 5.3.2. Sind A, B € K™ in reduzierter Stufenform mit ker A = ker B, so gilt
A=B.

Beweis. Wir zeigen Vn € Ny : Vm € Ng; VA, B € K™*™:

(A, B in reduzierter Stufenform & ker A =kerB) = A= B
durch Induktion nach n.
n=0 Sind m € Ny und A, B € K™ so gilt A= () = B.

n—1—=n(neN) Seien m € Ny und A, B € K™ in reduzierter Stufenform mit
ker A = ker B. Zu zeigen: A = B.

0 1
Fall 1: A= 1: (%) . Dann <0> € ker A = ker B und
0
0
B=]: (%) . Schreibe A = | : A’ und
0 0
0
B =1: B mit A', B’ € K™ 1 Dann sind A’ und B’ in
0
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Fall 2:

reduzierter Stufenform und es gilt

T2
kerA’:{ ( : > c K"t

x2
()er

und daher A’ = B’ nach IV. Also A =

1 x ... =%

0 (6
. . Dann | .

0

A:

. Schreibe A =

B —
B/

0

0
( :
Tn
0
( :
Tn

B.

) EkerA}
) € ker B } = ker B’

> ¢ ker A = ker B und daher

1 x*

*

und

mit A’ B’ € Km~Ux(=1 ynd daher A’ = B’ nach

IV. Dann sind A’ und B’ in reduzierter Stufen fom und es gilt

kerA':{ ( :

x2

¢

> c Kn—l

)‘31’16[(

E|$1€K:<;

1

) e}

) errB}:kerB’

Tn

xr1
(zn

Behauptung 1: A und B haben dieselben Stufenpositionen.

Begriindung: 1 ist Stufenposition von A und von B. Sei j € {2,...,n}.
Dann j Stufenposition von A <= j — 1 Stufenpostion von A’
B' <= j Stufenposition von B.

Behauptung 2: Die Gleichungssysteme Axr = 0 und Bx = 0 (x € K")
haben dieselben abhéngigen und freien Unbekannten.

Begriindung: folgt sofort aus Behauptung 1.

Sei nun j € {2,...,n}, a der j-te Eintrag von A und b der j-te Eintrag von
B in der ersten Zeile. Zu zeigen: a = b. Ist j eine Stufenposition von A, so
nach Behauptung 1 auch von B und daher a = 0 = 0.

Sei also nun j keine Stufenposition von A. Dann ist z; frei (fiir beide Glei-
chungssysteme, siche Behauptung 2) und man findet = € ker A = ker B
mit z; = 1 und x; = 0 fiir alle anderen freien Unbekannten x;. Es folgt
1-z1+ax; =0=1-2;+bxr; und damit a = —x; = b. O
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Bemerkung 5.3.3. Ist A € K™*", so
kerA={zr e K" |VaerowA:ayxy+ - +a,z, =0} [— 5.1.9, 5.3.1].
Satz 5.3.4. Seien A, B € K™*™. Dann
A~B < kerA=kerB <= row A =row B

Beweis. Zeilenoperationen auf einer Matrix K™*" #ndern weder ihre Aquivalenzklasse
[— 5.2.2], noch ihren Kern [— 5.1.14 (b)] noch ihren Zeilenraum (sieht man leicht). Also
kénnen wir nach 5.2.3 und 5.2.4 A und B in reduzierter Stufenform annehmen. Dann

kerA:kengA:BﬁAwB:rowA:rongkerA:kerB

[
Korollar 5.3.5. [— 5.3.3] Ist A € K™, so
rowA={a € K" |V €kerA: ayz1 + ...+ apz, =0}
Beweis. Sei A € K™*".
,C* ist klar nach Def. 5.3.1.
2 Seia € K™ mit Ve € ker A : ayxq + ... + a,x, = 0.
Dann ker (,, 4, ) =ker A=ker(,4,) und daher
al
() €rowo t0) ™ sow(o ) = row 4
0
Bemerkung 5.3.6. Gegeben seien (M, ..., 2(™ € K™ Wir wollen ein homogenes lineares
Gleichungssystem ohne redundante Gleichungen finden, dessen Losungsmenge genau
span (:1:(1), e ,x(m)) ist. Diese sogenannte duale Aufgabe kann man wegen 5.3.5 wie folgt
16sen:
Schreibe (M, ... 2™ als Zeilen der Matrix X € K™ ". Lose das Gleichungssystem
X-a =0 (a € K") und fasse die gefundenen Basislosungen a'V), ..., a®) € K™ als Zeilen

der Matrix A € K*" auf. Esist A-x = 0 (x € K™) ein Gleichungssystem wie gewiinscht.
Beispiel 5.3.7. Wir suchen ein Gleichungssystem, dessen Losungsmenge

span ((;) , (?)) ist (K =R).
(3195

o= dasar=as b= { (1)
—span () = s ((2))

71 — 229 + 223 = 0 (x € R3) ist ein Gleichungssystem wie gewiinscht.

— N
= o
N~
N
{
2y
(NI
N
N
O | =
= O
—_ |
D=
N—

{aERg‘X-azo}:{aeR?’

Vorlaufiges Skript zur Linearen Algebra I



86 Vektorraume

§6.1 Definitionen und Beispiele von Vektorraumen,
Untervektorraume

Definition 6.1.1. |[— 3.1.1] Ein Vektorraum (VR) ist ein Tupel (K, +x, x,V,+,),
wobei (K, +x, -x) ein Korper, (V, +) eine abelsche Gruppe [— 2.1.1]Jund - : K xV — V
eine (meist unsichtbar oder infix geschriebene) Abbildung ist mit folgenden Eigenschaf-
ten:

(V) Ya,be K :Yv € V: (a -k b)v = a(bv) ,yertraglich®
(ﬁ) Yoe Vi ilgv=0v

%

(D) Vae K :Yo,w eV :alv+w) = (av) + (aw)

(D’) Va,be K :Yv €V : (a+g b)v = (av) + (bv)
Bemerkung 6.1.2. Sei (K, +k, 'k, V,+,+) ein Vektorraum.

(a) Die Elemente von V nennt man oft Vektoren. Wir bezeichnen sie oft mit
v, W, U, T, Y, . ... Frither bezeichnete man sie mit 7, ﬁ, e

(b) Die Elemente von K nennt man oft Skalare. Wir bezeichnen sie oft mit a, b, ¢, d, A, p,
a? /87 77 67 AR

(c) Sprechweisen:
o (K, +g, k) Grund-/Skalarkérper
e V zugrundeliegende (oder Trager-)Menge

(V,+) zugrundeliegende abelsche Gruppe oder additive Gruppe.
+ (Vektor-)Addition

- Skalarmultiplikation (nicht verwechseln mit Skalarprodukt!)

(d) ,,Punkt vor Strich“ [— 3.1.2 (f)]: av + bw = (av) + (bw) fir a,b € K,v,w € V.
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(e) (B) besagt, dass fiir jedes a € K die Abbildung V' — V,v — av ein Gruppenendo-
morphismus von (V, +) ist. Insbesondere a -0 = 0 [— 3.1.2 (g)| und a(—v) = —av
fiir alle a € K.

(f) Fiir alle v € V gilt O - v =0, denn Ogv + Oxv ©) (0g + 0k )v © Oxv.

(D’

(g) Fir alle a € K gilt (—a)v = —av, denn av + (—a)v =8 (a —a)v =0gv O

= 0.
Sprechweise und Notation 6.1.3. [— 2.1.2 (e), 3.1.2 (d)| Statt von einem Vektor-
raum (K, +x, i, V, 4+, ) spricht man auch von einem K-Vektorraum V' oder von einem
Vektorraum V' (tiber K). Statt +x und -5 schreibt man + und -.

Beispiel 6.1.4. (a) Jede einelementige abelsche Gruppe V' = {0} kann man fiir jeden
Korper K auf genau eine Weise zu einem K-Vektorraum machen (nidmlich indem
man die Skalarmultiplikation durch A-0 := 0 fiir A € K definiert). Mann nennt dann
V' einen Nullvektorraum.

(b) Sei der Korper K ein Unterring [— 3.2.1] des kommutativen Ringes A [— 3.1.1].
Dann ist A ein K-Vektorraum vermoge der Skalarmultiplikation - : K x A —
A, (N a) = X4 a.

Zum Beispiel wird in dieser Weise der Polynomring K[X] ein K-Vektorraum und die
komplexen Zahlen bilden einen reellen Vektorraum (d.h. C ist ein R-Vektorraum).
Es ist C aber auch ein C-Vektorraum. Allgemeiner ist jeder Koérper ein Vektorraum
iiber sich selbst, d.h. K ist ein K-Vektorraum vermége der Kérpermultiplikation als
Skalarmultiplikation.

(c) Ist A eine Menge, so wird die abelsche Gruppe #(A) aus 2.1.3 (e) ein Fy-Vektorraum
vermoge

Op,B := 0 und 1y, B := B fir B € Z(A).

Satz und Definition 6.1.5. [— 2.1.11| Sei K ein Korper, I eine Menge und fiir jedes
i € I ein K-Vektorraum V; gegeben. Das in 2.1.11 definierte direkte Produkt [],., V; der
additiven Gruppe der V; wird dann vermage der ,punktweisen® Skalarmultiplikation

Ex[[Vi=[]Vi(a. f) = (i = af(i)
i€l i€l
zu einem K-Vektorraum, dem direkten Produkt der K-Vektorrdume V; (i € I). Fir
ac K und f €], Vi gilt (af)(i) =af(i) fir allei e I.

Beweis. Ubung. [

Korollar 6.1.6. [~ 2.1.12] Sei K ein Kérper. Sind n € Ny und V4, ..., V,, K- Vektor-
raume, so ist die abelsche Gruppe Vi X ... x V,, zusammen mit der durch

a(;)::( : ) (a € K,vy €V4,...,0, €V},)
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definierte Skalarmultiplikation ein K -Vektorraum (wir schreiben hier n-Tupel wieder als
LSpaltenvektoren). Insbesondere ist fir jeden K-Vektorraum V und jedes n € Ny die
abelsche Gruppe V' =V x ... x V ein K-Vektorraum.

————

n-mal

Bemerkung 6.1.7. Sei K ein Korper und n € Ny. Als sehr wichtiger Spezialfall von 6.1.6
ergibt sich K™ ist mit der durch

A() = (A?l) (€ K,ay,...,an € K)[— 5.1.3 (¢)]

an Aan

definierten Skalarmultipliaktion ein K-Vektorraum (beachte K° = {()} ist ein Nullvek-
torraum [— 6.1.4 (a)]).

Beuspiel 6.1.8. R" =R x ... xR
—_——

n—mal
Rz\
as + bo
2 (0
R? (n = by
2(a) = (32)
2c1 = R
. e b ar+b
o 2¢o

Vektoraddition: Aneinanderfiigen von Pfeilen, Skalarmultiplikation: Strecken.

Definition 6.1.9. [— 2.2.1, 3.2.1] Seien U und V' K-Vektorrdume. Dann heift U ein
Untervektorraum oder (linearer) Unterraum (UR) von V', wenn die additive Gruppe |[—
6.1.2] von U eine Untergruppe der additiven Gruppe von V ist und Va € K : Vu € U :
a-ygu=a- yu.

Proposition 6.1.10. [— 2.2.2,3.2.2| Sei V ein K -Vektorraum und U eine Menge. Dann
1st U genau dann Tragermenge eines Unterraums von V', wenn gult:

(a) UCV,
(b)
(c) Vu,v e U :u+yveU und
(d)

In diesem Fall gibt es genau ein Paar (+y,-v), mit dem (K, +k, x,U, +u, v) ein Un-
terraum von (K, +g, k,V,+v, v) wird. Es gilt dann

OVeU,

Ve K:VueU: Ayuel.
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(a’) OUZOV,
(b") Yu,v €U :u+yv=u-+yv und
() VAe K :YuelU: Ahy=Ayu.

Beweis. Einfach mit 2.2.2 unter Verwendung von —yu 612 (=1)-yufiralleu e V. O

Beispiel 6.1.11. (a) Ist K ein Korper, so ist die Losungsmenge eines homogenen linearen
Gleichungssystems iiber K [— 5.1.1] in n Unbekannten ein Untervektorraum des
Vektorraums K. Dies besagt gerade 5.1.3.

(b) Die Mengen R der reellen und {a% |a € R} der rein imagindren Zahlen sind jeweils
Unterrdume des R-Vektorraums C, aber nicht des C-Vektorraums C.

(c) Ist K ein Korper, so ist fiir jedes d € {—oo} UNy K[ X := {p € K[X] | degp < d}
ein Unterraum des K-Vektorraums K [X]. (schlampig gesagt: ein K-Unterraum von
K[X]).

Proposition 6.1.12. [~ 2.2.5, 3.3.8] Sei V' ein K -Vektorraum und M eine Menge von
Unterrdumen von V. Dann ist (\ M ein Unterraum von V. (mit (0 :=V ).

Beweis. Einfach mit 2.2.5. O

Satz und Definition 6.1.13. |~ 2.2.6, 3.3.9] Sei V' ein K-Vektorraum und E C V.
Dann gibt es den kleinsten Unterraum U von V mit E C U. Man nennt ihn den von E

inV eracugten Unterraum oder die incare Hille von E (in' V') und notiert
aufgespannten den Spann

in mit span (E).
Beweis. Vollig analog zum Beweis von 2.2.6 (benutze 6.1.12 statt 2.2.5). O

Satz 6.1.14. [~ 2.2.7, 3.3.10| Sei V' ein K-Vektorraum und E C V. Dann

span (F) = { Z AiV;
i=1

,Linearkombinationen*

neNo,/\l,...,AneK,vl,...,vneE}.

Beweis. Der Beweis ist analog zum Beweis von Satz 2.2.7 und stellt gleichzeitig einen
neuen Beweis fiir 6.1.13 dar. ]

§6.2 Basen

Definition 6.2.1. Seien V' ein K-Vektorraum, n € Ny und vq,...,v, € V.
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(a) Man nennt

span(vy, ..., v,) = span({vy,...,v,}) S1UP) { Z Aiv;
i=1

Al,...,/\neK}

den Spann von vy, ..., v, [—5.1.5, 6.1.13, 6.1.14]. Man sagt, vy, ...,v, erzeugen V
(oder spannen V auf oder bilden ein Erzeugendensystem von V'), wenn

V = span(vi,...,U,).

(b) Man nennt vy, ..., v, linear unabhingig, wenn
span(vy, ..., Vi—1, Vit1, .- -, Un) 7 Span(vy, ..., vy,)
fir alle ¢ € {1,...,n}. Andernfalls nennt man vy, ..., v, linear abhingig
(c) Es heifst (vy,...,v,) eine (geordnete) Basis von V, falls vy, ..., v, linear unabhéngig
sind und V' erzeugen. Man sagt dann auch, v, ..., v, bilden eine Basis von V.

Beispiel 6.2.2. Sei K ein Korper und n € Ny. Ist firi € {1,...,n}

0

i-te Stelle E Kn

@)
&
i
~

6
der i-te Standardvektor (oder kanonische Einheitsvektor) im K™, so ist
e:=(eq,...,en)

eine Basis des K. Man nennt sie die Standardbasis (auch natiirliche Basis oder kanoni-
sche Basis) des K.

Proposition 6.2.3. Seien V' ein K-Vektorraum, n € Ny und vy, ...,v, € V. Dann sind
folgende Aussagen dquivalent:

(a) v1,...,v, sind linear unabhdingig.

(b) VAL,..., €K (Mo +-- 4+ X0, =0 = A\ =--- =)\, =0), das heifit ,der
Nullvektor ldsst sich aus den v; nur trivial kombinieren®

Beweis. Die logischen Negationen von (a) und (b) sind:
(a) Es gibt ein ¢ € {1,...,n} mit span(vy, ..., v0;i_1, Vi1, ..,0,) = span(vy, ..., v,).

(b) Esgibti e {1,...,n}und Ay,..., A\, € K mit \jv; + -+ + A\v, =0 und \; # 0.

Wir zeigen, dass fiir alle ¢ € {1,...,n} dquivalent sind:
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(8) span(vi, ..., Vi—1,Vit1,- .., Uy) = span(vy, ..., v,).

(b) Es gibt A1,..., A, € K mit \joq + -+ + A\yv, = 0 und \; # 0.
Dies ist klar, da (&) und (B) beide dquivalent sind zu v; € span(vy, ..., Vi1, Vit1,-- -, Up)-
]

Bemerkung 6.2.4. (a) In §5.1 hatten wir gesehen, wie man aus einer gegebenen Matrix
in reduzierter Stufenform eine Basis ihres Kerns ablesen kann [—5.1.14(a)].

(b) Die Nichtnullzeilen einer Matrix in Stufenform [—5.1.10] bilden eine Basis ihres
Zeilenraums. In der Tat: Sie spannen den Zeilenraum gemafl seiner Definition 5.3.1
natiirlich auf. Um zu zeigen, dass sie linear unabhéngig sind, bezeichne r die Anzahl
der Stufen und @ die i-te Zeile fiir jedes i € {1,...,7}. Seien A1,...,\, € K mit
Sy Na® = 0. Angenommen es gilt nicht Ay = --- = A\, = 0. Dann gibt es ein
Ee{l,....,r} mit \y = --+ = N1 = 0 # A\g. Ist ji die k-te Stufenposition der
Matrix, so folgt nun )\kay:) = 0 und daher \; = 0. Widerspruch!

o)
a® (1): 1\ =0

CL(4) (2) : 7/\1 +3)\2 =0
a(5) =0

000 0 0 0
1) (2)
(c) Bemerkungen (a) und (b) zeigen, wie man mit dem Gauf-Verfahren aus §5.2 zu

einer gegebenen Matrix A € K™*" (K ein Korper) Basen der Untervektorrdume
ker A und row A des K-Vektorraums K™ berechnen kann.

Lemma 6.2.5 (Austauschlemma von Steinitz). [Ernst Steinitz *1871 11928|

Sei (v1,...,vy,) eine Basis des K-Vektorraums V. Seien \y,..., A\, € K, w =" \v;
und j € {1,...,n} mit \; # 0. Dann ist auch (vy,...,vj_1,W,Vj41,...,0U,) eine Basis
von V.

Beweis. Wegen

n

1
V; = Z(—)\zﬁiz + 1w
J i=
%
gilt v; € span(vy, ..., vj_1, W, Vj11,...,0,) fir alle € {1,...,n} und daher
span(vy, ..., V1, W, Vjt1,...,0,) = V.
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Es ist noch zu zeigen, dass vy,...,vj_1,w,Vj41,...,0, linear unabhéngig sind. Seien
hierzu pq, ..., pu, € K mit

Z,U,ﬂ)i + HiW = 0.
=

Zu zeigen ist pu; = 0 fir alle i € {1,...,n}. Es gilt

0= Z,U/zvz + %% Z )\ﬂ]i + /Lj)\jvj = Z(,Uzl + ,MJ)\Z)Ul -+ /Lj)\jvj.
i i i
Da vy,...,v, linear unabhéngig sind, folgt 4; = 0 (denn p;jA; = 0 und A; # 0) und
somit p; = p; + pjA; =0 fir alle s € {1,...,n}\ {j}. O

Satz 6.2.6 (Austauschsatz von Steinitz). Sei (vy,...,v,) eine Basis des Vektorraums
V und seien wy,...,w, € V linear unabhdingig. Dann g¢ibt es paarweise verschiede-
ne iy, ... im € {1,...,n} so, dass vy,...,v, nach Ersetzen von v;; durch w; (j €
{1,...,m}) immer noch eine Basis von V ist. Insbesondere gilt m < n.

Beweis. Induktion nach m.
n =0 nichts zu zeigen
m—1—=m (m€N) Nach Induktionsvoraussetzung und Umnummerierung bilden

Wiy v ey Wim—1,VUm;y -+ -, Un

eine Basis von V' (insbesondere m — 1 < n). Wéhle \;, H; € K mit

m—1 n
W = Z )\Z’LUl + Z H;U;5.
i=1 j=m
Da wy, ..., w,y, linear unabhéngig sind, gibt es ein y; # 0 (insbesondere m < n). Wende
nun das Austauschlemma 6.2.5 an. O]
Definition 6.2.7. [—6.2.1] Sei V ein Vektorraum und G C V.

(a) Es heifit G ein Erzeugendensystem von V (auch G erzeugt V oder spannt V' auf),
wenn span(G) =V [—6.1.13].

(b) Es heifst G linear unabhdngig in V', wenn span(G \ {v}) # span(G) fiir alle v € G.
Andernfalls heifst G' linear abhdngig in V.

(c) Es heifit G eine (ungeordnete) Basis von V', wenn G ein linear unabhéngiges Erzeu-
gendensystem von V ist.

Beispiel 6.2.8. Sei K ein Korper.

(a) Ist V = {0} ein Nullvektorraum [—6.1.4(a)], so ist () die einzige Basis von V.
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(b) Die Basen des K- Vektorraums K |[—6.1.4(b)| sind genau die einelementigen Mengen
{a} mit a € K*.

(¢) Esist {1,2} eine Basis des R-Vektorraums C [—4.2.3(b)].

(d) Die Menge der Monome {1, X, X% X3, ...} ist eine Basis des K-Vektorraums K |[X]

[—3.2.4, 3.2.6].
(e) Die Menge {e,...,e,} der Standardvektoren [—6.2.2| ist eine Basis des K- Vektor-
raums K.
1 0 0
0 1 0
(f) ol 101,161, .. istkeine Basis des K-Vektorraums

KN={f|f:N— K} ={(a;)ien | Vi € N: q; € K}
aller Folgen in K |[—6.1.5], denn der Spann ist nur der Untervektorraum

{f|f:N—>K,\{i€N\f(i)7é0}l endlich}

=:Su‘r:p(f)

aller Folgen mit endlichem Trager (support auf Englisch).

(g) Ist V ein K-Vektorraum und G C V, so ist G ein Erzeugendensystem des Vektor-
raums span(G) und es ist G genau dann eine Basis von span(G), wenn G linear
unabhéngig ist.

Warnung 6.2.9. [—6.2.1, 6.2.7] Seien V ein Vektorraum und vy, ..., v, € V. Dann sind
v1, ..., 0, linear unabhéngig in V' genau dann, wenn die Menge {v,...,v,} linear un-
abhéngig in V' ist und vy,...,v, paarweise verschieden sind. Dementsprechend bilden
v1,...,V, eine (geordnete) Basis von V' genau dann, wenn die Menge {vy,...,v,} eine
(ungeordnete) Basis von V' ist und vy, ..., v, paarweise verschieden sind.

Beispiel 6.2.10. {(9), (1), (1)} = {(9), (1)} ist eine Basis von B2, aber (§), (1), (1)

bilden keine Basis von R2.

Proposition 6.2.11. Sei V' ein K-Vektorraum und F C V. Dann sind dquivalent:
(a) F ist linear unabhdngig.

(b) Jede Teilmenge von F ist linear unabhdngig.

(c) Jede endliche Teilmenge von F ist linear unabhdingig.

(d) Alle paarweise verschiedenen vy, . .., v, € F sind linear unabhdingig.
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Beweis. (a) = (b) Gelte (a) und sei £ C F. Sei v € E. Zu zeigen ist

span(E\ {v}) # span(E),

was aquivalent zu v € span(FE \ {v}) ist. Es gilt aber sogar v ¢ span(F \ {v}).

(b) = (c) ist trivial.

(c) = (d) ist klar (vergleiche Warnung 6.2.9)

(d) = (a) zeigen wir durch Kontraposition: Gelte (a) nicht, das heifst es gebe ein v € F
mit span(F \ {v}) = span(F'). Wir zeigen, dass (d) nicht gilt. Wegen v € span(F') =
span(F \ {v}) und 6.1.14 gibt es paarweise verschiedene vy,...,v, € F'\ {v} mit v €

span(vy, . .., v,). Dann sind vy, . .., v,, v paarweise verschieden und linear abhéngig, denn
span(vy, . .., v,) = span(vy, ..., Uy, v). O

Notation 6.2.12. [— 1.1.12] Eine Menge A heifst echte Teilmenge der Menge B, und
wir schreiben A C B, wenn A C B und A # B. Man bezeichnet dann B auch als echte
Obermenge von A, wofiir wir B D A schreiben.

Bemerkung 6.2.13. Um den folgenden Satz 6.2.14 besser zu verstehen, sollte man zu-
nachst sein Korollar 6.2.15 betrachten und beim ersten Lesen des Beweises F' := () und
G = V setzen. Beachte auch, dass im Beweises des Satzes die folgenden Inklusionen
gelten:

FCOCCBCDCG

Satz 6.2.14. Sei V ein Vektorraum und F C B C G C V. Sei F' linear unabhdingig und
G ein Erzeugendensystem von V. Dann sind dquivalent:

(a) B ist eine Basis von V.

(b) B ist ein Erzeugendensystem von V' aber kein C' mit F C C C B ist ein Erzeugen-
densystem von V.

(¢c) B ist linear unabhdngig aber kein D mit B C D C G ist linear unabhingig.

Beweis. Bezeichne K den Grundkérper von V' [—6.1.2(c)|.

(a) = (b) Sei B eine Basis von V. Gelte C' C B. Wir zeigen span(C) # V. Wihle
hierzu v € B\ C. Dies folgt aus

CCB\{v}
span(C) C  span(B\ {v}) C span(B).

(b) = (c) Gelte (b) und B C D C G. Zu zeigen ist, dass B linear unabhéngig und
D linear abhéngig ist. Um letzteres zu zeigen, reicht es v € D\ B zu wihlen, denn fiir
dieses gilt B C D\ {v} C D C V und daher

v & span(B) < span(D\ {v}) € span(D) € V,
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also span(D \ {v}) = span(D). Um zu zeigen, dass B linear unabhéngig ist, wenden
wir 6.2.11(d) zusammen mit 6.2.3 an und beachten dabei, dass B = F U (B \ F).
Seien also vy,...,v, € F und wy,...,w, € B\ F jeweils paarweise verschieden und
ALy s Ay s e oy s € K mit 307 Ny + D70 pyw; = 0. Zu zeigen ist A; = 0 und
p; = 0 fiir alle 7 und j. Wére ein p; # 0, so

1

w; =
J
Hj

E A\iU; + g pewe | € span(B \ {w;}),
i=1 =1
£

also V & span(B) = span(B \ {w;}) im Widerspruch zu (b). Also p; = 0 fiir alle j. Da
F' linear unabhéngig ist, gilt auch A; = 0 fiir alle .

(c) = (a) Gelte (c). Zu zeigen ist span(B) = V. Hierzu geniigt es G C span(B) zu
zeigen (denn dann V' = span(G) C span(B) = V/, also span(B) = V). Sei also v € G.
Zu zeigen ist v € span(B). (B v ¢ B. Dann B C D := BU {v} C G. Nach (c) ist
D linear abhéngig, das heifst es gibt nach 6.2.11 in Kombination mit 6.2.3 paarweise
verschiedene vy,...,v, € B und es gibt A\,..., \,, A € K, die nicht alle null sind,
mit A\jv; + -+ + \yv, + Av = 0. Da B linear unabhéngig ist, gilt A\ # 0 und es gilt
v € span(vy, ..., v,) C span(B) wie gewiinscht. ]

Korollar 6.2.15. Sei V' ein Vektorraum und B C V. Dann sind dquivalent:

(a) B ist eine Basis von V.

(b) B ist ein minimales Erzeugendensystem von V.

(¢) B ist eine maximale linear unabhdngige Teilmenge von V.

Beweis. Nehme F := () und G :=V im 6.2.14. O

Definition 6.2.16. Ein Vektorraum heifst endlich erzeugt (abgekiirzt: e.e.), falls er ein
endliches Erzeugendensystem besitzt.

Beispiel 6.2.17. Fiir jedes d € {—oo} U Ny ist der K-Vektorraum K[X]; [—6.1.11(c)]
endlich erzeugt, denn es ist zum Beispiel {1, X, X?,..., X9} ein endliches Erzeugenden-
system (sogar eine Basis). Dagegen ist der K-Vektorraum K[X] nicht endlich erzeugt,
denn jedes endliche G C K[X] ist in einem der Unterrdume K[X]; (d € {—o0o} U Ny)
enthalten.

Korollar 6.2.18. Jeder endlich erzeugte Vektorraum besitzt eine endliche Basis.

Beweis. Entferne aus einem endlichen Erzeugendensystem sukzessive iiberfliissige Ele-
mente bis ein minimales Erzeugendensystem vorliegt. Wende nun 6.2.15(b) an. [

Satz 6.2.19. Sei V ein Vektorraum und G ein endliches Erzeugendensystem von V.
Dann gilt fiir jede linear unabhdingige Menge F' von V, dass #F < #G.
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Beweis. Analog zum Beweis von 6.2.18 kann man (E G als Basis voraussetzen. Dann
folgt aber die Behauptung aus dem ,insbesondere” in der Aussage des Austauschsatzes
von Steinitz 6.2.6. O

Korollar 6.2.20. Sei V' ein endlich erzeugter Vektorraum, F C G C V, F linear
unabhdngig und G ein Erzeugendensystem von V. Dann gibt es eine endliche Basis B
vonV mit F C BCG(.

Beweis. Starte mit B := F' und vergrofere solange es moglich ist B durch Hinzunahme
eines Elements aus G'\ B so, dass B dabei linear unabhéngig bleibt. Dieser Prozess muss
wegen 6.2.19 nach endlich vielen Schritten abbrechen. Falls dann B = G gilt, so ist B
linear unabhéngig und ein Erzeugendensystem, also eine Basis. Gilt aber dann B # G,
so ist Bedingung 6.2.14(c) erfiillt und B ist wieder eine Basis. O

Bemerkung 6.2.21. Mit  transfiniten“ Beweistechniken (zum Beispiel dem ,Zornschen
Lemma“) werden wir in der Linearen Algebra II zeigen, dass Korollar 6.2.20 richtig
bleibt mit ,Vektorraum® statt ,endlich erzeugter Vektorraum* und ,Basis“ statt ,endlicher
Basis“. Insbesondere besitzt jeder Vektorraum eine Basis. In der Linearen Algebra I
werden wir dies weder benutzen noch beweisen.

Satz 6.2.22. Sei V' ein Vektorraum. Es sind dquivalent:
(a) V ist endlich erzeugt.

(b) V' hat eine endliche Basis.

(c) Jede linear unabhdingige Teilmenge von V ist endlich.

Beweis. (a) = (b) ist 6.2.18 und (b) = (c) folgt aus 6.2.19. Schlieflich zeigen wir
(¢) = (a) durch Kontraposition: Es gelte (a) nicht. Dann finden wir rekursiv eine Folge
(Un)nen mit v, & span(vy,...,v,) fir alle n € N. Es ist dann {v,, | n € N} unendlich und
linear unabhéngig, denn wéren Ay,..., A\, € K mit Y ", \;u; = 0 und A, # 0, so folgte
Uy = —ﬁ ?;11 Aiv; € span(vy, ..., v,-1), was der Wahl der Folge widerspricht. O

Satz 6.2.23. Seien B und C' Basen eines endlich erzeugten Vektorraums. Dann sind B
und C' endlich und es qilt #B = #C'.

Beweis. Wegen 6.2.22(c) sind B und C endlich. Wegen 6.2.19 gilt #B < #C und #C <
#B. O

Definition 6.2.24. Sei V ein Vektorraum. Die Dimension von V ist definiert durch

#B falls V endlich erzeugt ist und B eine Basis von V ist

oo  falls V' nicht endlich erzeugt ist.

dim(V) := {

Diese Definition ist wegen 6.2.23 sinnvoll.

Bemerkung 6.2.25. Sei V' ein K-Vektorraum.
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(a) Wenn man weifs, dass jeder Vektorraum eine Basis hat [— 6.2.21], kann man &qui-
valent definieren dim(V') := #B |— 1.1.21], falls B eine Basis von V ist.

(b) dim(V) =0 < V ={0}
(c) dim(K™) = n fir alle n € Ny [—6.2.8(¢)]

(d) Es gilt V endlich erzeugt <= dim(V) < co. Statt von einem ,endlich erzeugten®
spricht man daher meist von einem ,endlichdimensionalen® Vektorraum.

(e) Manchmal schreibt man dimg (V') statt ,Dimension von V' als K-Vektorraum*. Zum
Beispiel gilt dimg C = 2 [—6.1.4(b), 6.2.8(c)] und dimc C =1 [—6.2.8(b)].

Satz 6.2.26. [—6.2.1] Sei V' ein endlichdimensionaler Vektorraum der Dimension n.
Seien vy, ...,v, € V. Dann sind dquivalent:

(a) v1,...,v, erzeugen V.
(b) v1,...,v, sind linear unabhdngig in V.
(¢) v1,...,v, bilden eine Basis von V.

Beweis. Es reicht (a) = (c) und (b) = (c) zu zeigen.

(a) = (c) Wende Korollar 6.2.20 an mit ' = () und G = {vy,...,v,}, um eine Basis
B von V mit B C G zu erhalten. Es muss nach 6.2.23 #B = n und daher B = G gelten.
Da insbesondere vy, ..., v, paarweise verschieden sind, bilden sie eine Basis von V.

(b) = (c) Wende Korollar 6.2.20 an mit F' = {vy,...,v,} und G =V, um eine Basis
B von V mit F' C B zu erhalten. Es muss nach 6.2.23 #B = n und daher B = G gelten,
denn vy, ..., v, sind paarweise verschieden. Also bilden vy, ..., v, eine Basis von V. [J

Korollar 6.2.27. Set V' ein endlichdimensionaler Vektorraum und U ein Untervektor-
raum von V [—6.1.9]. Dann

U=V «— dimU =dimV.

Beweis. Fiir die nichttriviale Richtung sei n := dimU = dim V. Zu zeigen ist U = V.
Waéhle eine Basis vy, ...,v, von U. Da vy,...,v, linear unabhéngig im Vektorraum V'
der Dimension n sind, bilden sie nach Satz 6.2.26 eine Basis von V', insbesondere ein
Erzeugendensystem von V. Also gilt U = span(vy,...,v,) = V. O

Proposition 6.2.28. Sei U ein Untervektorraum des Vektorraums V', so ¢ilt dimU <
dim V.

Beweis. (E dimV < oo. Ergénze eine Basis von U zu einer Basis von V. O

Bemerkung 6.2.29. Sei K ein Korper.
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(a) Die Dimension des Kerns einer Matrix A € K™ ™ in reduzierter Stufenform mit
r Stufen ist die Anzahl der freien Unbekannten des Gleichungssystems Ax = 0
(x € K™), also n — r |[—6.2.4(a)|. Dasselbe gilt fiir eine Matrix in Stufenform, da
sich die Anzahl der Stufen bei Uberfiihrung in reduzierte Stufenform nicht &ndert.

(b) Die Dimension des Zeilenraums einer Matrix A € K™*™ in Stufenform ist die Anzahl
der Stufen [—6.2.4(b)].

(c) Da sich Kern und Zeilenraum bei elementaren Zeilenoperationen nicht éndern, ist
mit (a) und (b) klar, wie man deren Dimension berechnet.

Beispiel 6.2.30. (%) , (i) , <%1> spannen R? auf, denn der Zeilenraum von

1 30 1 3 0 13 0 13 0
2 1 3) 2R 0 5 3] PR 0 1 3] PR R0 10
~1 10/ N0 4 0) Zoz \o1 o0 % \0 0 -3

ist dreidimensional.

§6.3 Lineare Abbildungen

In diesem Abschnitt sei K stets ein Korper.

Definition 6.3.1. [— 2.2.9, 2.2.12, 3.2.8, 3.2.10] Seien V und W K-Vektorrdume.
Dann heifst f ein ((K-)Vektorraum-)Homomorphismus oder eine (K -)lineare Abbil-
dung von V nach W, wenn f : V — W ein Gruppenhomomorphismus der addi-
tiven Gruppe von V und W ist (,Additivitdt) mit Yo € V : VA € K : f(\v) =
Af(v) (,Homogenitéat“). Eine lineare Abbildung f : V' — W heifst ((K-)Vektorraum-)

FEinbettung oder Mono- injektiv
Epi- morphismus, wenn f < surjektiv » ist. Einen Vektorraumho-
Iso- bijektiv

momorphismus f : V' — V nennt man auch einen ((K-)Vektorraum-) Endomorphismus
von V und, falls er bijektiv ist, ((K-)Vektorraum-) Automorphismus von V.

Beispiel 6.3.2. Die folgenden Abbildungen sind linear:

(a) R, : R? — R? Drehung um den Winkel ¢ € R (gegen den Uhrzeigersinn am Ur-
sprung).
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(b) S:R* = R2 (y) — (") Spiegelung an der zweiten Koordinatenachse.

OO

S(v v

(c) P:R* = R? (y)+— (%) Projektion auf die erste Koordinatenachse.

—

—

—
<

(d) T, : R* - R?, () — (") Scherung an der ersten Koordinatenachse um a € R.

(e) Sei A € K™ ™ Dannist fs : K" — K™, x +— Ax [~ 5.1.9] linear (nachrechnen!). Es
gilt ker f4 = ker A [— 2.3.10 (b), 5.3.1]. Weiter ist im A := im f4 [— 2.3.13] der von
den Spalten von A aufgespannte Unterraum von K™, den wir auch den Spaltenraum
von A (vgl. auch 5.3.1) oder das Bild von A nennen.

(f) D : K[X] = K[X],>r_oax X — >0 kapyX*' (n € Ny, ag,...,a, € K) mit
k=1+...+1€ K.
———

k-mal

DY K[X]s — K[X]a,p+ D, [d € Ny formale Ableitung.
p(a1)

(g) Eay... an:K[X]—>K”,p»—>< : >[n€NO,a1,...,an€K].

p(‘in)

p(an)

p(a1)
Eécll) an:K[X]d%K”,pH< : )[dGNo]
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(h) Die komplexe Konjugation C': C — C, z + z* ist R-linear, aber nicht C-linear. In
der Tat: C' ist nach 4.2.7 ein Automorphismus des kommutativen Ringes C, insbe-
sondere der additiven Gruppe von C. Es gilt C'(Az) = (A2)* = X*2* = Az* = \C(2)
fiir alle A € R und z € C, aber C'(21) = —2 # 2 = 1C(1).

Proposition 6.3.3. Seien U, V,W K -Vektorrdume.
(a) Sind U Lvaw Vektorraumhomomorphismen, so auch go f.
(b) Ist f:V — W ein Vektorraumisomorphismus, so auch f~'.

Beweis. Nach 2.2.14 muss jeweils nur noch die Homogenitédt [— 6.3.1] nachgerechnet
werden.

(a) Sind U Lyvsw Vektorraumhomomorphismen, v € U und A € K, so
(g0 f)(du) = g(f(hu)) = g(Af(u)) = Ag(f(u)) = Mg o f)(u).
(b) Sind f:V — W ein Vektorraumisomorphismus, w € W und A € K, so

FUTHOw) = (f o f7H) () = idw (Aw) = dw = Nidw (w) = A(f o f7)(w)
f Hom.

=AM w)) " =T T (w)
und daher f~(A\w) = \f~1(w), da f injektiv ist.
O

Proposition 6.3.4. Seien V und W K-Vektorraume, BCV undg: B — W. Ist B
{ cine Basis } von V', so gibt es { genau } eine lineare Abbildung f :

ein Erzeugendensystem hochstens

Beweis. Seien zundchst B ein Erzeugendensystem von V und fi, fo : V. — W linear

mit filp = g = fa|p. Zu zeigen: fi = fo. Sei v € V. Wegen V = span B gibt es
n € Np,vp,...,v, € Bund A\j,...,\, € Bmitv=> ., \jv;. Dann gilt

FO) = 3 Nfilw) = 3" Migle) = > Nifalws) = £a(v)

Sei nun B sogar eine Basis von V. Dann gibt es fiir jedes v € V eine eindeutig bestimmte
Familie (Mu)yep in K mit endlichem Trager {u € B | Au# 0} und v = > .z Au =
Z;ej Ayu. Daher ist

w#0

f: V=W, Z Aull > Z Aug(u) ((M)ues € KP mit endlichem Triiger)

ueB ueB
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eine wohldefinierte Abbildung.
Zu zeigen: f linear. Seien (A, )uep und (g, )uep Familien in K mit endlichen Triagern und

Are K.
Dann

(ZAquZ#u) = f(Z(Au+uu)U>

u€B ueB ueB

Z u+ )9 (w) 23 Nagl) + 3 prag(u)

- (Z )\uu> + f (Zuu ) und

ueB ueB

f(AZAuu> D ; ( AN u> © (Z(Axwu) =3 (D))

ueB ueB ueB ueB

W Z Aug(u E A Aug(u) = Af (quu)
€B ueB ueB

Beispiel 6.3.5. (a) Um zu zeigen, dass fiir alle p € R[X] gilt:

o [ swdr=p( ) +o(-5).

reicht es wegen der Linearitéit der beiden Abbildungen R[X], — R, p — fjl p(z) dx

und R[X], > R,p—p (\[) —i—p( 7) zu zeigen, dass (x) fiir alle p € {1, X, X?}
gilt, denn {1, X, X?} erzeugt den R-Vektorraum R[X]s.

1
/ ldr=2=1+1

1

! 1 1
rdr=0=—&— —&
/_1 \/§ 3

[ 5]t () ()

r=—1

(b) Die formale Ableitung D : K[X]| — K[X] aus 6.3.2 (f) hédtte man wegen 6.2.8 (d)
auch wie folgt definieren koénnen: ,Sei D : K[X] — K[X],1 — 0,XF — kXF1

(k € N) linear.”
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Proposition 6.3.6. Seien V' ein K-Vektorraum, vy, ... v, € V und v = (v1,...,v,).
A mjektiv

Die Abbildung vec, : K™ — V, ( : ) > A\ ast linear. Sie ist < bijektiv p genau
An surjektiv

linear unabhdngig in V' sind
dann, wenn vi,..., U, eine Basis von V' bilden
V' erzeugen

Beweis. vec, ist offensichtlich linear, da es die eindeutig bestimmte Abbildung K™ — V
ist, die e; [= 6.2.2] auf v; abbildet. Es gilt vec, injektiv <= kervec, = {0} Paig

v1,...,V, linear unabhangig in V' und vec, surjektiv <= imvec, Gé(a) Vlyevvy Un
erzeugen V. O]
Notation und Proposition 6.3.7. Seiv = (vq,...,v,) eine Basis des K-Vektorraums
V. Dann sind \
1 n
vec, : K" =V, ( : ) >—>Z/\Z~v,~ und
An i=1

n A\
coordyzzvec;:V—>K",Z)\ivi»—> ( : ) (A, ..,y € K)
i=1 An

»Koordination®

nach 6.3.6 und 6.3.3 Vektorraumisomorphismen.

Satz 6.3.8. Sei V' ein K-Vektorraum mit Basis v = (vy,...,v,). Sei W ein weite-
injektiv
rer K-Vektorraum und f : V. — W linear. Genau dann ist f < bijektiv », wenn
surjektiv
linear unabhdngig in W sind

fv1), ..., flug) eine Basis von W bilden

W erzeugen

Beweis. K" —% V Jow
Da vec, bijektiv ist, kann man f durch f ovec,, V durch K" und v durch e ersetzen.
Wende nun 6.3.6 an unter Beachtung von f o vec, = vec(s(,),....f(vn))- O

Definition 6.3.9. |[— 2.2.15] Zwei K-Vektorrdume V' und W heifen isomorph, wenn
es einen [somorphismus von V nach W gibt, in Zeichen V = W.

Satz 6.3.10. Seien V und W K-Vektorriume, von denen mindestens einer endlich
dimensioniert ist. Dann'V 2 W <= dimV =dim W.

Beweis. (E V' endlich dimensioniert [— 6.2.25 (d)|, etwa mit Basis (vq,...,v,) [—
6.2.22].

,=—" Gelte V= W. Wihle Isomorphismus f : V — W. Dann (f(vy),..., f(v,)) Basis
von W [— 6.3.8]. Also dim V' = dim W |— 6.2.24].
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»<—" Gelte dimV = dim W. Dann dim W = n, d.h. es gibt eine Basis (w, ..., w,) von
W. Definiere lineare Abbildung f : V — W,v; — w; [— 6.3.4]. Nach 6.3.8 ist f
bijektiv, also ein Isomorphismus.

O
Korollar 6.3.11. Jeder Vektorraum der Dimension n € Ny ist isomorph zu K™.

Bemerkung 6.3.12. ,Bis auf Isomorphie” gibt es also keine anderen endlich dimensionalen
K-Vektorrdume als die K™ (n € Ny). Dabei entspricht die Wahl einer geordneten Basis
[— 6.2.1 (c)] der Wahl eines Isomorphismus:

Satz 6.3.13. Sei V' ein K-Vektorraum mit n := dimV < oco. Die Zuordnungen

V > Vec,

(f(€1>,~--,f(en)) A f

vermitteln eine Bijektion |— 1.2.7| zwischen der Menge der geordneten Basen von V
und der Menge der Vektorraumisomorphismen K™ — V.

Beweis. Zu zeigen:
a) Ist v Basis von V, so ist vec, ein Isomorphismus.

b) Ist f: K™ — V ein Isomorphismus, so (f(e1),..., f(e,)) Basis von V.

(a)
(b)
(c) Ist v = (vy,...,v,) Basis von V, so gilt v = (vecy(e1), ..., vecy(ey)).
(d) Ist f: K™ — V ein Isomorphismus, so f = vec(s(e,),....f(en))-

(a)

a) folgt aus 6.3.5, (b) aus 6.3.8, (c) aus 6.3.7 und (d) aus 6.3.4. O
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[Arthur Cayley *1821, 11895]

In diesem Kapitel sei stets K ein Korper.

§7.1 Matrixdarstellungen von linearen Abbildungen

Definition 7.1.1. Seien V und W K-Vektorrdume mit Basen [— 6.2.1 (c), 6.3.7] v =
(v1,...,v,) und w = (wy,...,wy). Eine Matrix A € K™ ™ heit Darstellungsmatriz
einer linearen Abbildung f : V' — W beziiglich der Basen v und w, falls [— 6.3.2 (e)]

(%) f = vec, ofa o coord,
n f n
Zj:l Ajv; V—0—m>W D iy HiWi
I COOdel%’ 2TV€Cw I
A M1
( : > Kt ——— K™ ( : )
X, x — Ax fin

Bemerkung 7.1.2. In der Situation von 7.1.1 gilt

-1
vecCy =coordy
coord,, of = f4 o coord,

< Vje{l,...,n}: coordy(f(v;)) = fa(coord,(v;))

€j
N ——
:Ae]-

< Vje{l,...,n}: Ae; = coordy(f(v;))

(*)

,In den Spalten stehen die Koordinaten der Bilder der Basisvektoren.*
Zu jeder linearen Abbildung zwischen endlichdimensionalen Vektorraumen gibt es also
beziiglich gegebener Basen jeweils genau eine Darstellungsmatrix.

Notation 7.1.3. M(f,v,w) steht fiir das eindeutig bestimmte A aus 7.1.1.
Beispiel 7.1.4. [ 6.3.2] e = (e1,e2) = ((}),(9)) Standardbasis des R? [— 6.2.2].
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(a) R, :R?* — R? Drehung um ¢

Ry(er) = (Gng)

Ry(e2) = (et¥)

Ry(e1) = (cos@)er + (sing)e
R,(e2) = (—=sing)e; + (cosp)es
MiReo = (58 o0F)

(b) S(er) =(=1)e1 +0- e
S(ez) = 0eq + leg

1+ (-5 () = o

n 2
1 3w2

M(P,e,e) = ((1] 8), denn P(e;) = le; + 0ep und P(eg) = Oey + Oes.

M(T,, e e) = ((1) Cf), denn T,(e;) = leg + Oeg und T,(ey) = aey + es.

Schreibe v und w fiir die Standardbasen [— 6.2.2] des K™ und K™. Es gilt vec,
idgn» und vec, = idgm. Daher coord, = idgy = idg» und somit f4 = idgm ofs o
idgn = vec,, of4 o coord,, das heifst M(fa,v,w) = A.

(f) v:=(1,X,..., X% ist Basis von K[X], [~ 6.2.8 (d)]
kXFU falls ke {1,....d}.
010 0
0 2
Also M(DD v,0) = |1 & 0 0 DD(X?)=2X =0-142-X+0-X+. ..
Do d
0 00 0
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(g) v wie eben, w := Standardbasis des K™.

Vandermonde-Matrix
: [Alexandre-Théophile Vandermonde,
d *1735, 11796]

.....

M(C,v,v) = (é _01)

Erinnerung 7.1.5 (Spezialfall von 6.1.5). Ist I eine Menge und V' ein K-Vektorraum, so
ist auch V7 "L {f|f:1—V}. ein K-Vektorraum vermoge (f + g)(i) = f(i) + g(3)

und (Af)(7) = A(f(4)) fiir alle f,g € VI und X € K.
Der Spezialfall I = {1,...,m} x {1,...,n} |[—= 5.1.8) und V = K liefert den K-

Vektorraum K™*™ der m X n-Matrizen tiber K:

aip . Qin by -+ biy ajp +by o0 a, + by
+| L = : :
m1 = Qmnp bml T bmn Qm1 + bml ot Qmn + bmn
aix - Qip Aaip o Aagy
N = 0 : (aij, bij, A € K)
m1 = Qmnp )\aml T )\amn
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Notation und Proposition 7.1.6. Sind V und W K-Vektorrdume, so ist
Hom(V,W) :={f| f:V = W linear}

ein Unterraum des K -Vektorraums WV

Beweis. Nach 6.1.10 ist zu zeigen:

(a) 0 € Hom(V, W) (wobei 0: V — W, v — Ow)

(b) Vf,9 € Hom(V, W) : f + g € Hom(V, W)

(c) Vf €e Hom(V,W) :Vu € K : uf € Hom(V, W)

Zu (a) O(Ul + UQ) = OW = OW + OW = O(Ul) + 0(1}2) fir V1, Vg € K
0(Av) =0w =X -0w=A0(v) firveVund A € K

Zu (b). Seien f,g:V — W linear. Zu zeigen: f + g linear.

(f +9)(v1 +v2) = f(v1 +v2) + g(v1 +v2) = fvr) + f(v2) + g(v1) + g(v2)
= f(v1) + g(vl) + f(va) + g(v2) = (f + g)(v1) + (f + g)(v2)

fiir alle vy,v9 € V.

(f +9)(Av) = f(Q) + g(Av) = Af(v) + Ag(v) = A(f(v) + g(v)) = A((f + 9)(v))
fir allev e V und )\ € K.

Zu (c). Sei f:V — W linear und p € K. Zu zeigen: pf linear.

(1f) (1 +v2) = p(f(vr +v2)) = p(f(v1) + f(v2)) = p(f(v1)) + p(f(v2))
= (uf)(v1) + (pf)(v2)

fiir alle vy,v9 € V.

(1f)(Aw) = p(f(Av)) = p- A(f(v)) = Au(f(v)) = A((f)(v))
firalle v € V und X\ € K.

]

; f
Ubung 7.1.7. (a) Sind V und W K-Vektorrdume, U:;V LN W, h linear und X € K, so
ho(f+g)=hof+hog und ho(Af)=Ahof)
(b) Sind W ein K-Vektorraum, U EN ViW Abbildungen und A € K, so
h

(g+h)of=gof+hof und (Ag)of=Agof)
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Satz 7.1.8. Seien V und W K-Vektorriume, v = (vy,...,v,) eine Basis von V und
w = (wy,...,wy,) eine Basis von W.
H Km)(’n Km)(n H
om(V, W) — wnd U — Hom(V, W)
[ M(f,v,w)

ander inverse Vektorraumisomorphismen.

Zueimn-

Dann sind ® :
A+ vecy, of4 o coord,

Beweis. Nach 1.2.6 und 6.3.3 (b) ist zu zeigen:

(a) @ o) \Il - idean

(b) ¥o® = idyomv,w)

(c) W ist linear.
Zu (a). Fir A € K™ gilt (o W)(A) = ®(U(A)) = M(vec, o fa o coord,, v, w) Z%; A.

Zu (b). Fiir f € Hom(V, W) gilt (¥ o ®)(f) = vecy o far(fpw) © coord, :%; f.
Zu (c). Seien A, B € K™™ und \ € K.

Zu zeigen: vec,, ofaqp o coord, = vec, of4 o coord, + vec, ofp o coord,

und vec,, ofya o coord, = A(vec, ofa o coord,)
Die rechten Seiten sind nach 7.1.7 gleich
vecy, o( fa + fp) o coord, und vecy, o(Afa) o coord, .

Es reicht also faip = fa + fg und fra = Afa zu zeigen. Sei hierzu x € K".
Zu zeigen: (A + B)x = Ax + Bz und (AA)z = A\(Ax). Dies rechnet man sofort
nach.

]

Korollar 7.1.9. Sind V und W endlichdimensionale K-Vektorraume mit n = dim V'
und m = dim W, so Hom(V, W) = K™ ™. Insbesondere gilt dim Hom(V, W) = mn.

Definition und Bemerkung 7.1.10. Sei V' ein K-Vektorraum mit Basen

v = (v1,...,0,) und w = (wy,...,w,). Dann heifst M(v,w) := M(idy,v,w) € K"*"
die Matrix des Basiswechsels von v nach w. Dies ist nach 7.1.1 die eindeutig bestimmte
Matrix A € K™ mit coord,, = fa o coord,. Sind also Ay, ..., A, die Koordinaten eines

M1 A1

Vektors beziiglich v, so sind uq, ..., i, mit < : ) = M(v,w) < : ) die Koordinaten
Hn An

desselben Vektors beziiglich w.

Definition 7.1.11. Ist V ein K-Vektorraum mit Basis v = (v1,...,v,) und f:V =V
linear, so heifst M (f,v) := M(f,v,v) € K™™ Darstellungsmatriz von f beziiglich v.
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90 §7 Matrizen [Arthur Cayley *1821, 11895]

§7.2 Matrizenkalkiil

Definition 7.2.1. (auch giiltig, wenn K nur ein kommutativer Ring statt einem Korper
ISt‘) Seien m,n,r € Ny, A= (aij)lgigmlgjgn € Kan,B = (b] )1§j§n,1§k§r e Knxr,

Dann ist das Matrizenprodukt AB = A - B € K™*" definiert durch

AB = (i aijbjk>

J=1

1<i<m, 1<k<r

16 (15)

Veranschaulichung;: — 559 1(13
9 1

Bemerkung 7.2.2. (a) Ist n =0, so ist AB =0 € K™*" die Nullmatriz, aber m,r € Ny
konnen beliebig gewéhlt werden. Nur in diesem Ausnahmefall miisste man in die
Notation A - B eigentlich m und r aufnehmen, aber aus dem Zusammenhang ist
ohnehin meist klar, was m und r sein sollen.

(b) Damit das Matrixprodukt zweier Matrizen definiert ist, muss die erste Matrix genau
so viele Spalten haben, wie die zweite Zeilen hat. Mit anderen Worten: Die Zeilen
der ersten Matrix miissen genauso lang sein, wie die Spalten der zweiten Matrix.
Der Eintrag in der i-ten Zeile und k-ten Spalte von AB ist dann das innere Produkt
der i-ten Zeile von A mit der k-ten Spalte von B (,Zeile mal Spalte). Dabei nennt
man » ., x;y; fiir z,y € K™ das innere Produkt von = und y.

(¢) Sind 21, ... 2" die Spalten von B, so sind Az, ..., Az(™ die Spalten von AB:
AW 2y = (AW Az™).
Matrizenmultiplikation ist also ,simultanes Multiplizieren mit Spaltenvektoren®.

(d) Sind A € K™ und xy,...,x, € K, so ist

x T
Al 1 | =4
‘/En In
€Kn eKnx1
Beispiel 7.2.3.
10 1101
@ [1 0 (118(1)):1101
2 1 3 3 0 2
3 x2 2 x4 3 x4
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10
1 1 ist nicht definiert.
10

0 1
11

(0 1 301) | 5 ,] = 66
0 2

1x4 4 x2 1x2

Lemma 7.2.4. Seien m,n,r € Ny, A € K"™*" und B € K™". Dann gilt fap = fao fB.

Beweis. Wegen AB € K™*" haben wir [— 6.3.2 (e)]

LI R L
\—/
fab

Y

so dass Definitions- und Zielmengen von fap und f4 o fp {ibereinstimmen. Da beide
Abbildungen linear sind, reicht es nach 6.3.4, die Gleichheit auf den Standardvektoren
[— 6.2.2] ex € K" zu zeigen: Sei k € {1,...,7}. Zu zeigen ist (AB)ey = A(Beg). Da
Bey, die k-te Spalte von B ist, ist A(Bey) nach 7.2.2(c) die k-te Spalte von AB, welche
natiirlich (AB)ey, ist. O

Satz 7.2.5. (,Matrizenprodukt entspricht Hintereinanderschaltung von linearen Abbil-
dungen”) Seien U, V,W K-Vektorrdume der Dimensionen r,n,m mit geordneten Basen

w,v,w. Seien U 25V L W linear. Dann gilt M(f o g,u,w) = M(f,v,w)M(g,u,v).

Beweis. Setzt man A = M(f,v,w) € K™", B = M(g,u,v) € K", so ist AB =
M(f og,u,w) zu zeigen, das heifst f o g = vec, ofap o coord, [—7.1.1]. Nun gilt aber:

fog=(vecy,ofs ocoord,) o (vec, ofp o coord,)

= vecy o f4 o (coord, ovec,) o fg o coord,
———

= vec, o(fa o fg) o coord, [ vec, o fap o coord,

]

Korollar 7.2.6. (,Matrizenmultiplikation ist assoziativ") Seien m,n,r,s € Ny, A €
K™ Be K™ und C € K™°. Dann gilt (AB)C = A(BC).
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92 §7 Matrizen [Arthur Cayley *1821, 11895]

Beweis. Bezeichne e die Standardbasis von K fiir ¢ € Ny. Dann gilt

Bemerkung 7.2.7. (a) Man kann fiir Korollar 7.2.6 auch den folgenden direkten Beweis
geben, welcher zeigt, dass es auch richtig bleibt, wenn K nur ein kommutativer Ring
statt ein Korper ist: Firi € {1,...,m}und ¢ € {1,...,s} gilt

T

((AB)C)i = Y _(AB)iChe

k=1

=> (Z Az‘ijk> Che
=1 \j=1
= Z Z A;; B Che

k=1 j=1

=D AyBiCie

j=1 k=1

=> Ay BjCu
k=1

j=1

= ZAij(BO)jZ = (A(BC))ir-

(b) Aus 7.1.7 und 7.1.8 folgt dhnlich wie im Beweis von 7.2.6, dass fiir alle m,n,r € Ny
gilt

VA, Be K™":¥C e K™ :(A+ B)C = AC + BC,
VAe K™":VB,Ce K™": A(B+C(C)=AB+ AC und
VAie K:VAe K™":VYBe K™ : (M)B = \(AB) = A(AB).

Dies kann man aber auch direkt nachrechnen und zwar sogar dann, wenn K nur
ein kommutativer Ring statt ein Korper ist, wobei man dann AA fiir A € K und
A € K™ analog zu 7.1.5 ,eintragweise” definiert (und A + B fiir A,B € K™*"
schon durch 2.1.11 genauso wie in 7.1.5 ,eintragweise“ definiert ist).
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(c) Wegen 7.2.6 kénnen wir beim Multiplizieren von mehreren Matrizen auf Klammern
verzichten [—2.1.7].

Beispiel 7.2.8. Seien ¢, € R. Dann R,y = R, o Ry aus geometrischen Griinden und
mit 7.2.5 daher M(Ry4y,e) = M(R,,e)M(Ry,e), was mit 7.1.4(a) heifit

(008(90 +¢) —sin(p+ 1/1)) _ (COS(SO) - Sin(@) <COS(¢) - Sin(@/)))
sin(p + 1) cos(p +¢) sin(p)  cos(p) ) \sin(y)  cos(v)
725 ((cos ¢)(costh) — (sing)(sinyy) —(cosg)(sin) — (sin ) (cos ¢))
(sing)(cost) 4 (cosp)(siny) —(sing)(siny)) + (cos p)(cos?)) )

Es folgen die Additionstheoreme

cos(p + 1) = (cos ) (cos1h) — (sin p)(sinv)) und
sin(p + 1) = (sin@)(cos ) + (cos p)(sin ).

Definition und Proposition 7.2.9. (auch falls K nur ein kommutativer Ring statt
einem Korper) Fiir n € Ny heift

I, = e K"

0

die Finheitsmatriz der Groke n. Falls n aus dem Zusammenhang klar ist, schreibt man
oft I statt I,,. Man iiberpriift sofort VA € K"™*" : Al, = Aund VB € K"*" . I, B = B.
Eine Matrix A € K™*™ heiftt invertierbar (falls K ein Korper auch reguldr), wenn es ein
B € K™ gibt mit

AB =1, = BA.

In diesem Fall ist B eindeutig bestimmt (hat B’ dieselben Eigenschaften, so B’ = B'I,, =
B'AB = I,B = B) und heift die zu A inverse Matrix, in Zeichen A~

Proposition 7.2.10. Seien V' ein Vektorraum mit Basisv = (vy,...,v,) und f: V=V
linear. Dann M(f,v) =1, < f=idy.

7.1.1

Beweis. M(f,v) =1, < f=vec,0 f; ocoord, <= [ = vec,ocoord, H
v v v v

Proposition 7.2.11. Seien V' und W K-Vektorriaume mit Basen v = (vy,...,v,) und
w = (wy,...,wy,). Sei f: V — W linear. Dann ist M (f,v, w) invertierbar genau dann,
wenn [ bijektiv ist, und in diesem Fall gilt

M(f,v,w)™" = M(f' w,v).
Beweis. Ist f bijektiv, so gilt fo f~! =idy und f~' o f = idy nach 1.2.5(c), also

Fassung vom 6. November 2017, 09:42Uhr



94 §7 Matrizen [Arthur Cayley *1821, 11895]

das heift M (f, v, w) ist invertierbar mit M (f,v,w)™" = M(f~!, w, v). Sei nun umgekehrt
A = M(f,v,w) invertierbar, etwa B € K"™™ mit AB = I, = BA. Dann gilt fiir

7.1.1
g := vec, ofp o coord,,: W — V unter Beachtung von f =" vec, of4 o coord,:

go f =vec,ofpo fqocoord, =idy und fog = vec,ofs 0 fpocoord, = idw,

da frofa Z foa = fr. "E%idgs und fao fu = fup = fr, " idga. Aus 1.2.6 folgt,

dass dann f bijektiv ist. O]

Proposition 7.2.12. Seien V und W endlichdimensionale K-Vektorrdume derselben
Dimension [—6.2.24| und f: V — W linear. Dann gilt

[ ingektiv <= [ bijektiv <= f surjektiv.
Beweis. Wéhle mit 6.2.18 eine Basis v = (vy,...,v,) von V. Nach 6.3.8 gilt:

f injektiv <= f(v1),..., f(v,) linear unabhéngig in W,
f bijektiv <= f(v1),..., f(v,) bilden Basis von W,
f surjektiv <= f(v1),..., f(v,) spannen W auf.

Wegen dim W = n sind nach 6.2.26 die rechts stehenden Bedingungen aber dquivalent.
O

Satz 7.2.13. Seien A,B € K™". Dann AB =1, < BA=1,.

Beweis. Wegen Symmetrie reicht es zu ,, = “ zu zeigen. Gelte hierzu AB = [,,. Dann

faofB 24 fas = f1, 210 id g, woraus folgt, dass fg injektiv ist. Aus 7.2.12 folgt, dass

fB bijektiv ist, woraus man mit 7.2.11 die Invertierbarkeit von B erhélt. Es folgt

BA=BA(BB™'Y=B(AB)B™'=BB™ ' =1,.

Korollar 7.2.14. Sei A € K™". Dann ist A invertierbar genau dann, wenn es
W 2™ e K

gibt mit Az = e; fiir alle j € {1,...,n}. In diesem Fall sind 2V, ... 2™ eindeutig
bestimmt und x) ist die j-te Spalte von A~

Beweis. Folgt direkt aus 7.2.13 und 7.2.2(c). O

Zur Berechnung von Matrixinversen, muss man also sogenannte inhomogene lineare Glei-
chungssysteme 16sen, was Gegenstand des néchsten Abschnitts ist.
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§7.3 Inhomogene lineare Gleichungssysteme [- s5]

Sprechweise und Bemerkung 7.3.1. [~ 5.1.1, 5.1.12] Ein lineares Gleichungssystem
tiber K ist (ggf. nach Umstellen) von der Form (x) Az =b (x € K™), wobei A €
K™™ und b € K™ vorgegeben sind und x € K™ gesucht ist (m Gleichungen in n
Unbekannten). Ist b = 0, so heifit (x) homogen, ansonsten inhomogen. Der homogene
Fall ist hier zugelassen, wurde aber schon in §5 behandelt. Ist A in Stufenform [— 5.1.10],

abhdangig | . .
frei } in (), wenn j

so nennen wir wieder fir j € {1,...,n} die Unbekannte z; {
keine

r Stufen und Stufenpostionen ji, ..., j,., so kann man offensichtlich (x) als ein System

von m linearen Gleichungen

{ eme Stufenposition [— 5.1.10] von A ist. Ist A sogar in reduzierter Stufenform mit

T = b1 + ... b1

xj, = b+... r=| .
0 - br+1 .
0 = b, bm

schreiben, auf deren rechten Seiten nur freie Unbekannte auftauchen. Es sind nun zwei
Félle zu unterscheiden:

Fall 1. nicht b1 = ... = by, = 0. Dann ist (%) unlosbar (leere Losungsmenge).

Fall 2. b1 = ... = b,, = 0. Dann existiert fiir jede Festlegung der freien Unbekannten
wieder genau eine Wahl der abhingigen Unbekannten derart, dass Ax = b gilt.
Damit kann man dann unmittelbar 2, M . ¢=7) ¢ K™ bestimmen mit

foe K| Ar =t} = {=© +-¢| € € span (§V,... 7))

Beispiel 7.3.2. |[— 5.1.13] K = Q.

1 —3x4 +x5 +x7 =1
(*) Ty —T3 +T5 = (5131, Lo, XT7 € Q)
Tg —x7 = —1
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x1, e, Tg abhingig, xs, x4, x5, 7 frei.

T = 1 +31’4 —xy5 —T7
7
reQ'| 2= 2 +mx3 —x5 , T3, T4, T, T7 € Q
Tg — -1 “+x7
14+3x4—x5—27
24xr3—x5
x3
= o T3, T4, T5, 7 € Q
—14x7
xr7
1 0 3 -1 -1
2 1 0 -1 0
0 1 0 0 0
= 0 | + s 0 + x4 ! + x5 0 + a7 0 T3, x4, T5, 7 € Q
-1 0 0 0 1
0 0 0 0 1
( 3\
1 0 3 —1 —1
; NN () (8
0 0
= 0 € span 0 1 0 0
0 +§ é’ p 0 ) O Y 1 Y 0
—1 0 0 0 1
0 0 0 0 1
N—— SN S - —~
L T(0) $<1> £(2> 6(3) 5(4) )

Keines der so berechneten £ ist iiberfliissig, denn ist x; eine freie Unbekannte, so gibt
es im Fall 2 von 7.3.1 eine Losung von (%) mit x; = 1 (und x = 0 fiir alle anderen freien
Unbekannten ) (es sind aber die i-ten Komponenten von x(*) und von zu diesen xy,
gehorenden ¢ gleich 0).

Bemerkung 7.3.3. |[— 5.1.14]

(a)

(b)

Da man stets wie in 7.3.2 vorgehen kann, ist geklart, wie man lineare Gleichungs-
systeme Axr = b mit Koeffizientenmatric A € K"™*™ in reduzierter Stufenform und
rechter Seite b € K™ 16st.

Im allgemeinen Fall schreibt man ein lineares Gleichungssystem so um, dass dessen
Koeffizientenmatrix schliefslich in reduzierter Stufenform vorliegt. Dazu bildet man
die erweiterte Koeffizientenmatriz (Ab) € K™+ und fiihrt sie durch erlaubte
Zeilenoperationen [— §5.2] in eine Matrix (A'Y) € K™ 1) mit A’ in Stufenform
iber. Es gilt dann

{reK"| Az =0} ={x € K" | (%) € ker(Ab)}
WA e K| () € ker(A'W)}

5.3.4

—{ze K" | Az =1}.

Will man gleich mehrere lineare Gleichungssysteme mit derselben Koeffizientenma-
trix aber verschiedenen rechten Seiten 16sen, so kann man die Koeffizientenmatrix
um mehrere rechte Seiten erweitern.
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Beispiel 7.3.4. [— 5.2.6) K =F5,2:=1+1,3:= 141+ 1 usw.

0413
_ |23 21 x4 (1 (%
A=|155 o|er bl._(g b=
241 3

Um {z € F}| Az = b;} fiir i € {1,2} zu berechnen, bilden wir die erweiterte Koeffizi-
entenmatrix (A, by, by) € F3*® und berechnen A’ € F2** in reduzierter Stufenform und

b, by € Fi mit (A, by, by) ~ (A, V), b).

041 3[11 1 23 4]0 0
232 110 2%, 041310
1 23 4(0 0 | zeezaon| 04 1 31 1
241 300 0000[00
1 23 4]0 0 1 23 4]0 0
Z3¢Z5—275 041 3|10 Za1 25 01 4 2|4 0
~ 000001 ~ 0000|011
0000[/00 000000
1 0 0 012 0
Z1<—§\1/—222(0 1 4 2|4 0
nicht beachtet in red. Stufenform —oO—6—H—+0—1]
0O 0 0 00 0

reduzierte Stufenform, 2 Stufen, Stufenpositionen 1,2, abhéngig: x1, zo, frei: xs, x4.
{zeF;| Az =0b} =0

2
{x €F; | Az = bl} = { (4_4535”3_2“)

L) refesmn (D)) 3

Mit 7.2.14 kann man so auch Matrixinverse berechnen.

Satz 7.3.5. Seien A, B,S € K™ mit (A I,,) ~ (S B) und S in reduzierter Stufenform.
Dann ist A invertierbar |— 7.2.9] genau dann, wenn S = I, gilt. In diesem Fall gilt
B=A"1

(=]

Bewets. Zu zeigen:
(a) S # I,, = A nicht invertierbar

(b) S =1, = (A invertierbar & B = A7)
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Bezeichne b, die j-te Spalte von B fiir j € {1,...,n}. Aus (A I,,) ~ (S B) folgt (A e;) ~
(S b;) fir j € {1,...,n}.

Zu (a). Gelte S # I,,. Dann gilt n > 1. Wegen (Aey) ~ (Sby) gilt {z € K" | Av = e} =
{z € K" | Sz = b;}. Da S in reduzierter Stufenform ist, hat S € K™*™ hochstens
n—1 Stufen und das Gleichungssystem Sz = b; (2 € K™) mindestens eine freie
Variable [~ 7.3.1]. Daher gibt es kein oder mehrere V) € K™ mit Az(") = ¢y,
je nachdem ob in 7.3.1 Fall 1 oder 2 eintritt. Wére A invertierbar, so stiinde dies
im Widerspruch zu 7.2.14.

Zu (b). Gelte S = I,,. Dann gilt {x € K" | Ax = e;} = {x € K" | I,x = b;} = {b;} und
insbesondere Ab; = e; fiir j € {1,...,n}. Nach 7.2.14 ist A invertierbar und b,
die j-te Spalte von A~!, das heiflt A~! = B.

]

Beispiel 7.3.6. K = R.
Ist (% %) invertierbar? Wenn ja, was ist das Inverse?

1 211 0\ zoc2o4zs (1 2|1 0\ 22522 (1 2
-1 3|0 1 0 5|1 1 01

Z1(7Z172Z2 ( ]. O
~

= O
N——

(S

Also ist (Y4 3) invertierbar und (4 3)7" = (3 2).

Vorlaufiges Skript zur Linearen Algebra I


http://de.wikipedia.org/wiki/Arthur_Cayley

88 Quotienten und direkte Summen

Sei wieder K ein Korper.

88.1 Quotientenvektorraume [- §1.3, §2.3, §3.3]

Definition 8.1.1. [— 2.3.1, 3.3.1] Sei V ein K-Vektorraum. Eine Kongruenzrelation auf
V' ist eine Kongruenzrelation = auf der additiven Gruppe von V', fiir die gilt: Vv, w €
ViVAEK : (v=w= \v=)\w).

Bemerkung 8.1.2. |[— 2.3.2, 3.3.2] Definition 8.1.1 wurde gerade so definiert, dass
KxV/=->V/=
(A, D) = Mo ANeK,veV)
wohldefiniert ist.

Satz und Definition 8.1.3. [~ 2.3.3,3.3.3] Ist V ein K-Vektorraum und = eine Kon-
gruenzrelation auf V', so wird die Quotientengruppe V) = vermdge der Skalarmultiplika-
tion definiert durch

MW=l (AeK,veV)

zu einem K -Vektorraum (,Quotientenvektorraum®).

U

Beweis. direktes Nachrechnen, von (V), (ﬁ), (B), (D’) aus 6.1.1.
Satz 8.1.4. [~ 2.3.6, 3.3.6] Sei V' ein Vektorraum. Die Zuordnungen
=—0
=y« U

vermitteln eine Bijektion zwischen der Menge der Kongruenzrelationen auf V' und der
Menge der Unterriume auf V.

Beweis. Ubung (vgl. 3.3.6). O

Notation 8.1.5. [— 2.3.7,3.3.7] Sei V ein Vektorraum und U ein Unterraum von V.
V/U :=V/ =y (,V modulo U¥).
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Beispiel 8.1.6. (a) R?/span ((?)) besteht aus allen Geraden in der Ebene mit Steigung
1

5 .

P —— R
(b) F%/span((3)) = \5/@@@@
O A O A [ ]

IFs
4 A B O A
3 O A [ A
2 ] A H O O+H =013
1 [ @ @ O

P O ——A—l-F;
0 1 2 3 4

Proposition 8.1.7. [~ 2.3.10, 2.3.13, 3.3.15, 3.3.18| Seien V' und W K-Vektorriume
und f 'V — W linear. Dann ist =5 eine Kongruenzrelation auf V' und ker f ein
Unterraum von V. Weiter ist im f ein Unterraum von W.

Beweis. Ubung. O

Proposition 8.1.8. Sei V ein K-Vektorraum und U ein Unterraum von V. Dann ist
die kanonische Surjektion V- — V/U linear.

Beweis. Ubung. O

Satz 8.1.9 (Homomorphiesatz fiir Vektorrdume). [— 2.3.11, 3.3.16| Seien V und W K-
Vektorraume, U ein Unterraum von V und f :V — W linear mit U C ker f.
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(a) Es gibt genau eine Abbildung f : V/U — W mit f(v) = f(v) fiir alle v € V. Diese
Abbildung ist linear.

(b) f injektiv <= U =ker f
(c) f surjektiv <= f surjektiv.

Beweis. folgt fast alles aus 2.3.11. Nur noch zu zeigen [— 6.3.1]: Vv € V : VA € K :
f(AD) = Af(D). Sei also v € V und A € K. Dann f(A\v) = f(\v) = f(l) = Af(v) =

M (D). O

~—

Korollar 8.1.10 (Isomorphiesatz fiir Vektorrdume). [— 2.3.14,3.3.19] Seien V' und W
K-Vektorraume und f :' V. — W linear. Dann ist f : V/ker f — im f definiert durch
f(@) = f(v) firv eV ein K-Vektorraumisomorphismus. Insbesondere V/ker f = im f.

Lemma 8.1.11. Sei V ein Vektorraum und U ein Unterraum von V. mit Basis
(U1, ..., Up). Seien vy, ... v, € V. Dann

(U1, ...,0,) Basis von V/U <= (uq,...,Un,v1,...,0,) Basis von V.
Insbesondere dim(U) + dim(V/U) = dim(V) falls dimV < oo.
Beweis. K := Grundkoérper von V' [— 6.1.2 (c)].

=" Sei (71, ...,7,) Basis von V/U. Zu zeigen:
(a) uy,...,Up,v1,...,0, linear unabhéngig in V.
(b) V =span (uy, ..., Un,V1,...,0,).
Zu (a). Seien \;, p; € K mit %) Ny + Y7, prjv; = 0. Zu zeigen: \; = p; = 0.

Aus Y0 vy = Y00 N + 35 v = 0 folgt py = 0 fiir alle j, da
v1i,...,0, linear unabhéngig.

Da uy, ..., u, auch linear unabhéangig, folgt \; = 0 fiir alle 3.

Zu (b). Sei v € V. Zu zeigen: I\, pu; € K v = 30 Ny + D77 ;. Da
U1,...,0, den Vektorraum V/U aufspannen, gibt es p; € K mit 7 =
> iy Mi, 0. Bs folgt v — > 77 pjv; € U. Dauy, ..., uy, den Vektorraum U
aufspannen, gibt es \; € K mit v — Z?:l v = Y A

w=" Sei (u,...,Un,v1,...,0,) Basis von V. Zu zeigen:

(a) ©1,...,0, sind linear unabhéngig in V/U.

(b) V/U = span (11, ..., v,)

Zu (a). Seien p; € K mit Y 7, p1;5; = 0. Zu zeigen: j1; = 0.
Aus 77| pyv; € U folgt, dass es A; € K gibt mit D7 | pyvy = 30 A,
Es folgt > " (=A)ui + 370 pjv; = 0 und daher —); = p; = 0 fiir alle
1,7.
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Zu (b). Sei v € V. Zu zeigen: 3u; € K 10 =37 | j;0;.
Wihle A;, p; € K mit v =Y Nu; + Y7, prjv;. Dann 0 = Y 77| 4105
[

Satz 8.1.12 (Dimensionsformel fiir lineare Abbildungen). Seien V' und W K- Vektor-
raume mit dimV < oo und f:V — W linear. Dann dimker f + dimim f = dim V.

Beweis.

dimker f + dim V/ ker f *=" dim V

1.1
~

8.1.10
V/ker f im f

]

Korollar 8.1.13. Zeilen und Spaltenraum |— 5.3.1, 6.3.2 (e)| einer Matriz iber einem
Korper haben dieselbe Dimension.

Beweis. Sei A € K™*™. Die Dimensionsformel 8.1.12 fiir f4 : K™ — K™ besagt wegen
ker f4 = ker A und im f4 = im A, dass dimker A + dimim A = dim (K") = n. Also
kénnen wir die Behauptung schreiben als

dim ker A + dimrow A = n.

Wihle B in reduzierter Stufenform mit A ~ B [— 5.2.3]. Wegen ker B = ker A und
row B = row A [— 5.3.4| reicht es zu zeigen, dass dimker B + dimrow B = n. Benutze
nun 6.2.29. [

Definition 8.1.14. Sei A € K™*". Man nennt rank A := dimim A 8L Jimrow A den
Rang von A.

Proposition 8.1.15. Seien V' und W K-Vektorraume mit Basen v = (vy,...,v,) und
w=(wy,...,Wy). Sei f:V — W linear. Dann rank M (f,v,w) = dimim f.

Beweis.

A:=M(f,v,w), f Lt vec,, o f4 o coord,

Tso. dy Tso.
dimim f = dim vec,,(im(f4 o coord,)) VC;%:O dimim(f4 o coord,) C002§7  dimim f4

632 (c) dimim A *2* rank A.

coordvIg O gIVGCw f=fa
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Proposition 8.1.16. Sei A € K™*". Dann ist A invertierbar |[— 7.2.9] <= rank A =

n.
Beweis.
. . 7.2.11 e T.212 s . n
A invertierbar <= f4 bijektiv <= f, surjektiv <= im f4 = K
6,2.27 8.1.15

<= dimim fy, =n <= rank A =n.

[l
Proposition 8.1.17. Seien A € K"™*" und B € K™*". Dann gilt
rank(AB) < rank A und rank(AB) < rank(B).
Beweis.
m(AB) ={ABzx |z e K"} C{Ay |ye K"} =im A
und daher rank(AB) = dimim(AB) 6.2§'28 dimim A = rank A.
row(AB) = {(z1,...,2m)AB |2 € K™} C{(y1,...,yn)B |y € K"} =row B
und daher rank(AB) = dimrow(AB) 6'2§.28 dimrow B = rank B. O

§8.2 Direkte Summen

Definition 8.2.1. Seien n € Ny und Uy, ..., U, Unterrdume des Vektorraums V. Be-
trachte die lineare Abbildung f : Uy X ... x U, = V, (u1,...,u,) — ug + ... + u, |—
6.1.6]. Der Unterraum

ZUi::U1+...+Un::imf:{u1+...+un|u1€U1,...,un€Un}
=1

heifst Summe von Uy, ..., U,. Falls f injektiv ist, so sagt man, diese Summe ist direkt
und schreibt dann auch @), U; :=U, & ... ® U, :==im f.

Lemma 8.2.2. Seien Vi,...,V,, K-Vektorraume und sei B; eine Basis von V; fir alle
i €{1,...,n}. Dann ist (By x {0} x {0} x...)U ({0} x By x {0} x ...)U... eine Basis
von Vi X ... x V,. Insbesondere gilt dim(V;y x ... x V) = > dim(V;), falls alle V;
endlichdimensional sind.

Beweis. Ubung. O

Korollar 8.2.3. Seien V' ein Vektorraum und Uy, ..., U, Unterraume von V mit V =
U &...8U, |— 82.1|. Ferner sei B; eine Basis von U; fir alle i € {1,...,n}. Dann
ist By U...U B, eine Basis von V. Insbesondere gilt dim(V') = >"""  dim(U;), falls alle
U, endlichdimensional sind.
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\ U,
NZE—

!
|
|
Il

Proposition 8.2.4. Sei V' ein endlichdimensionaler Vektorraum mit Unterrdumen

U,....Up. Dann V =U1 & ... ® U, <= dimV =dim(>_ , U;) => "  dimU;.
Beweis.

V=U+. +U, X dimV:dim(ZUZ)
=1

Noch zu zeigen:

('U17...,/Un) Ut ..+, i=1 i=1

»=" Ist f injektiv, so ist f ein Vektorraumisomorphismus und daher }" , dim U; 521

dim(Uy % ... x Uy) = dim(Uy + ... + Uy).

L="Ist > »  dimU; = dim ()", U;), so haben nach 8.2.1 Definitions- und Zielvek-
torraum von f dieselbe Dimension und nach 7.2.14 ist f injektiv (da f surjektiv.).

]

Satz 8.2.5 (Dimensionsformel fiir Unterrdume). Seien U und W Unterraume des end-
lichdimensionalen Vektorraums V. Dann dim(U N W) 4+ dim(U + W) = (dimU) +
(dim W).

UxW —=U+W

(1, 0) N ist Vektorraumepimorphismus |[— 6.3.1]
u,w)  —Hutw

Beweis. f: {

{(
{( eUxW|w=—u}
={(u,—u) |ue U, —uecW}
{(u,—u) |ueUuecW}
{(u, —u) Jue UNW}
Daher ist UNW — ker f, u +— (u, —u) ein Vektorraumisomorphismus und somit dim (U N

W) = dimker f. Die Dimensionsformel fiir f [— 8.1.12| liefert dimker f + dimim f =
dim(U x W). Daraus folgt mit 8.2.1 die Behauptung. O

Vorlaufiges Skript zur Linearen Algebra I



89 Determinanten

In diesem Kapitel sei stets K ein kommutativer Ring.

§9.1 Definition und Eigenschaften von
Determinanten

Definition 9.1.1. Sei ¢ € S, [—2.1.8]. Ein Fehlstand von o ist ein Paar (i,j) €
{1,...,n}* mit ¢ < j und o(i) > o(j). Hat o genau m Fehlstinde, so definieren wir
das Vorzeichen (oder Signum) von o durch sgno := (—1)™ € {—1,1} C Z.

Beispiel 9.1.2. o: {1,...,5} = {1,...,5}, 1 = 2, 2— 3, 3+— 1, 4+— 5 5 4 hat
genau die Fehlstinde (1, 3), (2,3) und (4,5) und daher Vorzeichen (—1)3 = —1.

Definition 9.1.3. Die Permutationen

¢ fallsi=k
e {1,...,n} = {1,....n}, i—> <k fallsi=1/¢
17 sonst

mit k,¢ € {1,...,n} und k # ¢ heiken Transpositionen.
Satz 9.1.4. Vo,7 € S, :sgn(co7) = (sgno)(sgnr)

Beweis. Ist p € S, so gilt

oy) — otz
Sgngzn (J) '( )7
o J—1
1<J
denn das Produkt auf der rechten Seite hat wegen [[,_; [o(j) — o(i)| = [[,; |7 — 4| den

Betrag 1 und hat gleichzeitig dasselbe Vorzeichen wie sgn g, da der Faktor W

dann negativ ist, wenn (7, j) ein Fehlstand ist. Nun gilt

sgn(oor) =[] o(1(4)) = o(7(4))

i<j J—
o) —olr@) ) =@
_11 7(j) — 7(3) g R = (sgno)(sgnT),
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wobei das Produkt [T, y % deswegen gleich sgn o ist, weil in der Liste

(r(1),7(2)), (r(1), 7(3)), (r(1), 7(4)), ..., (7 (1), 7(n)), .., (7(n—1),7(n))

fir jedes (7,7) € {1,...,n} entweder genau einmal (7, j) oder genau einmal (j,7) auf-
taucht (ob ersteres oder letzteres ist egal wegen "(j]).:;’(l) = "(21:?(3)). O

Korollar 9.1.5. Jede Transposition hat Vorzeichen —1.

Beweis. Sei 1 € S,, eine Transposition. Dann kann man o € S, wihlen mit o(k) = 1
und o(¢) = 2. Es gilt dann oo7gy = 1200. Mit 9.1.4 erhélt man daraus (sgn o)(sgn 1) =
(sgnTi2)(sgno) und somit sgn 7y, = sgn 2. Nun hat aber 75 nur den Fehlstand (1,2)
und daher Vorzeichen —1. O

Lemma 9.1.6. Jede Permutation o € S, ist Hintereinanderschaltung |[—2.1.7] endlich
vieler Transpositionen.

Beweis. Dies entspricht der Tatsache, dass man n nebeneinander angeordnete Objekte
durch paarweise Vertauschungen in jede beliebige Reihenfolge bringen kann. m

Satz 9.1.7. Fir jedesn € Ny und e € K gibt es genau eine Funktion s Ky K
mit folgenden Figenschaften:

(a) Fiir allei € {1,...,n} und Zeilen ay,...,a;-1,b,¢c,a;41,...,a, € K" gilt

a1 a1 a1
ai_1 a;—1 ai—1
(n) — sn) (n)
0" | b+c| =0, b | +9, c
Qit1 Qi1 Ait1
0% Qn, (07%

(b) Fir allei € {1,...,n}, a1,...,a, € K™ und A € K gilt

a1 ay
Qi—1 Q;—1

6 | Aa; | =A™ | a
Qj+1 Qj+1

Qn, Qp,

(c) Fiir alle A € K™ mit zwei identischen Zeilen gilt 5 (A)=0.
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(d) 6(L,) = e
Es qult

(*) 6£n) (A) =e€ Z (Sgn 0)a10(1) © Qg (n)

O’GSn
fur alle A= (aij)lgid‘gn e Knxn,
j-te Stelle
o
Beweis. Schreibe e; :=(0,...,0, 1 ,0...,0) € K" fiir j € {1,...,n}. Wir zeigen:
(1) Fiir jedes 6 : K™™ — K mit (a)-(d) gilt (x).
(2) 65 K™ — K definiert durch (x) erfiillt (a)—(d).

Zu (1). Es habe 6 := 6" : K™ — K die Eigenschaften (a)—(d). Geht B aus A durch
Vertauschen zweier Zeilen hervor, so gilt §(B) = —d(A), denn sind a,b € K™ diese zwei
Zeilen, so gilt

S
+
S
Q ..
Q
j=p)
j=p)

0 G ) : @) ) : +o |+ |40
a+b a b a b
——
=0 nach (c) =0 nach (c)

Mit 9.1.6, 9.1.5 und 9.1.4 folgt daraus fiir alle o € S,

€s(1) €1
) : = (sgno) o

€o(n) €n

Sei nun A = (a;5)1<ij<n € K™™. Dann

> i1 41565 < n €y
5(A) = 6 : ;Z LY g, a0
Doy ngey) ATt = €.
© €o(1)
= Z aljl [N anjnd = e Z (Sgn O’)alg(l) e ano‘(n)'
UESn 60’(71) O'GSn

Zu (2). Fur ¢ := 5 definiert durch (%) sind (a),(b) und (d) unmittelbar einsichtig.
Um (c) zu zeigen, sei A € K"*" derart, dass die k-te Zeile und ¢-te Zeile (k # £) von A
tibereinstimmen. Definiere A, := {0 € S,, | sgno = 1} und beachte, dass [—9.1.4, 9.1.5]

O: A, — S, \A,, 0 00Ty

Fassung vom 6. November 2017, 09:42Uhr



108 §9 Determinanten

eine Bijektion ist. Dann

()
(5(14) =¢c Z (ala(l) *Upo(n) — Al(oore)(1) " " ° an(ao*rkz)(n))

0€A,
—° Z H Uig(i) | (Aro(k)ta(e) = ho(e) Grar) ) = 0.
o€A, \ie{l,..n}\{k,(} ——— N~

=0yo (L) =Ako(k)

v~

=0
[l

Bemerkung 9.1.8. (a) In 9.1.7 besagen (a) und (b), dass 5 linear in den Zeilen ist,

das heift der Wert einer Matrix unter 6" héngt linear von einer Zeile ab, wenn man
alle anderen Zeilen fixiert.

(b) 9.1.7(*) nennt man auch die Leibniz-Regel [Gottfried Wilhelm von Leibniz *1646
+1716].

Definition 9.1.9. Sei n € Ny und A = (a;j)1<;j<n € K™*". Dann heift
n 9.1.7(%)
det(A) := 6 (4) = Z (sgn o)1) * - Ano(n)
O'GSn
die Determinante von A.

9.1.7(d)

Beispiel 9.1.10. (a) det() = 6.”() "= 6O (1) 1

(b) Die Determinante einer Matrix, die eine Nullzeile enthélt, ist null. Dies folgt zum
Beispiel aus 9.1.7(b). Insbesondere gilt fiir die Nullmatrix 0 € K™*™ im Fall n > 1,
dass det(0) = 0 (nicht allerdings, wenn n =0 und 0 # 1 in K, wie in (a) gesehen).

(c) det(a) =a fir alle a € K

(d) Sind a,b,¢,d € K, so det (CCL 2) = ad — be.

(e) Sind a,b,c,d,e, f,g,h,i € K, so gilt

a b c
det | d e f| =aei—afh—>bdi+bfg+ cdh — ceg.
g h 1
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e Regel von Sarrus

Satz 9.1.11. Sei A € K™ von der Gestalt
Ay

Ay
A= . mit quadratischen Matrizen A;.

Dann gilt det A = [[, det A;. Insbesondere ist die Determinante einer Matriz A in

ai l

oberer Dreiecksgestalt A = O

das Produkt ihrer Diagonaleintrige, das
w
heift det A =TT7; a;.

B %
0|C

det A = (det B)(det C),

Beweis. Es reicht, fir A = ( ) mit B € K™ und C € K zu zeigen

denn der Rest folgt dann mit Induktion. Wegen der Nulleintrage links unten sind in der
Leibniz-Formel 9.1.7(x) nur diejenigen Summanden ungleich null, die zu einem o € S,
gehoren, fiir welches es p € S, und 7 € S; gibt mit o(i) = p(¢) fiir i € {1,...,r} und
o(i)=7(@—r)+rfirie {r+1,...,n} (beachte r + ¢t = n). Dabei ist die Anzahl der
Fehlstdnde [—9.1.1] von o offensichtlich die Summe der Anzahl der Fehlstinde von o
und 7, weswegen sgn o = (sgn g)(sgn7) gilt. Es folgt

det A = Z Z(sgn 0)(sgn T)b1g(1) -+ bro(r)Cir(1) = * * Cer(t)

0ESyr TES:

wobei B = (bij)lgi,jgr und C' = (Cij)lgi,j§t~ Daher gllt

LL7(x
det A = (Z(Sgn 0)bi(1) - "brg(r)> (Z(Sgnﬂch(l) '“cﬁ(t)> MEY (det B) (det C).

0ESr TESE
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]

Bemerkung 9.1.12. Sei K ein Korper. Zur Berechnung von Determinanten ist es oft
am effizientesten, die Matrix durch Zeilenoperationen [—8§5.2] auf obere Dreiecksgestalt
(zum Beispiel Stufenform [—5.1.10]) zu bringen und den Effekt auf die Determinante
dabei mitzuprotokollieren. Fiir die beiden elementaren Zeilenoperationen [—5.2.1] gilt:

(a) Sind A, B € K™ mit A 7“E B (5 € {1,....n},i # i\ € K), so gilt

det A = det B [—9.1.7(a)—(c)].

(b) Sind 4, B € K™ mit A “X7 B (i € {1,...,n},A € K*), so gilt det A = L det B
[—9.1.7(b)].

Daraus ergibt sich der Effekt auf andere Zeilenoperationen:

(¢) Sind A, B € K™ mit A 7% B (i,j € {1,...,n},i # j), so gilt det A = — det B
[durch Simulation wie in 5.2.1 aus (a) und (b) oben oder wie im Beweis von 9.1.7].

Zi=3 271 N Zj .

(d) Sind A, Be K™ mit A 2 B e {1, nd A A € KA 2 0), 50
gilt det A = - det B [durch Simulation wie in 5.2.1 aus (a) und (b) oben]|.

Beispiel 9.1.13. Sei K ein Korper, schreibe 2 := 141 € K und so weiter. Gelte 3 € K*.

1 2 -1 0 1 2 -1 0

s 2 3 0 1| zeznen |0 -1 2 1
' -1 1 1 0 Zs—2zs+z, |0 3 0 O
0O 9 3 -3 0o 9 3 =3

Z4<—Z4 —Zg
~
Z3Z3+375

Also det A4 *T0¢ (—3) = 27.

Bemerkung 9.1.14. Sei K ein Korper und A € K™*". Ist A in Stufenform [—5.1.10], so
ist der Rang von A [—8.1.14] gleich der Anzahl der Stufen von A und die Determinante
von A [—9.1.9] gleich dem Produkt der Diagonaleintrage von A [—9.1.11]. Es gilt dann

rank A =n <= det A # 0.

N
T
3
D
N
w
o O o=
(@)
—
|
—

Dies bleibt richtig fiir beliebiges A € K™*", denn durch Zeilenoperationen éndert sich der
Rang gar nicht [—6.2.29(c)| und die Determinante nur um einen Faktor # 0 [—9.1.12].

Wegen A invertierbar 2= rank A = n und K* = K \ {0} gilt also auch
A invertierbar <= det A € K*,

was wir in §9.2 sogar beweisen werden, wenn K nur ein kommutativer Ring statt ein
Korper ist.
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Satz 9.1.15 (Determinantenproduktsatz). Fir alle A, B € K™ gilt
det(AB) = (det A)(det B).
Beweis. Sei B € K™ fest und betrachte

f: KM — K, A det(AB) sowie
g: K" — K, A (det A)(det B).

Zu zeigen ist f = g. Wir zeigen f = 55223 = ¢, indem wir die Eigenschaften 9.1.7(a)—(d)
von 55122 p fiir f und g nachweisen. Fiir g sind diese Eigenschaften klar. Fiir f rechnet

man sie sofort nach, zum Beispiel (a):

ay ay a B a B
Qi—1 Q;—1 a;—1 B a;—1 B
flob+c]=det| |b+c|B|=det|(b+c)B| =det|bB+cB
Qi41 @41 a1 B a1 B
Qp, (07 anB CLnB
alB alB a1
a;1 B a;—1B ;-1
9.1.7(a)
= "det| bB | +det| cB =fl 0
a1 B a1 B Aj+1
CLnB CLnB Qn,

fiir alle a;,b,c € K".

+f

a1

;1

Q41

Qn

]

Definition 9.1.16. Zwei Matrizen A, B € K™*" heifen dhnlich, in Zeichen A ~ B,

wenn es eine invertierbare Matrix P € K™*" gibt mit A = P~'!BP.

Proposition 9.1.17. Ahnlichkeit ist eine Aquivalenzrelation auf K™

Beweis. Geméfs 1.3.1(b) ist zu zeigen:
(a) VAe K™ A~ A
(b) VA, Be K™": (A~ B = B=xA)

(c) VA,B,C e K™ : (A B&B~(C) = A=C(C)
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Zu (a). A= I;'AI, fir alle A € K™*" [-7.2.9]

Zu (b). Ist P € K™ invertierbar mit A = P™'BP, so ist auch P~! invertierbar und
B =PAP' = (P~ 'AP".

Zu (c). Sind P,Q € K™™ invertierbar mit A = P"'BP und B = Q~'CQ, so ist auch
QP invertierbar mit (QP)™! = P7'Q™! (denn P7'Q'QP = I, = QPP 'Q™ ') und es
gilt A= P 'Q"'BQP = (QP)"'B(QP). O

Satz 9.1.18. Sind A, B € K™" mit A~ B, so gilt det A = det B.

Beweis. Seien A, B € K™ mit A ~ B. Wahle P € K™ " invertierbar mit A = P~!BP.

9.1.15

Dann det A "=" (det(P~'))(det B)(det P) und
1°2% det I, 27 det(P~'P) " (det(P1))(det P).
0

Proposition 9.1.19. Sei f ein Endomorphismus [—6.3.1] eines endlichdimensionalen
Vektorraums mit geordneten Basen v und w. Dann M(f,v) ~ M(f,w) [=7.1.11].

Beweis. Es gilt M(f,v) "= M(w,v)M(f,w)M (v, w) und

7.1.10

725
" 7210 )

M(v,v

=) =

das heift M(w,v) = M(v,w)™" [=7.2.13]. Mit P := M(v,w) gilt also

7.2.5

M(f,v) "= PT'M(f,w)P.

]

Definition 9.1.20. Sei f ein Endomorphismus eines endlichdimensionalen Vektorraums
V. Dann ist die Determinante von f definiert als det f := det M (f,v), wobei v eine
beliebig gewahlte geordnete Basis von V' ist [—6.2.22, 9.1.18§]

SO ) >

>J Tl x>

die zu A transponierte Matrix.

T

1 2
Beispiel 9.1.22. (0 1 — (! 03
3 2 11

Proposition 9.1.23. VA € K™ : det A = det(AT)
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Beweis. Wegen o = (¢!)7! fiir alle 0 € S, ist ®: S,, = S,,,0 — o~ bijektiv. Es gilt

9.1.7(x)
det(A”) = Z (sgn o)as(1y1 - Go(m)n
0ESh
¢ bij:ektiv Z (sgn(o_l))aofl(l)l e ag—l(n)n
o€Sh
o bijektiv —
e s D (580(07 )01 (0(1)0(1) Aot ooty
" o€Sh
sgn(c~1)=sgno 9.1.7(%)
= SEN T)A1(1) * * * Opo(n) = det A
da (sgn(c~1))(sgno) = sgn(id) = 1 UGZ,S'n( ) W ()

Bemerkung 9.1.24. Proposition 9.1.23 hat offensichtliche Konsequenzen: Die Determi-
nantenfunktion ist auch linear in den Spalten [—9.1.8(a)|, zur Berechnung von Deter-
minanten kann man auch (analog zu 5.2.1 definierte) Spaltenoperationen heranziehen
[—9.1.12], die Determinante einer Matrix in unterer Dreiecksgestalt [—9.1.11] ist das
Produkt ihrer Diagonaleintrige und so weiter.

§9.2 Determinantenentwicklung und Komatrix

Satz 9.2.1. Sei A = (a;j)i<ij<n € K™ und bezeichne Ay; € K=DX0=V fijir 4 j €
{1,...,n} die Matriz, die aus A durch Streichen der i-ten Zeile und j-ten Spalte entsteht.
Dann gilt:

(a) Fir allei € {1,...,n} gilt det A =" | (=1)"a;;det Ay (,Entwicklung nach der
i-ten Zeile®)

(b) Fir alle j € {1,...,n} gilt det A =>"" (=1)"*qa;;det A;; (,Entwicklung nach der
j-ten Spalte)
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Beweis. Wegen 9.1.23 reicht es, (a) zu zeigen. Hierzu rechnet man

J

l

0

n ,wie in A“ n ()

det A= agdet [0...0 1 0.0 2N 15 011[0. 0c]i
j=1 wie Tn A4« j=1 0
J
0

n

9.1.12 (c) Z ai; (_1>(nfj)+(n i) det

j=1

(~1)i+s

9L (det Ay 5)-det (1)

Beispiel 9.2.2.

il N e R )
|
—_

HEntw. nach

= 1
letzter Spalte
-1 1 2 —1 2
N ~~ A v
»Entw. n. 11Y_ 9 -1 »Entw. n. 9 -1 19
N S;alteudet@ 5)—det(] 1) e 2det(§ 5 )+adet( 2 7)
=(2—-1)—(9+1) =2-19+4-10
=—9 =78
=9+3.78 =243

Definition 9.2.3. Ist A = (aj;)1<ij<n € K™ und bezeichnet A;; € K=1)x(n=1) fijr
i,7 € {1,...,n} wieder die Matrix, die aus A durch Streichen der i-ten Zeile und j-ten
Spalte entsteht, so nennt man com A := ((—1)"*7 det Aij)1<i j<n die Komatriz von A.

Satz 9.2.4. Sei A € K™". Dann A(com A)T = (det A)I,, = (com A)T A.

Beweis. Es gilt (com A)T = ((—1)"J det Aji) o j<n [ 9.1.21, 9.2.3]. Schreibe I,, =
(0i)1<i jen- Seien i,k € {1...,n}. Nach 7.2.1 ist zu zeigen:

Z aij(_l)j+k det Akj — (det A)(Sik = Z(—l)“%det Aji)ajk.
j=1

J=1
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.. links
Fir ¢ = k steht {rechts

Zeile
Spalte |-

} die Entwicklung der Determinante von A nach der k-ten

Fiir ¢ # k steht h?}iss die Entwicklung der Determinante eine Matrix, deren i-te
und k-te Zeile iibereinstimmen nach der k-ten Zeile . ]
Spalte Spalte

Korollar 9.2.5 (in 9.1.14 schon bewiesen, falls K ein Korper). Eine Matriz A € K™ ™ ist
invertierbar genau dann, wenn det A € K*. In diesem Fall gilt A~' = (det A)~!(com A)*".

Beweis. Ist A invertierbar [— 7.2.9], so 1 = det I,, = det(AA1) "L (det A)(det(A1)),
also det A € K*. Ist det A € K*, s0 A (32 (com A)T) °2* [, °2* ((17) (com A)T) A.
[l

Korollar 9.2.6 (in 7.2.13 schon bewiesen, falls K Korper). Seien A, B € K™*". Dann
AB =1, <= BA=1,.

Beweis. Gelte AB = I,,. Dann (det A)(det B) = 1 nach 9.1.15. Also det B € K* und
nach 9.2.5 ist B invertierbar. Dann aber

BA=BA(BB™')=B(AB)B™'=BB' =1,
wie im Beweis von 7.2.13. U

Satz 9.2.7 (Cramersche Regel |Gabriel Cramer *1704, 11752]). Seien A € K™ und
x,b e K™ mit Av = b |— §7.3]. Bezeichne A; € K™*" firi € {1,...,n} die Matriz, die
aus A entsteht, indem man die i-te Spalte durch b ersetzt. Dann

(det A)z; = det A; furie{l,...,n}.

dea

1 T
. swie in Ip“
Beweis. Fir X; := T; gilt
swie in Ip“ : ’
Tn 1
10 - 0
9.1. 12(b) 0o 1 N IR
det X; . det z; = x;
: 1 0
0 01
. A:r b
sowie AX; A; und daher
7.2. 2(c

(det A)x; = (det A)(det X;) = det(AX;) = det(A;) furi e {1,...,n}
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In diesem Kapitel sei stets K ein Korper.

§10.1 Charakteristisches Polynom und Eigenwerte

Notation und Wiederholung 10.1.1. [— 7.1.6, 6.3.1] Ist V ein K-Vektorraum, so
ist

End(V) := Hom(V, V) = {f | f Endomorphismus der Vektorraums V'}
={f|f:V —V linear}

ein Unterraum des K-Vektorraums V.

Definition 10.1.2. Sei V' ein K-Vektorraum und f € End(V). Es heifst A € K ein
Figenwert (EW) von f, wenn es ein v € V gibt mit v # 0 und f(v) = Av. Jedes solche v
heifst Eigenvektor (EV') von f zum Eigenwert A. Fiir jeden Eigenwert A von f nennt man
den Unterraum ker(f — Aidy) ={v € V' | f(v) = Av} C V, welcher aus dem Nullvektor

und den Eigenvektoren zum Eigenwert A\ besteht, den Figenraum von f zum Eigenwert
A

Beispiel 10.1.3. [— 6.3.2, 7.1.4]

(a) Die Drehung R, um den Winkel ¢ € R, hat nur dann einen Eigenwert, wenn ¢ = nw

fiir ein n € Z. Ist ¢ = nr fiir ein { gerades } n € 7Z, so ist {+1} der einzige
ungerades -1

Eigenwert von ¢ und jedes v € R?\ {0} ein Eigenvektor zu diesem Eigenwert (und
damit R? der Eigenraum zu diesem Eigenwert).

(b) Die Spiegelung S hat die Eigenwerte 1 und —1. Es ist span ({) der Eigenraum zum
Eigenwert 1 und span () der Eigenraum zum Eigenwert —1.

(c) Die Projektion P hat die Eigenwerte 1 und 0. Es ist span ({) der Eigenraum zum
Eigenwert 1 und span () der Eigenraum zum Eigenwert 0.

(d) Der einzige Eigenwert der Scherung T, (a € R) ist 1. Falls a = 0, so ist R? der
dazugehorige Eigenraum, sonst span (}).
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(e) Ist A € K™ soist fq : K" — K" x — Ax ein Endomorphismus von K". Man
spricht dann auch von Eigenwert, Eigenvektor und Eigenrdumen von A statt von

fa. Esist also A € K ein Eigenwert von A, wenn es ein z € K" gibt mit x # 0 und
Ax = dz.

Jedes solche x heifit ein Eigenvektor von A zum Eigenwert A. Ist A\ ein Eigenwert
von A, so ist ker(A — AI,) C K™ der dazugehérige Eigenraum.

(f) Die formale Ableitung D : K[X]| — K[X] hat nur den Eigenwert 0. Es ist zum
Beispiel 1 ein Eigenvektor zu diesem Eigenwert. Fiir K = R ist der zugehorige
Eigenraum gleich R. Im Allgemeinen ist der Eigenraum komplizierter, denn es ist
fiir K = Fy auch X? ein Eigenvektor zum Eigenwert 0, denn X2 # 0 und D(X?) =
2X=0-X=0.

(g) Die Auswertung E,, ., ist zwar eine lineare Abbildung, aber kein Endomorphismus,
weswegen die Begriffe Eigenwert und Eigenvektor dafiir keinen Sinn machen.

(h) Als Endomorphismus des R-Vektorraums C hat die komplexe Konjugation C' die
Eigenwerte 1 und —1. Es ist R der Eigenraum zum Eigenwert 1 und {:1:(2) | z € R}

der Eigenraum zum Eigenwert —1.

Lemma 10.1.4. Sei V ein K-Vektorraum mit geordneten Basen v und w und f €
End(V). Dann sind die beiden Matrizen M(f,v) — X1, M(f,w) — XI, € K[X]"™"
~~

o)

Beweis. Nach 9.1.19 gilt M(f,v) ~ M(f,w), das heilt es gibt ein invertierbares P €
K™ mit M(f,v) = P~"M(f,w)P. Es folgt P~Y(M(f,w) — XI,)P = P~'M(f,w)P —
P YXIL)P=M(f,v)-XP'P=M(f,v)—XI, und daher M (f,v)—X1I, ~ M(f,w)—
XI,. 0

dhnlich [— 9.1.16] und haben daher dieselbe Determinante.

Definition 10.1.5. Sei V ein K-Vektorraum, n := dimV < oo und f € End(V'). Dann
ist das charakteristische Polynom von f definiert als x; := det(M(f,v)—X1,) € K[X],
<~

M13
,chi

wobei v eine beliebig gewihlte Basis von V' ist [— 10.1.4].
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Bemerkung 10.1.6. Sei V' ein K-Vektorraum, n := dimV < oo und f € End(V). Dann
gibt es ag,...,a,—1 € K mit x; = (=1)"X" 4+ a1 X" + -+ + a1 X5 + ag, wobei
ag = det f. Insbesondere hat x ¢ den Grad n.

(13
b X aus K

(14
Jaus K¢ by, X

Proposition 10.1.7. Sei V' ein K-Vektorraum, n := dimV < oo, f € End(V) und
A € K. Dann X Eigenwert von f |[— 10.1.2] <= xs(A) =0 [— 3.2.15].
,Die Eigenwerte sind die Nullstellen [~ 4.2.9] des charakteristischen Polynoms.

Bewezs.

A Eigenwert von f 2% Jv e V \ {0} : f(v) = v
< ker(f — Midy) # {0}

250 dimker(f — Midy) £ 0

1.1

oo
[\

& dimim(f — Aidy) #n

L rank(M(f — Aidy)) # n

HLL (f — Aidy, v) nicht invertierbar
E2 det( M(f = Aidy,v) ) =0

TSN (f2) =X M(idy )

7.2.10
=""In

< det(M(f,v) —Al,) =0
" G =0

3.2.15

]

Korollar 10.1.8. Sei V' ein Vektorraum, n := dimV < oo und f € End(V'). Dann hat
f hochstens n Eigenwerte.

Beweis. 10.1.7, 10.1.6, 4.2.11 O
Beispiel 10.1.9. |[— 6.3.2, 7.1.4, 10.1.3]

(a) Sei p € R.
cosp) — X —sin 9.1.10 (d) .
Xr, = det << s;il)w (cos ) ipX) =" ((cosp) — X)* + (sin p)?
= X? —2(cos ) X + (cos ¢)? + (sin ¢)?

.

g

=1
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Fir A € R gilt:

2(cos ) £ \/4(cosp)? — 4

Xr,(A\) =0 <= A= 5
= A=cosp e {-1,1}
= ((3In € Z ungerade : p =nw) & A = —1)

oder ((In € Z gerade : p = nmw) & A =1)

-1-X 0

(b)xg:det( 0_ 1_X):(X—l)(X~I—1)

(c) xp = det (1_0X _OX) — (X - DX

(d) xr, = det (1 _oX 1 _“X> "L (X _ 1) fiir a € R.

(e) Ist A € K™ so nennt man x4 := x5, = det(A — X1I,) das charakteristische
Polynom von A.

(f) Xpw@ = (=X)™! fiir d € Ny
(g) Eu,... a, ist kein Endomorphismus!

(h) C hat als Endomorphismus des R-Vektorraums C das charakteristische Polynom

1-X 0
Xczdet( 0 _1_X):(X—1)(X+1)
alternativ:

B -X 1\ o
Xc—det(l _X>—X—1

Proposition 10.1.10. Sei V' ein K-Vektorraum und f € End(V). Seien Aq,..., A\,

paarweise verschiedene Eigenwerte von f und v; ein Figenvektor zum Figenwert \; fiir

jedes i € {1,...,m} |— 10.1.2]. Dann sind vy,..., v, linear unabhingig in V.
SFigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten sind linear unabhdangig.

Beweis. Induktion nach m € N
Induktionsanfang: m = 0: () ist linear unabhangig.

Induktionsschritt: m —1 — m(m € N). Seien pq,. .., fly, € K mit Y ", pv; = 0. Zu
zeigen: iy = ... = l,, = 0. Man hat

> v =Y paf(vi) = f (Z Mﬂ%) = f(0)=0
i=1 i=1 i=1
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und . .
=1 =1

Bildet man die Differenz, so erhalt man

m—1
1 ~—_——

=w;

Fiir jedesi € {1,...,m — 1} gilt w; # 0 (denn \;—\,;, # 0 und v; # 0) und f(w;) =
(A = Am) [(03) = XNi(Ni — M) vi) = Aw;. Also ist w; Eigenvektor zum Eigenwert \;
fur i € {1,...,m — 1}. Nach Induktionsvoraussetzung gilt p; = ... = py,—1 = 0.
Wegen v,,, # 0 gilt dann auch u,, = 0.

O
Bemerkung 10.1.11. 10.1.8 folgt auch aus 10.1.10 und 6.2.19.

Korollar 10.1.12. Sei f ein Endomorphismus eines endlichdimensionalen Vektorraums
V. Dann ist die Summe der Eigenrdume |— 10.1.2] von f direkt |[— 8.2.1|, das heifst

> ker(f — Aidy) = B ker(f - Aidy)

A Eigenwert von f A Eigenwert von f

Beweis. Bezeichne Ay, ..., )\, die paarweise verschiedenen Eigenwerte von f. Zu zeigen:

[ ker(f = Niidy) =) “ker(f — Xidy), (v1,. ., 0m) = 01 4+ + v
=1 i=1

ist injektiv. Aus 10.1.10 folgt sofort, dass diese Abbildung Kern {0} hat. O

Proposition und Definition 10.1.13. Sei p € K[X]| und degp = n € Ny. Bezeichne
mit Ay,..., A\, € K die paarweise verschiedenen Nullstellen [— 4.2.9] von p (es gilt
m < n |— 4.2.11]. Dann gibt es eindeutig bestimmte ay,...,a,, € N und r € K[X]
derart, dass p = (X — A)* ... (X — A\p)®r und 7 keine Nullstelle in K hat. Man nennt
«; die Vielfachheit der Nullstelle \; von p. Man sagt, dass p (in Linearfaktoren) zerfdllt,
wenn r € K (d.h. degr =0). Es gilt ay + ... + a,,, + degr = n.

Beweis. Existenz mit 4.2.10, Eindeutigkeit leicht zu sehen. ]

Definition 10.1.14. Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum und f € End(V).
Die algebraische Vielfachheit eines Eigenwertes A von f ist die Vielfachheit von A als
Nullstelle von .

Die geometrische Vielfachheit eines Eigenwertes A von f ist die Dimension des Eigen-
raums von f zum Eigenwert .
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Satz 10.1.15. Fir jeden Eigenwert eines Endomorphismus eines endlichdimensionalen
Vektorraums ist seine geometrische Vielfachheit kleiner oder gleich seiner algebraischen
Vielfachheit.

Beweis. Sei V' ein K-Vektorraum und n := dimV < oo, f € End(V) und A\ Eigen-

wert von f. Wahle eine Basis (vq,...,v,) von ker(f — Aidy) [— 6.2.18] und ergénze

sie zu einer Basis v = (v1,...,v,) von V [— 6.2.20]. Dann hat M (f,v) die Gestalt
My, | A

M(f,v) = (T‘?) mit A € K™= und B € KM=m*(=m) da f(v;) = vy, also
coord, (f(v;)) = Ae; firi € {1,...,m} [— 7.1.2|. Daher
10.1.5 (A= X)I, | A
X = det( 0 |B—XIn

(det((A — X)I,n)) det(B — XI,_) "2 (A = X)™r

9.1.11

=

fir r := det(B — X1I,,_,) € K[X]. O

§10.2 Begleitmatrix, Satz von Cayley-Hamilton und
Minimalpolynom
[Arthur Cayley *1821 11895; William Rowan Hamilton *1805, {1865]

Proposition und Sprechweise 10.2.1 (Polynomdivision mit Rest). Seien f, g € K[X]
mit g # 0. Dann gibt es genau ein Paar (q,7) € K[X]?* mit degr < degg und f = gq+7.
Man nennt q den Quotienten und r den Rest bet Division von f durch g.

Beweis. Um die Eindeutigkeit zu beweisen, seien (g;,7;) € K[X]? mit degr; < degg
und [ = gq; + r; fir ¢ € {1,2}. Dann gilt r; — 5 = g(g2 — ¢1) € (g) und wegen
deg(r; — ) < degg daher m — ry = 0. Also r; = ry. Folglich ¢g(¢g1 — ¢2) = 0 und
schlieklich ¢; = ¢».

Die Existenz beweisen wir durch Induktion nach dem Grad von f:

Induktionsanfang: Ist deg f < deg g, so setzen wir (¢, ) := (0, f).

Induktionsschritt: Sei deg f > degg und die Behauptung schon bewiesen, wenn f
durch ein Polynom von kleinerem Grad ersetzt wird. Wahle a € K* und k € Ny derart,
dass f und aX*g denselben Grad und denselben Leitkoeffizienten haben. Dann hat
fo == f — aX%g einen kleineren Grad als f und es gibt nach Induktionsvoraussetzung
(qo,7) € K[X]? mit degr < degg und f; = gqo + r. Es folgt f = fo + aX*g =
9(qo + aX®) +r = gq +r fiir ¢ := qo + aX*. O

Satz 10.2.2. [—3.3.13| Im Polynomring K[X] ist jedes Ideal ein Hauptideal.

Beweis. Sei I ein Ideal von K[X]. Ist I = {0}, so ist I = (0). Also bleibt nur der Fall
zu betrachten, dass es ein g € K[X] \ {0} gibt mit ¢ € I. Wir wéhlen ein solches g
von kleinstmoglichem Grad und behaupten I = (g). Die Inklusion I D (g) ist klar. Um
I C (g) zu beweisen, sei f € I. Zu zeigen ist f € (g). Wahle mit 10.2.1 ¢, € K[X| mit
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degr < degg und f = gq+ r. Dann gilt r = f — gq € I und nach Wahl von g muss
r = 0 gelten. Dann aber f = gq € (g). O

Definition 10.2.3. Ein Polynom p € K|[X]| heift normiert, wenn p # 0 und der Leit-
koeffizient von p gleich 1 ist.

Korollar 10.2.4. Sei I ein Ideal von K[X] mit I # {0}. Dann gibt es genau ein
normiertes p € K[X] mit I = (p).

Beweis. Die Existenz ist klar aus 10.2.2 durch ,Normieren“. Zur Eindeutigkeit: Seien
p,q € K[X] normiert mit (p) = I = (¢q). Dann degp > deg(q) wegen p € (¢) und
degq > deg(p) wegen ¢ € (p), also degp = degq. Weiter gilt p — ¢ € (p) und daher
p —q =0 oder deg(p — q) > deg p. Letzteres ist unmoglich, also gilt p = q. O

Proposition 10.2.5. Sei p € K[X]| ein Polynom vom Grad n € Ny [—3.2.6]. Dann ist
das Ideal (p) |—3.3.11] des kommutativen Ringes K[X]| [—3.2.12] ein Unterraum des
Vektorraums K|[X] [—6.1.4(b)| und (1,X,..., X" 1) eine Basis des Quotientenvektor-
raums K[X]/(p) [—8.1.3].

Beweis. Nach der Definition einer Basis 6.2.1(c) ist zu zeigen:

(a) T,X,..., X" I sind linear unabhingig in K[X]/(p).

(b) 1,X,..., X" ! erzeugen K[X]/(p).

Zu (a). Wir benutzen 6.2.3. Seien also aq, . . ., a, 1 € K mit 3.1—¢ a; X* = 0. Zu zeigen
ist ag = ... = a,—1 = 0. Schreibt man h := Z;é arX* € K[X], soist h = 0 zu
zeigen. Nun gilt h = Z;é axX* = 0 nach 2.3.3 und 8.1.3 und daher h € (p). Wegen
deg h < n = degp folgt h = 0.

Zu (b). Sei f € K[X]. Zu zeigen ist, dass es ein r € K[X] mit degr < n und f =7 in
K[X]/(p) gibt. Mit 10.2.1 findet man (¢,r) € K[X]?* mit degr < degg und f = pq + r.

Dann f —r € (p) und daher f =7 in K[X]/(p) wie gewiinscht. O
Proposition und Definition 10.2.6. Sei p = X" +a,, X" '+ -+ a1 X +a¢ € K[X]
mit ag,...,a,_1 € K ein normiertes Polynom. Dann ist

[+ K[X]/(p) = K[X]/(p), 7— Xq (q€ K[X])

wohldefiniert ugd linear. Die Darstellungsmatrix C, := M(f,v) von f beziiglich der
Basis v := (1, X,..., X" 1) von K[X]/(p) nennen wir die Begleitmatriz von p (engl.:
companion matrix). Es gilt

O O ................ 0 —ayg
1 0 : —a
0 1. —ag
C, = -
’ o 0.
0 0 RV
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Beweis. Da im Quotientenring K[X]/(p) gilt Xq *=° X - g fiir alle ¢ € K[X], ist f als
Abbildung wohldefiniert. Weiter ist f linear, denn fiir alle ¢, € K[X] und X € K gilt
f@+7)=flg+r) =X(g+r)=Xq+Xr=Xq+Xr=f(q) + f(7)
fO9) = (M) = X(A\g) = AM(Xq) = AXq = Af(q)-

Nach 10.2.5 ist v eine Basis des Quotientenvektorraums K[X]/(p). Die behauptete
Gleichheit fiir €, ergibt sich aus 7.1.2 wegen f(X*) = X**! fiir alle k € {0,...,n — 2}
und f(X" 1) =X"=—qyl —a1 X — -+ —a, 1 X" L. O

und

Satz 10.2.7. Sei p € K[X] ein normiertes Polynom vom Grad n. Dann ist p bis auf
das Vorzeichen das charakteristische Polynom seiner eigenen Begleitmatrix, das heifst

b= (_1>anp-

Beweis. Ist n =0,s0p =1 110 (—1)%det() = (—=1)"xc,-. Sei also (B n > 1. Benutze
wieder die Basis v := (T, X, ..., X"1) des Quotientenvektorraums K[X]/(p) [—10.2.5]
und schreibe p = X" +a, ;X" '+ +a; X +ap € K[X]| mit ayg,...,a, 1 € K. Es gilt:

Xe, 10-18(e) det(C, — X1,,)
_X O cvvvreeee 0 —ag
1 X . —a
et 0 1. —ay
. . . —X —Ap—2
0 (EEEEEREEEEE 0 - 1 —ay_ 1 — X

Addiert man nun in der groffen Matrix nacheinander von unten beginnend jeweils das
X-fache einer Zeile zur vorherigen, dann éndert sich geméf 9.1.12(a) die Determinante
nicht und man erhélt

0 0o 0 —ag—a; X — - —a, X" — X"

1 0.. —al—QQX_..._an_an%_an
Yo, = det 0 1 —ag—agX—--~—.an_1X"*3—X”*2

0 0. ' -

| : 0 X x?

0 0..........".0'” cay - X

In der ersten Zeile der grofsen Matrix ist also nur der letzte Eintrag verschieden von null
und zwar ist dieser —p. Entwickelt man diese Determinante mit 9.2.1(a) nun nach der
ersten Zeile, so ergibt sich x¢, = (—1)"*"(—p) det(f,,—1) = (—1)"p. O
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Definition 10.2.8. (a) Ist f eine Selbstabbildung der Menge M, so definiert man
ffi=fo-iofe MM
—_——

k-mal

fiir jedes k € Ny, wobei f° := idy,. Insbesondere ist f* € End(V) fiir jedes k € Ny,
jeden Vektorraum V und jedes f € End(V) erklart.

(b) Ist n € Ny und A € K™*", so definiert man

AR = A A€ K™

k-mal
fiir jedes k € Ny, wobei A% := I,,.
Beispiel 10.2.9. Ist p € R und k € Ny, so gilt fiir die Drehung R, € End(R?) [—6.3.2(a)]
(Rso}k = R
Erinnerung 10.2.10. [—7.1.6,7.1.7] Sei V ein K-Vektorraum. Dann ist
End(V) := Hom(V, V') ein K-Vektorraum und fiir alle f,g,h € End(V) und A\ € K gilt
folg+h) =fog+foh,
(f+g)oh=foh+goh und
(Af)eg=A(fog)=[fo(Xrg)
Definition und Proposition 10.2.11. [—3.2.4]
(a) Sei V ein K-Vektorraum und f € End(V'). Dann ist

K[f] = {Zakfk\neNo,ao,...,aneK}
k=0

zusammen mit der punktweisen Addition und der Hintereinanderschaltung als Mul-
tiplikation ein kommutativer Ring.

(b) Sei n € Ny und A € K™*". Dann ist

K[A] = {ZakAk | neNg,ao,...,anEK}
k=0

zusammen mit der Addition und Multiplikation von Matrizen ein kommutativer
Ring.

Beweis. (a) K[f] = span{f* | k € Ny} ist ein Unterraum des K-Vektorraums End(V)
und daher insbesondere beziiglich punktweiser Addition eine abelsche Gruppe. Nun sind
die Abgeschlossenheit beziiglich Hintereinanderschaltung sowie (K), (A), (N) und (D)
aus 3.1.1 nachzurechnen. Mit Erinnerung 10.2.10 geht dies analog zum Beweis von 3.2.4.

(b) geht genauso unter Benutzung von 7.2.6 und 7.2.7(b). O

Fassung vom 6. November 2017, 09:42Uhr



126 §10 Eigenvektoren

Satz und Definition 10.2.12. (a) Se: V' ein K-Vektorraum und f € End(V'). Dann
gibt es genau einen Ringhomomorphismus . K[X| — K|[f] mit

0 (Z akxk> = af*
k=0 k=0

fir alle n € Ny und ag,...,a, € K. Ist p € K[X], so schreibt man auch p(f)
statt ¥ (p) (,p ausgewertet in f“). Dass 1 ein Ringhomomorphismus ist, heifst dann

(p+q)(f) =p(f)+a(f), 1(f) = idy und (pq)(f) = p(f) o q(f) fiir alle p,q € K[X].

(b) Sei n € Ny und A € K™". Dann gibt es genau einen Ringhomomorphismus

v K[X] — K[A] mit
v (Z aka> = Z apA*
k=0 k=0

fir alle n € Ng und ag,...,a, € K. Ist p € K[X], so schreibt man auch p(A)
statt ¥(p) (,p ausgewertet in A“). Dass ¢ ein Ringhomomorphismus ist, heifst dann

(p+q)(A) = p(A)+q(A), 1(A) = I, und (pq)(A) = (p(A))(q(A)) fiir alle p,q € K[X].

Beweis. (a) Wende 3.2.13 an: Uberpriife zunichst, dass ¢: K — K|[f], a + aidy ein
Ringhomomorphismus ist. Dann erhélt man ¢: K[X] — K[f] mit

n

(8 (Z aka> = ;@(ak)fk = (axidy)o f*

k=0 k=0
2 (idy of*)=ai f¥

(b) geht genauso mit ¢: K — K[A] definiert durch ¢(a) = al,, fiir a € K. O

Beispiel 10.2.13. Sei p € K[X] ein normiertes Polynom. Dann gilt x.,(C,) = 0. Definiert
man némlich f wie in 10.2.6, so ist dies wegen 7.1.8 und 7.2.5 dquivalent zu x.,(f) = 0
und damit wegen 10.2.7 zu p(f) = 0 . Es gilt aber (p(f))(g) = pg = 0 fiir alle ¢ € K[X],
wie man sich sofort iiberlegt. Der folgende Satz ist eine groflartige Verallgemeinerung
dieses Phénomens.

Satz 10.2.14 (Cayley-Hamilton). (a) Fir jeden Endomorphismus f eines endlichdi-
mensionalen Vektorraums gilt x¢(f) = 0.

(b) Fliir jede quadratische Matriz A iber einem Kdrper gilt x4(A) = 0.

Beweis. (a) Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum, f € End(V) und v € V.
Zu zeigen ist (x¢(f))(v) = 0. Nach 6.2.19 konnen wir das kleinste m € Ny wihlen
derart, dass v, f(v),..., f™(v) linear abhingig sind. Dann sieht man leicht, dass es
ag, .- -am—1 € K geben muss mit f™(v) + am_1f™ (V) + -+ + arf(v) + agv = 0
(f(f() =1 f(f (), F(f"2(v)) = 1- f" 7 (w), f(f" 7 (v)) = f"(v) = —agv—ar f(v) -
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- — Ay [N (0)). Da v, f(v),..., f™ }(v) linear unabhingig sind, findet man mit
6.2.20 eine Basis v = (v, f(v),..., f™ 1 (v),vm, ..., v,) von V. Setzt man nun

p=X"+an 1 X"+ + a1 X + ao,

so ist nach 7.1.2

O 0 ........... 0 _ao
1 0 —ay
_ (% U —a2
L
0 0o 0 1 —am
fiir ein A € K(—m)x(=m) Fg ergibt sich
10.1.5 B . Cp— X1 | *
U de(r(f) - X1,) = den (-2 e
9.1.11 10.2.7

det(Cp — X1p,) det(A — X1, ) =" Xe,q = (—1)"pg = pq = qp
mit ¢ := det(A — X1,,_,) € K[X]. Nun gilt

10.2.12(a)

Xy (f) = (ap)(f) =" q(f)op(f)
und daher

da

(p(MN@) = (" + a1t f" "+ +af +agidy)(v)
= fm('U) + am_1fm_1(v) + -+ Cl1f(’U) + ag = 0.

(b) Fir A e K™ ist fa € End(K™) [—6.3.2(e)] und wir haben

10.1.9(e)

xa(4) =" xp(A) = xpa(M(fa,e) =
:%i M(XfA<fA)7Q) @ M(O,Q) =0.
UJ

Bemerkung 10.2.15. (a) Im Beweis des Satzes von Cayley-Hamilton 10.2.14 haben wir
Teil (b) sofort aus Teil (a) gewonnen. Geht man umgekehrt von Teil (b) aus, so
gewinnt man daraus sofort Teil (a): Ist ndmlich V' ein K-Vektorraum mit Basis
v = (v1,...,v,), f ein Endomorphismus von V und A := M(f,v), so gilt x5 =
det(f — XI,) = det(A — XI,) = xa und daher x¢(f) = xa(f) = 0, denn aus
xa(A) =0 folgt mit 7.1.8 und 7.2.5 sofort xa(f) =0.
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(b) Der folgende ,Beweis* des Satzes von Cayley-Hamilton ist falsch: JIst n € Ny und
A € K™, so setzen wir in die Gleichung x4 = det(A — X 1,,) fir X die Matrix A
ein [—10.2.12(b)| und erhalten xa(A) = det(A — Al,) = det(A — A) = det(0) = 0.
Es gibt viele Griinde, warum dies offensichtlich Unsinn sein muss: Zum Beispiel
ist x4(A) eine Matrix, aber det(A — Al,) ein Skalar. Ausserdem ist im Spezialfall
n = 0 die Determinante von 0 € K™ ™ nicht 0, sondern 1 [—9.1.10(a)]. Wo liegt
aber genau der Fehler? Da das Einsetzen von A fiir X ein Ringhomomorphismus
von K[X] nach K[A]ist [+10.2.12(b)]|, kann man wegen der Leibniz-Formel 9.1.7(x)
tatséichlich zuerst in jedem Eintrag der Matrix A — X [,, die Unbestimmte X durch
A ersetzen und dann erst die Determinante bilden. Aber X I,, hat nichts mit einem
Matrizenprodukt zu tun, sondern es gilt [—7.2.7(b)]

0
XI, = . € K[X]"".

0 «x

Einsetzen von A fiir X in (den Eintrdgen von) X1, liefert daher nicht das Produkt
der Matrizen A und [,,, sondern

40
0 4

Einsetzen von A fiir X in A — X1, liefert also eine Matrix in K[A]™", die im
Allgemeinen nicht die Nullmatrix ist.

e K[A]™".

(c) Wir geben noch einen zweiten, sehr kurzen, aber etwas unheimlichen Beweis von
Cayley-Hamilton mit Hilfe der Komatrix aus 9.2.3. Sei wieder n € Ny und A € K"™*".
Man sieht leicht, dass die Eintrdge der Komatrix von A — X I,, Polynome vom Grad
< n — 1 sind. Schreibe nun y4 = a, X" + --- + a1 X + a¢ mit ag,...,a, € K und
(com(A — XI,))T = X" 1B, 1+ -+ XB; + By mit By,...,B,_; € K" Dann
gilt (A — XL)(X" B, 1+ -+ XBy + By) = (A — XI,)(com(A — XI,,))T "%
(det(A — X)), = X"a,l, + -+ + XayI, + apl,, woraus durch Vergleich der
Koeffizienten der Eintrage folgt:

—B, 1 =a,l,
Aanl — B2 =an11,

ABl — BO = alln
ABO = aofn.
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Multiplizieren von links mit Potenzen von A liefert

—-A"B,_1 = a, A"
Aan,1 - Anianf2 = anflAnil

A231 - ABO = (llA
ABO = Clo[n.

Addiert man diese Gleichungen, so erhélt man links die Nullmatrix und rechts x4 (A).

(d) Nous avons testé pour vous 30 démonstrations du théoréme de Cayley-Hamilton von
Michel Coste ist eine Ubersicht iiber Beweise von Cayley-Hamilton:
http://agreg-maths.univ-rennesl.fr/documentation/docs/HaCa.pdf.

Definition 10.2.16. [—10.2.12, 3.3.15]

(a) Sei V ein K-Vektorraum und f € End(V). Dann heifst der Kern Iy := ker¢ des
Ringhomomorphismus ¢: K[X] — K|[f], p — p(f) das Ideal der algebraischen
Identitdten von f.

(b) Sei n € Ng und A € K™™. Dann heifft der Kern I4 := kert des Ringhomomor-
phismus ¢: K[X]| — K[A], p — p(A) das Ideal der algebraischen Identititen von
A.

Bemerkung 10.2.17. Der Satz von Cayley-Hamilton 10.2.14 besagt:

(a) Ist f ein Endomorphismus eines endlichdimensionalen Vektorraums, so gilt x; € If
und daher insbesondere Iy # {0}.

(b) Ist A € K™ so gilt x4 € 14 und daher insbesondere 14 # {0}.
Definition 10.2.18. [—10.2.4]

(a) Sei V ein K-Vektorraum und f € End(V') mit I; # {0}. Dann heift das eindeutig
bestimmte normierte Polynom py € K[X] mit Iy = (uy) das Minimalpolynom von

f.

(b) Sein € Ny und A € K™*™. Dann heifit das eindeutig bestimmte normierte Polynom
pa € K[X] mit Iy = (ua) das Minimalpolynom von A.

Bemerkung 10.2.19. [—10.2.14]

(a) SeiV ein Vektorraum mit n := dim V' < oo und f € End(V'). Dann gibt es r € K[X]
mit x; = pysr. Insbesondere gilt deg(pur) < n.

(b) Sein € Ny und A € K™*". Dann gibt es r € K[X]| mit x4 = par. Insbesondere gilt
deg(pa) < n.
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Beispiel 10.2.20. [—6.3.2, 7.1.4, 10.1.3, 10.1.9] In den folgenden Beispielen benutzen wir,
dass fiir einen Endomorphismus f eines zweidimensionalen K-Vektorraums V' offensicht-
lich gilt:

Xf%,ltf — JdNe K: f=Aidy.

(a) Sei ¢ € R. Dann gilt

Xr, = X>—2(cosp)X +1 und

XR, falls p & {nmw | n € Z}
pr, = X —1 falls = nr fiir ein gerades n € Z
X +1 falls ¢ = nr fiir ein ungerades n € Z

Nach dem Satz von Cayley-Hamilton 10.2.14 gilt

(R,)* —2(cos )R, +idge = 0, also
~——

10.2.9
2Ry,

Ro,(v) — 2(cos p)Ry(v) +v = 0 fiir alle v € R*.
(b) Es gilt us = x5 = (X —1)(X +1) = X% — 1 und Cayley-Hamilton besagt S? = idg>
(,zweimal spiegeln ist keinmal spiegeln‘).

(c) Es gilt up = xp = X(X — 1) = X? — X und Cayley-Hamilton besagt P?> = P
(,zweimal projizieren ist einmal projizieren®).

(d) Sei a € R. Dann gilt
xr, = (X—-1P2=X*-2X+1 und

X falls a # 0
AT =YX =1 fallsa—=0

Cayley-Hamilton sagt hier T? = 2T, —idg: (,zweimal scheren ist scheren, verdoppeln
und Ausgangsvektor abziechen®).

(e) Ist A e K™™, soist xp, = xa und piy, = p14 wegen 7.1.8 und 7.2.5.

(f) Sei d € Ny. Wegen x pw = (—X)?! besagt Cayley-Hamilton hier, dass
DY (p) = (DD)4+1(p) = 0 fiir alle p € K[X]4, das heift ein Polynom vom Grad
< d wird nach (d + 1)-maligem Ableiten das Nullpolynom.

(8) E,...a, ist kein Endomorphismus!

(h) Es gilt uc = xc¢ = X?—1 und Cayley-Hamilton besagt C* = id¢ (,zweimal komplex
konjugieren ist keinmal komplex konjugieren®).

Vorlaufiges Skript zur Linearen Algebra I



§10.3 Diagonalisierbarkeit und Trigonalisierbarkeit 131

§10.3 Diagonalisierbarkeit und Trigonalisierbarkeit

Erinnerung und Definition 10.3.1. Eine Matrix [— 5.1.8] mit ebensoviel Zeilen wie Spal-
ten nennt man quadratisch |[— 10.2.14(b)|. Eine quadratische Matrix nennt man in

oberer Dreiecksgestalt obere Dreiecksmatrix
Diagonalgestalt oder eine Diagonalmatriz , wenn sie von der Form
unterer Dretecksgestalt untere Dreiecksmatrix

(-]
( 00> ot

()

Definition 10.3.2. Sei V' ein Vektorraum und f € End(V).
(a) f heift {

M(f,v) [ 7.1.11] {

diagonalisierbar

trigonalisierbar
Diagonal-

obere Dreiecks-

, wenn es eine geordnete Basis v von V' gibt derart, dass
} gestalt hat.

(b) Eine (geordnete) Basis von V heifst (geordnete) Figenbasis fir f, wenn sie aus Ei-
genvektoren [—10.1.2] von f besteht.

Satz 10.3.3. Sei f ein Endomorphismus eines endlichdimensionalen Vektorraums V.
Aquivalent sind folgende Aussagen:

(a) f ist diagonalisierbar.
(b) f besitzt eine Eigenbasis.

(c) xy zerfallt und fir jeden Eigenwert von f stimme geometrische und algebraische
Vielfachheit dberein [— 10.1.14, 10.1.15].

Beweis. Sei V' ein K-Vektorraum, n := dimV < oo und f € End(V).
(a) < (Db). folgt aus der folgenden Tatsache:
(%) Sei v = (v1,...,v,) Basis von V. Dann gilt fiir Ay,..., \, € K:
0

A1 :
M(f,y): ( OO ) é ViE{l,...,n}:COOl‘dg(Ui): )gz i-te Stelle
An
6
EL wvie{1,... n}:
f(vi):0'U1+...+0‘UZ'_1+>\Z'U,‘+O'Ui+1+...+0'vn

-~
Aiv;

< Vie{l,...,n}: v ist Eigenvektor von f zum

Eigenwert A
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(a) = (c). Sei f diagonalisierbar. Wéhle geordnete Basis v von V mit M (f,v) =
A1
( OO ), A; € K. Dann
An

A1—X
\s m'=1'5det(M(f,y)—XIn):det( 0 )

O S A= X

9.L.11 H()" - X)=(="TTx =M.

1

n

(2

Es zerfallt x; also [— 10.1.13]. Sei nun A ein Eigenwert von f. Nach Umnummerieren
der \; kbnnen wir A =X\ = ... =\, # \; furi € {m+1,...,n}. Zu zeigen: dim ker(f —
Aidy) = m [— 10.1.14]. Aus 10.1.15 wissen wird schon ,,<“.

»>“ Nach () gilt f(v;) = A, fiir ¢ € {1,...,m}. Also sind vy, ..., v, linear unabhén-
gige Elemente von ker(f — Aidy).

(c) = (b). Gelte (c). Bezeichne die paarweise verschiedenen Eigenwerte von f mit
A1, ..., Am € K und deren algebraische Vielfachheiten mit oy, ..., a,, € N. Da x zerfallt

gilt ay + -+ + oy, = deg x; %1% . Wegen dim ker(f — A;idy) © a; folgt [— 10.1.12]

dim (@ ker(f — \; idv)> 822 Z o =n,
i=1 =1

also @;", ker(f — \;idy) = V nach 6.2.27, Wéhlt man nun fiir jedes i € {1,...,m} eine
Basis B; von ker(f — \;), so ist By U...U B,, eine Basis von V nach 8.2.2. ]

diagonalisierbar

Definition 10.3.4. Sei A € K™*". Dann heift A . .
trigonalisierbar

}, wenn fa [—

diagonalisierbar
6.3.2 (e)] {trigonalisierbar

Eigenbasis fiir A.

} [— 10.3.2] ist. Wir nennen eine Eigenbasis fiir f4 auch

Satz 10.3.5. Sei A € K™*". Dann sind dquivalent:
(a) A ist diagonalisierbar

b

(b) A ist dhnlich zu einer Diagonalmatriz
(c) A besitzt eine Figenbasis
()

d) xa zerfallt und fiir jeden Eigenwert von A stimmen geometrische und algebraische
Vielfachheit diberein.

Beweis. (a) <= (c¢) <= (d) ist klar, da dasselbe fiir f4 gilt [— 10.3.3].
(a) = (b). Sei fa diagonalisierbar, etwa v eine geordnete Basis von K" mit D :=
M (fa,v) in Diagonalgestalt. Dann gilt

7.1.4(e

AT N (Fase) "R M(fa,v) = D.
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A1
(b) = (a). Sei P € K™ invertierbar und D = ( OO ) € K™ mit A =
An

P~'DP. Dann bilden vy, ...,v, € K™ mit v; := P~ 'e; eine Basis von V mit
fa(v;) = Av; = P"'DPP 'e; = P 'De; = P ' Nie; = \i P le; = Ay
Also M(f,v) = D mit v := (vy,...,v,). O

Proposition 10.3.6. Sei [ ein Endomorphismus des Vektorraum V. FEin Unterraum U
von V' heifit f-invariant, wenn f(U) C U. Ist U f-invariant, so sind fly : U — U, v —

f(v) und }U VU = VU, v f(v)U wohldefinierte Endomorphismen.
Beweis. Kklar fiir f|y.
fiir ?U vy —>1HU V/U sind linear [— 8.1.8|, also nach 6.3.3 g : V — V/U,v —

f(v ) Es gilt U C ker g, denn furv € U gilt f(v) € U und daher g(v) = f(v) = 0. Nach

Homomorphiesatz 8.1.9 ist f = ¢ wohldefiniert und linear. O
Lemma 10.3.7. [— 8.1.11] Seien V' ein Vektorraum, f € End(V) und U ein f-
wmvarianter Unterraum von V. Weiter seien m,n € Ny mit m < n und vy,...,v,
derart, dass u = (vi,...,0y) eine Basis von U und w := (Umi1,...,0n) eine Ba-
sis von V/U. Dann v = (v1,...,v,) eine Basis von V und M(f,v) von der Gestalt
M(f|v) ‘ *
M(f,0) = 0 M (fU,w
A1
Beweis. v ist eine Basis von V' nach 8.1.11. Sei nun j € {1,...,n} und < : ) die j-te
An
Spalte von M(f,v). Dann f(v;) = > 0 Ny [= 7.1.1). Ist j € {1,...,m}, soist v; € U,
also f(v;) € I und daher A1y =... =X, =0.Ist j € {m+1,...,n}, soist
£ (o) 120 ZM ZM - > A
i=m-+1
]

Korollar 10.3.8. |— 9.1.11] Ist f ein Endomorphismus eines endlichdimensionalen
Vektorraums V und U ein f-invarianter Unterraum von V', so Xy = X, X—v-

Satz 10.3.9. |— 10.3.3] Sei f ein Endomorphismus eines endlichdimensionalen Vek-
torraums V. Dann sind dquivalient:

(a) f trigonalisierbar

(b) xy zerfdllt
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(c) Es gibt eine geordnete Basis v von V. mit M(f,v) in unterer Dreiecksgestalt.

A1
Beweis. (a) = (b). Ist v geordnete Basis von V mit M (f,v) = ( .0 >, SO

0"

"= 0= X) = (0 [T =),

i=1
(a) < (c). Ist v = (vy,...,v,) Basis von V, so auch w := (v,,...,v;) und es gilt

A1
M(f,v) hat obere Dreiecksgestalt ( *

N O"'An

(b) = (a). Induktion nach n := dim V.

) <= M(f,w) hat untere Dreiecksgestalt

Induktionsanfang: n = 0: Die 0 x 0-Matrix ist eine obere Dreiecksmatrix.

Induktionsschritt: n —1 —n (n € N). Sei V' ein K-Vektorraum mit dimV = n und
f € End(V). Es zerfalle ;. Wegen n > 1 hat dann s eine Nullstelle A € K.
Wihle Eigenvektor v; von f zum Eigenwert A [— 10.1.7]. Dann ist U := span (v;)
f-invariant, u := (v1) eine Basis von U, M (f|y,u) = (A) € K™ und xp), = A—X.

Nach 10.3.8 X7 = Xz, X v, Weshalb auch x_o zerfillt. Wegen dim(V/U) SLU g

gibt es dann nach IV eine Basis w = (vg,...,7,) von V/U (mit vy, ...,v, € V)
derart, dass M ( fu,g> obere Dreiecksgestalt hat. Nach 10.3.7 ist dann v :=

A ‘ *
(v1,...,v,) eine Basis von V. und M (f,v) = ol s (U ) hat obere Drei-

fw
ecksgestalt.

O
Satz 10.3.10. [— 10.3.5] Sei A € K™™. Dann sind dquivalent:
a) A ist trigonalisierbar.

A ist dhnlich zu einer unteren Dreiecksmatrix.

(a)
(b) A ist dhnlich zu einer oberen Dreiecksmatriz.
(c)
(d)

d) xa zerfallt.

Beweis. @hnlich wie 10.3.5 (mit 10.3.9 statt 10.3.3). O
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In diesem Kapitel sei stets K € {R,C}. Ist a € K, so schreiben wir wieder a* fiir die
komplex-konjugierte Zahl [—4.2.7] (falls K = R, so gilt natiirlich a* = a). Allgemeiner
schreiben wir A* fiir die komplex-konjugierte transponierte Matrix (aﬂ)1<J<n 1<i<m €

=>J Il 0>

K™*™ einer Matrix A = (aij)1<i<mi1<j<n € K™ (falls K = R, so gilt natiirlich A* = AT

Il e R

[—9.1.21]). Zum Beispiel gilt
14+2 0 1) 1_02@0
0 - 2

§11.1 Skalarprodukte

Definition 11.1.1. Sei V ein K-Vektorraum. Ein Skalarprodukt auf V ist eine Abbildung
VxV =K, (v,w)— (v,w) derart, dass fiir alle u,v,w € V und A € K gilt:

(1) (u+v,wy = (u,w)+ (v,w)
(2) M, wy = XNY(v,w)

(3) (u,v+w) = (u,v)+ (u,w)
(4) (v, w)y = Mo, w)

(5) (vw) = (w,v)

(6) v#0 = (v,v) >0

Fiir K = R sagt man, dass die Abbildung bilinear [(1)—(4)] (ndmlich linear im ersten
[(1),(2)] und zweiten Argument [(3),(4)]), symmetrisch [(5)] und positiv definit [(6)] ist.
Fiir K = C sagt man, dass die Abbildung sesquilinear! [(1)-(4)| (ndmlich semilinear oder
auch antilinear im ersten [(1),(2)] und linear im zweiten Argument [(3),(4)]), hermitesch
[(5)] und positiv definit [(6)] ist.

Bemerkung 11.1.2. (a) Sei V ein K-Vektorraum und V x V' — K, (v, w) — (v, w) eine
Abbildung, die 11.1.1(4),(5) erfiillt. Dann gilt (v,0) = (v,0k - 0) = Og(v,0) = Ok

I sesqui“ kommt aus dem Lateinischen und bedeutet ,anderthalb®.
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und daher (0,v) = (v,0)* = 0 = Ox. Beachte auch, dass nach (5) gilt (v,v) € R fiir
alle v € V. Es ist dann 11.1.1(6) aquivalent dazu, dass fiir alle v € V gilt

(67) (v,v) >0 und ((v,v) =0 = v =0).

(b) Manche Autoren fordern in der Definition eines Skalarprodukts auf einem C-Vektor-
raum die Linearitédt im ersten und die Semilinearitidt im zweiten Argument. Dies ist
kein Problem: Um zwischen den beiden Literaturen hin und her zu springen, muss
man lediglich die beiden Argumente vertauschen.

Beispiel 11.1.3. (a) Kx K —» K, (z,y) — (z,y) definiert durch

n I n
(x,y) ::foyi:x*y fire=|: |,y=| | kK"
i=1 T
n Yn

ist ein Skalarprodukt auf K", das Standardskalarprodukt auf K", wobei 11.1.1(6)
folgt aus (x,z) = " | |z;]? fiir alle z € K" [—4.2.8)].

(b) R x R* - R, (x,y) — (x,y) definiert durch

<(i1) ’ <zl)> = x1Y1 + 9x1Y2 + dxayr + 262y fir 1, 29,y1,92 € R
2 2

ist ein Skalarprodukt auf R? denn x? + 10z,25 + 2623 = (x1 + 5x2)* + 23 > 0 fiir

(7)€ R?\ {0}.

(c) Esist C([0,1],K) := {f | f: [0,1] — K stetig} ein Unterraum des K-Vektorraums
KO [—7.1.5] und

C([0.1),K) x C(0,1,K) = K, (f.g) > (f.g) = / F(2) gla)da

ein Skalarprodukt auf C([0, 1], K), denn (f, f) = fol flz)" f(x)dx = fol |f(x)|*dz > 0
falls f € C(]0,1],K) \ {0}.

Definition 11.1.4. Sei V ein K-Vektorraum. Eine Norm auf V ist eine Abbildung
V = R, v+ |jv| derart, dass fiir alle v,w € V und X € K gilt

lv4+w|| < ||+ ||w] ,Dreiecksungleichung®

Al = |All]v]| ,2absolute Homogenitét*
v#£0 = |jv]|>0 [beachte auch [|0]] = ||0x0]| = |0k|||0]] = Ok|

Definition 11.1.5. Einen (K-)Vektorraum zusammen mit einem Skalarprodukt oder
einer Norm auf V' nennt man einen (K-) Vektorraum mit Skalarprodukt beziehungsweise
einen normierten (K-) Vektorraum.
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Bemerkung 11.1.6. (a) Einen K-Vektorraum mit Skalarprodukt nennt man einen K-
Prahilbertraum, im Fall K = R auch einen euklidischen Raum und im Fall K = C
auch einen wunitdren Raum. Altmodische Autoren sprechen jedoch sowohl im reel-
len als auch im komplexen Fall von einem unitdren Raum, wiahrend neumodische
Autoren in beiden Fillen von einem euklidischen Raum sprechen.

(b) Formal sind Vektorrdume mit Skalarprodukt und normierte Raume bei uns 7-Tupel,
da Vektorrdume 6-Tupel sind [—6.1.1]. So wie wir in einer abelschen Gruppe die
Addition fast immer mit + notieren [—2.1.2(d)|, schreiben wir das Skalarprodukt in
einem Vektorraum mit Skalarprodukt fast immer mit (.,.) und die Norm in einem
normierten Vektorraum fast immer mit ||.]|.

Lemma 11.1.7. Seien V' ein Vektorraum mit Skalarprodukt und v,w € V. Dann
(v+w,v+w) = (v,v) + 2Re((v,w)) + (w, w).

Beweis. (v 4+ w,v + w) = (v,v + w) + (w,v + w) = (v,v) + (v,w) + (w,v) + (W, w)
= (v,v) + (v, w) + (v, wW)* + (w,w) = (v,v) + 2Re((v,w)) + (w, w) [—4.2.8] O

Satz 11.1.8 (Cauchy-Schwarz-Ungleichung). [Augustin Louis, baron Cauchy *1789
71857, Hermann Amandus Schwarz *1843 11921| Seien V' ein Vektorraum mit Skalar-
produkt und v,w € V. Dann gilt

(v, w)|* < (v, v){w, w)
mit Gleichheit genau dann, wenn v und w linear abhdngig sind.

Beweis. Bezeichne K den Grundkérper von V' und setze S := {¢ € K| |¢|] = 1}. Dann
gilt fiir z € R und ¢ € S nach Lemma 11.1.7

0 < (v+ 2w, v+ 2¢w) = (v,v) + 22 Re(({v, w)) + 2*(w, w).

Wihle fiir jedes # € R ein ¢, € S mit Re((,(v,w)) = |{(v,w)| (nehme (, := fzjvqu)‘ €S
falls (v, w) # 0). Dann gilt fiir alle x € R

0 < {0+ 2w, v+ 3Cw) = (v,0) + 20]{v, w)| + 2 (w, w).
Ist (w,w) = 0, so gilt also (v,w) = 0 und w = 0 ist linear abhéngig. Sei also (w,w) > 0.

Die Diskriminante (2|(v, w)|)*—4(w, w){v, v) ist dann nicht positiv und genau dann null,
wenn v ein skalares Vielfaches von w ist. O

Satz 11.1.9. Sei V' ein Vektorraum mit Skalarprodukt. Dann ist
V=R, v || ==+ {v,0)

eine Norm auf V. Jeder Vektorraum mait Skalarprodukt ist also auf diese Weise ein
normierter Raum.
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Beweis. Es ist alles klar bis auf die Dreiecksungleichung: Fiir alle v,w € V gilt

lv+wl|? = (v+w,v+w)
"7 (0,0) + 2Re({v,w)) + (w, w)
s (v, 0) + 2/{v,w)| + {w, w)
20 )+ 2l + (w,w)
(lloll + lll)>.

]

Satz 11.1.10 (Polarisationsformel). Sei V' ein K-Vektorraum mit Skalarprodukt. Dann
qilt fir alle v,w € V:

4(v,w) = |lv +w|]* - |v — wl|* falls K =R und
v, wy = |lv +w|? = |Jv — w||? = 2o + w]||* + 2|lv — ww|)? falls K = C.

Beweis. Es gilt (v + w,v +w) — (v —w,v —w) = 2({v,w) + (w,v)) fur alle v,w € V.
Im Fall K = R, folgt hieraus schon die Behauptung. Im Fall K = C folgt hieraus
—1((v 41w, v + 1w) — (v — 21w, v —1w)) = =2((v, W) + (w,v)) = 2((v,w) — (w,v)) fiir
alle v,w € V und man braucht dies nur zur obigen Gleichung addieren. O]

Definition und Proposition 11.1.11. Seien V' ein R-Vektorraum mit Skalarprodukt
und v, w € V '\ {0}. Dann existiert eine eindeutig bestimmte Zahl « € Rmit 0 < o <7

und

cosa = v, w)

vl lwll

Diese Zahl nennt man den Winkel £(v,w) zwischen v und w.

Beweis. Aus der Analysis weifs man, dass [0, 7] — [—1,1], a — cos(a) eine Bijektion
ist (die Injektivitat folgt daraus, dass diese Funktion streng monoton fillt, und die
Surjektivitdt aus dem Zwischenwertsatz). Aus der Injektivitat dieser Funktion folgt die
Eindeutigkeit von «. Aus der Surjektivitét folgt die Existenz von a;, denn nach Cauchy-
Schwarz 11.1.8 gilt

(v, w)

—-1< <1

[of[{fwll

]

Bemerkung 11.1.12. (a) Die durch das Standardskalarprodukt auf dem R? [—11.1.3(a)]
induzierte Norm R? — R, () — va? + b* [—+11.1.9] gibt gerade die anschauliche
Linge eines Vektors im R? wieder, wie man leicht sieht, indem man in folgender
Zeichnung den Flacheninhalt des grofen Quadrats auf zwei verschiedene Weisen
berechnet:
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(c)

(a+b)?=c* 442

a’+b* = ?

b a

Diesen Sachverhalt bezeichnet man als den Satz von Pythagoras [Pythagoras von
Samos * ~-570 T ~-510|. Obiges Bild stellt einen ,geometrischen Beweis* dar. Es
handelt sich um keinen Beweis in unserem Sinne, denn es wird dort anschaulich
argumentiert. Es wére befriedigender, einige Axiome aufzustellen, die noch unstreit-
barer unsere geometrische Anschauung widerspiegeln und den Satz von Pythagoras
dann formal aus diesen Axiomen abzuleiten. Letztlich kann man aber ohnehin nicht
vermeiden, gewisse geometrische Tatsachen einfach als gegeben vorauszusetzen (ge-
nauer gesagt axiomatisch einzufithren). Man konnte da weiter unten ansetzen, aber
das wiirde viel Zeit kosten und es stellt sich die Frage, warum man es machen soll-
te. In unserem Rahmen ist daher das obige Bild kein formaler Beweis, aber ein
SArgument”, das den Leser iiberzeugen soll, dass er sich unter der Norm eines Punk-
tes im R? (mit Standardskalarprodukt) den anschaulichen Abstand zum Nullpunkt
vorstellen soll.

Definition 11.1.11 von Winkeln stimmt iiberein mit dem anschaulichen Winkelbegriff
im R? (ausgestattet mit dem Standardskalarprodukt). Wie in (a) argumentieren wir
wieder anschaulich: Wegen (a) verdndert die Drehung R, (¢ € R) [=6.3.2(a)] die
Norm eines Vektors nicht, woraus mit der Polarisationsformel 11.1.10 folgt, dass R,
auch das Skalarprodukt und damit Winkel im Sinne von Definition 11.1.11 nicht
verdndert. Es reicht also £(v,w) fiir den Fall zu betrachten, dass einer der beiden
Vektoren v, w € R*\{0} auf der ersten Koordinatenachse liegt (sonst drehe geeignet).

Weiter kann man ||v|]| = [Jw| = 1 annehmen, also v = (}) und w = (gfjg) mit
B € [0,27). Dann gilt fir o := £L(v,w), dass cosa = ((}), (Zﬁfg» = cos (. Also gilt

a=pffalls0<p<runda=7n—(f—m) =21 —p falls 7 < 5 < 27, das heifst
ist der anschauliche Winkel zwischen v und w.

Die durch das Standardskalarprodukt auf dem R?® [—11.1.3(a)| induzierte Norm
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R3 — R, <(é> — Va2 +b>+ % [—»11.1.9] gibt gerade die anschauliche Léinge ei-
nes Vektors im R? wieder, denn nach Pythagoras aus Teil (a) ist die Linge von
(%) gleich v/a? + b und wieder nach Pythagoras ist die Lénge von <§) daher

\/(\/a2 +b%)2 + 2 = Va? + b? + ¢? (male ein Bild!).

(d) Durch Drehung im R? sieht man nun wie in (b), dass auch im R3 der von uns in
11.1.11 eingefiihrte Winkelbegriff mit dem {iblichen iibereinstimmt.

(e) Sind ay,...,a,,b1,...,b, € R, so gilt im C"

a + zbl
— /(@ = 1)@+ 1) + -+ (n — ) (an + b0)

an—l—zb

=\/a%+b%+---+ag+bg.

§11.2 Orthogonalitat

Definition 11.2.1. Seien V ein K-Vektorraum mit Skalarprodukt und v,w € V. Es
heifsen v und w orthogonal oder senkrecht zueinander (in Zeichen: v 1 w), wenn (v, w) =

0.

Bemerkung 11.2.2. Seien V ein R-Vektorraum mit Skalarprodukt und v,w € V. Dann
v L w <= 4£(v,w) = 7 nach der Definition von Winkeln 11.1.11, denn cos 5 = 0.
Insbesondere stimmt unsere Definition von Senkrechtstehen in R? und R3 nach 11.1.12

mit unserer geometrischen Anschauung iiberein.

Satz 11.2.3 (Satz von Pythagoras). Sei V' ein K-Vektorraum mit Skalarprodukt und
seien v,w € V mit v L w. Dann ||v|]* + ||w||* = |Jv + w||* [—=11.1.9].

Beweis. [[vt+w|)? = (v+w,v+w) = (v,0)+ (v, w) + (w,v) +{w,w) = |v]*+]|w|? O
=0 =(waw)*=0

Bemerkung 11.2.4. Die Kiirze des Beweises des Satzes von Pythagoras in unserem Rah-
men, zeigt in eindrucksvoller Weise, wie einfach man geometrische Sachverhalte mit Hilfe
von Skalarprodukten erkléaren kann. Tatséachlich haben wir aber die Giiltigkeit des Satzes
von Pythagoras schon mehr oder weniger in den Begriff des Skalarprodukts hineinkodiert
(und dies in 11.1.12 gerechtfertigt). Man konnte daher sagen, dass der eigentliche Beweis
des Satzes von Pythagoras in 11.1.12(a) steht. Es stellt aber 11.1.12(a) nur die Verbin-
dung zur Anschauung her. Da wir innerhalb unseres Formalismus niemals anschaulich
argumentieren, sondern die Anschauung ,nur* als Inspiration zum Auffinden formaler
Beweise benutzen, wird hier an keiner Stelle gemogelt.
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Definition 11.2.5. [+6.2.1] Sei V' ein Vektorraum mit Skalarprodukt. Seien m € Ny
und vy, ..., v, € V. Dann heifst (v1,...,v,) ein Orthonormalsystem (ONS) (in V'), wenn
v; L ovj fiir alle 4,5 € {1,...,m} mit ¢ # j und ||v;|| = 1 fiir alle i € {1,...,m}. Ein
ONS, welches V' aufspannt, heifst Orthonormalbasis (ONB) von V.

Beispiel 11.2.6. Die Standardbasis des K" [—6.2.2] ist eine ONB des K™ (versehen mit
dem Standardskalarprodukt [—11.1.3(a)]).

Proposition 11.2.7. Sei V' ein Vektorraum mit Skalarprodukt und (vq, . .., v,,) ein ONS
inV. Seien A1, ..., A\ € Kundv :=>"" \uv;. Dann \; = (v;,v) fir allei € {1,...,m}.

Beweis. (vj, Y i Avi) = Yoy Nivj,v) = A (vj,v5) = Aj fiiralle j € {1,...,m} O
flvsl
=||lv;|[?2=1

Korollar 11.2.8. Se: V' ein Vektorraum mit Skalarprodukt. In V' ist jedes ONS linear
unabhdngig. Insbesondere ist jede ONB von V' eine Basis von V.

Definition und Proposition 11.2.9. Sei V ein Vektorraum mit Skalarprodukt und U
ein Unterraum von V. Das orthogonale Komplement von U in V ist definiert durch

Ut ={veV|VueclU:vlu}

und ist selber wieder ein Unterraum von V mit U N U+ = {0} und U C (U+)*. Ist
U = span(FE) fiir ein ECV,sogilt Ut ={veV |Yue F:v L u}.

Beweis. Sehr einfache Ubung. m

Definition und Proposition 11.2.10. Seien V' ein Vektorraum mit Skalarprodukt, U
ein Unterraum von V und v, w € V. Dann gibt es hochstens ein w € U mit v —w € U™,
Falls existent, nennt man dieses w die orthogonale Projektion von v auf U.

Beweis. Seien w,w’ € U mit v — w,v — w' € U*. Dann

(w—w' w—uw')=(w—uw,(v—w)—(v—w)) =(w—w,v—uw)—(w—w,v—w)=
eU cU+ eU eUut

]

Beispiel 11.2.11. (a) Sei V ein Vektorraum mit Skalarprodukt und U ein Unterraum
von V. Ist v € U, so ist v selber die orthogonale Projektion von v auf U. Ist v € U+,
so ist sie der Nullvektor.

(b) Betrachte den R-Vektorraum RY der reellen Folgen |—6.1.5, 7.1.5] und darin den
Unterraum V := {f | f: N - R, 3c € R: Vn € N: |f(n)| < ¢} der beschrinkten
Folgen sowie den Unterraum U der Folgen mit endlichem Triger [—6.2.8(f)]. Dann
ist V vermoge (f, g) == >y 5:f(1)g(i) (f, g € V) ein Vektorraum mit Skalarprodukt
und U ein Unterraum von V. Das orthogonale Komplement U+ von U in V besteht
offenbar nur aus der Nullfolge. Ist f € V, so existiert die orthogonale Projektion von

f auf U also genau dann, wenn f € U (und in diesem Fall ist sie f).
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Proposition 11.2.12. Sei V' ein Vektorraum mit Skalarprodukt, (vy, ..., v,,) ein ONS in
V, U :=span(vi,...,u,) und v € V. Dann ist Y, (v;,v)v; die orthogonale Projektion
von v auf U. Insbesondere existiert diese.
Beweis. w:= Yy ;" (v;,v)v; € U. Um v —w € U~ zu zeigen, reicht es (v;,v —w) = 0 fiir
je{l,...,m} zu zeigen. Sei also j € {1,...,m}. Dann

m m

(07,0 —w) = (5,0 =Y (v, v)vi) = (v, 0) = Y (w5, v) (v, v1) = (v, 0) — (vj,v) = 0.
i=1 i=1 —
€{0,1}
0

Korollar 11.2.13. Sei V' ein Vektorraum mit Skalarprodukt und ONB v = (vy, ..., vy).
Dann gilt

<Ul> U>
coord,(v) = : fir jedes v € V.
(vn, w)
Beweis. Die orthogonale Projektion eines v € V auf V ist v selber [—11.2.11(a)]. Also
gilt nach 11.2.12 v = Y7, (v;, v)v; fiir alle v € V. O

Proposition 11.2.14 (Gram-Schmidtsches Orthogonalisierungsverfahren). Sei V' ein
Vektorraum mit Skalarprodukt, (vy,...,vy) ein ONS in 'V, U = span(vy, ..., vy,) und
v U. Sei dann w := Y " (v;,v)v; die orthogonale Projektion von v auf U [—11.2.12].
Dann ist (vy, ..., 0, ﬁ) ein ONS und es gilt

v —w
N1, v 0) = span (1, o )

Beweis. Sehr einfache Ubung. O

Satz 11.2.15. [—6.2.18] Jeder endlichdimensionale Vektorraum mit Skalarprodukt be-
sitzt eine ONB.

Beweis. Induktion nach der Dimension, wobei der Induktionsschritt mit Gram-Schmidt
11.2.14 bewerkstelligt wird. O

Korollar 11.2.16. Sei V' ein Vektorraum mit Skalarprodukt und U ein endlichdimen-
stonaler Unterraum von V. Dann gibt es fir jedes v € V die orthogonale Projektion
Py (v) von v auf U und dadurch wird eine lineare Abbildung Py: V — V' definiert, deren
Kern Ut und deren Bild U ist.

Beweis. Wéhle mit 11.2.15 eine ONB (vy, ..., v,,) von U. Nach 11.2.12 haben wir dann
Py(v) = >0 (v, v)v; fir alle v € U. Mit der Linearitét des Skalarprodukts im zweiten
Argument 11.1.1(3),(4) rechnet man nun sofort die Linearitét von Py nach. Weiter gilt

ker Py = {v eV | Z(vm)}vi = O} 128 {veV | (v,v)=...= (vy,v) =0}
i=1
11.:2.9 (Span(vh s avm))L = UL7

U Cim Py nach 11.2.11(a) und selbstversténdlich im Py C U nach 11.2.10. O
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Proposition 11.2.17. Sei U ein endlichdimensionaler Unterraum des Vektorraums mit
Skalarprodukt V. Dann gilt V. = U & Ut |—=8.2.1]. Fiir endlichdimensionales V gilt
insbesondere dim(U) + dim(U+) = dim(V) [—8.2.3].

Beweis. Fiir jedes v € V gilt v = Py(v) + (v — Py(v)), also V = U + U*. Weiter ist die
—_——  ——

€U eUut
lineare Abbildung U x U+ — U + U+, (u,v) + u+ v injektiv, denn ist (u,v) € U x U+
mit u+v = 0, so folgt u = —v e UNU+ "2’ {0}. O

Korollar 11.2.18. Sei U ein Unterraum des endlichdimensionalen K- Vektorraums mit

Skalarprodukt V. Dann U = (U*)*.

Beweis. Nach 11.2.9 gilt U C (U4)* und mit 11.2.17 angewandt auf U und auf U+
haben wir dim(U) = dim(V) — dim(U+) = dim((U+)*). Benutze nun 6.2.27. O

Definition 11.2.19. Seien V und W Vektorraume mit Skalarprodukt. Dann heifst eine
Abbildung f: V — W ein Homomorphismus von Vektorrdumen mit Skalarprodukt (auch
orthogonal oder unitdr, ersteres vorwiegend im Fall K = R und letzteres vorwiegend
im K = C), wenn f linear ist und fiir alle v,w € V gilt (f(v), f(w)) = (v,w). Ist
sie zusatzlich bijektiv, so heilst sie Isomorphismus von Vektorrdumen mait Skalarprodukt
[beachte, dass die Injektivitdt automatisch erfiillt ist, da aus f(v) = 0 folgt (v,v) =
(f(v), f(v)) =0 und daher v = 0].

Bemerkung 11.2.20. Aus der Polarisationsformel 11.1.10 folgt, dass man in dieser Defi-
nition die Bedingung Yv,w € V : (f(v), f(w)) = (v, w) ersetzen kann durch

Vo eV [f()] = vl

Beispiel 11.2.21. Wie in 11.1.12 bereits bemerkt ist R, € End(R?) fiir jedes ¢ € R ein
Automorphismus des R? mit Standardskalarprodukt.

Satz 11.2.22. Seien V und W K- Vektorraume mit Skalarprodukt und sei

v = (vi,...,v,) eine ONB von V. Sei f: V. — W linear. Dann ist f genau dann ein
Isomorphismus von Vektorraumen mit Skalarprodukt, wenn (f(vi),..., f(v,)) eine ONB
von W 1st.

Beweis. Die eine Richtung ist klar. Fiir die andere sei (f(vy),..., f(v,)) eine ONB von
W. Nach 6.3.8 ist f ein Isomorphismus von Vektorrdumen. Seien nun v,w € V, etwa
v=> " Avund w= Y1 v mit Ny, p; € Ko Zu zeigen ist (f(v), f(w)) = (v, w). Es
gilt

(F0), f(w) = <Z Aif<vi>,2ujf<vj>> = " Nl (). £ ()

ij=1
=Y A=Y Npilvi ) = <Z Aivi,ZMa"Uj> = (v, w).
i=1 ij=1 i=1 j=1
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Korollar 11.2.23. Sei n € Ny. Je zwei n-dimensionale K- Vektorrdaume mit Skalarpro-
dukt sind als solche isomorph.

Beweis. Seien V und W n-dimensionale K-Vektorrdume mit Skalarprodukt. Wahle Or-

thonormalbasis (vy,...,v,) von V und (wy,...,w,) von W. Dann ist die lineare Ab-
bildung f: V — W mit f(v;) = w; fur ¢ € {1,...,n} [—6.3.4] ein Isomorphismus von
Vektorraumen mit Skalarprodukt. O]

Korollar 11.2.24. Sei V' ein Vektorraum mit Skalarprodukt und v = (v, ..., v,) eine
Basis von V. Dann sind daquivalent:

(a) v ist ONB von V,
(b) vec,: K" — V ist ein Isomorphismus von Vektorrdumen mit Skalarprodukt.
(c) coord,: V — K" ist ein Isomorphismus von Vektorrdumen mit Skalarprodukt.

Definition 11.2.25. Eine Matrix A € K"*" heifst orthogonal (vor allem wenn K = C
manchmal auch wnitdr), wenn f, ein Isomorphismus des Vektorraums K" mit dem
Standardskalarprodukt ist.

Satz 11.2.26. Seien V und W Vektorraume mit Skalarprodukt und Orthonormalbasis
v=(v1,...,0,) und w = (wy,...,wy). Sei f: V — W linear. Dann gilt:

f ist Isomorphismus von Vektorraumen mit Skalarprodukt <= M (f,v,w) orthogonal.

Beweis. Nach 7.1.1 gilt f = vecy o far(f,v.w) © coord, und daher fas(fvw) = coordy,of o
vec,. Da vecy, coord,, coord,, und vec, nach 11.2.24 Isomorphismen von Vektorrdaumen
mit Skalarprodukt sind, ist f ein solcher genau dann, wenn fys (s, einer ist. O]

Satz 11.2.27. Sei A € K™*™. Dann sind dquivalent:
(a) A ist orthogonal.
(b) Die Spalten von A bilden eine ONB des K™.

(c) Die Zeilen von A bilden eine ONB des K".
(d

(e) AA* =1,

(f) A ist invertierbar mit A=t = A*.

)
)
)
) A
)
)

Beweis. Aus 11.2.25, 11.2.6 und 11.2.22 folgt (a) <= (b), da fa(e1),..., fa(e,) die
Spalten von A sind. Direkt aus der Definition der Matrizenmultiplikation 7.2.1 folgen
(b) <= (d) und (c¢) <= (e). Schlieklich gilt (d) <= (e) < (f) wegen 7.2.13. O

cosp —sing

Beispiel 11.2.28. |—7.1.4(a)] (sin(p oS

) ist fiir jedes ¢ € R orthogonal.
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§11.3 Diagonalisierung symmetrischer und
hermitescher Matrizen

Definition 11.3.1. Sei V ein Vektorraum mit Skalarprodukt und f € End(V). Dann
heifst f selbstadjungiert (auch symmetrisch oder hermitesch, ersteres vorwiegend im Fall
K = R und letzteres vorwiegend im K = C), wenn

(f(v),w) = (v, f(w)) fiir alle v,w € V.

Beispiel 11.3.2. Die orthogonale Projektion Py € End(V') auf einen endlichdimensiona-
len Unterraum U eines Vektorraums mit Skalarprodukt V' |—11.2.16] ist selbstadjun-
giert. In der Tat: Wegen V = U + Ut [—8.2.1] reicht es zu beobachten, dass fiir alle
u,uy € U und vy,v9 € UL gilt (Py(uy + v1),us + v2) = (uy,us + v2) = {(ug, us) und
(uy + vy, Py(ug + v2)) = (ug + vy, ug) = (ug, us).

Definition 11.3.3. Eine Matrix A € K"*" heifst selbstadjungiert (im Fall K = R auch
symmetrisch, im Fall K = C auch hermitesch), wenn f4 € End(K") selbstadjungiert ist.

Satz 11.3.4. Sei V' ein Vektorraum mait Skalarprodukt und ONB v = (vq,...,v,). Sei
f € End(V). Dann gilt: f selbstadjungiert <= M(f,v) selbstadjungiert.

Beweis. Es gilt f = vecy o far(su) o coord, [=7.1.1] und daher f o vec, = vec, © far(f.0)-
Da v eine ONB ist, ist vec, nach 11.2.24 ein Isomorphismus von Vektorrdumen mit
Skalarprodukt. Es gilt daher

f selbstadjungiert
— Yo,w e V: (f(v),w) = (v, f(w))
> Vr,y € K": (f(vecy(x)), veey(y)) = (vecy(z), f(vecy(y)))
= Va,y € K" (vee, (M(f,0)x), veey(y)) = (veey(x), veey,(M(f,v)y))
> Va,y € K" (M(f,v)z,y) = (z, M(f,v)y)
<= M(f,v) selbstadjungiert

O

Proposition 11.3.5. Seien K ein kommutativer Ring, m,n,r € Ny, A € K™ " und
B e K™". Dann gqilt:

(a) (AB)T = BTAT
(b) (AB)* = B*A* falls K = K

SOl ) > >J Ml Shv >

n

n
7.2.1 7.2.1
(AB)" 9.1.21 (Z aijbﬂf) - (Z bjkaij) 9.1.21 Br A%
1<k<r,1<i<m j=1 1<k<r1<i<m

j=1
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(b) Ist K =K, so gilt

n n
. T2.1 N 42.7 v x 721 e qx
(AB) = (Z(aijbjk)> = (Z bjkaij> = BA
1<k<r1<i<m j=1 1<k<r,1<i<m

Jj=1 <k<r1<i<
O
Lemma 11.3.6. Sei A € K"*" und z,y € K". Dann gilt (A*z,y) = (z, Ay).
Beweis. (A*z,y) HLB@ (A*z)y 20 2 (A%)ry = 2% Ay 8@ (x, Ay) O
Proposition 11.3.7. Fir A € K" gilt
A selbstadjungiert <— A* = A.
Beweis.
11.3.3
A selbstadjungiert 22 vz oy e K" (Az,y) = (z, Ay)
L2 yr oy e K™ (Az,y) = (A*z,y)
= A=A
O

Lemma 11.3.8. Sei A € K™ selbstadjungiert und A € C mit xa(A\) = 0. Dann gilt
AeR.

Beweis. Wir kénnen K = C annehmen. Dann ist A ein Eigenwert von A [—10.1.2,
10.1.3(e)], das heifst es gibt x € C* \ {0} mit Az = Az. Es folgt

11.1.1(4 1 11.1.1(2)

Mz, z) = ) (x, \x) = (z, Ax) 11:2:1)’ (Az,z) =" (dx,z) = \(z,x)

und daher A = A\* nach 11.1.1(6). (]

Satz 11.3.9. ? Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum mit Skalarprodukt und f
ein selbstadjungierter Endomorphismus von V. Dann gibt es eine ONB von V', die aus
Eigenvektoren von f zu reellen Eigenwerten besteht. Insbesondere ist f diagonalisierbar

[—10.3.3(b)].

Beweis. Induktion nach n := dim V.

n =0 nichts zu zeigen

n—1—mn(neN) Wir zeigen zunéchst mit Hilfe von 10.1.7, dass f einen reellen
Eigenwert A besitzt: W&hlt man ndmlich eine ONB w von V' [—11.2.15] und setzt
A= M(f,w), soist Anach 11.3.4 selbstadjungiert und daher jedes A € C mit x4(\) =0

2Im Beweis dieses Satzes benutzen wir den Fundamentalsatz der Algebra 4.2.12 [—4.2.13(g)].
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nach Lemma 11.3.8 sogar aus R. Nun gilt aber s = x4 [—10.1.5, 10.1.9(e)] und es gibt

ein solches A\ wegen deg 1046, > 1 nach dem Fundamentalsatz der Algebra 4.2.12.
Wir wéahlen nun einen Eigenvektor u € V' zu diesem Eigenwert A € R. Setze U :=
span(u). Da f selbstadjungiert ist, gilt f(U+) C U+, denn ist v € U™, so gilt (f(v),u) =
(v, f(u)) = Mov,u) = 0. Nun ist flyr: Ut — ULt v — f(v) ein selbstadjungier-
ter Endomorphismus des Vektorraums mit Skalarprodukt U+. Es gilt 1 + dim(Ut) =
dim(U) + dim(U+) 2T qim(V) = n, also dim(U+) = n — 1. Nach Induktionsvoraus-
setzung gibt es eine ONB (v, ...,v,) von U+, die aus Eigenvektoren von f zu reellen
Eigenwerten besteht. Setzt man vy := m, so erhélt man eine ONB (vy,...,v,) von V,
die aus Eigenvektoren von f zu reellen Eigenwerten besteht. O]

Korollar 11.3.10. ? Sei A € K™" selbstadjungiert. Dann gibt es eine reelle Diagonal-
matriz D € R™™ und eine orthogonale Matrix P € K™*"™ mit A = P*DP. Insbesondere
ist A diagonalisierbar.

Beweis. Wahle mit Satz 11.3.9 eine ONB v von K", die aus Eigenvektoren von A zu reel-
len Eigenwerten besteht. Nach Satz 11.2.26 ist P := M(e,v) [—7.1.10] dann orthogonal
und daher

p D P T M (),
Also
ATED M (fa,0) 20 M (v, e)M(fa,0)M(e,0) = P'DP,
wobei D := M (fa,v) eine reelle Diagonalmatrix ist. O

3Im Beweis dieses Korollars benutzen wir den Fundamentalsatz der Algebra 4.2.12 [—4.2.13(g)].
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Endomorphismus, 79
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lineare Unabhéngigkeit, 71, 73
normierter Vektorraum, 136
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Orthogonalitat, 140
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selbsadjungierter
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Summe, 103
Untervektorraum /linearer
Unterraum, 69
Vektoraddition, 67
Vektoren, 67
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