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Ubungen zur Mathematischen Logik

Aufgabe 1: Es sei L eine erststufige Sprache, t ein geschlossener £-Term, ¢
eine £-Formel und M = (D, I) ein £-Modell. Ferner sei « eine Variable und g
eine M-Belegung so, dass zf = t!.

(a) Zeige: Dann ist [p{z/t}]1# = ¢1F

(b) Zeige: Ist ' eine z-Variante von 3, so ist [p{z/t}]1F = ¢1-F.

Aufgabe 2: Es sei M = (D, I) ein Herbrand-Modell der erststufigen Sprache
L, B eine M-Belegung.

(a) Zeige: 8 ist zugleich eine Substitution.

(b) Zeige: Ist ¢ eine L-Formel, so ist ¢7-% = (¢B)!.

Aufgabe 3: Es sei £ = L({R, P},0,{co,c1,ca}), wobei R ein zweistelliges und
P ein einstelliges Relationszeichen ist. Wir betrachten die folgende Menge S
von L-Sétzen: S = {VzR(x,x),VeIy—R(x,y),VeIyR(z,y), P(co), VaVy((P(xz) A
R(z,y)) — Py)}.

(a) Gib ein Herbrand-Modell fiir £ an, in dem alle Elemente von S erfiillt
sind.

(b) Wir fiigen zu S noch den Satz VaVy(R(z,y) — R(y,z)) hinzu, um S’ zu
erhalten. Ist S’ erfiillbar? Existiert ein Herbrand-Modell fiir £, in dem S’ erfiillt
ist?

(¢) Wir fiigen nun zu £ noch das einstellige Funktionszeichen f hinzu und
erhalten die Sprache £’. Gibt es ein Herbrand-Modell von £’; in dem S’ erfiillt
ist?

Zusatzaufgabe fiir Interessierte: Es sei £ = L(R, F,C) eine Sprache. Sind
My = (Do, Iy) und My = (Dq,I;) L-Strukturen, so heifit eine Bijektion 7 :
My — M; ‘Isomorphismus’ von My und M, falls gilt:

o n(clo) =cl fiirceC

o (m(ay),...,m(an)) € RM gdw. (ay,...,a,) € R fiir alle n-stelligen R € R
und alle aq,...,a, € Dy

o 7(flo(ay,...,a,)) = fi(n(ay,...,m(ay,)) fiir alle n-stelligen f € F und alle
A1y...,n S DQ.

Ein Isomorphismus 7 einer £-Struktur M = (D, E) auf sich selbst heift
‘Automorphismus’ von M.

Eine Teilmenge X C D heif}t ‘definierbar in M, falls eine £-Formel ¢(z) mit
einer freien Variablen x so existiert, dass, fiir alle M-Belegungen 3, [¢]7f = w
genau dann gilt wenn 3(z) € X.

(a) Zeige: In (Z,-) ist P, die Menge der Primzahlen, definierbar.



(b) Zeige: Ist X C D und existiert ein Automorphismus 7 von M mit
{m(z) 1z € X} # X, soist X in M nicht definierbar.

(c) Zeige: In (Z,+) ist N nicht definierbar.
(d) Zeige: In (Z,-) ist 5Z nicht definierbar.
Bei jeder Aufgabe sind, wenn nichts anderes gesagt ist, bis zu 10 Punkte zu

erreichen.
Abgabe am 05.07.2017 vor der Vorlesung in den Briefkasten Ihrer Ubungsgruppe.



