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Zusammenfassung

Hier stehen Losungen zu den Aufgaben von Zettel 3, die wir in
der Ubung nicht mehr besprochen haben, also zu Aufgabe 4 a),b),d),
Aufgabe 1 und der Zusatzaufgabe.

Bemerkung: In Aufgabe 3a) sollte das ’entweder’ gestrichen werden.

Da Aufgabe 4 bei Aufgabe 1 sehr niitzlich ist, stellen wir sie nach vorne.

Aufgabe 4:
a) Beh.: Seien o und § Ordinalzahlen, ov < . Dann ist V,, C Vj.
Beweis: Wir zeigen zundchst a < 8 = V, C V. Fiir a = f3 ist sicherlich
Vo CV, = Vs
Angenommen, es existieren Ordinalzahlen «, 8 mit o < 8 und =V, C Vj.
Es sei ' das kleinste [ derart, dass o < /3’ existiert mit =V, C V. Nun sei
auerdem o' das kleinste a < " derart, dass =V, C Vj.
Wir machen nun eine Fallunterscheidung;:
Fall 1: lim(B'). Nach Definition ist Vg = {J,_g V.. Mit o < f" ist also insbe-
sondere V, C Vg, im Widerspruch zur Wahl von o/ und f'.
Fall 2: " Nachfolger und lim(a’). Sei € V,». Da lim (o), ist Vo =, Vi-
Also existiert ¢+ < o/ mit x € V,. Da ¢/ minimal gew&hlt war mit negV,, C Vy,
folgt V, C Va. Insbesondere folgt x € Vp. Da x € V, beliebig war, folgt
Ve(x € Vo = x € Vy), dh. Vy C Vg, im Widerspruch zur Wahl von
und J'.
Fall 3: 8 und o' sind Nachfolger. Sei etwa 8’ = §+1 und o/ = v+ 1. Dann ist,
wie man leicht nachpriift, v < §. Nach Minimalitdt von o’ und g’ folgt also
V, C Vs Seinun x € Vy = Vg =P(V,), also x C V,. Dann = C V,, C Vj,
also x C Vs. Dann aber x € P(V5) = Vs1 = V. Da 2 beliebig war, folgt
wieder Va(z € Vpy = z € Vp), also Vy C Vi, im Widerspruch zur Wahl
von o und .



In jedem Fall ergibt sich ein Widerspruch, also kann es solche o und [ nicht
geben. Wir wissen jetzt also: Sind « und S Ordinalzahlen, o < [, so ist
Vo C V3.

Es fehlt also noch: « < 8 = V,, # V3. Aber o < (8 impliziert a +1 < 3,
also haben wir V,, € P(V,) = Vou1 C Vi, d.h. V,, € V. Aber V,, ¢ V,,: Mit
dem Fundiertheitsaxiom sieht man das gleich, aber es folgt auch aus Aufga-
benteil ¢), also x € y = rk(z) < rk(y), denn damit ist rk(V,) < rk(V,),
ein Widerspruch. Damit folgt V,, € V5 — V,, also V,, # V3.

b) Beh.: (Mit der Notation fiir Klassen aus der letzten Vorlesung kénnen
wir die Behauptung etwas kiirzer formulieren:) Ist 8 Ordinalzahl, so ist
Ve N On = 0.

Beweis: Durch transfinite Induktion.

(1) Fiir =0 haben wir V3N On=VyNOn=0N0n=0=p5.

(2) Sei nun S Nachfolgerordinalzahl, etwa f = « + 1. Nach Induktion ist
Vo N On = a. Nach a) folgt also o C V,, C V,qy = V3, also a C V, N On.
(Jedes Element einer Ordinalzahl ist selbst Ordinalzahl!) Damit folgt auch
a € P(V,) = Vo1 = Vj, also a € V. Damit o C Vg und a € Vg, also
{a} C V3, und also auch f = a+1=aU{a} C Vs, ergo auch § C V3N On.
Ferner: Ist v € V3N On, so folgt v C V,, also vy C V,NOn = a. Also v < ¢,
da die Ordnungsrelation auf Ordinalzahlen gerade C ist, d.h. v < «, d.h.
v € a. Also folgt Vs N On C 3.

Zusammen haben wir V3 N On = (.

(3) Sei schliellich lim/(f3). Dannist Vg = [J, 5 V.. Ist ¢ € 3, so ist (wg. lim(8))
auch ¢ + 1 < §, also folgt nach der Induktionsannahme und Teil a):

t € Vi1 NOn CVgNOn,also v € VgNOn. Da ¢ beliebig war, erhalten wir
B - V/j N On.

Sei umgekehrt ¢ € V3N On. Dann existiert v < f mit ¢ € V, N On = ~. Also
Lt €7 C B, d.h. e p. Da beliebig war, folgt auch V3 N On C p.
Zusammen erhalten wir V3 N On = g.

d)

(1) 2 C y == rk(z) < rk(y) ist falsch. Man kann hierfiir leicht ein
Gegenbeispiel finden: Z.B. ist {{0}} < {0,{0}}, aber rk({{0}}) = 2 =
rk({0,{0}}).

(2) x Cy = rk(z) < rk(y) ist richtig: Sei dazu rk(y) = 3, also § minimal
mit y € V41, d.h. 8 minimal mit y € Vg. Dann 2 C y C V3, also ¢ C Vj,
also © € P(Vs) = Vi, also rk(z) < 8 =rk(y).

Aufgabe 1:
Beh.: Ist a € On, so ist V,, = {J,., B(V.).
Beweis: Durch transfinite Induktion.



Sei o = 0. Dann Vp = 0 = U,_, BV,) = U,y B(V)).

Sei a Nachfolgerordinalzahl, etwa o« = f+1. Nach Induktionsannahme haben
wir dann Vs = (J, 5 B(V,). Nach Definition haben wir auBerdem V,, = (V).
Fiir « < g ist ferner « + 1 < § < «, also V41 C V, nach 4a). Wir ha-
ben also B(V,) = V.41 C V, fiir alle ¢ < 5, d.h. UL<B B(V,) C V,. Damit:
Upca B2 = Upey B UR(V) = U,y BV UV = Vi, wie gewitnscht,
Sei schlielich lim(«). Dann ist mit « < o auch ¢+ 1 € a. Da ferner V, C V4
nach 4a), ist U,., V. = U,., Viq1. Also erhalten wir: V, = U,., V. =

U,ca Vir1 = U, <o B(V,), wie gewiinscht.

Zusatzaufgabe:

Beh.: Sei (¢;)icw eine Aufzidhlung der LAST-Formeln in einer freien Varia-
blen. Dann existiert keine LAST-Formel ¢ (n, x) derart, dass fiir n € w und
x eine Menge stets ¢, (z) <> ¥(n, ).

Beweis: Angenommen, ¢ (n,z) wire eine solche Formel. Wir betrachten die
Formel A(z) := —)(x, z). A(x) ist sicher eine LAST-Formel mit einer freien
Variablen. Also kommt sie auch in unserer Aufzéhlung der LAST-Formeln
in einer freien Variablen vor, sei etwa A(x) = ¢,,(z). Dann haben wir:
—(m,m) <> A(m) <> ¢m(m) <> (m,m), ein Widerspruch. Folglich kann
eine solche Formel 1 nicht existieren.

Bemerkung: Ein solches ¢ nennt man "Wahrheitsdefinition’. Das Kon-
zept stellte den Versuch dar, den (philosophischen) Wahrheitsbegriff von
Tarski zu formalisieren. Die in dieser Aufgabe aufgezeigte Undefinierbarkeit
der Wahrheit zeigt, dass dieser Begriff jedenfalls fiir die Mengenlehre mit den
Mitteln der Mengenlehre nicht ausdriickbar ist. Das gleiche Argument funk-
tioniert im wesentlichen auch fiir jedes andere System der Priadikatenlogik
erster Stufe, in dem sich die natiirlichen Zahlen formalisieren lassen.

Diese Losungen konnen Tippfehler enthalten. Fragen, Hinweise und Kor-
rekturen bitte an merlin.carl@uni-konstanz.de.



