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Ubungsblatt 12 zur Einfithrung in die Algebra

Aufgabe 1. Sei M C C eine Menge mit {0,1} C M. Zeige, dass fiir alle z € C gilt

2€EAM=z€ENM.

Fiir die Aufgaben 2 bis 4 nehmen wir folgende Definitionen aus der Vorlesung vorweg;:

Sei L|K eine Kérpererweiterung.

(a) Sei A C K[X]\ {0}. Dann heifit L ein Zerfillungskérper von A iiber K, wenn jedes Polynom
aus A in L[X] (in Linearfaktoren) zerfillt und L aus K durch Adjunktion der entsprechenden
Nullstellen entsteht, das heifit

L=K({aecL|3fcA: f(a) =0}).

(b) Sei f € K[X]\{0} . Dann heifit L ein Zerfillungskorper von f iiber K, wenn L ein Zerfillungs-
kérper von {f} iiber K ist, mit anderen Worten wenn es ¢ € K*, n € Ny und a4,...,a, € L
gibt mit f = c¢[[_;(X — a;) und L = K(aq,...,a,).

Beispiel: Q(\?ﬁ,e%ﬂ) ist ein Zerfillungskorper von X3 — 2, denn

X —2= (X - V2)(X - V20)(X - V2¢?)
mit ¢ := e*F und Q(V/2,V/2¢,V/2¢?) = Q(V2.0).

Aufgabe 2. Sei K ein Kérper und L ein Zerfillungskorper von K[X|\ {0} iiber K. Zeige, dass L
ein algebraischer Abschluss von K ist.

Hinweis: Benutze zum Beispiel 4.2.6(d) aus der Vorlesung.

Aufgabe 3. Sei K ein Korper, f € K[X]\ {0} und n := deg f. Sei L der Zerfillungskorper von
f iiber K. Zeige, dass [L : K] ein Teiler von n! =n(n —1)(n —2)---1 ist.

Hinweis: Beachte, dass (k!)((n — k)!) ein Teiler von n! ist fiir alle n € Ny und k € {0,...,n}, da
der Binomialkoeffizient (}}) eine natiirliche Zahl ist.

Aufgabe 4. Finde den Zerfallungskorper L von f iiber Q (genauer: beschreibe, wie er aus Q durch
Adjunktion von wenigen moglichst ,einfachen” komplexen Zahlen entsteht) und berechne [L : Q],
wobei

(i) f=X"-1
(i) f=X*+5X?+6;
(iii) f=X5-8.

Abgabe bis Montag, den 24. Januar 2011, vor der Vorlesung.



