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4 INHALTSVERZEICHNIS
Inhaltsiiberblick

Sei H ein sogenannter Zustandsraum, in dem die Variable x lebt. Wir betrachten Differentialgleichungen
der Form

Or = A(t, x)
und untersuchen folgende Aspekte:

e Fixpunkte

e periodische Bahnen

o Grenzzyklen

e stabile bzw. instabile Mannigfaltigkeiten, Zentrumsmannigfaltigkeiten
e Transformationen auf Normalform

e Bifurkationen bei Parameterabhéngigkeit 0;x = A(p, x)

In einem zweiten Teil der Vorlesung beschéftigen wir uns mit Differentialgleichungen wie z.B. der
Korteveg-de Vries-Gleichung, der nichtlinearen Schrodingergleichung oder der Sinus-Gordon-Gleichung;
und es soll um folgende Themen gehen:

e integrable Systeme

e spezielle Losungen: travelling waves, Solitonen, Kinks/Antikinks



Kapitel 1

Dynamische Systeme mit
endlichdimensionalem Zustandsraum

1.1 Dynamische Systeme

Beispiel 1.1. Gegeben sei g € R? und eine Funktion f € C(R?/R?). Wir betrachten die Folge
(o, 21,...), die gegeben wird durch x; = f(x;_1) fir j > 1.

Wir erhalten also eine Abbildung

(J,0) = x5 = f(f(f(-. . (20))))s
(NO,RQ) — R%

Beispiel 1.2. Gegeben sei zg € R? und eine Funktion f € C1(R%;R?). Wir betrachten eine Funktion
x = x(t) mit

i(t) = f(z),
x(0) = xo,

wobei wir der Einfachheit halber voraussetzen wollen, daf$ diese Lisung x = x(t) des Anfangswertproblems
global existiert.

Wir erhalten also eine Abbildung

(t,xo) — x = z(t),
(R,R?*) — R*

Definition 1.3. Ein dynamisches System besteht aus einer Menge X (dem Phasenraum), einer Gruppe
G (meist G = (R,+) oder G = (Z,+)), und einer Abbildung (dem Fluf)

O: (t,x) — P(t,x) =: Di(x),
P:Gx X — X,

mit folgenden Eigenschaften:
e O(0,2) =x fiir jedes x € X,
o (Diod)(x) =P(t,D(s,2)) = P(t+ s,2) = Prys(x) fiir alle t,s € G und alle x € X,

e wenn t fest ist, dann ist die Abbildung t — ®(t,x) ein Diffeomorphismus, d.h., ®, ist invertierbar,
und ®; sowie (®;)~! sind differenzierbar.
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Wenn G = R, dann reden wir von einem kontinuierlichem dynamischen System.

Und wenn G = Z, dann reden wir von einem diskreten dynamischen System. In diesem Fall ist ®,,, =
Py 0...0®q, also wird das Verhalten ausschliellich von ®; bestimmt.

Wir interpretieren t als Zeitvariable, und X als den Raum aller méglichen Zustdnde des Systems. Zum
Beispiel kann X = R” sein, oder X ist eine Mannigfaltigkeit.

Wenn ¢ fest ist, dann heifit ®;: X — X auch Zeit-t—Abbildung von ®.

1.2 Grundbegriffe

Definition 1.4. Sei G =R oder G = 7Z, und sei xg € X.
Die Menge

Y(xg) = {Pt(x0): t € G}

heifst Orbit von xg.
Weiterhin heiffen die Mengen

Yi(xo) = {P(x0): t € G, ¢>0},
Y- (x0) = {Pt(zg): t € G, t <0}

Vorwartsorbit von xg bzw. Riickwértsorbit von xg.

Definition 1.5. Sei ein dynamisches System mit Fluf8 ® auf einem Phasenraum X gegeben.

o FEin Punkt xo € X heifst Fixpunkt (fir G = Z) bzw. Ruhelage, stationédrer Punkt, Gleichgewicht
(fir G =R), wenn vy(xo) = xo, also P¢(xg) = x0 fiir jedes t € G.

e FEin Punkt xo € X heifst periondischer Punkt mit minimaler Periode p, wenn ®,(x¢) = o, aber
O, () # o fiir jedes 0 <t < p. Der Orbit v(xo) heifit periodischer Orbit.

o Ein Orbit v(xo) heifit heterokliner Orbit, wenn es zwei Gleichgewichte x_ und xy gibt mit

lim ®;(zg) =2, lim ®y(zg) = x4
t——o0 t——+oo
Wenn x_ = x4, dann reden wir von einem homoklinen Orbit.

Als Beispiel betrachten wir das logistische Wachstum, also eine Funktion x = z(t), die die Differential-
gleichung

i (t) = ax(t) — fz*(1)
erfiillt. Dieses Modell geht auf VERHULST (1858) zuriick und beschreibt das Wachstum einer Population

mit der Populationsstirke z; und die Zahlen «, 3 sind positive Parameter.

Man stellt schnell fest, daf§ , = 0 und z* = 5 die einzigen Gleichgewichtspunkte sind. Wenn zum
Zeitpunkt ¢ = 0 die Populationsstéirke xg € (0, %) betrigt, dann ist der Orbit vy(zo) genau ein heterokliner
Orbit, der die Gleichgewichtspunkte z_ = z, und x4 = 2™ verbindet.

Als warnenden Hinweis merken wir an, dafl es auch eine diskrete Version des logistischen Modells gibt,
deren Verhalten sich allerdings komplett von dem des kontinuierlichen Modells unterscheidet.

1.3 Asymptotisches Verhalten und Stabilitat

Wir stellen uns die Frage, ob es Teile von X gibt, die durch den Flufl ® in sich abgebildet werden.
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Abbildung 1.1: Logistisches Wachstum

Definition 1.6. Sei ® ein Fluf$ auf dem Phasenraum X . Eine Teilmenge M C X heifit positiv invariant,
wenn O (M) C M fiir jedes t > 0 ist

Diese Teilmenge M heifit negativ invariant, wenn ®:(M) C M fiir jedes t < 0 ist.

Wenn M sowohl positiv als auch negativ invariant ist, dann nennen wir sie invariant.

Beispiel: Fiir das logistische Modell der Differentialgleichung & = ax — Bx? haben wir als invariante
Teilmengen von X = R:

My = (a/B,+00),

M2 - {a/ﬁ}7
Mz = (0,a/B),
M4 = (700,0)7

sowie jede Vereinigungsmenge davon.
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—
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Abbildung 1.2: Invariante Mengen beim logistischen Wachstum
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Definition 1.7. Sei ® ein Fluf auf einem metrischen Raum X, und sei M C X nichtleer, kompakt und
invariant.

Die Menge M heif§it stabil bzw. LYAPUNOV-stabil, wenn:

Ve >0 36>0: Vao, dist(zo, M) <d = Vt>0: dist(Py(x0), M) <e
Die Menge M heifit asymptotisch stabil, wenn gilt:

Je > 0: Vro, dist(zg,M)<e = tlggo dist(®(z0), M) = 0.
Eine Menge M heifit instabil, wenn sie nicht stabil ist.

Im Sinne dieser Definitionen gibt es Mengen, die asymptotisch stabil sind, aber nicht stabil. Aus die-
sem Grunde wird in vielen Biichern eine andere Definition fiir asymptotische Stabilitat verwendet, die
ausdriicklich voraussetzt, da} M stabil sein soll.

Beispiel: Fiir das logistische Wachstum mit der Differentialgleichung & = ax — 22 stellen wir fest, daf
der stationdre Punkt a* = /3 stabil ist, wihrend der stationire Punkt z, = 0 instabil ist.
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Abbildung 1.3: Stabilitdt beim logistischen Wachstum

Wir untersuchen den stabilen Punkt z* mittels einer Linearisierung z(t) = «* + y(t), wobei wir uns |y|
als klein vorstellen:

y=t—0=oar—pz? = = —ay — By>,

und die Ruhelage y = 0 des Systems § = —ay— 3y? ist asymptotisch stabil, denn wir haben den folgenden
Satz:

Satz 1.8 (Asymptotische Stabilitét fiir kontinuierliche autonome nichtlineare Systeme). Sei
A € C™™ mit Eigenwerten \;, fir die jeweils RA; < 0 gilt. Sei g: C* — C"™ lokal lipschitzstetig mit
9(x) = o(|x[|) fiir z — 0.

Dann ist die Ruhelage x = 0 der Differentialgleichung & = Ax + g(x) asymptotisch stabil.

Beweis. Sei ||zg]| < € mit einem postiven ¢, das wir gleich angeben werden.

Wir wissen, daf die Differentialgleichung eine Losung z = z(t) auf einem Intervall [0,7) besitzt, mit
einem moglicherweise endlichen T'. Fiir den Beweis der Stabilitdt miissen wir also auch 7" = co zeigen.

Wenn 0 <t < T, dann gilt die Darstellung

t

z(t) = ey + / et g(x(s)) ds.
s=0

Es gibt ein positives o mit der Eigenschaft, daf§ jeder Eigenwert A; der Matrix A die Bedingung #\; < —«
erfiillt.
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Dann wissen wir, dafl eine Konstante Cy > 1 existiert, sodafl

||eAtH < Cpe™ 0<1t< 0.

Damit folgt dann die Abschétzung

t
lz(@®)]l < Coe™ [|lzoll + Co /_0 e |lg(a(s))l| ds.

Nun wéihlen wir ein £g mit 0 < g¢ < a.

Wir wihlen danach ein § > 0 mit der Eigenschaft, daf3
€0
Izl <6 = lg(@)l < & ll«ll-
0

Wir wihlen anschlieffend ein € mit der Bedingung Cpe < 6.

Klarist: Co > 1 und ||z(¢)|| < e fir ¢ = 0, also ||z(0)|| < J. Wegen der Stetigkeit der Funktion ¢ — ||z(¢)]|
ist dann [|z(t)]] < 0 fiir zumindest ein kleines nichtleeres Zeitintervall. Fiir solche Zeiten haben wir dann

t
lz(@®)]l < Coe™* [|lzoll + Co /0 e |lg(a(s))I| ds

t
< Copeote + (4 / == 20 15| ds
s=0 CO

t
< de % 4 ¢ / e~ =) | 1z(s)| ds,
s=0
t

etz ()| < 5+50/

s=

le®*z(s)[| ds
0

Nun setzen wir u(s) = |[e**z(s)||. Dann haben wir u(s) > 0 und

u(t) <d+eo /:0 u(s) ds.

Wir definieren v(t) = fst:o u(s) ds. Dies liefert uns v(t) > 0 sowie

v'(t) < 8+ egou(t),
(v(t)e_aot)l < Jeeot)

¢ ¢
/ (v(s)e‘e"s)l ds < 6/ e~ ds,
s=0 s=0

v(t)e ot < i (1 - e_EOt) .

€0
Daraus gewinnen wir dann u(t) < & + gov(t) < de’f, und somit
lz ()] < ge (=),

fiir ¢ aus einer kleinen Halbumgebung von 0. Wegen ¢y < « ist dann ||z(t)|| < ¢ auch am Ende dieses
Zeitintervalls. Es folgt, dafl wir die Losung « = x(t) auf ganz R fortsetzen kénnen, und stets ist
|z (®)|| < 4. Wir haben insgesamt die Abklingabschéitzung

lo@)]| < de~@=), teR,.

Allgemeiner betrachtet, haben wir folgende Situation:

Wir untersuchen das System zur Differentialgleichung & = f(z), wobei f: R™ — R" stetig differenzierbar
sein soll. Sei z* stationér, also f(z*) = 0. Wenn wir z = z* 4+ y schreiben, dann haben wir

y=a=f(x) = fx" +y) = f(z") + f'(z")y + R(y),
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also §y = f'(*)y + R(y), und es ist f'(z*) die JAcCcOBI-Matrix am Punkt z*, und R ist ein Rest im
Sinne von
IRl

lim =0
v=0 |y

Satz 1.9. Die Ruhelage x* ist asymptotisch stabil, wenn alle Eigenwerte von f'(z*) einen negativen
Realteil haben.

1.4 Stabilitat von Fixpunkten in diskreten Systemen

Sei A € C"*™ und zp € C™ beliebig. Wir definieren eine Folge (29,1, ...) gemif xx1 = Axy.
Fiir einen Fixpunkt z* gilt * = Ax*. Wann ist «* asymptotisch stabil ?

Klar ist: wenn z* = Ax*, dann ist auch z¥ = Az mit «f = (1 + ¢)a*. Nun ist ||z} — 2*|| beliebig klein
fiir e — 40, also kann hochstens z* = 0 asymptotisch stabil sein.

Aus der linearen Algebra ist bekannt, dafl

T = Z p,\(k)Ak

A€o (A)

ist, wobei o(A) das Spektrum von A ist, also die Menge der Eigenwerte, und py = py (k) ein vektorwertiges
Polynom in k ist, mit Grad um eins kleiner als der grofite Jordan-Block zum Eigenwert A.

Wenn nun limy_, o 25 = 0 sein soll, dann muf || < 1 sein fiir jeden Eigenwert von A.
Satz 1.10. Der Fizpunkt x* = 0 des diskreten dynamischen Systems zur Rekursion
xg € C", Tpyr1 = Axg
ist asymptotisch stabil genau dann, wenn alle Eigenwerte von A im Innern des FEinheitskreises liegen.
Wir erweitern dieses System zum nichtlinearen Fall:
Satz 1.11. Wir betrachten das diskrete dynamische System zur Rekursion
9 € R", 41 = F(xk)

mit F € CY(R™;R"™) und Fizpunkt x*. Dieser Fizpunkt ist asymptotisch stabil, wenn die Jacobi-Matriz
F'(z*) nur Eigenwerte im Inneren des Einheitskreises hat.

Dieser Satz ist das diskrete Analogon zum Satz 1.8, weshalb wir den Beweis nicht komplett ausfiihren.

Beweisskizze. Wir definieren eine Folge (yo,y1,...) geméif zx = 2* + yi. Dann haben wir
Tpr1 =25 +ypr1 = Flag) = F@* +yi) = F(a®) + F'(2%)yr + R(yx)
=" + F'(z")yx + R(yk)-

Per Induktion beweist man dann die diskrete Duhamel-Formel:
k - k
ye = (F'(2*) o+ Y _ (F'(z")"" 7 R(y;).
=0
Man vergleiche dies mit der Formel

t
z(t) = ey + / et g(x(s)) ds
s=0

aus dem Beweis zu Satz 1.8, zur Orientierung beachte man die Korrespondenz t < k, j <> s, > < [
und R < g.

Der Rest verlduft sinngeméfl zum Beweis zu Satz 1.8. O
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Als Beispiel betrachten wir eine diskrete Version des logistischen Wachstums. Eine Skalierung der Popu-
lationsdichte kann benutzt werden, um die Rekursion auf die Gestalt

NkJrl:)\Nk(l*Nk) =: f)\(Nk), kENO
zu bringen. Wir setzen hierbei immer voraus, dal der Anfangswert Ny zwischen 0 und 1 liegt, und wir

interessieren uns fiir das Langzeitverhalten fiir £ — oo.

Fall 1: 0 < A < 1: Dann ist 0 < f\(N) < N, und die Folge (Ng, N1, ...) ist streng monoton fallend mit
Grenzwert 0. Der Fixpunkt N, = 0 ist asymptotisch stabil, denn

FA(N) = AN — AN?,
FA(N) = A= 20N,
AN =X A0)] <1
Entsprechend ist dieser Fixpunkt fiir A > 1 instabil.

Fall 2: 1 < A < 2: Es gibt zwei Fixpunkte: N, = 0 und N* = % Wenn A = 1, dann stimmen diese
Fixpunkte tiberein. Der Fixpunkt N, = 0 ist instabil, und der Fixpunkt N* = % ist stabil, jede
Trajektorie mit Ny # 0 konvergiert gegen N*. Die Verzweigung bei A = 1 im Fixpunkt-Parameter-
Diagramm heif3t transkritische Verzweigung.

N

L,’ afs h<t-.5(

S L\-‘DV(

>’>V

Abbildung 1.4: Transkritische Verzweigung bei A = 1

Fall 3: 2 < A < 3: Der Fixpunkt N, = 0 bleibt instabil, und N* = % bleibt stabil. Allerdings ist die
Konvergenz limy_,oo N = N* wegen f{(N*) =2 — X < 0 jetzt oszillatorisch, das heifit, die Werte
Ny, sind abwechselnd grofier bzw. kleiner als der Grenzwert N*.

Fall 4: 3 <\ <146~ 3.44949: Fiir A > 3 wird N* = 2% instabil wegen f{(N*) < —1. Statt
Fixpunkten betrachten wir jetzt 2-periodische Punkte, also Zustéinde N mit N = (fxo fi)(IV), also

N = Ma(N)(1 = fr(N)) = AN(1 = N)(1 = AN(1 = N)).
Fiir A > A1 := 3 erhalten wir zwei Losungen

A1+ —1)2—1
Ne = 2()\ )
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mit Ny = fo(N_) und N_ = f,(Ny). Dieser Orbit wird instabil fiir A\ > Xy := 1 + /6, weil
(fxo fn)(Ny) < —1 fiir A > Ao.

Bei Ao entsteht ein neuer Orbit der Periode 4.
Fix PXI’(/ §

L; Ua€s Wntuge

1 V T 4 >
1 2 3 0‘1 A

Abbildung 1.5: Periodenverdopplung
In diesem Muster geht es immer weiter, wir reden deshalb auch von Periodenverdopplung (bevor fiir
noch grofiere A Chaos einsetzt). FEIGENBAUM hat beobachtet, dafl
An — An—
lim 2L = 4.69920166 . . ..

n—00 )\n-i-l — An

Diese Konstante taucht bei verschiedenen Phénomenen mit Periodenverdopplung auf (auch z.B. beim
Apfelménnchen) und ist als Feigenbaumkonstante bekannt.

1.5 Klassifikation ebener linearer Differentialgleichungen

Fiir gegebene a, b, ¢, d € R betrachten wir das System linearer Differentialgleichungen
T = ax + by,
Y = cr + dy.

Zum Beispiel kann die Schwingungsdifferentialgleichung ? + 7% + w?z = 0 durch die Transformation
x =z, y = Z auf diese Gestalt gebracht werden.

Wir schreiben das System als

d (z x a b

— =A A=

dt (y) (y) ’ (c d) ’
und bestimmen die Eigenwerte von A zu

Mo =2 (Si Vs?— 4A) ,

2
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wobei S = a + d die Spur und A = det A die Determinante von A sind.
Abhéngig von diesen beiden Grofien unterscheidet sich der entstehende Flufi.

Fall A: S?2 —4A > 0: Dann sind A\; und As reell.

Fall A1: A < 0: Wegen A\Ay = A haben dann A; und Ay verschiedene Vorzeichen; der Gleich-
gewichtspunkt ist (z,y) = (0,0). Beim Bringen auf Jordan-Normalform bekommen wir in
den neuen abhiingigen Variablen (u,v) das System @ = Aju, ¥ = Ayv mit den Losungen
u(t) = exp(A1t)ug bzw. v(t) = exp(A2t)vg. Im Phasenraum erhalten wir dann

5k

v(t) = const.(u(t)) >, <0

A1 i
Der stationdre Punkt wird dann als Sattelpunkt bezeichnet.

\

=N

¥

&

Abbildung 1.6: Sattelpunkt
Fall A2: A > 0 und S > 0: Dann sind A\; und As beide positiv, wir haben wieder die Darstellung

A )\2

v(t) = const.(u(t))Ti, — >0,
At

und der stationédre Punkt (0,0) ist ein instabiler Knoten.

‘P\J

v

2 P O o
4

Abbildung 1.7: instabiler Knoten

Fall A3: A >0 und S < 0: dann sind A\; und A2 beide negativ und es liegt ein stabiler Knoten
vor.

Fall A4: A =0 und S > 0: dann ist Ay = 0 und A, = S > 0. Die Ruhelage (u,v) = (0,0) ist Teil
einer Linie von instabilen Gleichgewichten.

Fall A5: A =0 und S < 0: dann ist Ay = 0 und A, = S < 0. Die Ruhelage (u,v) = (0,0) ist Teil

einer Linie von stabilen Gleichgewichten.



14 KAPITEL 1. DYNAMISCHE SYSTEME MIT ENDLICHDIMENSIONALEM ZUSTANDSRAUM
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Abbildung 1.8: stabiler Knoten
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Abbildung 1.9: Linie von instabilen Gleichgewichten
A
RV L S
BITE 0] FRE. T © =2

Abbildung 1.10: Linie von stabilen Gleichgewichten
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Fall B: S? — 4A < 0: dann sind die Eigenwerte A;, Ay keine reellen Zahlen. Es gilt aber \; = .

Fall B1: S > 0 Dann ist #\; > 0, und wir haben, in gedrehten Koordinaten, eine Darstellung

u(t) = upe™ cos(wt), v(t) = voe® sin(wt), a =R\ > 0.

Die Ruhelage (u,v) = (0,0) ist ein instabiler Strudel.

|f‘/

.

= :
v,

Abbildung 1.11: instabiler Strudel

Fall B2: S < 0: Dann haben wir #; < 0, und es liegt ein stabiler Strudel vor.

T

)
\l

\V

Abbildung 1.12: stabiler Strudel

Fall B3: S = 0: Die Eigenwerte sind A\; o = +iv/—A, die Lésungskurven im Phasenraum sind
Ellipsen, und die Ruhelage wird als Zentrum bezeichnet.
Fall C: S? —4A =0:

Fall C1: S > 0 Dann hat A einen Eigenwert A > 0 mit algebraischer Vielfachheit 2 und geome-
trischer Vielfachheit von 1 oder 2 (den letzteren Fall wollen wir ignorieren). Nach Ubergang
zur Jordan-Normalform bekommen wir

u(t) = eMug + te*ug, v(t) = eMuy,

und die Ruhelage (u,v) = (0,0) heifit entarteter instabiler Knoten.

Fall C2: S < 0: Nun ist A < 0, und die Ruhelage (u,v) = (0,0) heiit jetzt entarteter stabiler
Knoten.
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3 =
¢

>

Abbildung 1.13: entarteter instabiler Knoten

Abbildung 1.14: entarteter stabiler Knoten

1.6 Wronski-Determinanten und der Satz von Liouville

Fiir A € R"*™ betrachten wir das System
z(t) = Ax(t), x(0) = xp.

Sei Y = Y(t) die Losung zu
Y(t) =AY (t),  Y(0)=1,,

dann ist z(t) = Y (t)zo.

Definition 1.12. Die Funktion W = W (t) = det Y (¢) heifst WRONSKIdeterminante.

Aus der Vorlesung iiber gewshnliche Differentialgleichungen ist folgendes Resultat bekannt (das auch fiir
variable Matrizen A = A(t) gilt):

Satz 1.13. Es gilt W (t) = (spur A)W (t) und W (0) = 1.

Insbesondere haben wir damit

t
W (t) = exp (/ spur A(s) ds) .
s=0
Jetzt wollen wir untersuchen, wie die obige Funktion « = x(t) vom Anfangswert xo abhéngt:
Satz 1.14. Sei f: R x R™ — R" stetig differenzierbar, und sei x = x(t;xq) die Lisung von

a(t) = f(tx(t),  —e<t<e,
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Abbildung 1.15: Klassifikation ebener Differentialgleichungen
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Dann existiert die Ableitung %9:0) € CY([—e,¢e], R™™™), und sie lost die Matriz-Differentialgleichung
d [0x(t;xo) 0x(t; xo)
— (V) = (it (s ST
3 (25 — (atiszay (25

mit [, als n X n Jacobi-Matriz, und mit dem Anfangswert

<3$(t; 1‘0)) -7
Ao |t:0 v

K\e-‘,‘o\

W)
&, x*
X, o

Xo+h

N/

Abbildung 1.16: Differentiation nach Anfangswerten
Beweis. Sei h € R™ mit ||h|| < 1. Wir setzen
xp(t;xo) == x(t;x0 + h) — x(t, x0)

und wollen das Verhalten fiir ~ — 0 untersuchen. Nun ist mit dem Mittelwertsatz fiir vektorwertige
Funktionen

@p(t; o) = (t; 20 + h) — 2(t;20)
= f(tv I(t; o + h)) - f(tam(t;‘TO))

( - fo (t,x(t;20) + 0(x(t; 20 + h) — x(t;20))) de) (x(t; o + h) — x(t; 20))

= ( fo (t,2(t;20) + Oxp (85 20)) de) - zp(t; 20)
0=0

=: Vi (¢, o)z (t; o),
wobei V}, = f;:O ... d0 fiir ||h|| < 1. Insgesamt erhalten wir also

p(t;20) = Vi(t, xo)zn(t; xo), —e<t<e,
xp(0,20) = h.

Andererseits wissen wir, dafy die Matrix-Differentialgleichung

Yh(t) = Vh(t,xo)Yh(t), —<t< g,
Y,(0) = I,
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eine eindeutige Losung Yy : [—¢,e] — R™*™ besitzt, die stetig vom Parameter h abhiingt. Also ist
xp(t;0) = Ya(t)h.

Oz (t;xo) ..
“Ozo ist:

[ (t; 2o + h) — x(t; 20) = Yo()hlgn = [[2n(t;20) = Yo()h|gn
= [IYa()h = Yo(H)hllgn < YA (E) = Yo(8)llgnxn [ hllgn
= o([|Allgn);

weil Y}, stetig von h abhéngt.

Nun zeigen wir, da8 Yy(¢) die gesuchte Ableitung

Wegen Vo (t) = fo(t, 2(t;2)) ist die Matrix-Differentialgleichung fiir Yy genau die gesuchte Differential-
gleichung. O

Eine erste Anwendung ist der Satz von Liouville iiber die Anderung des Phasenraumvolumens:

Satz 1.15 (Liouville). Sei f: R" — R" € C*, und sei ®; der Fluf$ zur Differentialgleichung @ = f(z),
das heifst, die Funktion x = x(t) = ®.(y) ldst das Anfangswertproblem

@(t) = f(z(t),  x(0)=y.

Sei V. C R™ ein beschrinktes Gebiet mit glattem Rand, und ®.(V') sei das Bild von V unter dem Fluf
D;.

Dann gilt

d .
T vol(®4(V)) = /zG@t(V) div f(x) d.

Beweis. Wegen des Transformationssatzes mit z = ®,(y) haben wir

vol(@t(V)):/ 1dx:/ det(aqg(y)) dy.
€D (V) yev )

Wir wissen: die Funktion ¢ — ®,(y) 16st das Anfangswertproblem
a(t) = fx@®),  =(0)=y.

Nach dem vorigen Satz 16st dann M)a;;y) die Matrix-Differentialgleichung

%<§%Q>EW®W?%%§ mit z(t) = O (y),

(E%Ey)) oo ™

Aus dem Satz iiber die Wronski-Determinante folgt dann, mit A(t) = fo(z(t)),

4 (e (2342) ) = opur oy (e (2242)).

und somit haben wir

%Vol(@t(v)) = /yev % <det <%a;;y)>> dy

_ /yev (spur f(®4(y)) det (aqu(y)) v

= / div f(z) de,
z€PL(V)

aufgrund des Transformationssatzes mit x = ®4(y). O
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Folgerung 1.16. Sei df =0 global. Dann bleibt das Phasenraumvolumen erhalten:
vol(®+(V)) = vol(V) teR.

Beispiel: Sei H = H(q,p): R?>® — R eine stetig differenzierbare Funktion, und betrachte das System
p=—VgH,
g = VpH.

Dann ist der Flufl ®;: (¢(0),p(0)) — (q(t), p(t)) volumenerhaltend, denn es ist

divf=§%( aqj) zn:aqj (817])
/\P

e

o 'O

i

Beispiel: Sei z.B. H(q,p) = 5=p* + V(q) mit p? = > 51 p3. Dann folgt p = —VV(g) und mg = p.
Wir interpretieren F(q) = —VV( ) als Kraft mit Potential V und erhalten dann das dritte Newtonsche
Axiom:

mg = F(q),

mit ¢ als Ortsvariable und p als Impulsvariable.

Abbildung 1.17: Erhaltung des Phasenraumvolumens

Beispiel: Das folgende System erhielt LORENZ 1963 beim starken Vereinfachen eines Modells aus der
Meteorologie:

Zi':O'(y*I),
y=or—y—xz,
z=—0z+xy.

Typische Werte fiir die Parameter sind 0 = 10, 8 = £ und o = 28. Dann erhalten wir div f = —oc—1—0 =
—7v < 0, und es folgt

d
T vol(®4(V)) = —yvol(D(V));
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die Volumina des Phasenraums werden also exponentiell kontrahiert. Es folgt, daf§ der Lorenz—Attraktor
das dreidimensionale Lebesgue-Mafl Null haben mu8.

Satz 1.17 (Wiederkehrsatz von POINCARE). Sei Q C R™ ein beschrinktes Gebiet, und sei ®: Q@ — Q
ein volumenerhaltender Homdomorphismus. Dann gilt: Fir jedes x € Q und jede Umgebung U von =,
fiir jedes ng € N gibt es ein y € U und ein n > ng mit " (y) € U.

Mit anderen Worten: der Orbit von y kehrt in die Nihe von x zuriick.

Beweis. Wir haben vol(®"(U)) = vol(U) fiir jedes n € N. Also sind die Mengen ®"0(U), ®*"0(U),
@370 (U),. .. nicht alle disjunkt, denn €2 ist beschrinkt. Also gibt es k und I € N mit ®*"0 (/)n®!"o(U) # 0.
OBdA koénnen wir k > [ annehmen. Es gibt also y, z € U mit ®0(y) = ®"o(z), also z = &*—0no(y) €
U. (]

Dieser Wiederkehrsatz gilt insbesondere z.B. fiir Hamiltonsche Fliisse auf kompakten Mannigfaltigkeiten.

1.7 Stabilitidt von periodischen Lésungen

Es soll um folgendes gehen: wir betrachten das dynamische System zum Anfangswertproblem

z = f(2), z(0) = zo.

Sei z = z(t) eine Losung, die einen periodischen Orbit durchliuft. Wir wollen wissen, wie sich die Losung
dndert, wenn wir zo etwas verschieben. Im Sinne einer Linearisierung an der Losung z = z(t) betrachten
wir also

0z(t; z
)

was eine Losung der Matrixdifferentialgleichung & = f’(z(¢; z0))z(t) ist. Und hierbei ist nun die Funktion
t— f'(z(t;20)) eine stetige periodische Matrixfunktion.

Etwas allgemeiner betrachten wir also

#(t) = A(t)z(t),

.T(to) = X0

mit A(t+p) = A(t) fiir ein p > 0. Wir schreiben x(t) = ®(t,t9)xo und bezeichnen ® als Ubergangsmatriz.
Es ist klar, daf} folgendes gilt:

(I)(t,tl) o} q)(tl, to) = @(t,to),
O(t,t) = I,.

Aus dem Satz iiber die Wronski-Determinante haben wir weiterhin
¢
det ®(,t0) = exp (/ spur A(s) ds) .
S:to
Satz 1.18. Sei A(t+p) = A(t) fir alle t € R. Dann ist ®(t +p, s +p) = (¢, s).

Beweis. Die Funktionen t — ®(t, s) und t — ®(t+p, s+p) sind beide Lésungen des Anfangswertproblems

Also miissen sie gleich sein. O

Der folgende berithmte Satz beschreibt uns die Struktur der Ubergangsmatrix:
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Satz 1.19 (FLOQUET). Sei A = A(t) € C™*™ stetig mit Periode p. Dann gibt es eine p—periodische
Matrizfunktion Z = Z(t) und eine konstante Matriz B € C™"*", sodaf

O(t,0) = Z(t) exp(Bt), teR

Dann haben wir allgemeiner

O(t,s) = O(t,0)(0,s) = ®(¢,0)(P(s,0))° = Z(t) exp(Bt) (Z(s) exp(Bs))71
— 2 exp(B(t — 5))(2())".

Beweis. Zunichst ist Z(0) = I,,. Wenn Z die Periode p hat, dann muf} gelten
exp(Bp) = ®(p,0) =: C

Gesucht ist also zuerst eine Matrix B, die diese Gleichung 16st.

Wir wissen: die Matrix C ist invertierbar, denn det ®(¢,0) ist eine Wronski-Determinante, also niemals
gleich 0.

Wir bringen C in Jordan—-Normalform:
C=8"YA+N)S,

wobei A die Diagonalmatrix der Eigenwerte A; ist, und N eine Nebendiagonalmatrix mit eventuellen
Einsen darstellt. Wir haben AN = NA. Weil 0 kein Eigenwert von C' ist, mufl die Matrix A invertierbar
sein. Dann gibt es eine Diagonalmatrix I' mit

Aj = exp(7;), ji=1,...,n.
Diese v; sind eindeutig bestimmt bis auf Vielfache von 2i.

Wir wollen den ,, Logarithmus® von C bilden. Dafiir beachten wir A + N = A(I,, + A~'N) und definieren

o0

* = log([n —I—A_lN) — Z(_l)j_ll(A_lN)j'

= J

Man beachte dabei, dafl wegen (A~'N)™ = 0 nur endlich viele Summanden in der Summe auftauchen,
weshalb Konvergenzfragen sich nicht stellen.

Nun wollen wir zeigen, da exp(L*) = I, + A™!N gilt. Fiir den Beweis dazu definieren wir etwas
allgemeiner

L(r) = Z(q)f‘*ll(m*w)j, T eR,

=1 J

und stellen fest, dafi L(0) = 0 sowie

L(r) =Y (-1 ATINY = 3 (=) (AT )
Jj=1 0
m=0

Die letzte Gleichung kann man verifizieren, indem man von links mit (I, + TA~!N) multipliziert und
sich an der Ausléschung von Summanden erfreut.

SchlieBlich ist L (1) = —(I,, + TATIN)"2(A=IN)? = —L/(1)L/ (7).
Nun setzen wir K (7) = exp(L(7)) und stellen fest, dafl

K'(1) = exp(L(7))L' (1), K'(0)=A"'N,
K"(7) = exp(L(1))L' (1)L’ (1) + exp(L(7))L" (1) = 0,
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also mu K'(7) konstant sein, also K(7)L/(t) = K'(7) = K'(0) = (A~1N) fiir alle 7, und somit ist
K(r)= (AN L'(7) ' = (AT'N)(A'N) (I, + TATIN) = I, + TAIN.

Wir setzen 7 = 1 und haben die gewiinschte Identitéit exp(L*) = I, + A~IN.
Nun ist mit A = exp(T")

C=S8"'A(I,+A'N)S = S exp(I") exp(L*)S.

Wir wollen die beiden exp—Terme zusammenfassen. Dazu beachten wir, dal L* eine Blockdiagonalform
hat und daf§ I' auf jedem dieser Blocke ein Vielfaches einer kleinen Einheitsmatrix ist. Also gilt I'L* =
L*T, und deshalb exp(I' + L*) = exp(T') exp(L*). Nun ist schlielich

o0 oo

exp(S*l(r+L*>S):Zl|(S YT+ L")S Z T+L*Y ]S

j=0"" :0
=S texp(I' + L*)S = C,

und damit lautet die gesuchte Matrix

1
B=-S"4I'+ LS.
b
Die Eindeutigkeit von B ist noch nicht geklirt, aber wir haben gezeigt, dafi exp(Bp) = ®(p, 0).
Nun definieren wir Z(t) = ®(¢,0) exp(—Bt), und es gilt tatsichlich

(t+p,0) exp(—B(t + p)) = ®(t, —p) exp(—Bp) exp(—Bt)
(t,—p) (®(p,0)) " exp(—Bt) = &(t, —p)®(0, p) exp(—Bt)
(t,—p)®(=p,0) exp(—B1)
(t,0) exp(—Bt) = Z(1).

Z(t+p) =2

Il
~ =

®
®
d

O

Definition 1.20. Die Figenwerte von B, das heif$t 1, ..., tn, heiffen FLOQUET-Exponenten und sind
eindeutig bestimmt bis auf Vielfache von %2#1.

Die FEigenwerte von ®(p,0), also e’ ... et heiffen FLOQUET-Multiplikatoren und sind eindeutig be-
stimmdt.

Folgerung 1.21. Wir betrachten das dynamische System zur Differentialgleichung z(t) = A(t)x(t) mit
p—periodischer Matriz A. Dann gilt:

Die Ruhelage x = 0 st stabil genau dann, wenn alle Floguet-Exponenten u; einen Realteil < 0 haben,
und fiir p; € iR stimmen geometrische und algebraische Vielfachheit tberein.

Die Ruhelage x = 0 ist asymptotisch stabil genau dann, wenn alle Floqguet-Ezponenten u; einen negativen
Realteil haben.

Die Ruhelage x = 0 st asymptotisch stabil genau dann, wenn alle Floquet—Multiplikatoren im Inneren
des komplexen FEinheitskreises liegen.

Bemerkung 1.22. Als Warnung: die Lage der Figenwerte von B ergibt sich nicht direkt aus der Lage
der Eigenwerte von A. Es kann sein, dafl alle Figenwerte von A zu jeder Zeit in der linken Halbebene
liegen, aber trotzdem besitzt B einen Figenwert mit positivem Realteil.

Als Beispiel® betrachten wir verschiedene Pendel. Es ist bekannt, da8 die Auslenkung eines gewshnlichen
Pendels (fiir kleine Amplituden) durch die Differentialgleichung # = —w?x beschrieben werden kann,
wobei w? = g/l mit der Erdbeschleunigung g und Pendelléinge [. Naturgemiif ist die Ruhelage ,, Pendel
unten® stabil.

ISiehe dazu auch [2], Kapitel 28.
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Und fiir ein ,,nach oben zeigendes Pendel® ergibt sich die Differentialgleichung # = w2, mit einer insta-

bilen Ruhelage ,, Pendel genau senkrecht nach oben“. Es ist interessant, daf§ man das Pendel stabilisieren
kann, wenn man den Unterstiitzungspunkt vertikal vibrieren 1d8t, mit geeigneter Frequenz und Ampli-
tude.

Dazu nehmen wir an, daf§ der Unterstiitzungspunkt periodisch (mit der Periodendauer 27) nach oben
bzw. unten mit der Beschleunigung ¢ bewegt wird. Dann erhalten wir die Differentialgleichung

i(t) = (W2 + h(t))a(D),
wobei

—o? 0<t<T,
h(t) = 5
+at T <t <271,

und o? = 7- Die Amplitude dieser Vibrationen bezeichnen wir mit a. Die maximalen Auslenkungspunkte
werden fiir t = 7/2 bzw. t = 37/2 angenommen, mit periodischer Fortsetzung der Periode 27. Also gilt
dann

8’ 1 12

Im folgenden wéhlen wir ¢ und « geeignet, daraus ergibt sich dann 7.

c (7)2 cr? 9 C 8a
a=—|— -
2\2

Wir wissen: fiir a = 0 ist die Ruhelage x = 0 ein Sattelpunkt mit Eigenwerten +w, also instabil.

Um ein System erster Ordnung zu erhalten, setzen wir y =  und z = &, was uns auf

(D=l o) ()=o)

fithrt. Leider bestitzt die Matrix A als Funktion von ¢ Sprungunstetigkeiten, aber das wollen wir hier
ignorieren.

Wenn w? + h(t) > 0, dann hat A zwei reelle Eigenwerte.
Wenn w? + h(t) < 0, dann hat A zwei imaginire Eigenwerte.

Die Summe der Eigenwerte von A ist in jedem Falle gleich Null. Um Stabilitét zu erzielen, liegt es nahe,
dafl wenigstens zu gewissen Zeiten A(t) keinen Eigenwert in der rechten Halbebene haben sollte, also
verlangen wir

a? > w?.

Die Ubergangsmatrix bestimmen wir zu

cosh kT Lginhkr cos Q1 LsinQr
_ _ k Q
®(27,0) = ®(27,7)®(7,0) = (k: sinh k7 cosh kT ) (Q sin Q1 cos Ot ) ’

wobei k% = a2 4+ w? und 92 = a2 — W2,

Wir suchen jetzt die Eigenwerte von ®(27,0). Weil spur A(t) = 0 fiir jedes ¢, haben wir mit dem Satz
iiber die Wronskideterminanten det ®(¢,to) = 1 fiir alle ¢, to, insbesondere also det ®(27,0) = 1, und
somit Ay - A_ = 1. Damit sind die Eigenwerte gleich

At = % (spur ®(27,0) £ /(spur ®(27,0))2 — 4) .

Fiir das Ziel |A\y| < 1 brauchen wir demnach |spur ®(27,0)| < 2, was nach einiger Rechnung sich als
dquivalent zu

<2
Q k -

2 cosh(kT) cos(Q1) + (E — Q) sinh(k7) sinh(Q7)

erweist. Nun machen wir folgende Annahmen:

a
7::52<<1, g::u2<<1,
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und bekommen dann

8

YAy YN I R, N N RO Sy el
c c c
8

Or = Va2 — w2 _a:\/g %,% 9:2\/5 E,g.gzg\/ﬁe /1— 2,
c c

ko /14 p? 1+%M2 4 2 4
L. ot =1 o
q 1ol (1) =14 p" 4+ O(u")

Daraus ergibt sich dann direkt

ko Q. 4
q %= oW,

8
cosh(k7) = 14 4e%(1 4 p?) + 554 + O(ub + €9),

8
cos(Qr) = 1 —42(1 — p?) + 554 +O(ub +€%),

(g — %) sinh(k7) sin(Q7) = 16e%u? + O(u® + £9),

und somit miissen wir dafiir sorgen, dafl
16
2 (1 + 82y + 354 - 1654) + 16622 < 2,

2
oder 3p% < 2 oder £ < & oder 7% < 83%9.

Fiir [ = 20cm, ¢ = lem wiirde das bedeuten 7 < 0.01166, also eine Vibrationsfrequenz von mindestens
43Hz.

Wir iiberlassen nun das kopfstehende Pendel sich selbst und betrachten stattdessen eine skalare Diffe-
rentialgleichung zweiter Ordnung

() + () (t) = 0, (1.1)

wobei v eine glatte T—periodische Funktion sei. Auf mittlerweile ausgetretenem Wege gehen wir zum
System erster Ordnung: sei y(t) = x(t) und z(t) = &(¢t). Dann ist

()= 0

Seien nun z; und x2 Losungen zu (1.1) mit den Anfangsbedingungen

21(0) =1, i1(0) =0,
.TQ(O) = 07 .%‘2(0) =1.

Die Ubergangsmatrix ® erfiillt dann gerade

o(t,0) = (fcl(t) @(t)) ,

S.Cl (t) X9 (t)

und wir haben auf iiblichem Wege det ®(¢,t) = 1 fiir alle ¢ und ¢y. Die Floquet-Multiplikatoren hingen
dann also lediglich von spur(®(7,0)) ab, also von

S = 1 (T) + 2 (T).
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Die Summe der Floquet-Multiplikatoren ist gerade S, und ihr Produkt ist gleich 1. Falls |S| < 2, dann
liegen die Floquet-Multiplikatoren auf dem Einheitskreis in C, und falls |S| > 2, dann sind beide Floquet-
Multiplikatoren reell, und einer von beiden hat einen Betrag grofler als eins.

Wir folgen nun [3, Kapitel 2], in angepafiter Notation und betrachten allgemeiner die parameterabhéngige
Differentialgleichung in selbst-adjungierter Form

(p()z' (1) + (As(t) — q(t)) 2(t) =0, (1.2)

mit stetigen und T—periodischen Funktionen p, s, g. Weiterhin sei s(t) > sg > 0 fiir alle ¢ € R. Man
kann (auf dem Wege einer unterhaltsamen Rechnung) zeigen, da§ auch fiir diese allgemeinere Situation
die Beziehung det ®(7T,0) = 1 gilt. Wir interessieren uns fiir das Verhalten der Floquet-Multiplikatoren
flir variierenden Parameter .

Folgendes 148t sich zeigen (siche Theorem 2.3.1 in [3]):

Die Spur S(A) hingt stetig von A ab, und sie pendelt unendlich oft zwischen Intervallen mit S(\) > 2 und
S(A) < —2 hin und her. Die Stellen mit S(A) = £2 sind gerade die Eigenwerte von geeignet definierten
Hilfsrandwertproblem (und somit im Prinzip berechenbar).

Naheliegenderweise heiflen die Intervalle auf der A—Achse, in denen |S(\)| > 2 ist, Instabilititsintervalle,
und die Intervalle mit |S(A\)| < 2 heiflen Stabilititsintervalle. Durch geeignete Wahl von A kénnen wir
also das System auf Instabilitit oder Stabilitét ,,tunen®.

Eine ganze Fiille weiterer Ergebnisse findet sich in [9], z.B. in Kapitel VII, Abschnitt 1.4 und folgende.

Ein Beispiel fiir ein solches ,,tuning®“ findet sich in der Theorie der Wellengleichungen. Eine Wellenglei-
chung ist eine Differentialgleichung der Form

gt (t, ) — Au(t,z) =0, (t,z) € R x R™,

fiir eine Funktion u = u(t,z). Wir interpretieren ¢ als Zeitvariable, x als Ortsvariable, und u z.B. als
»Auslenkung®. Man kann zeigen, da Ableitungen der Funktion u abklingen (fiir ¢ — +00) im Sinne von
zum Beispiel folgender Ungleichung?:

_n—1(1 1
e, Mgy + Vot M pageny < CO+ 672 G0 flun lypn oy

wobei wir annehmen, daf§ die Funktion u die Anfangsbedigungen u(0,2) = 0 und u:(0,2) = wui(x)
erfiillen. Weiterhin ist 1 < p < 2 beliebig und 1—1) + % = 1; sowie die Sobolevordnung M > 1 ist geeignet
zu wéhlen.

Interessant ist, dafl solche Abschitzungen unmdoglich werden, wenn man den Vorfaktor 1 des Laplace-
Operators beliebig periodisch stort, zum Beispiel durch die Ersetzung 1 + esin(t) mit |¢|] < 1. Egal
wie klein man ¢ auch wéahlt, stets kann man exponentiell wachsende Losungen u basteln. Konkret gilt
folgender Satz:

Satz 1.23. Wir betrachten das Cauchy—Problem
ugy — b2(t) Au =0, uw(0,2) = uo(x), w(0,2) = uy(x),

mit einer T —periodischen positiven glatten Funktion b= b(t).

Dann existieren keine Konstanten q, p, C, L und keine Funktion f: Ny — Ry mit In f(m) = o(m) fiir
m — +oo, sodaf$ fiir alle Anfangsdaten ug,uq € C3°(R™) die folgende Abschitzung gilt:

e 00T, Yy + IVt T oy < CFm) (Nollw ey + Nl ey ), 2 € Nao (1.3)

2Solche Abklingabschiitzungen [8] gehen auf STRICHARTZ zuriick, werden aber gemeinhin als dispersive estimates be-
zeichnet.
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Im Gegensatz dazu kann man eine solche Abschitzung zeigen, wenn man Funktionen f = f(m) = e“™
zulésst, mit geeignet grofem C.
Der Beweis beruht (unter anderem) auf der Fouriertransformation: sei a(t,£) =[5, e "*u(t, #) dz mit

¢ € R™. Dann wird A zu —|¢|?, und wir erhalten
Qe (2, &) + b2 ()|€]2a(t, €) = 0, (t,€) € R x R™.

Das ist eine gewohnliche Differentialgleichung mit periodischem Koeffizienten b2 und Parameter |£|?. Wir
miissen jetzt nur noch erreichen, dafl nur solche ¢ eine ,,Rolle spielen®, fiir die [£|? in einem Instabilitéits-
intervall liegt.

Genauer: sei A so gewiihlt, daB S(\) > 2 fiir die Spur S der Ubergangsmatrix ®(T,0). Sei y € R™ mit
ly|?> = X\. Dann definieren wir Anfangswerte uo und u; gem#f

. T . x
uo(x) = exp(izy)x (W) , ui(x) = cexp(izy)x (W) .
Hierbei ist x eine Abschneidefunktion, also x € C§°(R™) mit x(z) = 1 fiir |z| < 1 sowie x(z) = 0 fiir
|z| > 2. Die Zahl M ist geeignet grof zu wihlen, und der Parameter wird clever gewihlt anhand der
Ubergangsmatrix ®(7,0). Die Fouriertransformierte von u hat dann ihren Triger ,,im Wesentlichen® in
der Néhe von y, und aus der Floquet—Theorie kann man dann mit einigem Aufwand zeigen, daf 4(t, §)

exponentiell wiichst fiir £ ~ y. Und daraus wiederum folgt, dafl die gewiinschte Abschétzung (1.3) nicht
gelten kann. Fiir die (ziemlich technischen Einzelheiten) verweisen wir auf [7].

1.8 Mittelung

Als Beispiel fiir das Phdnomen der Mittelung betrachten wir einen ,,schwach linearen“ Oszillator, der
beschrieben wird durch eine Differentialgleichung

i+ =ef(e,d),

wobei f geniigend glatt sein soll und |e| < 1.

Wir wissen, daf§ es fiir € = 0 eine periodische Losung gibt.

Unsere Vermutung ist, dafl die Losung fiir € # 0 nicht unbedingt periodisch ist, aber dafl sie ,,in der
Néhe* der Losung zu € = 0 bleibt, fiir eine gewisse Zeit. Zum Beispiel konnte gelten, dafl

|zo(t) — 2o (t) = O(e)  fiir 0 <t < O(e™ ).

Eine solche Abschétzung ist etwas besonderes: denn es wire zu erwarten, dafl |z (t) —z.=o(t)] = O(1) gilt
auf einem Zeitintervall [0, O(~1)]. Dafi stattdessen die beiden Lésungen um weniger als O(e) differieren,
liegt daran, daf3 ,,gewisse Ostzillationen sich ausléschen®.

Wir gehen iiber zu einem System erster Ordnung:

T =y,

y =T +€f(x7y)
Wenn e = 0, dann gibt es Losungen z(t) = rcos(t + @), y(t) = —rsin(t + ¢), fiir gewisse Parameter r
und ¢, die sich aus den Anfangsbedingungen ergeben.

Fiir € # 0 machen wir den Ansatz
x(t) = r(t) cos(t + (1)),
y(t) = —r(t) sin(t + (1))

und erhalten daraus

&(t) =7 cos(t + ) — rsin(t + ¢)(1 + ¢) = —rsin(t + ¢),
y(t) = —rsin(t + @) — reos(t + ¢)(1 4+ @) X —rcos(t+ ) + ef,
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also

7 cos(t + @) — rsin(t + @) =0,
—rsin(t + @) — rcos(t + ) = ef(rcos(t + @), —rsin(t + ¢)).

Wir multiplizieren die erste Gleichung mit sin(t + ¢), die zweite mit cos(t + ¢), und addieren:
—rp = ecos(t + ) f(rcos(t + @), —rsin(t + ¢)).
Analog bekommen wir eine explizite Gleichung fiir 7.
Die entstehenden Differentialgleichungen kénnen wir schreiben als
7(t) = —eg(t,r, ),
) €
p(t) = ——h(t,r,¢),

wobel wir definiert haben:

g(t,r, @) :=sin(t + @) f(rcos(t + @), —rsin(t + ¢)),
h(t,r, @) := cos(t + @) f(r cos(t + @), —rsin(t + ¢)).

Von entscheidender Bedeutung fiir das folgende ist nun die Periodizitidt von g und h:

g(t+2m,r,0) = g(t,r, 9), h(t 4 2m,7, @) = h(t,r, ¢).

Unsere Hoffnung ist, daf} iiber eine Periode sich die Schwankungen von g und h , wegmitteln“. Um das
genauer auszudriicken, definieren wir die Mittelungen

. 1 2 . 1 2
g(r, ) = g/t_og(t,r, @) dt, h(r, @) = g/t_oh(tm @) dt,

und wir wollen die Funktionen r und ¢ vergleichen mit den Losungen s und 1 zum System

$(t) = —eg(s. ),
d(t) = ~h(s,v).

Satz 1.24. Wir betrachten das Anfangswertproblem
(1) = ep(t,x) + %q(t,x,e),  w(0) = wo,

wobei x: R — R™ und p, q seien glatt. Sei p(t+T,x) = p(t,x) fir alle (t,x) € RxR", und wir definieren

T
p(x) := ?/t p(t, x) dt.

=0
Sei y = y(t) die Losung zum Anfangswertproblem
y(t) =epy),  y(0) = zo.
Dann existieren Konstanten (unabhdingig von x und y) C1, Ca, g9 so daf gilt:
lz(t) —y(t)| < Cie
falls()gtg% und 0 < € < gp.

In Bezug auf das obige Beispiel hitten wir also zum Beispiel |r(t) — s(t)] < Cie fir 0 < ¢ < £ und

kleine e.
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Beweis. Wir wollen von der Funktion x = x(t) iibergehen zu einer Funktion £ = £(t), die eine ,,einfachere
Differentialgleichung erfiillt, aber ,,in der N&he von z* liegt. Dazu machen wir den Ansatz

z(t) = &(t) +eh(t, &(1)),
und wir streben an, daf3

f(t) = Eﬁ(§> + EQRO(ta €7 5)7 5(0) = To (14)
gilt, wobei Ry eine glatte Funktion sei. Wir setzen insbesondere h(0,&) = 0 voraus, fiir alle £ € R™.

Unser Ziel ist es, die Funktion A so zu finden, daf sie global beschriinkt ist, also |h(¢,€)| < Hy fiir alle
(t,€) € R x R™ (ansonsten ist eine untige Taylorentwicklung schwer zu rechtfertigen).

Im Folgenden sei R = R(t,x,¢) eine nicht néher beschriebene Funktion, die glatt und beschrénkt von
den Argumenten abhingt, und die an jeder Stelle ihres Auftretens etwas anderes bedeuten kann.

Aus der Differentialgleichung 4 = ep(t, z) + £2q(t, z,¢) bekommen wir mit unserem Ansatz fiir £ dann
£+ ehy + shgé = ep(t, € +eh) +%q(t, x, ),
— (1 +ehe) +chy = ep(t, €) + €2R(L, €, €).

Nun suchen wir die Funktion h als Lésung zu hi(t, &) = p(t,&) — p(€). Zusammen mit h(0,£) = 0
bekommen wir dann

meo) = [ plre) = pl)ar

Wegen ka:TOp(T, &) — p(&)dr = 0 fiir jedes k € N ist dann die Funktion h tatséichlich auf R x R™ global
beschriankt, wie gewiinscht. Somit folgt

E(1 +ehe) = ep(€) + €2R(L, €, €).
Mit zwei neuen R haben wir dann

§=— 5 p(e)+2R(L€ ) = ep(€) + e2R(L, £, e).

1+€h§

Das ist genau die gewiinschte Differentialgleichung (1.4) fiir &. Nun haben wir
|z(t) = £(t)| < elh(t,§) < eHo

fiir 0 <t < oo, also reicht es, |£ — y| abzuschitzen, um zu einer Abschitzung fiir |z — y| zu kommen.

Einerseits haben wir nach Produktregel
0el€ — yI* = 2|€ — y|oelE — yl,

andererseits haben wir nach Produktregel
Ol¢ —y? =2 (€~ .~ i) = 2(¢ — y,=p(€) — ebly) + 2 Ro(t,€,2))
und somit ergibt sich

Oel€ — y| < elp(€) — B(y)] +€*|Ro(t, €, €)]
<eLl¢ —y|+€*Cr,
denn die Funktion p ist Lipschitzstetig mit der Lipschitzkonstanten L, und Ry ist global beschréankt mit
einer Konstanten Cg.
Weiterhin haben wir [£(0) — y(0)| = |zo — 20| = 0. Aus dem Gronwall-Lemma? folgt dann

t 2

€(t) — y(t)] < / exp(L(t — 7))e2Cpdr =

7=0

ZR (exp(eLt) —1).

3Das GRONWALL-Lemma besagt: sei z = z(t) eine reellwertige Funktion mit #(t) < az(t) + f(¢) fiir t > 0 und o € R.
Dann ist z(t) < exp(at)z(0) + f::O exp(a(t — 7)) f(r) dr fir ¢t > 0.
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Nun gilt offensichtlich: falls 0 < ¢ < Coe™!, dann ist exp(eLt) — 1 < exp(LC3), und wir haben dann

1€(t) —y(@)] < %e“‘? = 0(e).

Das ist die gewiinschte Ungleichung. (]

Weiterhin gilt: ein Fixpunkt des ungestorten Systems wird zu einem kleinen periodischen Orbit des
gestorten Systems, im Sinne des folgenden Satzes:

Satz 1.25. Sei x = x(t) Lisung zu
z=cf(t,xz,e) (1.5)

mit f(t+T,x,¢e) = f(t,z,e) fir alle (t,x,e). Wir setzen

. 1 [T
f) =3 [ fmp0)en

Sei yo Ruhelage zu § = ef(y), also f(yo) = 0. Wir setzen voraus, daf die Jacobi-Matriz f'(yo) inver-
tierbar 1st.

Dann besitzt (1.5) genau einen T —periodischen Orbit nahe yo fir kleine .

Beweis. Sei x = x(t) eine Losung zu (1.5) mit Startwert zo. Wenn diese Losung T—periodisch ist, dann
muf

T

xozm(T)za:O—i—/ j:(T)dT:a:o—i—s/:of(r,a:(T),E)dT

7=0

gelten. Weiterhin ist, fir 0 <¢ <7,

uwmm/’umst/$V@ﬂmw&-0@,

=0

also ist eine Entwicklung in Potenzen von £ méglich:
f(r,2(7),e) = f(7,20,0) + eR(7, %0, €),

wobei R in glatter Weise von seinen Argumenten abhéngt. Damit haben wir dann
T
zO:zOJrs/ f(rz(r),e)dr
7=0

T
:mo—l—s/ (f(1,20,0) + eR(T, 20,¢€)) dT
7=0

T

= x0 + T f(x0) + 82/ R(7,x9,¢€) dr.
=0
Das a3t sich umformen zu
~ E T
0= o)+ 3 [ Rlraoc)dr
T =0

was wir als eine Gleichung der Form 0 = G(x¢,¢) lesen, auf die wir den Satz iiber implizite Funktionen
anwenden: Zundichst ist tatsichlich 0 = G(yo,0). Weiterhin gilt, nach Voraussetzung,

det (iG(xo,s))

63:0

#0,

(z0,£)=(%0,0)

sodaB der Satz iiber implizite Funktionen uns garantiert, daf fiir kleine |¢| eine C'~Funktion zq = xo(¢)
existiert. O
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1.9 Lyapunov—Funktionale

Wir betrachten ein System & = f(x) mit einem stationdren Punkte z*, also f(«*) = 0. Fiir das lineari-
sierte System

y=f'(z")y
ist dann bekannt:

e wenn alle Eigenwerte von f/(2*) in C_ = {z € R: Rz < 0} liegen, dann ist z* ein asymptotisch
stabiler Fixpunkt des nichtlinearen Systems,

e wenn ein Eigenwert von f/(z*) in C; = {z € C: Rz > 0} liegt, dann ist z* ein instabiler Fixpunkt
des nichtlinearen Systems.
Die naheliegende Frage ist nun, was in den iibrigen Féllen gilt.

Weiterhin wollen wir uns iiberlegen, wie grofl das , Einzugsgebiet“ des Fixpunkts (oder allgemeiner: des
Attraktors) im Falle asymptotischer Stabilitét ist.

Als Beispiel betrachten wir
By = z9 + AN2? + 23),
dy = —x1 + Aaf +23)

mit z* = (23, 25) " = (0,0)". Wir haben

ra =0 )

mit Eigenwerten =i, also liefern die bisherigen Kriterien keine Aussage zur Stabilitét von z*.

Allerdings haben wir
Op(x? 4 22) = 2w181 + 2w0@9 = - - = 2\ (23 + 23),
und somit eine instabile Losung fiir A > 0, bzw. eine stabile Losung fiir A < 0.

Insgesamt werden wir erhalten:

Wenn die Matriz des linearisierten Problems Eigenwerte auf der imagindren Achse hat,
dann hdingen die Stabilititseigenschaften des nichtlinearen Problems von den nichtlinearen Termen ab.

Definition 1.26. Sei z* € R™ mit f(z*) = 0. Set U C R™ eine Umgebung von x*. Fine Funktion
V € CH(U;R) heift positiv definit in U, wenn

V(z*) =0, Vizg) >0 VeeU\{z"}.

Eigentlich miiiten wir schreiben positiv definit beziiglich x*, aber es wird immer aus dem Kontext sichtbar
sein, welcher Punkt z* gemeint ist.

Wir glauben (bzw. losen als Ubungsaufgabe): wenn nicht nur V' € C'(U,R), sondern sogar V € C?
und wenn die Hesse-Matrix (V ® V)V im Punkt xz* positiv definit ist, dann sind die Niveauflichen
{z € R": V(x) = const.} diffeomorph zu Einheitskugelfliichen (fiir V' € C! kann die Gestalt dieser
Niveaumengen ziemlich uniibersichtlich sein).

Inspiriert durch diese geometrische Vorstellung, fragen wir uns (fiir allgemeines positiv definites V € C1),
ob die Trajektorien zur Differentialgleichung & = f(x) die Niveaufléichen ,von innen nach aulen“ oder
»von auflen nach innen“ durchdringen. Sei also = x(t) eine Losung, dann ist

OV (x(t)) = VV () - & = (VV (), f(2)) .

Geometrisch gesprochen (und geniigend Glattheit vorausgesetzt), zeigt VV' in die Richtung des steilsten
Anstiegs von V| also senkrecht auf den Niveauflichen nach auflen, und f(x) zeigt in die Tangentialrich-
tung der Trajektorie.

Damit 148t sich folgendes Ergebnis beweisen:
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Satz 1.27 (Lyapunov). Sei x* ein stationdrer Punkt fir das System & = f(x). Sei V positiv definit in
einer Umgebung U von z*. Dann gilt:

o Falls (VV(z), f(
), f(

e Falls ( (x),

o Wenn (VV (x), f(x)) > 0 fir alle x € U\ {z*}, dann ist ©* instabil.

Definition 1.28. Eine Funktion V € C'(U;R) heifit Lyapunov—Funktional wenn V positiv definit in U
ist, mit (VV(z), f(z)) <0 fiir jedes x € U.

Wenn sogar (VV (x), f(x)) < 0 ist fir jedes x € U \ {z*}, dann heifit V striktes Lyapunov—Funktional.

VV(x), f(z)) <0 fir alle x € U, dann ist z* stabil.
VV(z), f(x))

< 0 fiir alle x € U\ {z*}, dann ist x* asymptotisch stabil.

Als Beispiel betrachten wir das Pendel mit der Differentialgleichung 9260 + $sinf = 0. Wir setzen
x1(t) = 0(t) und z2(t) = 0,0(x), was uns auf

:.Cl = T2,

. 9.
To = —— SINXTq

l
fithrt. Der stationire Punkt ist z* = (0,0)". Wir haben

re= (Y )

mit den beiden Eigenwerten ii\/? , also liefert die lineare Stabilitéitstheorie keine Aussage.

Ein erster Versuch eines Lyapunov-Funktionals ist V(x1,x2) = 2% 4+ 23, und wir bekommen
(VV (x), f(x)) = 2x122 — 2:1:2% sinxy,

was in der Umgebung des Ursprungs das Vorzeichen wechselt.

Fiir einen zweiten Versuch wihlen wir die physikalische Gesamtenergie,
L 5 9
V(z1,z2) = §ml x5 +mgl(l — cosxq),

was offensichtlich positiv definit nahe (0,0)7 ist. Wir stellen fest, daB (VV, f) = 0 ist, woraus sich die
Stabilitéit des stationdren Punkts ergibt. Die Trajektorien verbleiben in den Niveaumengen der Funktion
V.

Als weiteres Beispiel betrachten wir die Differentialgleichung % + 2a% + z + 22 = 0, wobei 0 < a < 1 ist.
Wir setzen x1 = z und x5 = 2, was uns das System

:.Cl = T2,
. _ 2 3
T2 = —I1 — 20T2 — Tq

erbringt, mit einzigem stationdrem Punkt z* = (0,0) . Fiir die Jacobi-Matrix bekommen wir

f(at) = <_°1 _12&)

mit Eigenwerten —a+iv/1 — a2, also ist 2* asymptotisch stabil. Wie grof} ist das ,Basin* dieses Attraktors
x* 7

Unser Hilfsmittel soll ein geeignet gewihltes Lyapunov—Funktional sein. Dazu bringen wir als erstes die

Matrix f’(z*) auf eine Normalform. Die Substitution y = Pz mit einer noch zu bestimmenden Matrix
P € R?*2 liefert uns

y=Pf' )P~y + Oyl

und P soll so gewihlt werden, da8 Pf’(x*)P~! moglichst ,schon“ wird. Die iibliche Jordan-Normalform
ist uns hierbei aber nicht zuginglich, weil die Eigenwerte und damit auch die Eigenvektoren von f'(z*)
nicht reell sind, und weil somit auch P nicht im R2*? wiire. Stattdessen benutzen wir die reelle Jordan-
Normalform:
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Lemma 1.29 (Reelle Jordan-Normalform). Sei A € R?*2. Dann gibt es eine Matriz P € R?*2,
sodafl J = PAP~! eine der drei folgenden Formen hat:

(M 0 (A 1 [« I}
=0n) =6 ) ()
mit A1, Ao, A\, a, 0 € R und G # 0.

Beweis. Im Anhang. O

Nun nehmen wir also 8 = v/1 — a2 und

(1 0 L 1(3 o0
() sl D)

sowie y = Px. Das bedeutet insbesondere y; = x1, was hilfreich zu wissen ist fiir die Transformation der
nichtlinearen Terme. Damit erhalten wir dann

U1 = —ay1 + Py,
. 1
Y2 = —By1 — ays — Bﬁ

Nun sind im linearen Hauptteil die Variablen y; und ys gleichberechtigt, also liegt es nahe,

1
V(yi,y2) = %(?J% +43)

zu wihlen. Dann bekommen wir, nach einiger Rechnung,
_ 1
(V. F(P7la)) = (i +43) = guive,

und es stellt sich die Frage, wo das negativ ist. Wir vermuten einen Kreis um den Ursprung mit Radius
ro als Mindestmenge:

Wenn y? + y3 < 73, dann ist |y7ys| < 78, und nun sollten wir dafiir sorgen, daf

also z.B. 7o = Vap.

Damit haben wir erhalten: Wenn der Startwert (y1(0),y2(0)) " im Kreis um den Ursprung mit Radius 7o
liegt, dann wird die Trajektorie zum Fixpunkt gezogen. In Wirklichkeit ist das Einzugsgebiet natiirlich
noch grofer. Bei Riicktransformation auf die x—Koordinaten erhalten wir dann eine Ellipse als Mindest-
Einzugsgebiet.

1.10 w-Limesmengen und Invarianzprinzipien
Unser Ziel ist nach wie vor eine genauere Beschreibung von Einzugsgebieten. Dazu brauchen wir einige
Begriffe:

Definition 1.30. Sei ®; ein Fluf auf X, und sei x9 € X. Dann heiflen

)

w(xg) := {y € X: 3 Folge (tg)ren mit t, /' +oo und y = klirf ‘I)tk(iﬂo)}
afzg) := {y € X: 3 Folge (tr)ren mit t, \, —00 und y = klir+n q)tk(zo)}

w-Limesmenge bzw. a—Limesmenge von xg.
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Die Wahl der Buchstaben erklért sich aus ihren Positionen im griechischen Alphabet.
Mehr oder weniger aus der Definition folgt dann

w(zo) = [ 7+ (®e(w0));

>0

a(zo) = ﬂ V= (P¢(20)),

t<0
wobei v4 und y_ den Vorwirts— bzw. Riickwértsorbit bezeichnen.

Wenn die Trajektorie ab g einem Grenzwert zustreben sollte, dann besteht w(z) genau aus diesem
einen Punkt. Wenn die Trajektorie ab xg einer periodischen Bahn ,zustreben“ sollte, dann ist w(x)
gleich dieser periodischen Bahn. Und wenn der Vorwirtsorbit ab o unbeschrinkt ist, dann kann w(z)
gleich der leeren Menge sein.

Satz 1.31. Sei vy (xo) beschrinkt. Dann ist w(xg) kompakt, nichtleer, invariant und zusammenhdingend.

Beweis. Nach Voraussetzung gibt es ein M € Ry mit 4 (z9) C Bm(0) := {y € R™: ||y| < M}. Also
liegt w(xo) ebenfalls in By, (0), ist also beschrénkt. Weiterhin ist w(x) als Durchschnitt abgeschlossener
Mengen wieder abgeschlossen, und somit kompakt.

Um zu zeigen, dafl w(zg) nichtleer ist, konstruieren wir ein Element davon: sei (¢1,to,...) irgendei-
ne streng monoton wachsende Folge, die nach +oco divergiert. Dann ist die Folge (P, (%0))ken in der
kompakten Menge Bjs(0) enthalten, also gibt es eine Teilfolge (¢ )rren, sodafl ein Grenzwert

k,lgnoo P¢,, (20) = Too

in Bjs(0) existiert. Dieser Grenzwert gehért dann zu w(x).

Um zu zeigen, dafl w(xp) invariant ist, wihlen wir ein y € w(zp) und ein beliebiges ¢t* € R. Dann wollen
wir zeigen, dal ®; (y) € w(zo). Zunichst existiert eine monoton wachsende und nach +oo strebende
Folge (t1,t2,...) mit y = limy_oc Pt (z0). Nun ist aber

Piqt-(y) = P (P, (y)) — P (),

denn @y« ist ein Diffeomorphismus, also insbesondere stetig. Also gehort auch @4« (y) zu w(xp), und die
zu diesem Punkt gehorige Folge ist gerade (t1 + ¢*,ta +t*,...).

Es bleibt zu zeigen, dafl w(z) zusammenhéngend ist. Wir gehen indirekt vor. Nach Definition des Begriffs
yzusammenhingend“ gibt es dann also zwei abgeschlossene, nichtleere und disjunkte Mengen w; und wo

mit w(xg) = wy Uwsy. Offensichtlich sind diese beiden Mengen beschriinkt, also sogar kompakt. Dann gibt
es ein positives ¢, sodafl auch die beiden offenen Umgebungen

Ue(wy) = {z € R": dist(z,w1) < e},
Ue(w2) = {z € R": dist(z,wsq) < e}

disjunkt sind. Ein ,,Endstiick v, (®:(zg)) des Orbits v (xg) kann nicht komplett zu U (w;) gehoren,
weil dann wo nicht Bestandteil von w(zp) wire. Analog kann ein solches Endstiick nicht komplett zu
Ue(w2) gehoren. Also mufl der Orbit v (xg) immer zwischen beiden Umgebungen wechseln.

Also existiert eine Folge (s1,82,...) mit s /" 400, sodafl ®,, (x¢) weder in U.(wy) noch in U.(ws)
liegt. Die Kompaktheit von Bjs(0) liefert dann einen Hiufungspunkt der Folge (®s, (x0))ken. Dieser
Hiufungspunkt gehort dann zu w(xg), aber er hat sowohl zu wy als auch zu ws einen Abstand von
wenigstens € > 0. Das kann nicht sein. O

Satz 1.32 (Invarianzprinzip). Sei V eine reellwertige stetige Funktion auf R™, sei k € R, sei
U={zeR": V(z) <k}

Wir setzen voraus, daff V € CY(U), und dafs
(VV(x), f(z)) <0 Vo e U.

Wir definieren S = {x € U: (VV (x), f(x)) = 0}, und M als grifste invariante Teilmenge von S.

Dann gilt: jeder Vorwdrtsorbit, der in U startet und beschrdinkt bleibt, hat sein w—Limesmenge in M.
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Abbildung 1.18: w(zo) ist zusammenhéingend

Beweis. Nimm z¢ € U, und sei z = z(t) die Losung zu & = f(x) mit Anfangswert xo fiir ¢ = 0. Wir
setzen voraus, dafl vy (z) beschrinkt bleibt.

Solange z(t) in U verbleibt (und fiir kleine Zeiten gilt das sicherlich, weil U offen ist), haben wir
oV (x(t)) = (VV(x), f(z)) <0,

also ist, fiir solche ¢, V(z(t)) < V(x¢) < k, und demnach bleibt die Trajektorie z:(¢) in U fiir alle Ewigkeit.

Die Funktion ¢ — V(z(t)) ist monoton fallend (fiir ¢ € Ry) und nach unten beschrinkt, denn der Orbit
v+ (xo) verbleibt in einer kompakten Menge, und auf kompakten Mengen hat die stetige Funktion V' eine
untere Schranke. Also existiert ein ¢ € R mit

¢ = lim V(z(t)).

t—oo

Sei nun y € w(xg), wir interessieren uns fiir V (y). Zunéchst gibt es eine streng monoton wachsende Folge
(t1,t2,...) mit t — 400, sodaBl y = limy_, o x(t;). Weil V stetig ist, haben wir dann V(y) = c.

Also gilt V(y) = ¢ fiir jedes y € w(xo).

Wir wissen, dafl w(xg) invariant unter dem Flufl ® ist. Also haben wir ®;(y) € w(zg) fiir jedes t € R,
sobald y € w(xp). Dann gilt auch V(®.(y)) = c fiir jedes ¢ € R und jedes y € w(zp). Wenn wir die
Zeitableitung bilden, haben wir dann

(VV)(@:(y)), fF(P:(y))) = 0.

Das bedeutet w(zg) C S (man setze z.B. t = 0). Nun ist w(zg) invariant, also mufl w(zg) in der groften
invarianten Teilmenge von S enthalten sein. (]

Héufig hat man die Situation, daf§ V' ,an den Réndern hochgeht“, also koerziv ist:

Satz 1.33. Sei V € CYR™;R) mit V(z) — +oo fir ||x|| — +oo. Sei weiterhin (VV (z), f(x)) < 0 fir
alle x € R™.

Dann ist jeder Vorwdrtsorbit beschrdankt, und jeder Vorwdrtsorbit hat seinen w—Limes in M, der grofiten
invarianten Teilmenge von

{zx e R": (VV(x), f(z)) = 0}.

Beweis. Ergibt sich als Folgerung aus dem vorherigen Satz. O
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Um diese Erkenntnisse anzuwenden, kehren wir nochmal zur Differentialgleichung
F42i+2+422=0

zuriick. Wir setzen x1 = z und a2 = 2, und bekommen dann

(9 X1 o 0 1 X1 . 0
t\oy) — =1 —2a ) \ 29 3 )
Wir interpretieren a > 0 als Reibungskoeffizient. Fiir a = 0 bekommen wir ein konservatives System mit

Energie

1 1
V(zy, ) = 5@? +a3) + 195411-

Die Orbits dazu verlaufen auf den Niveaumengen V(x1,x2) = const..

Sei nun a > 0. Dann haben wir

00V (a1(0).2(0) = (V) ) = ( (" 1) (L, o, ) ) = —2est <0

x5 -1 — 2ax9 — T3
Nun gilt mit der Folgerung aus dem Invarianzprinzip
V € CY(R%R),
V(z) —» 400 falls |lz|| = /2?2 + 23 — oo.

Also ist jeder positive Orbit beschréinkt, und er hat seinen w—Limes in der groiten invarianten Teilmenge
von

{zeR?: (VV(2),f(z)) =0} ={z e R*: 23 =0} .

Also suchen wir die grofite invariante Teilmenge M von {z € R?: x5 = 0}.

Sei * € M. Dann ist z* = (z7,25) = (27,0). Weiterhin bleibt ®,(z,) in M, denn M ist invariant. Also
haben wir

Oy (") = (21(2),0).
Andererseits ist 0;x1(t) = x2 = 0, also ist 1 (t) = «7 fiir alle ¢ € R. Weiterhin ist
Ora(t) = 00 =0 = —x1 — 2awg — a3 = —x1 — 25 = —x1(1 + 27),

also gilt 7 = x1(t) = 0. Demnach ist die groBte invariante Teilmenge M von {x € R?: 25 = 0} gerade
(0,0), und jeder positive Orbit strebt zu diesem Punkt. Demnach ist das Einzugsgebiet dieses Fixpunktes
der gesamte R2.

1.11 Stabile und instabile Mannigfaltigkeiten

Zur Einfiihrung betrachten wir eine Matrix A € R™*™ mit einigen Eigenwerten in der offenen rechten
Halbebene C4 und einigen Eigenwerten in der offenen linken Halbebene C_, aber keinen Eigenwerten
auf der imagindren Achse iR.

Diese Situation verdient einen eigenen Namen:
Definition 1.34. FEine Matriz A € R™*™ heifst hyperbolisch, wenn fiir das Spektrum o(A) gilt:
o(4) N (R) = 0,

a(A)NC_ #0,
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Abbildung 1.19: Das iibliche Phasenportrit eines Sattels im R?

Dann ist die Ruhelage x, = 0 des Systems & = Az ein instabiler Sattelpunkt, und es ergibt sich (im
Falle n = 2) das iibliche Phasenportrit. Wir beobachten stabile und instabile Unterrdume des R™:

E; = span { Eigenvektoren und Hauptvektoren zu Eigenwerten in C_},

E,, = span { Eigenvektoren und Hauptvektoren zu Eigenwerten in C; }

und haben R" = E, & E,,.

Hierbei miissen wir aufpassen bei Eigenwerten in C\ R. Dann sind némlich auch die Eigenvektoren leider
nicht-reell, und in den span gehen Realteil und Imaginérteil des Eigenvektors getrennt ein, siehe den
Beweis zu Lemma 1.29. Insgesamt sind dann sowohl E; als auch F,, selbstversténdlich reelle Unterrdume
des R™ (alles andere wiire auch kaum sinnvoll definierbar).

Weiterhin beobachten wir: wenn wir die Zeitrichtung umdrehen, dann wird A zu —A, und die Rdume
FE; und F, tauschen ihre Rollen.

Nun fragen wir uns, was aus den stabilen bzw. instabilen Unterriumen F, bzw. E, wird im nichtlinearen
Fall 7

Zunichst wagen wir die entsprechenden Definitionen:

Definition 1.35. Sei x. ein Gleichgewichtspunkt des Systems & = f(x), und sei Q C R™ eine Umgebung
von x.. Dann definieren wir die lokale stabile Mannigfaltigkeit W _(x., ) und die lokale instabile
Mannigfaltigkeit W (z«, Q) als

Wli)c(z*vﬂ) = {IO € Q: ’}/+($0) C Qa w(l’o) = {I*}}a
Wige(@+, Q) = {mo € 2 7-(x0) CQ,  afz0) ={z:}}.

Aus dieser Definition heraus ist klar: wenn es solche Mannigfaltigkeiten gibt, dann wechseln sie ihre
Rollen beim Wechsel der Zeitrichtung.

Und klar ist ebenfalls: wenn x, ein stabiler Fixpunkt ist, dann ist —falls  geniigend klein ist—
W (24, Q) = Q sowie W (2., 8) = 0.

Der néchste Satz besagt sinngeméf folgendes (unter der Voraussetzung, dafi A = f’(0) hyperbolisch ist):

e es existiert eine kleine Umgebung €2 von z, = 0 und darin eine nichtleere stabile Mannigfaltigkeit
Wlﬁ)c (07 Q)?

e der Tangentialraum an W _(0,Q) im Ursprung ist gerade gleich dem stabilen Unterraum E, zur
Matrix A,

o die Mannigfaltigkeit W (0, 2) kann parametrisiert werden mit Punkten aus E; als Parameter,

e jede Losung, deren positiver Orbit in © verbleibt, muf} sich auf der Mannigfaltigkeit W} (0, 2)
aufhalten.
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Satz 1.36 (Lokale stabile Mannigfaltigkeit). Wir betrachten das System & = f(x) mit einer Funk-
tion f € CH(R™;R™) und f(0) = 0. Wir setzen voraus, daff A = f'(0) hyperbolisch ist. Seien Es und E,,
der stabile bzw. instabile Unterraum zur Matriz A.

Dann gibt es eine Umgebung Q) von x = 0 € R™ sodaf fiir die nichtleere Umgebung Qs = Q2N Eg von
x =0 € Ey eine Funktion v € C1(Qq, E,,) existiert mit

Wiee(0,9) = {z = (v5,74): zu = Y(25)} = graph(¢).

Die Umgebung 2 kann so gewdhlt werden, dafl die folgenden FEigenschaften gelten:

o die Mannigfaltigkeit W2 _.(0,Q) ist positiv invariant, d.h., es ist ®:(W _(0,Q)) C W (0,9Q) fir
jedes t > 0,

o es existieren K,n > 0 sodaf gilt: wenn xo € Wi (0,9), dann ||®:(zo)|| < Ke ™ ||zo]|,

e jede Losung, die fir alle positiven Zeiten in § verbleibt, liegt in W2 (0,€2).

Beweis. Als Umgebung Q werden wir eine kleine Kugel B,(0) mit Radius r bekommen, den wir
demnéchst angeben werden. Auerdem brauchen wir noch eine grifiere Kugel B,/ (0) mit ' > r.

Zuniichst zerlegen wir f(x) = f/(0)x+ g(z) = Az + g(x) mit einem Rest g(x) = o(||z||). Aus technischen
Griinden werden wir den Rest g auBerhalb von B,/ (0) (erheblich) abéndern. Da wir beweisen werden,
dafl die uns interessierenden Losungen die Menge B, (0) aber niemals verlassen, spiiren diese Lésungen
von den Anderungen an der Funktion g auBerhalb von B,.(0) nichts, soda diese Anderungen letztlich
nicht relevant sind.

Konkret wihlen wir uns eine Abschneidefunktion x € C°°(R";R) mit

(2) 1: |z <1,
xTr) =
X 0: |z > 2,

und dann ersetzen wir die Funktion g = g(x) durch
x
g(x)x (;) :

Innerhalb von B, (0) hat sich nichts geéndert, und aulerhalb B, (0) ist diese neue Funktion identisch
Null. Wir merken uns fiir spéter, da ||Vx(-/r")| o0 ~ &

Wir haben eine Zerlegung R™ = E; ¢ E, mit entsprechenden Projektoren P: R® — Eg und @ =
1—P:R" — E,. Dann kann man zeigen, dafl

PA = AP, QA = AQ.
Weiterhin: es existieren positive Konstanten Cy und § mit der Eigenschaft, daf3
HeAtPH < Coe™ %, Vit >0,
eQl < Coe®,  vt<o. (1.6)

Der Beweis lduft z.B. iiber die Jordan-Normalform von A. Die gesuchte Konstante n wihlen wir als
1 = 0/2, aber jede andere Zahl echt zwischen 0 und § wire auch moglich.

Den Kreisradius 7’ wiihlen wir so klein, dafl die geéinderte Funktion g eine globale Lipschitz—Konstante
auf R™ von hochstens §/(8C)) hat:

0
”gHLip(R"’) < ﬁ'

Wegen ¢(0) = 0 haben wir dann die Abschétzung

5 n
lg(@)] < 8Cy =,  =eR™ (1.7)
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Nun sei x = z(t) eine Losung, die fiir alle positiven Zeiten in 2 = B,/ (0) verbleibt (wir werden gleich
eine solche Losung konstruieren). Dann gilt

z(t) = ex(0) + /:0 A= g(x(r)) dr.

Wir wenden die Projektoren an und bekommen:
t

z4(t) == Pa(t) = e Px(0) + /:0 A7) Py (a(7)) dr,

ra(t) = Qur(t) = eAQu(0) + / AT Qg(a(r)) dr.

=0
Wir formulieren die letzte Gleichung ein wenig um: Fiir 0 < ¢ < T haben wir ebenfalls
t
2ult) =M DQu (1) + [ AT Qg(a(r)) dr.
=T

Wir betrachten den ersten Summanden:

et < AU g, ()] < Coe =T |l ()]

Wir lassen T nach +oo streben und verwenden, daf3 x,, fiir alle Zeiten beschrinkt ist:
nalt) == [ N IQg(a(r)dr.
T=t
Die Konvergenz des Integrals fiir 7 — oo ist kein Problem wegen (1.6).
Damit haben wir insgesamt gezeigt:

Wenn eine Losung x = x(t) = (24(t), 2, (t)) fiir alle positiven Zeiten in B, (0) verbleibt, dann ist
t
z4(t) = e Px(0) + / AT Py(a(r)) dr,
7=0
nalt) == [ eNIQg(a(r)dr.

=t

OD es eine solche Losung gibt, ist vorerst unklar. Deshalb definieren wir einen Operator T', der ein Paar
(xs,,) von Funktionen abbildet auf T'(zs,x,,) geméf der Vorschrift

ooy (M0 + [ e Pg(ay(r) + wu(r)) d7
T(@s o) ( — [, M Qg(aa(7) + (7)) dT )

und wir suchen ein fiir alle Zeiten beschrinktes Paar von Funktionen (zs,z,) mit Werten in E; X E,,
sodaB (zs,x,) = T(xs,xy). Dieses Fixpunktproblem untersuchen wir mit dem Banach—Fixpunktsatz.
Unser Banachraum ist

X, = {necoo0. B x B: swllehw)] <<}, 0<o<n
t>0

mit der Norm ||h[|, = sup;>q [lexp(ot)h(t)]|. Wir interessieren uns hierbei sowohl fiir ¢ = 0 als auch
o=n.

Die Behauptung ist, daf es fiir jedes x50 € Qs = QN E, genau eine Funktion (z,,z,) € X, gibt mit
25(0) = 25,0 und T(xs, xy) = (T, To)-

Fiir die Anwendung des Banach FPS brauchen wir eine abgeschlossene Menge M C X,:
M = {(hs,hy) € Xo: hs(0) =50} .

Hierbei sei x50 jetzt fixiert, und zwar ist ||| < r. Achtung: rechts steht kein 7/, sondern ein r < r'.
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Nun zeigen wir, da3 T die Menge M in sich abbildet:

|PT ()], = sup e
t>0

t
eAtx&o + / eA(t_T)Pg(x(T)) dr
=0
t
< supe?Coe™ " ||z o +Sup/ e?" Coe " | g(x())|| d7
>0 >0 J 7

t
< Gy [lzsol + Cosup / e8te=3C=) ||gll . la(r)]| dr
t>0 Jr=0

t
< Co lls0ll + Co gl N1zl sup / pelt=1)g=5-7) 4
t>0 Jr=0

) 1
< I _
< Co ol + Coggr lell, 5=

1
< Gollzsoll + 7 ll=ll, ,

und fiir die andere Komponente haben wir

| e qgatn)ar

=t

QT (s, ‘TU)HQ = sup e
>0

< sup / e?Coe =) |lg(a(7)|| dr

t>0 Jr=t

o0
< Cysup / St |lgl . [la(r)]| dr
t>0 Jr=t

o0
< Collgllus, Nl sup / (=) H=) 47
t>0 Jr=t

) 1
< Cop——
< Coger el 57
1
7 lell,.
Damit bekommen wir insgesamt
_ 1 )
IT (s, ) () < e <Co losoll + 5 |<xs,xu>||@) . 0<osn=% (1.8)

Die Kontraktion zeigt man genauso: seien x = (25,2, ) und & = (Zs, &, ) aus M, dann ist

”PT(zmxu) - PT(i’s,fu)”g = Supegt
+>0

t
< sup / €' Coe ) ||g(z(7)) — g(E(r))] dr
t>0 Jr=0

/ . AT Pg(a(7)) — g(#(7))) dr

t
< Cysup / e gl () — 3(7)]| dr

t>0 Jr=0
t
< Collgllyy o~ 3l sup [ eo- 507 ar
t>0 J1r=0
< 1 T
< 7lle -3,
und entsprechend
- 1 -
QT (x5, 2u) — QT (&5, Zu)ll, < 7 Nl =2, -

Damit kontrahiert der Operator T" auf der Menge M mit einer Kontraktionsrate % < 1, und also existiert

ein Fixpunkt (z%,z}) von T. Wenn wir diesen in (1.8) einsetzen, bekommen wir

||(‘T:7'IZ)”Q <2Cy ||1'510|| < 2007’,
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was man auch schreiben kann als

(2, 25) (1) < 2Core™?, Vt>0, Vopel0,n). (1.9)

ER u

Wenn wir jetzt r so wihlen, daf§ 2Cyr < 7’ ist, dann haben wir garantiert, dafy diese Lésung z* fiir alle
positiven Zeiten in B, (0) verbleibt.

Diese Losung «* hingt vom Startwert x5 ¢ ab, wir schreiben deshalb besser
a*(t) = (25, 2,) (£ 2s5,0)-

Die gesuchte Funktion v ist dann ¢ (z,0) = 2} (0, zs,0). Wir haben gezeigt: wenn wir vom Punkt z(0) =
(5,0, Tu,0) = (Ts,0,¥(xs,0)) starten, dann verbleibt die Trajektorie fiir alle positiven Zeiten in B, (0),
und wir haben die Abklingabschétzung (1.9).

Man kann (mit einigem Aufwand) zeigen: der Fixpunkt einer parameterabhingigen Abbildung 7" hiingt
natiirlich auch von diesen Parametern ab, und zwar genau so glatt wie die Abbildung 7. Damit héngt
x* vom Parameter x5 o einmal stetig differenzierbar ab, und somit ist ¢ € C*(£s, E,,), wie gewiinscht.

Der Fixpunkt im Banach-FPS ist eindeutig, woraus wir ein wichtige Konsequenz zichen: zu jedem z, ¢ €
), gibt es genau ein z, 9 € E,, ndmlich genau x, 0 = 9(xs,0), sodaf die Trajektorie mit Startpunkt
(25,0, Ty,0) fiir alle positiven Zeiten in €2 verbleibt.

Damit kénnen wir jetzt den ersten e beweisen: sei zg = (5,0, Zu,0) aus W2 _(0,Q). Dann ist der Vorwérts-
orbit 4 (zo) in Q enthalten, nach obiger Konstruktion. Wir lassen eine Zeit ¢, verstreichen und kommen
bei einem Punkt &+ (xg) an. Das Endstiick 4 (P« (x0)) ist eine Teilmenge von 4 (zg), also auch in
enthalten. Weiterhin ist P®;-(x) € €25, also gibt es genau einen Punkt z,, 4« € E,,, ndmlich ) (P®« (o)),
sodaB der Orbit ab (P®u« (o), 2y, ) fiir alle Zeiten in Q verbleibt. Weil es nun genau einen solchen
Punkt z, ¢~ € E, gibt, und weil andererseits der Orbit ab ®;«(x¢) aber auch in Q5 verbleibt, muf}

- (w0) = (PP (20), Tu,tx) = (PPe=(20), P(P P+ (20)))

sein. Also ist auch @« (o) in W _(0,Q) enthalten. Damit ist W} _(0,2) positiv invariant.

Der zweite e 148t sich beweisen analog zu unserem Beweis von (1.9). Dafiir wihlen wir ¢ = n und
unterlassen die Vergroberung ||z 0] < r.

Und fiir den dritten e inspizieren wir nochmal unsere Ungleichungsmaschinerie und behalten dabei die
Wahl o = 0 im Hinterkopf. O

Wir wollen als néchstes einige Informationen iiber ¢ zusammentragen: sei dazu z = z(t) = (z5(t), 4 (t))
eine fiir alle Zeiten in B,/ (0) enthaltene Losung, dann ist bekanntlich ,,(0) = ¢ (z(0)) und

Tu(t) = — / " eAIQg(a(r)) dr.

=t

Daraus folgt direkt

Ve (0) = 7 0) = - [ T e A Qg(a(r) dr.

=0

Wir wihlen nun 7 extrem klein und x5(0) € Es N B,.(0) mit ||xs(0)|| ~ r. Dann ist auch [|z(¢)| < 2Cor
wegen (1.9), und somit ist ||g(z(7))|| = o(r), weil g ein Rest von hoherer als erster Ornung ist. Damit
haben wir dann

9Ol < [ Qo) dr = o) = ol OV,

T=

woraus wir ¢(0) = 0 und ¢'(0) = 0 bekommen. Also ist der Tangentialraum an W _(0,2) im Nullpunkt
gerade der stabile Unterraum E; des linearisierten Problems.

Analoge Ergebnisse bekommt man fiir die instabile Mannigfaltigkeit W (0, Q) durch Umkehr der Zei-
trichtung und konsequente Vertauschung der Rollen der Indizes s und wu.
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Als Beispiel betrachten wir
i=f@), f(0)=0, zcR’

wobei 2% = (0,0)" € R? ein Sattelpunkt ist, das heifit, daB8 f/(0) einen positiven und einen negativen
Eigenwert hat. Wir gehen iiber zu einem neuen Koordinatensystem durch eine Transformation

y = Px
mit einer geeigneten Matrix P € R?*2, und dann bekommen wir
U1 = My1 + 91(y1,y2), A1 <0,
Y2 = Aaya + g2(y1,y2), A2 >0,
mit g1(0,0) = ¢g2(0,0) = 0 sowie Vg1(0,0) = Vg2(0,0) = 0.
Der stabile bzw. der instabile Unterraum des linearisierten Systems sind gerade gegeben durch

Es ={(y1,y2): y2 =0},

Eu = {(ylayQ): Y1 = 0}7
und die stabile bzw. die instabile Mannigfaltigkeit W] . bzw. W} wird parametrisiert mit Parametern
aus Fs bzw. FE,,.

Zur Bestimmung von Wy (0, Q) fiir eine kleine Umgebung 2 von (0,0) " erinnern wir uns, daf§ der FluB
®; in W _ verbleiben muB, also muf der Flufivektor f tangential an W’ _ verlaufen. Rechnerisch lauft
das dann ab wie folgt:

Wir wissen, daf§ (y1,y2) in W$ . genau dann ist, wenn yo = ¢ (y1 ) ist. Wir leiten nach ¢ ab und bekommen

U2(t) = ¢ (1) - (1),

woraus sich nach Einsetzen der Differentialgleichungen (sowie Einsetzen von yo = 1(y1)) ergibt:

Aot (y1) + g(y1, (Y1) = &' (1) Mys + 91(y1,¥(y1)))
P(0) =0,  '(0)=0.

Das ist ein Anfangswertproblem fiir ¢, was man im Prinzip 16sen kann. Wir kénnen es zwar in der Form

vy Ae(y) + gy, ¥(yn))
Vi) = Ay1 + g1(y1, (Y1)

schreiben, sollten dabei aber beachten, dafl die rechte Seite fiir den uns interessierenden Punkt y; = 0

die Gestalt % annimmt. Typischerweise macht man fiir ¢ einen Potenzreihenansatz und bestimmt die

ersten Koeffizienten durch Koeffizientenvergleich.

Wir schauen uns dazu das akademische Beispiel

=, } (1.10)

. 2
To = T + X7

an. Der Hauptteil ist bereits diagonalisiert, sodal wir direkt den Ansatz x2(t) = (21 (t)) machen kénnen.
Wir leiten nach t ab und bekommen dann die Differentialgleichung

(1) + 27 = = (v1)1

mit den Zusatzbedingungen (0) = ¢’(0) = 0. Der Taylorreihenansatz

V(1) = za92? + —azxd + ...

1 1
2 3!
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ergibt dann schnell ¢(z1) = — 3% als Losung.

Und die instabile Mannigfaltigkeit bestimmen wir entsprechend: es ist (z1,z2) € W% (0,Q) genau dann
wenn 1 = ¢(x2) mit einer Funktion ¢, die wir noch zu bestimmen haben. Wir leiten nach ¢ ab und
bekommen dann die Differentialgleichung

—(12) = ¢/ (22) - (w2 + ¢ (22))

mit den Zusatzbedingungen ¢(0) = ¢’(0) = 0. Wir sehen ziemlich schnell, dafl ¢(z2) = 0 eine Losung
darstellt.

Zur Verifikation bestimmen wir die Losung (z1, z2) = (21, z2)(t) explizit. Bei diesem Spielzeugmodell ist
das keine Schwierigkeit, und wir erhalten

.Tl(t) = e_txl,o,
t Lo L oo 2
xa(t) =€ | wa,0 + 3%10) — 3¢ Tl

Wir beobachten: wenn (z1,z2)(t) fiir alle positive Zeiten beschriankt sein soll, dann muf tatséchlich
2,0 + %:cio = 0 sein, wie es auch von der Funktion v vorhergesagt wurde.

g B
w

L

Abbildung 1.20: Stabile und instabile Mannigfaltigkeiten zu (1.10)

Bemerkung 1.37. Beim Versuch, lokale stabile/instabile Mannigfaltigkeiten zu globalen Mannigfaltig-
keiten fortzusetzen, sind beliebige geometrische Komplikationen mdglich.

Als Beispiel dafiir betrachten wir das System

:I.;l = T2,

{ _ , (1.11)
Ty = X1 — 7

in der Nihe von (0,0)". Wir haben Eigenwerte +1 fiir die Matrix f/(0) der Linearisierung. Ein erstes

Integral dieses Systems wird gegeben durch

1 1 1
H(zy,29) = —5,%% + 530% + gx?,
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Abbildung 1.21: Phasenportrit zum Sy- Abbildung 1.22: Phasenportrét zur linearisier-
stem (1.10) ten Variante von (1.10)

und entlang einer Losungskurve ist 0; H (1 (t), z2(t)) = 0. Die Kurve H(z1, z2) = 0 sieht aus wie in Ab-
bildung 1.23, und die Schlaufe rechts gehort gleichzeitig zur globalen stabilen wie zur globalen instabilen
Mannigfaltigkeit um (0,0)".

-
\/ X’t

Abbildung 1.23:

1.12 Die Gleichung von FISHER

Wir untersuchen die Ausbreitung einer Population von Mikroorganismen. Diese besiedeln den R! und
ihre Populationsdichte wird beschrieben durch eine Funktion v = u(¢,z). Wir nehmen an, dafl u die
Differentialgleichung

Oru = 0%u + ru(l — u)

16st. Hierbei beschreibt 9%u ein Diffusionsverhalten fhnlich wie bei der Wirmeleitungsgleichung oder
BrownNschen Bewegung, das die Neigung der Mikroorganismen zur Volkerwanderung beschreibt; und
der Term ru(l — u) ist wie beim logistischen Wachstum zu interpretieren. Der Faktor r ist natiirlich
eine positive Konstante. Wir haben die Einheiten so gewahlt, dafl w = 1 die durch duflere Ressourcenbe-
schriankung vorgegebene Grenze darstellt, iber der die Population sich nicht mehr vermehrt.

Triviale Losungen sind natiirlich «(¢,z) = 0 und wu(t,z) = 1. Wir interessieren uns fiir Losungen u, die
iiberall Werte zwischen 0 und 1 annehmen. Eine Losung u, die irgendwo negative Werte annimmt, wire
natiirlich biologisch fragwiirdig.

Da im allgeimen die Loésung dieser partiellen Differentialgleichung nicht explizit angegeben werden kann,
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beschriinken wir uns auf den Fall von wandernden Wellen*, das heifit: wir suchen Losungen mit der Form
u(t,z) = v(z — ct), (t,z) e Ry xR,

wobei ¢ eine Geschwindigkeitskonstante ist, und wir haben die Randbedingungen

lim o(s) =1, )ligl_l v(s) =0.
A
A

\ =
N

xy

Abbildung 1.24: Wandernde Welle

Wenn wir mit diesem Ansatz in die Differentialgleichung fiir v gehen, bekommen wir
v"(s) + v’ (s) + rv(s)(1 —v(s)) = 0.

Die grofie Frage ist jetzt, ob es eine solche Funktion v iiberhaupt gibt. Mit den bisher entwickelten
Methoden werden wir diese Frage positiv beantworten unter der Voraussetzung, daf§ ¢ nicht zu klein ist.

Wir fithren die iiblichen Funktionen v1(s) = v(s) und va(s) = v'(s) ein und bekommen dann

0 (%) = Loy - 2 1)) = S0

Fiir Fixpunkte gilt f(v1,v2) = (0,0)7, und wir erhalten die Punkte

()= ()=

als einzige Fixpunkte. Nun untersuchen wir die Jacobi-Matrix:

/ N 0 1
filvr,v) = (T + 2rv; c) ‘

Fiir (vy,v2) = (0,0) bekommen wir

f(v,v2) = (_OT _10>

mit den beiden Eigenwerten Aj o = —5 + icQ — 7. Unter der Annahme

c
2
02>
—>r

4

sind diese beiden Eigenwerte negativ, und dieser Fixpunkt ist also ein Attraktor.

Und fiir (v1,v2) = (1,0) bekommen wir

f(v1,v9) = (2 _10)

4travelling wave solutions
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mit den beiden Eigenwerten \; o = —5 + 1/%@ +7r. Wegen A1 - Ao = det f/ < 0 ist also ein Eigenwert
positiv und einer negativ, es liegt demnach ein Sattelpunkt vor.

Fiir die detailliertere Zeichnung des Phasenportréits nehmen wir als Beispiel » = 2 und ¢ = 3; dann ergibt
sich

. ' ) 0.872...

A1 =0.5616... mit normiertem Eigenvektor (0.4896 N ) )
Ay = —3.5616 it normiertem Figenvekt ot

9 = —3. ... mit normiertem Eigenvektor 0.9628 ... )"

Ein erstes Phasenportrit findet sich in Abbildung 1.25. Wenn es uns gelingt, einen Orbit zu finden (in

AV

Abbildung 1.25:

der Abbildung rot), der den Punkt (1,0)" mit dem Punkt (0,0)" verbindet, dann sind wir fertig. Da
dieser Orbit zwei verschiedene Fixpunkte verbindet, heifit er auch heterokliner Orbit. Offensichtlich ist
es unmoglich, daf} ein solcher Orbit zwei stabile Fixpunkte miteinander verbindet, oder daf} er in einem
stabilen Fixpunkt beginnt und an einem nichtstabilen Fixpunkt endet.

Man iiberlegt sich schnell: damit dieser rote Orbit im Punkt (1,0)" beginnen kann, mufl er auf der
instabilen Mannigfaltigkeit des Punktes (1,0)" liegen. Ansonsten wiirde die Trajektorie fiir s — —oo
von dem Punkt (1,0) " abgestoBen werden.

Nun koénnen wir allerdings die instabile Mannigfaltigkeit durch Taylorreihenentwicklung beliebig genau
bestimmen, sodaf} wir fiir einen Startpunkt auf dieser instabilen Mannigfaltigkeit dann einfach dem Orbit
folgen konnen (z.B. durch numerisches Losen der gewdhnlichen Differentialgleichung fiir v), und dann
kommen wir hoffentlich fiir s — oo im Punkt (0,0) an.

Um zu zeigen, daf} dieser rote Orbit tatséchlich existiert, betrachten wir dasjenige rechtwinklige Dreieck,
das begrenzt wird von den Linien vo = 0, v1 = 1 und v = —pwy, wobei p > 0 noch zu wihlen ist. Wir
beweisen, dafl dieses Dreieck positiv invariant unter dem Flufl zur Differentialgleichung 0, (Z;) = f(v1,v2)
ist. Da der rote Orbit auf jeden Fall in diesem Dreieck startet, ist er also beschréinkt, und wir haben
lediglich noch seine w—-Limesmenge zu ermitteln.

Fiir den Beweis der Positiv-Invarianz geniigt es, die Kanten des Dreiecks zu betrachten.

Die Kante v5 = 0: Dann ist

2 (Z;) = (Cw @ vl)) - (<00) |
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also zeigen die Flufllinien nach unten, also in das Dreieck hinein.

Die Kante v; = 1: Dann ist

. (Z;) = (Cw (- m)) - (i 8) ’

also zeigen die Flufllinien nach links oben, also ebenfalls in das Dreieck hinein.

Die Kante v, = —pwvi: Fiir > 1 bekommen wir einen Fluivektor, der zum Vektor (_Cl) einen beliebig
kleinen Winkel einschlieft, und damit zeigt der Flulvektor auch in das Dreieck hinein.

Damit ist ein Orbit, der an einem Punkt (v1,0,v20)" auf der instabilen Mannigfaltigkeit zum Punkt
(1,0) " startet, wobei v1 o < 1 und ve,o < 0 und ||(v1,0,v2,0) — (1,0)|| < 1, beschriinkt und in dem obigen
Dreieck enthalten. Weiterhin haben wir fiir die Trajektorien zu diesem Orbit die Gleichung 0sv1 = v2 < 0,
und somit wandert die Trajektorie im Diagramm , nach links“. Da sie das Dreieck nicht verlassen kann,
mu$B sie den Punkt (0,0)" anstreben.

1.13 Nulleigenwerte

Wir betrachten das akademische Beispielsystem

i = axh,
.Z"Q = —X2

mit a € R, k € Nund k > 2. Egal welche Werte a und k haben, stets hat die Linearisierung die Eigenwerte
0 und —1. Das Stabilitédtsverhalten des Systems wird ausschliellich vom Verhalten der Variablen xz;
bestimmt.

Anhand der ersten Gleichung sehen wir:
k gerade, a > 0: der Punkt (0,0) " ist instabil (nimm z1(0) > 0),
k gerade, a < 0: der Punkt (0,0) " ist instabil (nimm 1 (0) < 0).

Und fiir ungerade k betrachten wir ;(z3) = 2x14; = 2azi™", und wir sehen:

k ungerade, a < 0: der Punkt (0,0) " ist asymptotisch stabil,
k ungerade, a > 0: der Punkt (0,0) " ist instabil.

Ein solches Verhalten finden wir allerdings nicht nur in diesem akademischen Beispiel:
Sei f € C3(R?%;R?) mit f(0) =0 und f/(0) = 0. Wir betrachten dann das System

a(m)=( %) () ses

Um stationdre Punkte zu bestimmen, betrachten wir den unteren Teil der rechten Seite:

F(xy1,x2) :== —x9 + fa(x1,22) = 0.

Wir haben F(0,0) = 0 sowie (9,,F)(0,0) = —1 # 0; also liefert der Satz iiber implizite Funktionen uns
eine Funktion 1) = ¢ (1), definiert auf einem kleinen Intervall [—d, 6], sodafl

—(x1) + fa(21,9(21)) =0, ¥(0) = 0.
Differenzieren nach z; gibt uns ¢’(0) = 0.

Satz 1.38. Sei fi(w1,%(r1)) = axk + O(|x1[F*Y) fir 1 — 0 mit @ # 0 und k € Ny. Dann ist der
Nullzustand stabil genau dann, wenn a < 0 und k ungerade ist.
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Beweis. Wir fithren neue Variablen ein:

T1 = Y, T2 = y2 +Y(y1)-
Wenn ein stationdrer Punkt vorliegt, dann mufl o = (1) sein, also y2 = 0.

Dann bekommen wir

U1 =21 = fi(z1,22) = fi(yr, ¥(y1) + y2),
Y2 = g2 — Op(y1)
= —x2 + fo(21,22) — ¥ (y1)tn
= —y2 —P(y1) + fo(yr, V(1) +y2) — V' (1) fr(yr, ¥ (y1) + y2)
= —yo — folyr, v(v1)) + folyr, ¥ (y1) + y2) — ' (y1) fr(yr, (1) + y2)-

Wenn wir die Funktionen

91(y1,y2) = f1(y1, ¥ (y1) + v2),
92(y1,92) = fa(y1, ¥ (y1) +y2) — fa(yr, v(y1)) — ' (1) fr(yr, (y1) + y2)
= fa(y1, ¥ (y1) + y2) — f2(y1, ¥ (y1)) — ¥ (y1)91 (y1, y2)

einfithren, konnen wir das System umschreiben zu
U1 = g1(y1,Y2),
Y2 = —y2 + g2(y1, Y2)-

Wir machen eine Taylor-Entwicklung:

D) = Al b)) + S 6 ol (0<0<1)

= ay + Oy [**1) + 520(/lyl)
= ay1 (1+O(llyl) + y=20(lyl);

Y1, V(W) + 0y2)y2 — ' (y1) 91 (Y1, y2)

(
—yzO(IIyII) ' (y1) (ayr (1+O(lyl) + y20(11ylD)
= 20([lyll) + Ol [*+1).

Nun betrachten wir die Funktion

92(3/1, yz)

1 1
V:V(ylayQ):_a(k+ ) k+1+ y2
1

Wir erinnern uns an die YOUNGsche Ungleichung: |ab| < i(a® + b?), also auch |yfys| < $(y3% + 43).
Damit haben wir dann

oV oV
oV = a—yl + @?ﬁ

1
=—u Yo1(y12) + y2 (—y2 + g2(y1,92))

= —yi" (1+O(ly) + vrv20(lyll) = v3 + ¥30(lyll) + y20(|y|*+)
= =" (L+ O(llyl) + viv=20(lyl) — w5 + 550(lyll)
==yt — 3 + OWi* +3)O(lyl)-

Damit ist 0;V < 0 fiir kleine ||y]|.

Falls nun a < 0 und k ungerade ist, dann ist V eine positiv definite Funktion; und die Stabilitéit ergibt
sich dann aus dem Satz von Lyapunov.

Und falls nun @ > 0 sein sollte (und k ungerade), dann gibt es in der Umgebung von (y1,y2) = (0,0)
Punkte mit V' (y1,y2) < 0. Falls der Startpunkt dort liegt, wird die Trajektorie abgestoBen von (0,0).
Analog argumentiert man fiir gerades k. O
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Allgemeiner 148t sich folgender Satz zeigen, auf dessen Beweis wir verzichten:

Satz 1.39. Betrachte das System

r1\ 0 0 T
O <x2) N (0 —1) ($2> + flan,z)
mit f € C3(R?;R?) und f(0) =0, f'(0) = 0. Wir definieren eine Funktion v durch

—(x1) + fa(xr,¢(x1)) = 0, || < 0.

Dann ist (0,0)7 stabil bzw. asymptotisch stabil bzw. instabil genau dann wenn x% = 0 ein stabiler bzw.
asymptotisch stabiler bzw. instabiler Punkt zur skalaren Differentialgleichung

&1 = fi(z1,9(21))

ist.

1.14 Bifurkationen

In die Systeme des vorigen Abschnitts fithren wir Parameter A € R™ ein:

{fCl = Fl()\,zl,:cg),

1.12
:I.;Q :—I‘Q—FFQ()\,.Tl,.’L'Q), ( )

wobei F(0,21,x2) = f(z1,22) mit f(0) = 0 und f'(0) = 0. Fiir A = 0 bekommen wir Systeme wie zuvor.
Die Frage ist, wie sich das Stabilitdtsverhalten des Systems &ndert, wenn A variiert.

Zunichst suchen wir stationédre Punkte. Dazu schreiben wir

H=H\z1,22) = —x2 + F>(\, 21,22) = 0.

Wir haben H(0,0,0) = 0 sowie (95,H)(0,0,0) = —1 # 0, also existiert eine Funktion zo = (A, z1) fiir
[IMl < Ao < 1 und |z1] < § mit

=\ 1) + Fa (A 21, ¢(21)) = 0.

Ableitung nach x; liefert dann

(8I11/))(07 0) = 0.

Damit ist dann ein Punkt (z},23) ein Fixpunkt genau dann, wenn x5 = ¢(\ z}) sowie
Fl()\,lﬁ{,'l/]()\,mﬂ{)) = O

Definition 1.40. Sei ¢ bestimmt wie eben. Die Funktion
G= C;’(A7 1’1) = F1(>\, T, ’(/)()\, .Tl))

heifst Bifurkationsfunktion, und die Gleichung

!

G\z1)=0
heifit Bifurkationsgleichung.

Wir vermuten fiir A = 0, daf sich x5 deutlich schneller d&ndert als z;, im Sinne von 5 ~ —x5, wohingegen
i1 = O(||z||*). In diesem Sinne wiire 25 die ,schnelle Variable*, und 21 wiére die ,langsame Variable®. In
den Zeiteinheiten der langsamen Variable x; gedacht, hoffen wir, dafl x5 schon seine Ruhelage erreicht
hat (ndmlich (), 1)), wenn z; sich endlich mal nennenswert dndert.

Diese sehr heuristischen Uberlegungen schlagen uns vor, stationire Punkte der skalaren Gleichung

'jsl = G(Aa zl)



50 KAPITEL 1. DYNAMISCHE SYSTEME MIT ENDLICHDIMENSIONALEM ZUSTANDSRAUM

zu suchen. Diese stationéren Punkte liefern uns dann auch direkt stationére Punkte fiir das System (1.12).

Als akademisches Beispiel betrachten wir das System
1= N+ 22,
{ ! ! (1.13)
T2 = —XT2,
also Fy(\, 21,72) = A+ 22 und Fa(\, 21, 22) = 0. Wir haben dann —(\, x1) + Fa(\, 21,9 (\, 21)) L 0,
also (X, 1) = 0; und die Bifurkationsfunktion lautet
G\ z1) = A+ 7.
Nun stellen wir fest:
Wenn A > 0, dann hat die Bifurkationsgleichung G(\, z1) = 0 keine Losung x1,
Wenn A\ = 0, dann hat die Bifurkationsgleichung G(\, z1) = 0 nur die Lésung z1 = 0,
Wenn A < 0, dann hat die Bifurkationsgleichung G (A, 1) = 0 die beiden Losungen x; = £v/—\.

Die skalare Gleichung #; = G(A,z1) hat fiir A < 0 zwei stationdre Punkte z* und x7 . Die dort li-
nearisierten Systeme sind dann d;y = 2x%y, wobei = 2% + y. Also ist ein Fixpunkt (ndmlich z*)
asymptotisch stabil, und der andere ist instabil.

Die Beobachtungen aus diesem Beispiel lassen sich formalisieren:
Satz 1.41. Sei ¢ definiert durch
=N\ 21) + Fa (A 21, 9(A, 21)) = 0,
fir || M| < Ao und |z1] < 3. Es sei GN*,x7) =0, mit |a]] <, [N, 27)] <, || < Ao-
Dann gilt, unter der Voraussetzung Mg < 1, 6 < 1:
o Wenn g—g()\*,x’{) < 0, dann ist (x5, (X*,x7)) ein stabiler Knoten oder stabiler Strudel.

o Wenn g—ﬁ()\*,x’f) > 0, dann ist (x5, (X*,x7)) ein Sattelpunkt.

Beweis. Wie zuvor, definieren wir neue Koordinaten
*
r1 =Yy, T2 = y2 + P(A", y1).

Ein stationdrer Punkt (z3,z%) = (aFf,¢¥(N\*,27)) wird dann in den neuen Koordinaten zu (yi,y3) =
(27%,0). Als Differentialgleichungen erhalten wir

yl = jcl = Fl()\*,xl,Z'Q) = Fl()\*aylvw(A*ayl) +y2)7
Y2 = 2 — Opp(N*, x1)

0 .
= —X2 + FQ(A*,.Tl,Z'Q) — a—;ﬁ()\*,xl)zl
= *I2+F2(A aylvw(A ayl)+y2) - —(A 51'1)171(A aylv’l/)(A 7y1)+y2)

61‘1

= —y2 — (N, y1) + Fo (N, 91, (A", 1) +y2) — a—w(k*,wl)Fl(A*,th(A*,yﬂ +y2)

61‘1

* * * * a * * *
= _yQ_FQ()‘ aylaw()‘ ayl))+F2()‘ ’ylaw()‘ ayl)+y2)_a—;p1()‘ ’xl)Fl()‘ aylaw()‘ ’yl)+y2)‘
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Dieses System schreiben wir in der Form

O <y1> = H(y1,y2),

Y2

wobei H eine Funktion von R? nach R? beschreibt. Fiir die Stabilititsuntersuchung dieses Systems
betrachten wir die Jacobi-Matrix A von H, ausgewertet am Punkt (y1,y2) = (23,0) = (y§,0). Zur
Ubersichtlichkeit der Schreibweise vereinbaren wir, dal die Argumente von G und F; gerade (\*,y;)
bzw. (A\*, v, ¥(A*,y7)) sind. Dann haben wir als Jacobi-Matrix

9G OF,

_ 0 Oy
A=\ 2l sc L om0 on )
dy1  Oy1 Oy2 Oy1 Oy

fiir deren Eigenwerte wir uns interessieren. Im Falle von (A\*,z}) = (0,0) haben wir als Eigenwerte
gerade 0 und —1. Eigenwerte einer Matrix héngen stetig von der Matrix ab. Wenn nun ||A|| < Ao <1
und |zf| <0 <« 1 sind, dann liegen die Eigenwerte von A in der Nédhe von 0 bzw. —1. Um die Stabilitét
des Systems fiir y zu verstehen, reicht es aus herauszufinden, was aus dem Nulleigenwert geworden ist,
nachdem sich das A gedndert hat. Das Produkt der Eigenwerte ist gleich der Determinante von A; also
brauchen wir nur das Vorzeichen der Determinante von A zu bestimmen. Nun stellen wir schnell fest,

daf3

oG
detA=—(-1+—2-—2.21L it}
¢ o ( 0y Oy1 Oy Oy1 Oy

_ oG (H@)
o Gyl 6y2 ’

Nun ist F5(0,2) mindestens quadratisch klein in x, also ist fiir kleine A\g und ¢ der Summand

OF, 0y OFR 0% 6F1)

OFy
Oy2
betragskleiner als 1, sodafl det A das entgegengesetzte Vorzeichen von g—i hat.

Wenn g—yci()\*, x7) < 0, dann sind beide Eigenwerte von A negativ. Und wenn g—yG;(A*, x}) > 0, dann ist

ein FEigenwert von A positiv, der andere negativ. O
Mit ahnlichen Methoden kann man folgendes Ergebnis beweisen:
Satz 1.42. Wir betrachten das System

50'51 :Fl()\,l'l,l'Q),
st = —X9 + FQ()\,Z‘l,SCQ),

wobei F(0,x1,x2) = f(x1,22) mit f(0) =0 und f'(0) =0. Es sei

oF 0*F,
S (00,00 #0, 22 (0,0,0) # 0.
Dann gilt:

o Fiir A mit )\% . a;;;l < 0 gibt es zwei Gleichgewichtslagen, von denen eine ein Sattel ist und die
1

andere asymptotisch stabil.

o Fiir A mit )\66};1 . 662;;1 > 0 gibt es keine Gleichgewichtslagen.
1

Eine Modellgleichung fiir diesen Satz ist genau (1.13).

Diese Ergebnisse stehen in engem Zusammenhang mit der Sattelknotenbifurkation, deren Prototyp
durch die skalare Differentialgleichung

= \— >

gegeben ist. Man stellt schnell fest:
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or‘oﬂ- ‘

i At

Abbildung 1.26: Sattelknotenbifurkation

e Fiir A < 0 gibt es kein Gleichgewicht.
e Fiir A =0 gibt es genau ein Gleichgewicht, z = 0.

e Fiir A > 0 gibt es zwei Gleichgewichte, ndmlich +v/\, von denen eines stabil ist, das andere nicht.

Es gibt eine ganze Reihe von Bifurkationen, wir listen einige der einfacheren auf:

Die Heugabel-Bifurkation® hat als Prototyp die skalare Differentialgleichung
& = Mz + az® a = *+1.

)

Fiir a = +1 spricht man von einer subkritischen Bifurkation, und fiir o = —1 spricht man von einer
superkritischen Bifurkation. Die Gleichgewichtslagen sind 27 = 0 und z5 = £1/—\/a.

Die Heugabel-Bifurkation mit o = —1 tritt zum Beispiel bei der EULERschen Knicklast auf: ein Pfahl
steht vertikal und ist unten einbetoniert. Von oben driickt eine Last senkrecht nach unten. Wenn diese
Last klein ist, dann bleibt der Pfahl aufrecht, und diese Lage ist stabil. Wenn die Last einen bestimmten
Wert iibersteigt (also die Knicklast iiberschritten wird), dann wird diese aufrechte Konfiguration instabil,
und stattdessen biegt sich der Pfahl durch (nach links oder rechts). Diese gebogenen Konfigurationen
sind ihrerseits stabil.

e

16‘,/

SJ~5"/ §ksla'bn'(

inslabil

(e
>V

A
;’Ls;/

Abbildung 1.27: Heugabelbifurkation mit o = —1 Abbildung 1.28: Heugabelbifurkation mit oo = 41

Die transkritische Bifurkation hat als Prototypen die skalare Differentialgleichung

&= \x — 22

5pitchfork bifurcation
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Gleichgewichtslagen sind offensichtlich 7 = 0 und 25 = A. Wir beobachten:

o Fiir A < 0ist 7 = 0 stabil und z5 = A instabil.

e Fiir A > 0 ist 27 = 0 instabil und 25 = X stabil.

Einer Variante dieser Bifurkation sind wir beim diskreten logistischen Wachstum schon begegnet.

stabel insdabil

Abbildung 1.29: Transkritische Bifurkation

Bei den obigen Bifurkationen wurde entweder ein Paar von Gleichgewichten geboren (eines stabil, das
andere instabil), oder Gleichgewichtspunkte kollidierten und wechselten ihren Typ. Fiir eindimensionale
x sind andere Verhalten im Allgemeinen nicht zu beobachten.

Als niichstes wollen wir mit 2 in den R? gehen, wo weitere Moglichkeiten sich auftun. Insbesondere
interessieren wir uns fiir den Fall, daf ein stabiler Strudel sich umwandelt in einen stabilen periodischen
Orbit und einen instabilen Punkt. Dies ist die sogenannte Poincare—Andronov—Hopf-Bifurkation.
Bevor wir diese behandeln kénnen, miissen wir etwas weiter ausholen und theoretische Grundlagen
bereitstellen.

1.15 Rein imaginire Eigenwerte

Wir betrachten das System
&= Az + f(z),

wobei wir uns f als parameterabhéngig vorstellen. Die Eigenwerte von A € R2*2 sollen auf der imaginiren
Achse iR liegen. Durch eine Transformation auf die reelle Jordansche Normalform (siehe Lemma 1.29)
und Skalieren der Zeitvariablen kénnen wir dann immer folgende Gestalt erzielen:

o(m)=(5 o) () v

mit gedndertem f. Im Unterschied zu bisherigen Betrachtungen wollen wir diesmal erlauben, daf} f auch
lineare Anteile enthélt. Um trotzdem sicherzustellen, dafl f ein ,nachrangiger Term* im Vergleich zu Ax
ist, verlangen wir, daf}

fO)=0, [IfO)] <1
Hierbei ist || f/(0)]] die Matrix-Norm von f’(0), von der wir verlangen, dafl sie zur Vektornorm auf dem
R? kompatibel ist, also:
| B|gn

Bllgnxn :=su
H ||]R X p HxHRn )
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fiir eine Vektornorm ||-||.. Im Falle der gewdhnlichen pythagoréischen Norm |[|z||g. = /2% + -+ + 22
kann man zeigen, daf} die zugeordnete Matrixnorm gerade

[Bllgnxn = 1/ Amax (BT B)

ist, wobei Apax(B ' B) den groBten Eigenwert der positiv semi-definiten Matrix BT B bezeichnet.

Weil andererseits ||Al/gnx. gleich eins ist (in der Pythagoras-Norm), kénnen wir immer noch Az als
Hauptteil betrachten und f(z) als Restterm.

Es empfiehlt sich, Polarkoodinaten einzufithren. Da nun die der Matrix A zugeordnete Abbildung eine
Rechtsdrehung um 7/2 ist, passen wir die Definition der Polarkoordinaten entsprechend an (diese andere
Wahl der Polarkoordinaten hat lediglich dsthetische Auswirkungen):

x1 =rcosb, To = —rsinf.

Wir schreiben das System & = Az + f(2) um in den neuen Variablen:

2 _ .2 2
r *‘T1+‘T27

2rr = 2x121 + 2x2T9,
F= i 4 2y
r r
= cosf - (QJQ + fl) —sin@ - (7131 + f2)
cosf - f1(rcosf,—rsinfh) —sinb - fa(rcosb, —rsind) =: R(r,0),

cosf = ﬂ’
r
-1
—sing -0 =—i - x—;f“
r r
1
= ;(m + f1) - %(cose.f1 —sing- o)
1
= —(—rsind+ f1) — Cose(cosg.fl sind- fo)
" T
— —sind+sin2g. I 00,
r T
0=1-— Sln9f1(7“0089, —rsinf) — COSGfQ(TCOSG, —rsinf) =: 1+ O(r,0).

r

Die letzte Rechnung ist zuléssig fir » > 0. Wir definieren 0(0,0) als Grenzwert fiir r — +0 und
bekommen dann

0(0,0) = (sinf  cosb) £(0) <_C°SG) .

sin 6
Wir stellen fest, dafl
R(0,0)=0,  [6(0,0)] <1,

also ist aus Stetigkeitsgriinden f(t) immer positiv, zumindest fiir kleine . Dann ist die Abbildung t — 6
umkehrbar, also kann man umstellen ¢ = ¢(0), und nach Einsetzen kann man r als Funktion von 6
betrachten, und man erhélt

dr  R(r,0)

d9  1+06(r6)
Man beachte, dafl die rechte Seite 2m—periodisch ist als Funktion von 6, und die rechte Seite ist gleich 0

fiir » = 0. Wenn wir diese Differentialgleichung 16sen kénnen, dann haben wir die Orbits der Differenti-
algleichung @ = Az + f(x) bestimmt, in der Nihe von z = 0.

Als Beispiel betrachten wir einen geddmpften Oszillator:

j+y'y+y=0.
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Die Substitution 1 =y, x5 = gy fithrt uns dann auf

jsl = T2,
.Z"Q = —X1 — .1‘%.%‘2.
Wir bekommen also f; = 0 und f» = —x22. Dann folgt nach obigem Schema

R(r,0) = —r® cos® sin? 0,
O(r,0) = —r*cos® fsin 0,
% = — (cos® §sin® 0) r* + O(r?)
1
=3 (1 — cos(40)) r® + O(r*).

Den ersten Term auf der rechten Seite wollen wir unabhéngig von € haben. Dazu transformieren wir wie
folgt:

r=o+a(f)e’, 0<r<l,

wobei a = a(f) eine noch wihlbare Funktion ist. Aus dem Satz {iber implizite Funktionen erfahren wir,
daf} diese Transformation umkehrbar ist fiir kleine ¢ bzw. kleine r. Damit haben wir dann

1
- g(l — cos(40))r® + O(r*)
ar_or do or
0 90 d6 " o0

= (1+3a(0)0°) do +d'(0)0®,

do
was wir umstellen kénnen zu
d 1
e - (1 — cos(46) + 8d'(0)) 0® + O(oh).
de 8
Nun wihlen wir a/(f) = § cos(46) und erhalten damit
do 13 4
0~ g¢ tO@)

Der Restterm O(o*) hiingt in 2m—periodischer Weise noch von @ ab, aber auf jeden Fall ist dieser Restterm
gleichméBig beschrénkt in 6.

Dann erkennen wir: ¢ = 0 ist asymptotisch stabil, also ist auch » = 0 asymptotisch stabil fiir unser
Ausgangssystem. Allerdings ist die Konvergenz zur Gleichgewichtslage sehr langsam.

Die Abbildung
0(6o) — o(bo + 27) := T1(0(bo)),

heifit POINCARE-ABBILDUNG. Bei der Verwirklichung dieser Abbildung folgt man einfach dem Fluf fiir
eine ,Periodendauer“. Hierbei behalten wir im Hinterkopf, dafi die Losung o = () natiirlich nicht
periodisch in 0 ist, aber ,fast“.

Fiir dieses Beispiel bekommt man dann

21
8

also ist der Radius g bei einem Umlauf ein wenig geschrumpft.

(00) = 00 — = 0f + O(0}),

Wir kehren zur allgemeinen Situation zuriick:

= (_01 (1)> v+ f(@).

Dann gilt folgendes Ergebnis (ohne Beweis):
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Satz 1.43. Sei f(0) = 0 und ||f(0)|| < 1. Weiterhin sei f analytisch. Dann tritt fir den Gleichge-
wichtspunkt x = 0 genau eine der folgenden Mdglichkeiten ein:

e x =0 ist instabil,

o x =0 ist asymptotisch stabil,

o x =0 ist ein Zentrum; das heifst, jede Lisung, die in einer Umgebung des Ursprungs verbleibt, ist

periodisch.

Die Voraussetzung der Analytizitédt ist entscheidend: als Beispiel betrachten wir das System
. — exp (fr%) sin(%) cr >0,
T =
0 :r =0,
0=1.

Die Taylorreihe von % als Funktion von r besteht nur aus Nullsummanden, sie konvergiert zwar, aber

nicht gegen —exp(...)sin(...). Der Ursprung ist nicht asymptotisch stabil, sondern stabil, aber kein
Zentrum. Um den Ursprung gibt es unendlich viele periodische Orbits mit dem Radius (k7)~! fiir
k € Ni. Wenn k ungerade ist, dann handelt es sich um einen stabilen Orbit. Und wenn k gerade ist,
dann liegt ein instabiler periodischer Orbit vor.

1.16 Die Poincare-Andronov-Hopf-Bifurkation

Satz 1.44. Wir betrachten im R?das System
t=AMNz + F(\ x)
mit A, F € C3 und A\ € R. Die Matriz A habe Eigenwerte a(\) £18(X\) fiir |\ < 1, wobei

do

Weiterhin sei FI(A,0) =0 und %—5()\, 0) =0.
Dann gilt: in jeder Umgebung U von x = 0 € R? und fiir jedes Ao > 0 gibt es ein \* mit |\*| < Ao, sodaf
die Differentialgleichung @ = A(\*)x + F(\*,x) einen nichttrivialen periodischen Orbit in U hat.

Beweisskizze. Zuerst transformieren wir die Koordinaten z, sodal der Hauptteil des Systems zu einer
reellen Jordanschen Normalform wird. Wir skalieren auch die Zeitvariable geeignet. Auflerdem ist die
Beziehung o = «(\) invertierbar fiir kleine |A|, sodafl wir « fiir A substituieren diirfen. Dann bekommen
wir ein System der Gestalt

i1 = Ar1 + 22 + FL(\, 21, 72),
&o = —x1 + Axo + Fo(\, 21, 22),

mit neuen F; und Fy, aber weiterhin F'(A,0) = 0 und 86—5()\, 0) =0.

Wir wéren fertig, wenn wir folgendes zeigen kénnten: Es gibt Zahlen
0<ag K1, 0< K1, 0<dg <1,

sodaf fiir jedes @ mit 0 < a < ag es Werte A*(a) und T*(a) sowie eine T*(a)—periodische Funktion
x* = x*(t; a) gibt mit folgenden Eigenschaften:

o die Werte \* und T* sind Funktionen von a mit der Regularitit C*,

e \(a=0)=0,T"(a=0)=2m ||z*(t=0;a)| = a,
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e z* ist eine Losung, und sie hat fiir a — 0 die Asymptotik

s

1(t) = acost+ o(a),
x5(t) = —asint + o(a),

o fiir [\| < Ao und |7 — 27| < dp ist jede T—periodische Losung mit ||z(t = 0)|| = a und ||z(¢)|| < ao
identisch mit 2* (-, a), bis auf Phasenverschiebung.

Um dies zu zeigen, fithren wir wie gehabt Polarkoordinaten ein:
r1 =rcosf, To = —rsinf.

Dann bekommen wir eine Differentialgleichung

d

d—g = X+ P(\,1,0),
wobei P(),0,0) = 0 und %P(A,O,G) = 0. Wir suchen Losungen r = r(),0,a), die 2r—periodisch in 6
sind. Wenn wir 6 = 0 setzen fiir ¢ = 0, dann soll aulerdem r(X,0,a) = a gelten. Die Periodizitéit wire
dann eine Konsequenz aus einer (noch zu erfiillenden) Bedingung r(A, 27, a) = a.

Mit Hilfe der Duhamel-Formel haben wir

[
(A 0,a) = N“*/ OIPN (N, ¢,a),¢) de.
@=0

Wenn man beriicksichtigt, dal P quadratisch klein im zweiten Argument ist, und wenn man aq klein
genug withlt, kann man eine Konstante Cy finden, soda8 |r(A, 0, a)| < Coa gilt, fir 0 < 6 < 27. Weiterhin
ist r(\, 27, a) = a dquivalent zu

2m

(1= a+ [ PO pa)p)de =0,
©=0

Dies ist eine Beziehung zwischen A und a, in der noch die unbekannte Funktion r drinsteckt. Auf jeden Fall
existiert diese Funktion r aber, auch wenn wir noch nicht gezeigt haben, dafl wir die Periodizitétsrelation
r(A, 2w, a) = a hinbekommen.

Fiir a # 0 definieren wir

1 2m
h(a,\) =1 —e 2™ 4 —/ e P\ r(\ @, a), @) de.
©

a =0

Die rechte Seite hat fiir @ — 0 den Grenzwert 1 — exp(—27A), denn P ist quadratisch klein im zweiten
Argument und |r(\, ¢, a)| < Cpa. Also kénnen wir setzen

R(0,\) =1 —e 2™,

Die Funktion h ist C! in der Néhe von (0,0). Dann haben wir h(0,0) = 0 sowie %(0,0) = 271 # 0,
also existiert nach dem Satz {iber implizite Funktionen eine Funktion A* = A*(a) mit A*(0) = 0 und
h(a, A*(a)) = 0.

Dann betrachtet man die Funktion 7*(0,a) = r(A\*(a), 0, a).

Daraus ergeben sich dann die Funktionen x7 und z3. O

Bemerkung 1.45. Weiterhin kann man zeigen: der periodische Orbit zum Parameter a ist ein asym-

ptotisch stabiler Grenzzyklus, wenn d’\géa) > 0, und es ist ein instabiler Grenzzyklus, wenn % < 0.

Als Beispiel betrachten wir den VAN DER PoL—Oszillator:

J— @ =y*)y+y =0, Al <1
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Wir transformieren mit x; = y und x2 = g die Gleichung auf das System
:.Cl = T2,
Zi'2 = - + 2A£L‘2 — 1‘%:62.

Die Eigenwerte der Linearisierung sind A 4 iv/1 — A2, und wir haben also:

A < 0: der Ursprung ist asymptotisch stabil,
A = 0: der Ursprung ist asymptotisch stabil (siehe vorigen Abschnitt),

A > 0: der Ursprung ist instabil.

Laut dem Satz iiber die Poincare-Andronov—Hopf-Bifurkation muf es fiir kleine |A| periodische Orbits
um 0 geben.

Wir setzen (mit Bezeichnungen, die nicht perfekt harmonisch zum Beweis des Satzes passen)
Fi(\z) =0, Fy(\,2) = 213 — 2329,

und haben dann fiir kleine |A| die Abschéitzung der Matrixnorm

|5r0v0] <1
Nun setzen wir wie iiblich 1 = rcosf und zo = —rsinf. Dann erhalten wir auf iiblichem Wegen die
Differentialgleichung

dr 2\rsin? 0 — r2 cos? fsin? 0

df 1+ 2\sinfcosh — r2cosdOsinb

Fiir den Nenner wenden wir die Formel (1 — 2)™t = 1+ 2 + 22 + 23 + O(|z|*) an, und wir bekommen
nach einiger Rechnung die Beziehung

dr

2 1 3 4
¥r] = (A= Acos(20) + O(X?)) r -3 (1 —cos(48) + O(N)) r° + O(r*).

Die Vorfaktoren von r und r3 wiinschen wir uns unabhingig von 6. Deshalb transformieren wir
A
r=gexp| -3 sin(26)
und erhalten dann damit

(A= Acos(20) + O(N*)) r — % (1 — cos(40) + O(N) r® + O(r?)

_ar
- df

787" do | Or
T 90 d0 00

= exp <§ sin(20)) % + oexp <§ sm(za)) : <g) cos(20) - 2,

d 1
dg (A+0()) 0= 5 (1 = cos(46) + O(N) ¢* + O(e").
Anschlieflend ersetzen wir
da 1
3 " _
o o0+a(f)e”, 03 cos(46),

und es folgt mit diesem neuen p

do

25 = A +HOO))e - §(1 + O(\)e® + O(a").
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Die Poincare—Abbildung bestimmt sich dann zu
1
M) = g + 27 (3 + OO0 — 51+ O)G8 +0(e") )

Fiir einen periodischen Orbit ist II(gg) = go, also

o (14002 - 5140 + 02" 0.

Die Losung go = 0 entspricht dem Fixpunkt im Ursprung und ist hier wenig relevant, ansonsten haben
wir die Relationen

1
A =306+ 0(g), 00 = V8- VA+ 0.

Dies ist die Beziehung zwischen dem Parameter A und dem Orbitradius (gemessen in den transformierten
Koordinaten g anstatt 7).

Um zu entscheiden, ob dieser Orbit anziehend oder abstoflend ist, betrachten wir die Ableitung g—g),
ausgewertet am Fixpunkt, also o3 = 8\ + O()\?):
dIt

qo =L (()\ +O(M\?)) - g(l +O\)ep + 0(@8))

=1+42m ()\— g -8)\—1—(9()\2))
=1—47\+ O(\?).

(31133 kleiner als 1, also ist der Fixpunkt gy der Abbildung

Also ist fiir kleine positive A die Ableitung
o+ II(p) anziehend, siehe auch Satz 1.11.

Das bedeutet: fiir kleine positive A ist der Grenzzyklus asymptotisch stabil, und beim Durchlauf von
negativen A zu positiven \ verzweigt sich der asymptotisch stabile Punkt im Ursprung zu

e cinem instabilen Fixpunkt im Ursprung,

e cinem Grenzzyklus mit Radius etwa v/8), der seinerseits benachbarte Trajektorien an sich heran-
zieht, also ein asymptotisch stabiler Grenzzyklus ist.

Als weiteres Beispiel betrachten wir
50'51 = T2,
To = T1 + A\xo —.1‘?.

Fiir A = 0 erhalten wir genau das System (1.11). Allerdings interessieren wir uns diesmal nicht fiir den
Ursprung des R?, sondern fiir den anderen stationiren Punkt (1,0)". Die Jacobi-Matrix der rechten
Seite ist

f'w) = (1 —02z1 i)

mit den Eigenwerten

A A2
)\112:§:|: Iﬁ*(l*?l’l)

Fur T = 0 und A\ = 0 haben wir also als Eigenwerte ~ +1, wihrend wir am Punkt x; = 1 die Eigenwerte
2 +1/4 — )2 erhalten. Und somit haben wir fiir den Punkt (1,0)"

A < 0: stabiler Strudel
A = 0: Zentrum

A > 0: instabiler Strudel, mit asymptotisch stabilem Grenzzyklus des Radius O(v/\) darum.
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stabil reibaluil

Abbildung 1.30: Poincare- Andronov-Hopf-Bifurkation

1.17 Zentrumsmannigfaltigkeiten

Wir betrachten das System

{x'1 = fi(z1,m2), (1.14)

&9 = —x2 + fo(z1, 22)

mit f(0) =0 und f’(0) = 0.

Definition 1.46. Eine Kurve W _(0,9) in einer Umgebung Q von 0 € R? heifit lokale Zentrumsman-
nigfaltigkeit, wenn

o W< (0,9Q) invariant unter dem Flufs ® ist (also: falls gy € WS (0,9Q), dann auch ®i(xg) €
W5 (0,9), solange ®¢(zo) € Q, t €R),

o WE_(0,9Q) ist Graph einer Funktion, also
Wice(0,Q) = {(z1,22): 32 = h(z1), (21, 22) €},
wobei h(0) =0 und h'(0) = 0.
Als akademisches Beispiel betrachten wir das System

& = ax?,

ig = —X9.

Die Linearisierung dazu lautet

. (0 0

Die x1—Achse enthilt die Eigenvektoren zum Eigenwert 0, und die xo—Achse enthélt die Eigenvektoren
zum Eigenwert —1. Wir kénnen hier z.B. h = h(z1) = 0 wéhlen und somit

VV]%C(O,Q) = {(‘rlvx?) € Ty = 0}
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Jeder andere Orbit strebt zu W (0,) exponentiell schnell, und der Flufl des z1 — zo—Systems sieht

»im Wesentlichen“ genauso aus wie der FluB zu @, = axz} innerhalb von W _(0,9). Der Fluf verldft

WE(0,8) nicht, bzw. er nihert sich extrem schnell an die Zentrumsmannigfaltigkeit an. Also reicht es
zu verstehen, wie der Fluf sich innerhalb W _(0,€) verhélt. Der Nutzen dieses Begriffs besteht also in
einer Reduktion der Dimension.

Bemerkung 1.47. Ein entscheidender Unterschied der Zentrumsmannigfaltigkeiten zu den stabilen bzw.
instabilen Mannigfaltigkeiten besteht darin, daf$ die Zentrumsmannigfaltigkeiten nicht eindeutig sind. Sei
im obigen Beispiel a < 0. Dann werden weitere Zentrumsmannigfaltigkeiten gegeben durch

c1 exp (ﬁ) cxp <0,
h(z1) =<0 cxp =0,
Co €Xp (ﬁ) x>0,
wobei ¢1 und c2 aus R beliebig gewdhlt werden kénnen. Zur Verifikation dberlegen wir uns, daf$ der
Orbit tangential an W . verlaufen mufl. Sei nun also xo(t) = h(x1(t)). Ableitung nach der Zeit ergibt
Z2(t) = W (21(t)) - £1(t). Und die Funktion h wurde gerade so gewdhlt, dafy dies gilt.
Fiir die Zentrumsmannigfaltigkeiten gilt folgender Hauptsatz:

Satz 1.48. Fiir die Funktion f aus (1.14) sei f € C*(R?,R?). Dann existiert eine Umgebung € von
0 € R? und darin eine lokale Zentrumsmannigfaltigkeit W< _(0,8) mit folgenden Figenschaften:

o die beschreibende Funktion h erfillt h € C*,
e es gibt positive o, B sodaf$ gilt: falls zo € Q, dann ist
|22 (t) = h(a1 (1)] < ae™" |22(0) — h(21(0))],

vorausgesetzt, dafy (x1(t),x2(t)) in Q verbleibt.

Beweisanmerkungen. Der Beweis ist aufwendig, und eine zentrale Schwierigkeit besteht darin, dafl diese
Funktion A nicht eindeutig bestimmt werden kann. Allerdings haben sdmtliche Funktionen A mit den
gesuchten Eigenschaften dieselbe Taylor—Entwicklung im Ursprung, und sie unterscheiden sich héchstens
durch exponentiell kleine Terme. O

Die heuristische Vorstellung ist, daf§ der ,langsame Flu“ in W)¢  durch die Variable x; parametrisiert
werden kann, und daf der Fluf} transversal zu Wy _ ,,schneller® ist. Dies wird gerade durch die Ungleichung
im Satz ausgedriickt. Man beachte, dafl der Satz nichts aussagt, was passiert, nachdem die Lésungskurve
(2(t)) die Umgebung € verlassen haben sollte.

1.18 Der Satz von POINCARE-BENDIXSON
Fiir ein System der Form ¢ = f(x) fragen wir uns, wie w(zo) aussehen kann. Es stellt sich dabei heraus,
daf} eine vergleichsweise schéne Antwort mdoglich ist, wenn man sich auf den Fall n = 2 beschrankt.

Satz 1.49 (Poincare-Bendixson). Sei f € C%(R?;R?), und sei der Vorwdrtsorbit v, (zg) beschrdnkt.
Dann tritt genau einer der beiden folgenden Fille ein:

1. w(mg) st ein periodischer Orbit,

2. fir jedes y € w(xg) gilt: sowohl a(y) als auch w(y) bestehen nur aus Gleichgewichtspunkten.

Beweis. Aus Satz 1.31 wissen wir: w(xg) ist kompakt, nichtleer, invariant und zusammenhéngend. Wei-
terhin haben wir

w(wo) = ﬂ Y+(Pe (o)), w(y) = ﬂ Y+ (Pe(y))-

t>0 t>0
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Nun ist w(xg) invariant. Wenn also y € w(xg), dann ist auch w(y) C w(zg) und a(y) C w(xo).

Die bisherigen Uberlegungen sind giiltig in beliebigen Dimensionen. Unsere weitere Strategie ist wie folgt:
sei n = 2 und der obige Punkt 2 verletzt. Dann gilt Punkt 1.

Wir nehmen also an, daf§ ein yo € w(zp) existiert, sodal w(ye) nicht nur aus Gleichgewichten besteht
(der Fall von a(yg) lduft analog).

Also existiert ein zg € w(yo), das kein Gleichgewichtspunkt ist. Wegen w(yo) C w(xg) ist also zg € w(xg).

Wir verschieben das Koordinatensystem, sodaf} zg = (g) wird. Dann haben wir f(zg) # (8), denn zg ist

kein Gleichgewicht. Nach dem Satz iiber die Begradigung ¢ kénnen wir die Koordinaten so transformieren,
daf in einer Umgebung

V = (=4,6) x (—3,5) C R?

des Punktes zq gilt: f(z) = (é) Wir betrachten weiterhin die Schnittlinie mit der zo—Achse

= {(0) st}

Weil zp = (8) 71 w(zo) gehort, muf der Orbit vy (x¢) die Umgebung V von zg unendlich oft durchqueren
(vgl. die Definition der w—Limesmenge). Und weil nun das Vektorfeld in ganz V' parallel zur 21—Achse
zeigt, mufl der Orbit vy (xg) die Schnittlinie S unendlich oft schneiden. Wir betrachten nun die Folge
der zeitlich aufeinanderfolgenden Schnittpunkte:

<$2?t1)) ’ <x2?t2)> ’ <$2?t3)> e

wobel 0 < t1 < tg < t3... sowie limy_, o tp = +00.

Im Folgenden beweisen wir: die Folge (z2(t))k—oo iSt streng monoton und beschrinkt. Dazu betrachten
wir 2o(t1) und z2(t2).

Klar ist: wenn x2(t1) = z2(t2), dann liegt ein periodischer Orbit 4 (z) vor, und der Beweis ist beendet.
Sei also ab jetzt xo(t1) # x2(ta).

Der Fall za(t2) < 0 < 2(¢1) ist nicht moglich: denn die Linien

0
13

begrenzen entweder ein negativ invariantes Gebiet (sieche Abbildung 1.31), also eines, aus dem das

47

P

{r=2(): t1 <t <ty} und {( ) 1 ma(tz) <& < $2(t1)}

—+
—-’

-
. P X4

Abbildung 1.31:

6Sat iiber die Begradigung: Sei U C R™ offen und fiir ein r € Ny sei f € C"(U,R™). Sei weiterhin f(xo) # O fiir ein
zo € U. Dann existiert ein C"—Diffeomorphismus ¥: V' — W einer Umgebung V' des Punktes xo auf eine Menge W C R",
sodaB die Transformation y = ¥(x) das System & = f(z) transformiert auf ¢ = f(y), wobei f(¥(z)) = (1,0,...,0)T ist
fir alle z € V.
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Vektorfeld immer nur herausflieBt (oder tangential zum Rand verliuft), aber niemals hinein”. Wir kénnen
dieses negativ invariante Gebiet sogar noch etwas vergréBern, indem wir die Menge (0, 0) X (x2(t2), z2(t1))
anfiigen. Dann bekommen wir ein negativ invariantes Gebiet, dafl den Ursprung z als inneren Punkt
enthilt. Das bedeutet, das der Orbit ab dem Zeitpunkt ¢o nie wieder in diese negativ invariante Menge
eintritt, also kann zg nicht zu w(xzg) gehoéren, was ein Widerspruch ist. Oder diese Linien begrenzen ein

Abbildung 1.32:

positiv invariantes Gebiet (siehe Abbildung 1.32), das wir sogar noch etwas verkleinern konnen, indem
wir die Menge (0, 6) X (z2(t2), x2(t1)) entfernen. Dann bekommen wir ein positiv invariantes Gebiet, das
den Ursprung zo nicht mehr enthilt (auch nicht auf dem Rand). Und wieder konnte zo nicht zu w(z)
gehoren, was ein Widerspruch ist.

Also ist die Variante z2(t2) < 0 < 22(t1) unmoglich.

Die Variante x2(t1) < 0 < z2(t2) widerlegt man genauso.
Also haben x2(t1) und z2(t2) dasselbe Vorzeichen.

Die Fille 0 < |z2(t1)| < |z2(t2)| widerlegt man analog.

Damit gilt eine der beiden folgenden Aussagen:

o Esist z3(t1) > 0 und x2(t1) > z2(t2) > 0.

e Esist a(t1) < 0 und xa(t1) < z2(t2) < 0.

Das 148t sich sofort iibertragen auf den Vergleich von xo(tx) und z2(tg4+1). Wir bekommen auf jeden Fall,
daf} die Folge (z2(tr))k—oo Streng monoton und beschrinkt ist. Also hat sie einen Grenzwert. Dieser ist
> 0 im ersten Fall und < 0 im zweiten Fall. Wir sehen sogar, dafl dieser Grenzwert gleich 0 sein mufl,
weil sonst zp = (8) nicht zu w(zg) gehoéren kann.

Damit gilt:
w(zg) NS = {20}
Jetzt argumentieren wir in zwei Schritten:

~v(xo) ist periodisch: denn esist zg € w(yp), also durchquert v (yo) das Rechteck V' unendlich oft, also
schneidet v4 (yo) die Linie S unendlich oft. Aber andererseits ist v+ (yo) C w(xo), und somit gilt

Y+(yo) NS Cwlwo) NS = {20}

Das ergibt zwei Moglichkeiten: entweder v, (yo) NS = (0 (was aber unméglich ist, denn die Linie S
soll vom Orbit v, (yo) unendlich oft geschnitten werden), oder vy (yo) NS = {zo}. Also liegt zo auf
dem Orbit v, (30). Wenn man die obigen Uberlegungen mit dem Jordanschen Kurvensatz nochmal
anwendet, stellt man fest, dafl der Orbit v, (z) wieder zu zg zuriickkehren mufl. Also ist v+ (yo)
ein periodischer Orbit.

7An dieser Stelle benutzen wir den Jordanschen Kurvensatz, der besagt, daf eine Jordankurve die Ebene in ein be-
schriinktes Innengebiet und ein unbeschrinktes Aufengebiet zerlegt. Und diesen Satz gibt es nur im R?
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Es ist v(yo) = w(xo): Wir haben schon gezeigt, dal vy(yo) = w(yo) C w(xp). Also nehmen wir jetzt
an, daB w(zg) \ v(yo) # 0. Wir betrachten schlauchférmige Umgebungen von ~(yo), sieche Abbil-
dung 1.33. Angenommen, es gibe eine solche schlauchférmige Umgebung von ~(yp), die kei-

Abbildung 1.33:

nen Punkt aus w(zo) \ v(yo) enthélt. Weil v(yo) in dw(xo) enthalten ist, und weil w(zg) zu-
sammenhéngend ist, kann auflerhalb dieser schlauchférmigen Umgebung auch kein Punkt von
w(zo) \ Y(yo) liegen. Dann wire w(zg) \ v(yo) = 0, entgegen der Annahme.

Also gilt: jede noch so schmale schlauchfésrmige Umgebung von (yo) enthilt mindestens einen
Punkt aus w(zg) \ v(yo).

Wir withlen einen Punkt y* auf v(yo). Wenn wir ab diesem Punkt dem Fluf folgen, dann kommen
wir irgendwann in zg an. Es gibt also ein T > 0 mit zg = ®r(y*). Offensichtlich hingt T von
y* ab. Nun ist ®7 eine stetige Abbildung des R? auf sich, sogar ein Diffeomorphismus. Zu jeder
Umgebung von 2y gibt es also eine Umgebung von y*, die durch ®7 in die erstgenannte abgebildet
wird. Insbesondere finden wir eine Kreisscheibe U, (y*) mit Radius € > 0 und Mittelpunkt yo, die
durch ®7 in das Innere von V abgebildet wird. Womdoglich hiangt der Radius € von y* ab.

Dies kénnen wir fir jeden Punkt y* auf v(yo) wiederholen. Auf diesem Wege wird der ganze Orbit
~(yo) iiberdeckt durch unendlich viele offene Kreisscheiben. Weil v(yg) aber eine kompakte Menge
des R? ist, geniigen fiir diese Uberdeckung von v(yo) bereits endlich viele Kreisscheiben. Von diesen
endlich vielen Kreisscheiben gibt es eine, deren Radius der kleinste ist.

Also finden wir eine schlauchférmige Umgebung von v(yo), die ebenfalls iiberdeckt wird von der Ver-
einigung dieser endlich vielen Kreisscheiben. Nach unserer Annahme enthélt diese schlauchférmige
Umgebung einen Punkt aus w(zg) \ 7(yo). Diesen Punkt nennen wir §. Wenn wir ab § dem Flufl
folgen, dann landen wir (geméf unserer Konstruktion) irgendwann in der Menge V. Nun ist aber
innerhalb des Rechtecks V' das Vektorfeld f begradigt. Also schneidet der Orbit ab § die Linie S
in mindestens einem Punkt. Dieser kann nicht zg sein. Nun ist jedoch § € w(xg), und wir wissen,
daB w(zg) NS = {z}. Das kann nicht sein.

Also ist die Annahme w(z) \ v(yo) # 0 falsch.

Somit ist y(yo) = w(zo).
(|

Mogliche w—Limesmengen finden sich rot in Abbildung 1.34. Gleichgewichte sind jeweils rote Knoten.

Wir bemerken, daf8 ein Analogon des Satzes von Poincare-Bendixson fiir den R? nicht existieren kann,
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Abbildung 1.34:

wie das Lorenz—Modell belegt:

=0y —x),
y=ox—y—uz,
t=—-Pz+zy

mit o = 10, p = 28 und § = 8/3. Dann sind die Lésungskurven beschriinkt, wenn der Anfangspunkt in
der N&he des Ursprungs gewihlt ist. Der Orbit liegt dann in der Néhe einer zweibléttrigen Fldche, aber
es ist nicht vorhersagbar, wenn der Orbit auf dem einen bzw. anderen Blatt der Fléche sein wird. Dieses
Verhalten hingt sehr empfindlich von den Anfangsbedingungen ab. Wir haben damit: der Vorértsorbit
v+ (o) ist beschrénkt, aber die w—Limesmenge von zq ist kein periodischer Orbit, und die Relation
Y € w(xg) = w(yp) ist Fixpunkt® gilt auch nicht.

Als Anwendung betrachten wir den Briisselator, der 1968 von Prigogine und Lefever (siehe auch [6])
vorgeschlagen wurde als vereinfachtes Modell zur Belouzov—Zhabotinskii-Reaktion:
&t=a—x—bxr+zy,
i = bw—ay,
wobei a und b positive Konstanten sind. Die Gréflen  und y bezeichnen Konzentrationen von chemischen
Stoffen, sollten also sinnvollerweise niemals negativ werden.

Zur Bestimmung von Gleichgewichtslagen addieren wir die Gleichungen # = 0 und y = 0, was uns fiihrt
auf @ —x = 0, also x = a. Mit der Gleichung bz — %y = 0 bekommen wir dann y = %. Wir linearisieren
und kommen auf

,_ (—1—=b—2xy x? , _(b—-1 a?
P (Tt ta) rewe= ("0 ).
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Die Spur ist b — a? — 1, und die Determinanten ist det f’ = a®> > 0. Wenn wir
b>a®+1

voraussetzen, dann hat die Matrix f’ zwei Eigenwerte in der rechten Halbebene. Damit ist der Gleich-
gewichtspunkt (a,b/a) instabil.

Lemma 1.50. Wenn b > a? + 1, dann besitzt dieses System einen periodischen Orbit im ersten Qua-
dranten {(x,y) € R?: 2 >0, y > 0}.
Beweis. Wir bestimmen ein Gebiet  C R? durch folgende Ungleichungen:

x>0, y >0, z+y<cy, y—x < Ca.

Wenn die Parameter ¢; und ¢y gentigend grofl und positiv gewéhlt werden, dann kann man fiir jede der 4
Begrenzungskanten nachweisen, dafl das Vektorfeld f dort in €2 hineinfliefit. Also ist 2 positiv invariant.

Nun wihlen wir einen beliebigen Punkt p € Q. Dann verlduft v (p) vollsténdig in €2, ist also beschrénkt.
Wenn w(p) nicht periodisch wére, dann miiite nach dem Satz von Poincare-Bendixson w(g) nur aus
Gleichgewichtspunkten von f bestehen, fiir jeden Punkt ¢ € w(p). Nun hat f aber nur den einen Gleich-
gewichtspunkt (a,b/a), und dieser ist jedoch instabil, also abstoBend. Also muf w(p) periodisch sein. O

Das bedeutet: der Orbit ab jedem Startpunkt p € ) strebt zu demselben periodischen Grenzzyklus.



Kapitel 2

Dynamische Systeme mit
unendlichdimensionalem
Zustandsraum

2.1 Unterschiede zum endlichdimensionalen Fall

Ab jetzt sei X ein Banachraum mit Norm |||, und dim X = co. Wir betrachten eine Funktion

u: R— X,

w: t— u(t),

die Losung einer Differentialgleichung

sein soll. Hierbei ist f: X — X eine Abbildung, die eventuell nichtlinear sein kann. Es hat sich her-
ausgestellt, daf§ haufig diese Abbildung nicht sinnvoll auf dem ganzen Raum X definiert werden kann,
sondern nur auf einem Teil von X. Wir haben also

f: D(f) = X.
Uber die Stetigkeit von f wird zunichst nichts behauptet.
Die Ableitung u(t) ist zu verstehen als

i(t) =l (ult+h) — u(t)

mit Konvergenz in der Norm ||-|| . Wenn diese Ableitung in einem Punkt ¢y € R existiert, dann ist u im
Punkt ¢y stetig.

Als Beispiel betrachten wir v = u(t,z) mit ¢t € R, z € R. Also ist u(t) eine Funktion, die noch von einer
Variablen x abhingt. Die Funktion u soll Losung sein zur Transportgleichung

Owu(t, ) = coyult, ), (t,x) e R xR,
(0, z) = uo(x), z € R,
wobei ¢ € R eine gegebene Konstante ist. Damit haben wir also f(u) = c0yu. Wir erwarten, dafl unter

geeigneten Voraussetzungen an ug (z.B. reicht es, zu verlangen, dafi ug stetig differenzierbar ist) die
eindeutig bestimmte Losung gegeben wird durch

u(t, ) = ug(z + ct), (t,z) e R xR.

67
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Die Frage ist nun, was wir als Zustandsraum X wihlen wollen ? Wir beabsichtigen, auch Funktionen u
zuzulassen, die fiir |x| — oo nicht abklingen, was die meisten Lebesgue- und Sobolevridume ausschliefit.

Ein erster Versuch der Wahl von X ist

X =CP(R) := {w = w(z): w stetig auf R, sup |w(z)| < oo}
z€R

mit Norm [|w|| y = sup,ecp |w(z)|. Der Subskript ,b* steht fiir , beschrankt®.

Der Definitionsbereich von f wére dann
D(f) = C{(R) := {w = w(z): w stetig differenzierbar auf R, sup (|w(z)| + |w'(z)|) < oo} .
zER

Nun stellen wir aber fest, daf§ dies eine schlechte Wahl fiir X ist. Denn fiir ug = uo(x) = sin(z?) haben
wir zwar ug € X, aber andererseits ist

[[u(t) = uollx = supfu(t,z) — uo(z)| = sup |uo(x + ct) — uo()| = 2,
z€R z€R

und zwar egal, wie nahe ¢ an 0 gew#hlt wird. Allgemeiner gilt: egal wie nahe zwei Zeiten ¢; und to
beieinander gew#hlt werden, stets ist |lu(t1) — u(t2)||y = 2. Der Orbit ist in diesem Raum X also
komplett unzusammenhéngend.

Es gibt mehrere Auswege aus dieser verfahrenen Situation. Wir kénnten verlangen, dafl uo nicht nur zu
X gehort, sondern zu D(f). Das wollen wir hier nicht tun, weil D(f) ,zu weit* vom Raum X entfernt
liegt, der uns eigentlich interessiert.

Stattdessen modifizieren wir die Wahl von X ein klein wenig:
X = C’gﬁglm(R) = {w = w(z): w gleichm#Big stetig auf R, sup |w(z)| < oo}
rz€eR

mit Norm [[wl| = sup, g |w(@)].

Und diese Wahl kommt unseren Wiinschen deutlich nédher, denn es gilt:

Lemma 2.1. Seiug € X = Cy ., und sei u = u(t, ) := uo(x + ct). Dann ist die Abbildung t — u(t,-)
gleichmapig stetig als Abbildung von R nach X.

Beweis. Wir wollen zeigen: zu jedem ¢ > 0 existiert ein § = §(¢) > 0, sodaB gilt: wenn |t; —t2| < §, dann
ist ||u(ti) —u(t2)||x < e. Nun ist aber

lu(t1) — u(t2)ll x = sup luo(z + ct1) — uo(z + ct2)| = sup [uo(y + c(t1 — t2)) — uo(y)|,
rER yeR

und hier brauchen wir nur noch die Definition der gleichméfigen Stetigkeit auf ug anzuwenden. (]
Diejenige Abbildung, die ug(+) auf u(t,-) abbildet, nennen wir T'(¢):
(T (t)up)(z) := up(x + ct), t>0.

Insgesamt haben wir dann T'(¢t) o T(s) = T(t + s) und T(0) = idx (die identische Abbildung). Und
auBlerdem gilt lim;_, 40 T'(t)up = uo mit Konvergenz im Sinne der Norm |-|| y.

Dieses Konzept brauchen wir noch o6fter:

Definition 2.2 (Co—Halbgruppe). Eine Familie (T'(t))i>0 heiffit Co—Halbgruppe auf einem Banach-
raum X, wenn folgendes gilt:

o fiir jedes t > 0 ist T(t) ein lineare und stetige Abbildung von X nach X,
o esist T(t)oT(s)=T(t+s) fir allet,s >0,
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o esist T(0) =idx,

e die Familie ist stark stetig im Sinne von lims—, 10T (t)x = x fiir jedes x € X, mit Konvergenz
gemessen in ||-|| y -

Eine solche Halbgruppe heif$t auch stark stetige Halbgruppe.

In unserem konkreten Beispiel konnten wir auch negative t zulassen und die genannten Relationen
wiirden immer noch gelten. Dann wiirden wir sogar von einer Cy—Gruppe sprechen, nicht nur von einer
Halbgruppe.

Ein typisches Beispiel einer Halbgruppe wird gegeben durch T'(t) = exp(At), wobei A € R™*" eine
Matrix ist. Dann ist T genau die Fundamentallosung des gewohnlichen Differentialgleichungssystems
d

4 — A

Diesen Gedanken wollen wir jetzt auf den unendlichdimensionalen Fall verallgemeinern.

Definition 2.3. Sei (T'(t))i>0 eine stark stetige Halbgruppe auf dem Banachraum X . Ein Operator A,
definiert durch

lim %%
t—+0 t

(mit Konvergenz gemessen in ||-|| ) heift infinitesimaler Erzeuger (bzw. Generator) von T'. Der Defini-
tionsbereich D(A) besteht aus allen u € X, fiir die der obige Limes existiert.

Im Fall mit T'(¢t)up = uo(- + ¢t) bekommen wir gerade

() = fimy POl

= cOyuo(x),

falls der Limes existiert.

Wir bestimmen jetzt D(A). Um uninteressante Dinge auszuschlieBen, verbieten wir jetzt den Fall ¢ = 0.
Zunichst muf eine Funktion ug € D(A) differenzierbar sein im klassischen Sinne, also ug € C*(R).
Tatséchlich gilt sogar:

D(A) = Cy g (R) = {w: w stetig diffbar auf R, und w’ glm. stetig, su§(|w(x)| + ' (2)]) < oo}
rEe

mit Norm [|w] 1) = sup, e ([ ()| + [/ ()))-

Denn: sei ug € D(A). Dann ist Aug der Grenzwert von Briichen }(T'(t)uo — uo) mit Konvergenz in X.
Nun liegt jeder Bruch in X, und X ist ein Banachraum, also mufl der Limes Aug auch in X liegen, also
ist 0,ug gleichméfBig stetig auf R und auf R beschrankt.

Wir haben noch nicht gezeigt, da X ein Banachraum ist. Zunéchst ist X ein Vektorraum, sogar ein
normierter Vektorraum. Sei nun (w1, wa, ... ) eine Cauchyfolge in X. Allerdings ist X ein linearer Unter-
raum von CP(R), und dies ist ein Banachraum (und zwar mit derselben Norm wie X). Also existiert ein
Grenzelement w* € CP(R) mit lim, o [|w, — w*||x = 0. Wenn wir gezeigt haben, dal w* gleichméBig
stetig ist, dann sind wir fertig. Jetzt ist

0= lim |Jw, —w"||x = lim sup |w,(z) —w"(x)].

Fiir € > 0 existiert also ein No(g) > 0, soda$ fiir jedes n mit n > Ny(¢) und jedes z € R gilt:

|wp, () — w*(z)] < %

Wir wéihlen ein solches n. Seien 1 und x2 € R irgendwie gewéhlt. Dann ist

[w*(21) = w* (22)] < [w*(21) = wn(21)] + [wn(21) — W (22)] + |wn(22) — W (22)].
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Wir wissen bereits, dafl der erste Summand und der dritte auf der rechten Seite kleiner sind als £/3. Nun
ist aber w,, eine gleichméifig stetige Funktion. Also finden wir ein 6 > 0, sodaB fiir |z1 — x2| < § gilt, dal
der mittlere Summand kleiner ist als /3. Dann haben wir insgesamt

[w* (1) —w*(z2)] <,

falls |z1 — @2| < 6. Also ist w* gleichmiflig stetig. Also ist X ein Banachraum.

Fiir den allgemeinen Fall kann insgesamt folgendes bewiesen werden:

Lemma 2.4. Der Generator A einer stark stetigen Halbgruppe (T (t))i>0 hat folgende Figenschaften:

o D(A) ist ein linearer Unterraum von X,
o A bildet linear und stetig ab von D(A) nach X,
o wenn ug € D(A), dann ist auch T(t)ug € D(A), und es ist

d
ET(t)uO = T(t)Auo = AT(t)UQ, t> 0.

Wenn t > 0 und ug € X, dann ist f;:O T(s)upds € D(A).

o Wennt >0 undug € X, dann ist T(t)ug — ug = Af::O T(s)uods.

Wenn t > 0 und ug € D(A), dann ist T'(t)ug — ug = f;zo T(s)Augds.
Beweis. Siche z.B. [4]. O

Weitere Eigenschaften sind:

Satz 2.5. Der Definitionsbereich D(A) ist dicht in X . Der Operator A bestimmt die Halbgruppe (T'(t))¢>0
eindeutig. Das heifit: wenn zwei Halbgruppen (T'(t))e>0 und (S(t))i>0 denselben Generator haben, dann
ist T(t) = S(t) fiir jedes t > 0.

Beweis. Siehe z.B. [4]. O

Die Dichtheit bedeutet, dal jedes Element aus X durch Elemente aus D(A) beliebig gut angenihert
werden kann, wobei man den Abstand mit der Norm ||-||  mifit.

Wir kehren wieder zu unserem Beispiel T'(t)ug = ug(- + ct) zuriick. Da gilt offensichtlich

17 (Eyuo = sup [uo(x + ct)| = sup [uo (@) ¥t >0,
zeR x€R

also ist der Orbit v4 (ug) = {T(t)ug: t > 0} beschrinkt. Was 1d8t sich dann iiber die w-Limesmenge
aussagen 7

Wenn X endlichdimensional wire, dann wiiiten wir, dal w(ug) nichtleer, kompakt, invariant und zu-
sammenhéngend ist.

Wir nehmen in unserem Fall z.B. ug = ug(z) = tanh(z). Dann haben wir lim;—o (T (t)ug)(z) = 1 als
punktweiser Limes fiir jedes feste z € R, aber eben keine gleichméfiige Konvergenz. Also ist fiir diese
Anfangsfunktion w(ug) = 0.
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2.2 Diffusionsgleichungen

Das Anfangswertproblem zur Diffusionsgleichung wird gegeben durch

{ut(t,x) = 02u(t, ), (t,x) € (0,00) x R,

Mittels Fouriertransformation kann man sich eine Losungsformel verschaffen, und man kommt auf

u(t,z) = \/% /:mexp <%) wly)dy,  t>0.

Diese Formel ergibt z.B. dann die eindeutig bestimmte Losung, wenn ug stetig und beschriankt ist auf
R. Wir definieren

1 22
——exp|—F— |, t,z) € (0,00) X R,
e (-5). @aco
und kénnen dann schreiben

u(t, ) = (K(t,-) * up)(x),

wobei das Faltungsintegral sich erstreckt iiber R,. Es ist bekannt, dafi K (¢,-) im L}(R,) die Norm 1 hat,
und damit haben wir nach bekannten Rechenregeln fiir die Faltung

K(t,z) =

Jult, Mo,y < TEEG @,y - volloe,) < luoll g, -
[t M oo ) < IHCE ) 2y - 10l oo ) < w0l oo ) -
Wir haben weiterhin die Abklingabschétzung
1
w(t, )| roo < ||K(t, )| 700 - Nuol| 71 < —— ||uol| 11 .
[t ) e @,y < M@ o,y - Nuoll g, ) \/4—7Tt|| oll o r,)

Eine weitere wichtige Eigenschaft ist die Gldttung. Das bedeutet, dafl u fiir positive Zeiten beliebig oft
differenzierbar wird, auch wenn wug noch nicht einmal stetig ist, sondern lediglich beschrénkt.

Zur Verifikation:

nultn) = [ K )uoly) .

[ (] (-5)

sup |0y u(t, z)| = sup

zER zeR VATt
V2 /°° —2s 9
=sup — —= exp(—s)ug(x + 2v'ts) ds
s vl W p(—s")uo( )

< 3</m |s|exp(52)ds)sup|uo(z)|

Tt \Js=—_oo z€R

C
< —=sup [uo(@)|.
tzE]R

Allgemeiner kann man nach einem &hnlichen Schema zeigen, da8:
n —n/2
Vn >0 3Cn: [|07ult,)lcom,) < Cnt / luollcom,) -
Um die Halbgruppentheorie anzuwenden, wéhlen wir den Zustandsraum
X = Cl?,glm (R)

und den Operator A = 32 mit Definitionsgebiet D(A) = C,i gim (R). Dieser umfafit alle Funktionen, die

beschrankt und stetig sind, mit beschrénkten und stetigen Ableitungen bis zur zweiten Ordnung, und die
zweite Ableitung ist sogar gleichméfig stetig. Die Norm ist [[wl| p, 4) = sup, e (Jw(@)|+[w'(z)|+|w" (2)]).



72 KAPITEL 2. DYN. SYST. MIT UNENDLICHDIMENSIONALEM ZUSTANDSRAUM

Wir fithren dann eine Familie (T'(t));>0 von Abbildungen ein durch

(K(t,")*ug)(x) :t>0,
uo(x) 1t =0.

(T(t)uo)(z) = {

Dies ist unser Wunschkandidat fiir eine Cpo—Halbgruppe. Ob dieser tatsdchlich die Bedingungen aus
Definition 2.2 erfiillt, muf} erst noch gezeigt werden.

Die erste Bedingung ist mittels unserer obigen Abschéitzungen sofort gezeigt. Die zweite Bedingung folgt
aus der Assoziativitdt der Faltung

(T'(t) 0o T(s))uo = T(8)(T(s)uo) = K(,-) * (K(s,-) x uo) = (K(t,-) * K(s,)) * uo.

Es bleibt nur noch zu zeigen, dafi K(¢,-)* K(s,-) = K(t+s, ). Das erledigt man durch Ausrechnen, zum
Beispiel mittels Fouriertransformation.

Bleibt noch die starke Stetigkeit.

Satz 2.6. Fulls ug € X, dann ist lim;_you(t, ) = ug(-) mit Konvergenz in der Norm von X .

Beweis. Wir schreiben G(z) = \/%—W exp(—22/4); das G steht fiir Gau und seine Glockenfunktion. Dann

haben wir

[[u(t,-) —uoll x = sup|u(t,z) — uo(x)]
z€R

26 () ol - wle)da

ekl Vi VA
= ig% /zio_oo G(2) (uo(x +Vtz) — uo(x)) dz
< sup /Z<M G(2) ‘uo(:n Vi) — uo(x)‘ dz

+ sup/|Z|2M G(z) ‘uo(:zz +Vtz) — uo(:n)‘ dz

z€R

Hierbei konnen wir M noch frei wahlen.

Sei ein positives € gegeben. Wenn wir M grofl genug wéhlen, dann kénnen wir erreichen, dafl

/ ...dz
|z|>M

Nachdem M fixiert ist, wahlen wir anschliefend eine positive Schranke t(, soda8 fiir 0 < t < ¢ gilt:

N ™

<2fwolcysy | Gleaz <

|z[=

‘uo(x—l—\/fz)—uo(x)‘ gg, zeR, |z| <M.

Das ist moglich, weil ug gleichmdfig stetig ist, anstatt von lediglich einfacher Stetigkeit.

Dann gilt fir 0 < t < ¢ die gewiinschte Ungleichung ||u(t, ) — uol|x <e. O

2.3 Dispersion

Dispersion ist ein Phdnomen bei der Wellenausbreitung und bedeutet, daf§ die Phasengeschwindigkeit
einer Welle abhéngig ist von der Wellenlédnge dieser Welle. Als Konsequenz sind dann Gruppen— und
Phasengeschwindigkeit verschieden.

Als Differentialgleichung wihlen wir die Schrodingergleichung in der Form von

opu(t, z) = —id2u(t, z), (t,z) € (0,00) x R,
(0, z) = up(x), x €R.
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Zur Losung verwenden wir die Fouriertransformation:

(t, &) = /Oo e "y (t, ) dx.

=—00

Dann folgt da(t, &) = i€2a(t, €). Diese gewohnliche Differentialgleichung kann man schnell 16sen, und
wir bekommen a(t, £) = exp(i£2t)io (&) oder auch

u(t,z) = S / - exp(i(z€ 4 t£2)) o (€) dE.
13

21 Jee_ oo
Insbesondere stellen wir fest, dafl es Losungen der Form
u(t, @) = exp(i(wé + t€2))

gibt, wobei £ € R fixiert ist. Zum Wellenzahlvektor £ haben wir also w(¢) = £2, und die Phasengeschwin-
digkeit ist definiert als

Offensichtlich héngt ¢, von £ ab, was genau das Phénomen der Dispersion ist. Die Gruppengeschwindig-
keit ist

d
¢ = u:iéf)

= 2¢.

Dies bedeutet: ein Wellenpaket, das sich vorwiegend aus Anteilen mit hohem Wert des Wellenzahlvek-
tors €| zusammensetzt (also eine ,,hohe Rauigkeit* hat), bewegt sich deutlich schneller als ein anderes
Wellenpaket, dessen Anteile einem niedrigen Wert von |¢| entsprechen. Solche Wellenpakete mit grofien
Werten von |{| tragen entscheidend dazu bei, daf die Losung u nur eine geringe Regularitit besitzt.
Wenn wir uns jetzt fiir ein beschréinktes Gebiet des R, interessieren, dann kann folgendes passieren:

e Ein sich dort authaltendes Wellenpaket mit ,,hoher Rauigkeit“ verlafit das interessante Gebiet sehr
schnell. Das wire angenehm, weil die iibrigen Bestandteile dann zu einer hoheren Regularitét von
u fiihren.

e Ein Wellenpaket ,,hoher Rauigkeit®, das zum Zeitpunkt ¢ = 0 sehr weit entfernt ist, kann sich sehr
schnell ndhern und die urspriinglich in dem interessanten Gebiet vorhandene hohe Regularitéit von
u zerstoren. Das wire unangenehm. Wenn allerdings die Werte der Anfangsfunktion ug fiir |z| — oo
»schnell genug® abklingen, dann wird dieser Effekt begrenzt. Die genauere Bedeutung von ,;schnell
genug® kldren wir weiter unten.

Wenn man in der obigen Losungsdarstellung noch etwas weiterrechnet und die Variable £ eliminiert,
dann folgt

u(t,z) = \/417r—1t /;OOO exp (%) uo(y) dy, (2.1)

also eine Formel mit leichten Ahnlichkeiten zur Losungsformel der Diffusionsgleichung. Aber auch mit
erheblichen Unterschieden: denn bei der Diffusionsgleichung stand im Integranden eine Gaufi—Glocke,
welche die Konvergenz des Integrals fiir |y| — oo erheblich erleichtert hatte. Im Prinzip jede praktisch
relevante Funktion ug fithrte auf ein konvergentes Integral.

Dies ist bei der Dispersionsgleichung anders, denn der Exponentialterm hat immer den Betrag 1.

Zuni#chst tragen wir einige einfach zu zeigende Eigenschaften zusammen: Aus der Physik ist unter dem
Stichwort Energieerhaltung bekannt, dafl

O Ju(t, )22 n,) = 0.
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Weiterhin haben wir die Abklingabschéitzung

C oo
t < —= dy.
spfutt 0l <7 [ jwldy

z€R

Fiir Glattungseigenschaften untersuchen wir

ot = A [ Bt (i

Daraus folgt: wenn fyoifoo lyl - Juo(y)| dy < oo, dann existiert d,u(t, x). Wir interpretieren das wie folgt:

das Abklingen der Anfangsfunktion wug fiir |y| — oo wird eingetauscht fiir eine bessere Glattheit der
Funktion u(t,-) im Falle von ¢ > 0.

Wir koénnen diese Argumentation auch wiederholen: wenn fyoiioo ly|™ - |uo(y)| dyoo , dann ist u(t,-) €
CP(R,) tiir alle ¢ > 0. Ein noch besseres Abklingen von ug wird also eingetauscht gegen eine noch bessere
Regularitdt von u fiir ¢ > 0.

Aus der Darstellungsformel (2.1) sehen wir, daf fiir ug € C ;,,,(Rs) die Existenz des Integrals gar nicht
gesichert ist, weil unklar ist, ob der Integrand fiir |y| — oo schnell genug abklingt.

Als Ausweg wihlen wir fiir den Zustandsraum X = I?(R). Dann ist A = —i92 mit D(A) = {v €
I*(R): v" € I?(R)}, was gleich dem Sobolevraum H'(R) = W} (R) ist.

Tatsédchlich gibt es dann wieder eine Cy—Halbgruppe.

2.4 Losungsbegriffe

Sei A der Erzeuger einer stark stetigen Halbgruppe (T'(t)):>0 auf einem Banachraum X. Wir wollen
Losungen zum Problem

{ O =Au+f(t), te(0,00), (2.2)

u(0) = ug

untersuchen, wobei ug und f gegeben sind. Idealerweise wiirden wir uns wiinschen, daf alle relevanten
Terme im herkémmlichen Sinne existieren. Das fiihrt uns auf den Begriff der klassischen Losung:

Definition 2.7 (Klassische Loésung). Eine Funktion u = u(t): [0,00) — X heifst klassische Losung
zum Anfangswertproblem (2.2), wenn

e u e C([0,00),X),
o ucCY(0,00),X),

o u e C((0,00),D(A))
gilt, und wenn u das obige Problem (2.2) list, wobei ug € X und f € C((0,00), X).

Die erste Bedingung fordert, dafl u stetig mit Werten in X bis zum Punkt ¢ = 0 einschliefllich ist;
was bedeutet, dafl die Anfangswertbedingung u(0) = ug sinnvoll wird. Die zweite und dritte Bedingung
fordern, dafl 9,u sowie Au jeweils Funktionen aus dem C((0, 00), X) liefern.

Nun hat es sich allerdings herausgestellt, dafl diese Forderungen an den Losungskandidaten w zu hart
sind. Héufig gelingt es nicht oder nur unter Miihen, nachzuweisen, daf§ die vermutete Losung tatséichlich
so glatt ist wie in der Definition gefordert. Aus diesem Grunde fithren wir schwichere Losungsbegriffe
ein, wie zum Beispiel das Konzept der milden Losung.

Sei 0 < s <t, und sei u eine klassische Losung. Wir halten ¢ fest und lassen s variabel. Dann setzen wir

g(s) =Tt — s)u(s).
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Wegen u(s) € D(A) (falls s > 0) und ¢ — s > 0 ist dann auch g(s) € D(A), und wir haben, (unter der
unwichtigen Einschrinkung 0 < s < t)

%9(8) = <%T(t - s)> u(s) + T(t — s)%u(s)

= —AT(t = s)u(s) + T(t — s)(Au(s) + f(s))
= —T(t — s)Au(s) (t—s)Au(s) + T(t— s)f(s)
=T(t—s)f(s).

Zusitzlich zu f € C((0,0), X) setzen wir jetzt nur f € L} (R, X) voraus, also

loc

+T
+T

Ty
/ 1F®)lx dt < o0, ¥t < oo.
t

=0

Dann ist die Abbildung s +— T'(t — s) f(s) integrierbar, und wir kénnen die Ableitung 9sg(s) integrieren
auf dem Intervall (0,1):

t

4(t) — 1(0) = / T(t - $)f(s) ds,

=0
g9(t) =Tt = t)u(t) = u(d),
9(0) = T()u(0) = T(t)uo,

also ergibt sich insgesamt die Darstellung

u(t) = T (t)uo + /:0 T(t—s)f(s)ds.

Das bedeutet insbesondere, dafl es nur eine einzige klassische Losung geben kann.

Bemerkung 2.8. Im Falle von X = R"™ ist A eine Matrix aus dem R™*"™ und dann wird die Ldésung
u = u(t) zum Anfangswertproblem (2.2) gerade gegeben durch

t

u(t) = eug +/ A=) f(s5) ds,
s=0

womit die obige Losungsdarstellung ganz natiirlich erscheint.
Definition 2.9 (Milde Losung). Sei A der Erzeuger einer stark stetigen Halbgruppe (T'(t))¢>o0, und
seiup € X sowie f € L} _((0,00), X). Dann heifit die Funktion v = u(t) mit u € C([0,00), X) sowie

loc

t
ut) =T(Ouo+ [ T(t-s)f()ds, e (0,),
5=0
milde Losung zum Problem (2.2).

Wir haben bereits gezeigt, daf jede klassische Losung eine milde Losung ist, wenn f € Lt ((0,00), X).

loc
Die Umkehrung gilt, wenn man die Voraussetzungen an f und ug deutlich verschérft, zum Beispiel zu

f € CY([0,00), X) und ug € D(A).

Bemerkung 2.10. Die Begriffe der klassischen bzw. milden Ldsung lassen sich natiirlich auch fiir ein
beschrinktes Zeitintervall (0,Ty) anstelle des Zeitintervalles (0,00) definieren.

2.5 Die KPP—-Gleichung

Die Abkiirzung KPP steht fiir die Namen KOLMOGOROV, PETROVSKY, PISKUNOV, aber die Gleichung
ist auch unter der Bezeichnung FISHER—Gleichung bekannt. Es geht um das Anfangswertproblem

{ du(t, ) = B2u(t, ) + u(t,z) — (u(t, z))?, (t,z) € (0,00) x R, 2.3)
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Hierbei ist u eine reellwertige Funktion, die eine Konzentration eines chemischen Stoffes oder einer Spezies
bezeichnet. Negative Werte von v wéren also inhaltlich unsinnig.

Angenommen, u wire unabhéngig von z, also u(t,z) = v(t) fiir alle (¢, z), dann hétten wir o(t) = v —v?,

was genau die Gleichung fiir das logistische Wachstum ist. Wir wissen bereits, dal diese Gleichung zwei
stationédre Punkte besitzt, wobei v = 1 asymptotische stabil ist, und v = 0 ist instabil.

Wenn wir nun zu der Gleichung des logistischen Wachstums noch einen Diffusionsterm hinzufiigen, dann
bekommen wir die KPP-Gleichung. Als Zustandsraum wéhlen wir, genau wie bei der Diffusionsgleichung,

X = Ol?,glm (]R) .

2 ein.

Wir setzen A = 97 mit D(A) = Cf ;,,, (R); und wir fiihren den Nichtlinearitétsterm N (u) = u —u

Offensichtlich bildet N den Raum X in sich ab. Dann haben wir die abstrakte Formulierung

Opu(t) = Au+ N(u), t € (0, 00),
u(0) = up.

Satz 2.11. Sei ug € X. Dann existiert genau eine milde lokale milde Lésung. Das heifit: es gibt ein
To > 0, sodaf genau eine Funktion u € C([0,Ty), X) existiert, die eine milde Lisung zu (2.3) ist.

Beweis. Wir gehen analog zum Beweis des Satzes von Picard-Lindel6f vor und verwenden den Banach-
Fixpunktsatz im Banachraum Xr,, wobei

X7, = C°([0, To], X).

Hierbei ist Ty passend gewéhlt. Die Norm ist gegeben durch || f|| x 7, = supp 1) [1f (D)l x-

Die milde Losung (wenn es sie gibt) erfiillt, per definitionem, die Gleichung
t
u) =TWuo+ [ Ta-9)N@)(s)ds,  0<i<T,
s=0

wobei (T'(t)):>0 die Halbgruppe zum Erzeuger A ist.

Im Banachraum X7, wéhlen wir eine abgeschlossene Menge M,
M = {ue 0,10, X): Jullyg, <Cify  Cri=2uoly.
Nun kann man schnell zeigen, daf3

IT@)uollx < lluollx, — 0<t< o0,

2
IN@)lx < llully + llullx
und somit haben wir, fiir u,v € M, die Abschitzungen

IN@)l x 7, < Cr+CY,
IN(u) = N()ll x 1, < llu =2l x g+ [[(wt0)(u=2v)l x5 <O+20)[[u—vlx g -

Wir betrachten nun eine Abbildung u — L(u) mit
¢
(L(w)(t) = T(t)uo+/ T(t— ) (Nw)(s)ds, 0<t<Tp
5=0

Die Konstante Ty wihlen wir so klein, daf (1 + C1)Tp <
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L bildet M in sich ab: das folgt aus der folgenden Ungleichungskette, wenn (1 + C;)7Tp < 1:

sup
[OaTU]

T(#)uo + / Tl = ) (N ) ds

X

< sup [T(0uallx + sup [ [Tt~ )N @) ds
[0,T0] s=0

0,To

<ol + sup [ IV @)

0,To
< luoll x + To(Cr + CF)
< Ch,
denn es ist [jug||y = 3Ci.
L kontrahiert auf M: unter der iiblichen Voraussetzung an Ty ist ndmlich

[£(u) = £(v)|[ x 7, = sup
[0,To]

/:0 T(t—s)((N(u) — N(v))(s))ds

X

< sup / 1N () — N(©)) ()]l ds

[0, To] Js=0
<To|[N(u) = N()llx.p,
< To(1+2C) [lu = vl x 7,

< sllu=vllyg,-

Dann kénnen wir den Fixpunktsatz von Banach anwenden und bekommen eine eindeutig bestimmte
milde Losung auf einem kleinen Zeitintervall [0, Tp). O

Nachdem man die Existenz einer milden Losung gesichert hat, zeigt man in einem zweiten Schritt, daf
diese milde Losung sogar eine klassische Losung ist, wenn ug € D(A). Hierbei benutzt man wesentlich,
dafl die Halbgruppe zum Diffusionsoperator nicht nur stark stetig ist, sondern sogar eine sogenannte
analytische Halbgruppe ist. Fiir die Einzelheiten eines solchen Beweises verweisen wir auf die Vorlesung
zu Halbgruppen.

Es wird sich herausstellen, dafi diese Lésung (im einzig relevanten Fall von nichtnegativen Anfangsdaten)
sogar global existiert, wegen des Maximumprinzips:

Lemma 2.12 (Maximumprinzip). Es seien u; und uz zwei klassische Losungen auf [0,t.] X R mit
w1 (to, x) < ua(to, ) fir ein gewisses to € (0,t.) und simtliche x € R.

Dann ist ui(t, ) < ug(t,z) fir alle (t,z) € (to,t.] x R.

Beweisskizze. Wir wissen, dal u; und we stetige Funktionen von (¢,z) sind. Wir nehmen fiir einen
indirekten Beweis an, dal ui(t1,z0) = ua(ty,xo) fir ein (t1,20) € (to,t«) x R. Wir konnen annehmen,
daB (uz — u1)(t1,-) in zo ein Minimum hat. Dann folgt 92(uz — u1)(t1,70) > 0 bzw. > 0 im ,nicht-
entarteten Fall“.

Wir haben dann

O (ua(t, 20) — w1 (t1,20)) = 02 (ua(t1, xo) — ui(ts, zo)) + (u2(ts, zo) — ui(ts, o))
— (u%(tl,xo) - u%(tl,xo))
= 92(ua(t1, z0) — wi(t1,20)) + 0 — 0.
Im ,,nicht-entarteten Fall“ ist dann ¢ (uz2(t1,20) — u1(t1,70)) > 0, und somit ist ,,im néchsten Moment*

wieder ua(t,20) > u1(t,xg), bzw. es war ,kurz zuvor* sogar us(t,zg) < ui(t, 2p). Dann kénnte man t;
kleiner wéhlen und so einen Widerspruch anstreben.
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Offen bleibt noch die Diskussion des ,entarteten Falles® 02 (us(t1, o) — u1(t1, o)) = 0. O

Daraus folgt dann die globale Existenz klassischer Losungen.

Satz 2.13. Seiu eine klassische Lisung zu (2.3) auf der Menge (0,Ty) xR mit ug € D(A) und ug(x) >0
fir alle x € R. Dann ist supy rxr |u(t, )| < oo. Insbesondere kann man dann die Lisung auf ein
groferes Gebiet [0,To + €] X R fortsetzen.

Beweis. Wir wihlen 0 < v <« 1 und setzen My = sup, g to(z) + 7 sowie M_ = —v. Sel uy = uy (¢, x)
die Losung zu (2.3) mit Anfangswerten M, und sei u_ = u_ (¢, z) die Losung zu (2.3) mit Anfangswerten
M-_.

Wegen der Eindeutigkeit milder Losungen héngen uy und u_ nicht von z ab, denn ihre Anfangswerte
sind unabhéngig von x. Dann ist

Opuy = uy —u?, uy(0) = My,
Ou_ =u_ —u*, u_(0) = M_,

und wir kénnen uy und u_ explizit berechnen. Wir stellen fest, dafl u, fiir alle positiven Zeiten existiert,
und daf} die Lebensdauer von u_ beliebig grof3 gemacht werden kann, wenn man nur 7 geniigend klein
wihlt. Weiterhin ist u_(t) < u(t,z) < wuy(t) fiir 0 < ¢ < Tp. Also kann w nicht in endlicher Zeit
explodieren, und u kann auch nicht negativ werden. o

Das Maximumprinzip ist auch als Vergleichsprinzip oder Monotonieprinzip bekannt und hat eine Reihe
von Anwendungen.

Lemma 2.14. Der Fizpunkt u* = 0 ist instabil im Raum X.

Beweis. Wir nehmen Anfangsdaten ug = ug(z) = ¢ fiir ein 6 mit 0 < § < 1. Die Losung u = u(t, x) zu
diesen Anfangswerten ist unabhéingig von x und strebt nach 1, entfernt sich also von u*. O

Lemma 2.15. Der Fizpunkt u* = 1 ist asymptotisch stabil in X .

Beweis. Seien Anfangsdaten ug gegeben mit ||ug — u*|| y = sup,ep |to(z)—1| < 0. Wir wollen zeigen, daf
limy o0 ||u(t, -) — u*|| x = 0, wiinschenswerterweise mit einer nachgewiesenen Mindestgeschwindigkeit fiir
die Konvergenz. Dazu nehmen wir Anfangswerte

o+ = uo,+(z) =1+ 296, ug,— = ug,—(z) =1 — 24, reR

und nennen die dazugehérigen Losungen uy und w_. Dann haben wir u_ (¢, 2) < u(t,z) < uy(t,z) fir
alle (¢, z) € (0,00) x R, wegen des Vergleichsprinzips. Nun sind aber w4 und w_ unabhingig von x, also
Losungen der bereits untersuchen logistischen Gleichung, von der wir bereits wissen, dafl der Fixpunkt
1 asymptotisch stabil ist. O

Wir kénnen das Vergleichsprinzip auch benutzen, um die Ausbreitungsgeschwindigkeit von Losungen
zu Anfangsdaten mit kompaktem Triger zu untersuchen: Dazu sei ug eine Anfangsfunktion mit 0 <
uo(x) < 1 fiir alle z € R, und sei ug(z) = 0 fiir |z| > R. Wir wissen aus Abschnitt 1.12, daf} es Losungen
u = u(t,z) in Form wandernder Wellen gibt mit u(t,z) = v(x — ct), wobei |c| > 2. Je nach Vorzeichen
von ¢ lauft diese wandernde Welle nach links oder rechts. Wir wéihlen ¢ = 2 und finden zwei Wellenprofile
v_ und vy mit

uo(z) < v_(x), uo(z) < vi(x), x € R,

wobei v_ fiir eine nach links laufende Welle steht und v fiir eine nach rechts laufende. Dann gelten fiir
alle (t,x) € (0,00) x R die Ungleichungen

0 <u(t,z) <v_(x+2t), 0 <u(t,z) <vy(z—2t).

In diesem Sinne kénnen wir sagen, dal die Anfangsinformation zur Zeit ¢ = 0 sich maximal mit Ge-
schwindigkeit 2 ausbreitet.
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Als néichstes widmen wir uns der Frage, inwieweit Frontlosungen sich &ndern, wenn ihre Anfangsdaten
gestort werden. Sei z.B. u = u(t,z) = v(z — ct) eine solche Frontlosung (nach rechts laufend) mit
Anfangswerten ug(x) = v(x). Aus der Diskussion des Abschnitts 1.12 wissen wir, dafl lim, ., _ o ug(z) =1
und lim,—, 4 o ug(x) = 0. Weiterhin ist ug eine streng monoton fallende Funktion von x. Nun betrachten
wir Anfangswerte

to(z) = min(ug(x),0),

fir ein 6 mit 0 < § < 1. Dann gilt ||ug — G|l y = 6 < 1. Andererseits ist uo(xz) > §/2 fiir alle z € R,
und die Losung mit Anfangswerten §/2 auf ganz R strebt nach 1, wie bereits aus den Untersuchungen
zur logistischen Gleichung bekannt. Nach dem Vergleichsprinzip strebt die Losung zu Anfangswerten g
dann ebenfalls nach 1 (und zwar in der Topologie von X, also mit gleichméBiger Konvergenz beziiglich z),
entfernt sich also von der typischen Gestalt der Frontlésungen.

Andererseits sind Frontlsungen stabil gegeniiber Storungen mit kompaktem Triger: Sei u(t, z) = v(z —
ct) eine Frontlosung mit Anfangswerten ug(z) = v(x). Sei 4o eine Anfangsfunktion mit

0 < ap(z) <1, reR

und @o(xz) = we(x) fir alle x auBlerhalb eines beschrinkten Intervalls. Dann finden wir verschobene
Anfangswerte uo; und wug , der Form

uo,1(z) = uo(z + Cy), uo,r(x) = up(z + C),

sodafl ug j(x) < Go(x) < up,r(x) fiir alle x € R gilt. Seien u; und w, die dazugehorigen Frontlosungen:
w(t, x) = uo,(x — ct), ur(t, ) = uo,(x — ct).

Nach dem Vergleichsprinzip ist dann (¢, z) < u(t,x) < u, (¢, x), also bleibt der Graph von u eingesperrt

zwischen den Graphen zweier Frontlosungen u; und wu,, die sich beide mit derselben Geschwindigkeit
bewegen.

2.6 Die Gleichung von BURGERS

Die (viskose) Gleichung von Burgers lautet
Ou = 83 — uOzu,

wobei (¢,x) € Ry x R. Anwendungen finden sich beim Beschreiben von viskosen kompressiblen Fluiden
im R! oder auch in der Verkehrssimulation.

Wir interpretieren diese Gleichung als ein parabolisches Problem mit einem weiteren Term u0,u niederer
Ordnung. Dementsprechend wéhlen wir als Grundraum

X = Cl?,glm (R)

Satz 2.16. Seiug € X. Dann gibt es genau eine lokale milde Lisung u € C([0,to], X) mit u(0) = ug.

Beweis. Im Prinzip genauso wie bei KPP. o

Satz 2.17. Seien uy und ug zwei Losungen auf [0,t.] X R mit uy(to, ) < uz(to,x) fir ein to € (0,t.)
und alle x € R. Dann ist auch uy(t,x) < ua(t,x) fir alle (t,x) € (to,t«] x R.

Beweis. Im Prinzip genauso wie bei KPP. o

Folgerung 2.18. Klassische Lisungen zu Anfangsdaten ug € D(A) existieren fiir alle positiven Zeiten.
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Wir suchen auch bei der Burgers-Gleichung wandernde Wellen. Der Ansatz u(t, z) = v(z — ct) fithrt uns
dann auf

*C’UI = ’UN — ’U’U/.

Nach Integration erhalten wir dann
! 1 2
cv+v —51) +d=0,

wobei d sich als Integrationskonstante ergibt. Es ist natiirlich, zu erwarten bzw. zu wiinschen, daf die
Losung v = v(s) fiir s — £oo sich an feste Werte annéhert:

Daraus gewinnen wir die Relationen
Lo
cvi—iviqLd:O.

Das konnen wir als quadratische Gleichung fiir v interpretieren, oder als Gleichung fiir ¢ und d bei
gegebenen vy, v_:

(D) ()=-304)

Insgesamt 1Bt sich zeigen: solche Frontlosungen existieren, falls “—"= > 0.
Wihrend bei der viskosen Burgers-Gleichung klassische Losungen global existieren, ist die bei der nicht-
viskosen Gleichung anders. Diese wird gegeben durch

Ou = —udyu,

oder auch Oyu + ud,u = 0. Dies ist interpretierbar als eine nichtlineare Transportgleichung, die man
mittels der Charakteristikenmethode direkt 16sen kann. Die Charakteristiken sind Geraden mit der Glei-
chung xg + ug(xo)t = const. . Und weil die Losung entlang einer Charakteristik konstant ist, folgt

u (t, xo + uo(z0)t) = uo(xo), Y(t, zg) € [0,00) x R.

Zu jeder solchen Charakteristik gehort im (¢, z)-Diagramm ein Anstieg uo(zo). Entlang dieser Charak-
teristik hat u den Wert wo(xg). Und wenn sich nun zwei solche verschiedenen Charakteristiken fiir ein
t > 0 schneiden, dann kann dort die Losung nicht zwei verschiedene Werte haben; es bildet sich also eine
Singularitét in endlicher Zeit (ein sogenannter Schock).

Als Ergebnis bekommen wir, daf§ die Existenz zeitglobaler Losungen bei der nichtviskosen Burgers—
Gleichung nur in Ausnahmefillen moglich ist.

2.7 Die KORTEVEG — DE VRIES — Gleichung

Die Gleichung von Korteveg und de Vries lautet
Oy = —02u + 6ud,u, (t,z) e Ry x R;

zumindest ist dies die Version, auf die wir unsere Untersuchungen beschrianken. Eine besondere Rol-
le spielen solche Gleichungen bei Untersuchungen von ein-dimensionalen Wasserwellen und Solitonen.
Weiterfiihrende Darlegungen sind in [1] zu finden.

Um das Verhalten der Losungen ein Stiick weit zu verstehen, zerlegen wir die Gleichung in zwei Teile.

Der linearisierte Teil lautet

Ou = —du;
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diese Gleichung kann zum Beispiel mittels Fouriertransformation gelost werden. Unter der Annahme von
u(t,-) € [*(R), dyu(t, ) € [*(R) und d3u(t,-) € I*(R) erhilt man

O l[ut, )l 2 ey = 72/Ru8§’u dz = Z/R(azu)(aiu)dz = /Ram ((05u)?) dz =0,

also [[u(t, )|l 2y = lu(0,-)[| 12 () Diese Identitét interpretieren wir als , Energieerhaltung*. Man beachte,

dafl 9,u dieselbe Gleichung l6st wie u; also gilt auch (unter geeigneten Voraussetzungen an die Glattheit
und das Abklingen) [|9zu(t, )|l 12y = [02u(0, )| 12 ()

Weiterhin kann man zeigen, zum Beispiel iiber die Fouriertransformation, da§ die Losung gleichméBig
abklingt:

sup |u(t, x)| < Ct™ 1/3/|u() x)| dz.
z€R

Da nun die Losung in der L°~Norm abklingt, aber die L*~Norm erhalten bleibt, kann dies nur bedeuten,
daB die Energie iiber den gesamten R, verteilt wird. Dies ist in Ubereinstimmung damit, da auch bei
der linearisierten Korteveg—de Vries—Gleichung Dispersion zu beobachten ist, genauso wie bei der freien
Schrodinger—Gleichung.

Der andere Bestandteil von KdV lautet
Oyu = 6ud,u,

und er verhélt sich offensichtlich genauso wie die Burgers—Gleichung. Das bedeutet also die Erzeugung
von Sprungstellen in endlicher Zeit sowie die Konzentration der Energie [|0,u(t, )| 2 (g in einem Punkt.

Fiir die volle KdV-Gleichung haben wir damit zwei konkurrierende Einfliisse ausgemacht mit entgegen-
gesetzten ,,Zielen“:

e Dispersion: also die Verteilung der Energie auf ganz R,

e Erzeugung von Singularitdten: also die Konzentration der Energie an einer Stelle.

Die Frage ist nun, was dies alles fiir das Verhalten der Losungen bedeutet.

Zunéchst suchen wir wie immer wandernde Wellen:

u(t,x) = v(x — ct) = v(§).

Wir bekommen damit —cv’ = —v"”’

+ 6vv’, also nach Integration die Gleichung
—cv 40" — 3v? = const.

Wir wiinschen uns in unserer Situation lim¢|_ v(§) = 0 sowie limj¢|_o v"(§) = 0, woraus sich die
Integrationskonstante zu 0 ergibt.

Als nichstes schaffen wir den Parameter ¢ fort. Dazu setzen wir
1
£= %C, v(§) = cv(Q).

Daraus ergibt sich dann v”(¢) = ¢23”(¢), und wir erhalten die Dgl
=0(¢) +3"(¢) = 30°(¢) = 0.

Wir setzen w = ¢, und es ergibt sich das System

7 = w,
w =0+ 352
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b w

d Vv

Abbildung 2.1:

mit einer Losung wie in Abbildung 2.1. Bemerkenswert ist, dal man die Losung ¥ sogar explizit angeben
kann, woraus dann auch einer Darstellung fiir u folgt:

B 2c
cosh?(\/c(z — 4ct))’

u(t,x) =

Beachtenswert ist der Zusammenhang zwischen Hohe bzw. , Breite* dieser Welle sowie der Ausbreitungs-
geschwindigkeit c.

In einem n#chsten Schritt betrachten wir die KdV—-Gleichung als HAMILTONsches System. Dazu fithren
wir den Hamiltonian

H(@/ﬂ@(%ﬁ +u3> dz

ein und betrachten die Gateaux—Ableitung von H an der Stelle u, in Richtung einer Funktion v €
Ce(R,):
1
(O H)[v] := hr% —(H(u+¢ev) — H(u))
e—0 g

1 12 2
= lim — M_u_z+(u+gv)3_u3dx
e—0¢& Ry 2 2

1 /1
= lim ~ [ =(2uzev, +&%02) + 3u’ev + 3uc®v® + 20 da
e—=0¢ R 2

= / — Uy + 3ulvda
R

= / (—Uae + 3u®) vda.
R

Der letzte Term ergibt einen Sinn fiir v € X = I?(R;R), und dieses Integral ist eine reelle Zahl. Damit
bekommen wir eine Abbildung

OuH : v (0,H)[v],
O H: X — R.

Also interpretieren wir 9, H als Element des Dualraums X’ = L(X;R). Nun ist aber X = I*(R) ein
Hilbertraum. Aus dem Darstellungssatz von Riesz folgt dann, dafl jedes Element g € X’ geschrieben
werden kann mit Hilfe eines g € X und dem Skalarprodukt:

9(0) = (G, 0) = / (@) de, Vo e I(R).
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Die Abbildung von g zum eindeutig bestimmten § schreiben wir als 3, also § = fg.
Fiir g = 0,H € X' lautet § gerade § = —uyq + 3u? € X.

Insgesamt haben wir damit, wenn u = u(t, z) eine Losung von KdV ist,

Ou = —93u + 30,(u?) = 0y (—Uss + 3u?) = 0,9 = 0,(Bg) = 0,(B0, H),
oder auch

oyu = JBOLH

mit Jw := d,w. Man beachte, daf§ J schief-symmetrisch ist, denn

(Jw,v):/wzvdmz—/wvmda::—(me.
R R

Bemerkung 2.19. Wir erinnern, dafl ein herkémmliches hamiltonsches System der Form

. 0H
p__a_qa
. OH
o

auch geschrieben werden kann als

py_ (0 I _
at<q><[ O)VHJVH,

und J ist schief-symmetrisch im Sinne von J' = —J. Die Entsprechung ergibt sich durch ¥V = [(30,,.

Es ist zu erwarten, daf} ein hamiltonsches System Erhaltungsgrofien aufweist. Und ein vollstéindig inte-
grables System hat unendlich viele solche Erhaltungsgrofien. Eine einfach zu erratende ist die L?~Norm:

at/u2(t,m)dx:/2utumdx:2/u(—umm—i—Guuz)dx
R R R

=9 / Ugp gy + 2(u3)z dz = 2/ Oy (ui + 2u3) dz
R R
=0.
Fiir weitere Erhaltungsgrofien sollten wir zuerst unser Ziel festlegen:

Definition 2.20. FEine Gleichung der Form 0,T(t,x) + 0, X (t,x2) = 0 heifit Erhaltungssatz.

Als Begriindung fiir diese Begriffswahl nehmen wir an, dal 7' € C*(Ry; LH(R)) und X € C(Ry; Wi (R)).
Dann ist

r=-400

8t/ T(t,z)de = / 0T (t,x)dx = f/ 0, X (t,x)de = —X (¢, ) =0,
Ry R R

T=—00

und somit [, T(t,2)dz = const. beziiglich ¢.
Offensichtlich ist

Ot + Oy (aiu — 3u2) =0,

also ist [, u(t, z) do eine Erhaltungsgrofe.

Garantiert nicht mehr offensichtlich ist
3,1 9 9 4 2 2 L,
O | v’ + §um + 0y —Eu + 33U Uy — BUUL + UpUgpy — §uz =0.

Wenn wir nun T3(¢, ) = u3(t,x) + $uZ(t,x) setzen, dann bekommen wir [ T5(t,z)dz = const. als
Erhaltungsgrofie.
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Die néchste Erhaltungsgrofe ist Ty = 5u* 4+ 10uu? + uZ,.

Wie kommt man nun darauf ? Die Antwort liegt in der MIURA—Transformation. Dazu nehmen wir an,
daB u = u(t, z) eine reell-wertige Losung der KdV—Gleichung ist, und daf fiir jedes € mit |¢| < 1 eine
komplex—wertige Funktion w = w(t, z) existiert, fiir die

u(t, ) = w(t, ) +icw,(t, x) — e*w?(t, x), (t,z) e RxR,

gilt. Weiterhin setzen wir voraus, dal diese Funktion w glatt ist, dafl sdmtliche Ableitungen von w
gleichméBig in € beschrinkt sind, und daf w (zusammen mit allen Ableitungen) fiir |z| — oo verschwin-
det.

Der Frage, ob es denn {iberhaupt eine solche Funktion w mit diesen vielen Eigenschaften gibt, wollen
wir nicht nachgehen.

Formal stellen wir nach w um:

W= U — IEWy, + &2w?

= u —ie(u — iew, + e2w?), + 2 (u — iew, + 2w?)?

=u — iUy — E2Wey — i3 (W?)y + %u? + % 2u - (—Hewy) + .. ..

Nach diesem Schema ersetzen wir jedes rechts auftauchende w durch u — icw, + £2w?, rekursiv immer
wieder aufs Neue. Wenn wir diesen Prozef} geniigend viele Schritte durchlaufen lassen, bekommen wir

N
w= ZEkPk(u) + 03N,
k=0

wobei Py (u) einen Term bezeichnet, der auf gewisse Weise von u und dessen Ableitungen abhingt,
und der Rest-Term darf noch Bestandteile von w enthalten. Wenn wir dann formal N — oo schickten,
bekémen wir eine asymptotische Reihe Y 7o " Py (u), iiber deren Konvergenz nichts bekannt ist. Die
zentrale Idee im Folgenden wird sein, fiir diese asymptotische Reihe einen Koeflizientenvergleich gleicher
Potenzen von € zu veranstalten.

Auf jeden Fall ist

0=0u+ agu — Butly
= (w + iew, — e2w?); + (w + iew, — %W?) pur — 6(w + icw, — *w?)(w + iew, — *w?),
= ¥ (Wt + Wapr — 6wWW,)
+ ie (Wet + Wagge — 6Wrw — Bwy,w) + ie (65210z (w2)z + 6w2wm)
—g? (2wwt + (0?) gz — 6WWep — 6w (w?), — 6w?w, + 6€2w2(w2)z)
=g (wt + Wype — bwWw, + 652w2w1)
— €0, (wt + Wype — BWW, + 652w2w1)

—28%w (wt + Wppe — 6Ww, + 652w2w1) .
Damit gilt folgendes: wenn w die modifizierte KdV—-Gleichung
W + Wepe — OWW, + 652w2w1 =0

16st, dann ist u eine Losung von KdV. Nun setzen wir
L(t) = / w(t,z) dz.
R‘T

Die modifizierte KdV-Gleichung kénnen wir schreiben als dyw + 0, (wg, — 3w? + 252w3) = 0. Integration
dieser Identitét iiber R, liefert dann 0,1, (¢) = 0, also ist I unabhéngig von t.
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Und nun rechnen wir wie folgt:

iak-ozo

k=0
= 0l (t)

= 0, ZEkPk dm+8t/(’)(5N+1)dx
R p—o R

N
:ngat/Pk(u)dz+3t/(’)(sNH)dJE.
k=0 R R

Ein Koeffizientenvergleich entsprechender Potenzen von ¢ links und rechts (den man natiirlich noch
rechtfertigen muf) liefert uns dann viele Erhaltungsgréfien: fiir jeden Exponenten eine. Wir haben also
Py (u) = Ty (t, x). Zum Beispiel gilt

I.(t) :/R(ufieum+52(u2+um)+i{—:3(...)+...) dz.

Der Term € ergibt uns genau fRudx = const.. Der niichste Term ist uninteressant. Der Term zu &2

liefert uns die Identitét [, u*dz =0, und der Term mit € bringt uns genau 7.

Zum Abschluf betrachten wir Zweier—Solitonen. Dabei geht es um Folgendes. Bekanntlich ist die KdV-
Gleichung nichtlinear, weshalb das Superpositionsprinzip nicht gelten kann. Wir kennen bereits Losungen
zu KdV, die aus einem einzelnen Soliton bestehen.

Kann dann die ,, Uberlagerung“ zweier verschiedener Solitonen wieder eine Lésung ergeben ? Die Antwort
ist JA: es ist moglich, dafi zwei Solitonen einander begegnen, durchdringen oder iiberholen, und dann
ihren jeweiligen Weg fortsetzen, als ob nichts geschehen wire. Und dafl; obwohl die Gleichung nichtlinear
ist.

Die dabei eingesetzte Methode ist die sogenannte inverse Streutransformation.

Sei u = u(t, z) eine beschrinkte Losung zu KdV. Wir betrachten dann den Operator L = L(t), definiert
durch

L(t)v(z) = —0%v(x) + u(t, z)v(x).

Das ist also eine stationéire Schrodingergleichung mit Potential u(t). Bekanntlich ist der Operator L
selbstadjungiert im I?(R;), also

(Lv,w) = (v, Lw)
und D(L) = D(L*) = H?(R,). Der Operator L(t) hat diskretes und kontinuierliches Spektrum:
A€ ogisk(L(t): < v € H*(R) mit Lv = v und v # 0 < L — \ nicht injektiv,
A€ Teont(L(t)): < L(t) — X injektiv, R(L(t) — \) dicht in I*(R), aber R(L(t) — \) # I*(R).

Hierbei bezeichnet R(L(t)— ) den Bildraum des Operators L(t) — A. Das diskrete Spektrum wird auch als
Punktspektrum bezeichnet, es kann auch leer sein. Zum Beispiel hat —92 auf I*(R,) nur o.on: = [0, 00).

In X =C9 gibt es endlich viele Eigenwerte 0 > Ay > Ay > -+ > Ay, und ein Kontinuum [0, c0) als

b,glm
kontinuierliches Spektrum. Wir schreiben A(k) = k% als Element von oeon.
Zu Ay, ..., An haben wir dann Eigenfunktionen ¢, mit [, [k (z)|? dz = 1 und asymptotischem Verhalten
e T L — 400,
k() ~ { na
e : X — —o0.

Hierbei ist k2 = —\y.
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Zu den Eintriigen (k) = k? des diskreten Spektrums haben wir , Eigenfunktionen® v (k, z) mit

e kT L b(k)ek*  :x — +oo,

a(k)e ke D — —00.

Das bedeutet: fiir ein gegebenes Potential © = u(t, ) haben wir Streudaten

()‘k (t)7 Ck (t))kzl ..... N sowie ()‘(tv k)7 b(t7 k))ke]R :
Es 148t sich zeigen (mit groferem Aufwand):

d d

E)\k(t) =0, E)\(t’ k) =0,
Len ) = 4 (t) Lt k) = —sikb(t, k)
dtCk = 2R Ck B dt 3 - ) .

Es folgt, daB8 Ay und A(-, k) Erhaltungsgréfien sind.

Nun interessieren wir uns fiir die umgekehrte Richtung: seien die Daten a, b, c und A gegeben. Wie sieht
dann u aus 7

Die Antwort kénnen wir hier nur angeben und anhand eines Beispiels illustrieren, aber nicht begriinden.
Zur Vereinfachung der Notation lassen wir oft die Variable ¢ weg. Dann wird « = u(x) gegeben durch
() = 2L K(z,)
u(r) = -2—K(z,x
dl' ) )

wobei K = K(x, z) Losung ist zu

K(x,z)+ F(x + 2) +/ K(x,y)F(y+ z)dy =0, Vz, (2.4)
y=x
wobei
al 1
— 2 —kKjT el ikx
F(x) _;Cje + 5 /Re b(k) dk.

Die Frage der Existenz und Eindeutigkeit der Losung K einer solchen Integralgleichung lassen wir offen.

Als Beispiel nehmen wir N = 2 sowie k1 = 1, ko = 2 mit ¢; = /5 und ¢ = /7. Weiterhin sei b(0,k) =0
fiir alle k. Dann folgt sofort b(¢, k) = 0 als Losung der Differentialgleichung fiir b(-, k). Wenn wir weiterhin
die Differentialgleichungen fiir ¢ 16sen, bekommen wir

ar(t) = Ve, co(t) = VTe3?t,

Ab jetzt wird die t—Abhingigkeit der Funktion ¢, Fy, K und lj nicht mehr erwidhnt (Fj, und [l;, werden
gleich definiert).

Wir haben dann
F(z) = Fi(z) + Fy(x) = 5e3 7% 4 7¢5422,
Fiir K = K(z, z) machen wir den Ansatz
K(w,z) = hi(z)e™ + o(x)e™*,

mit im Moment noch unbekannten Funktionen /; und l5. Mit diesem Ansatz gehen wir in (2.4) hinein
und bekommen:

0=1lh(z)e 4+ la(x)e™ + Fi(z)e ™ + Fy(x)e 2

+ / T (W@ + l(@)e ) (Fi(:)e + Fa()e™) dy.

=T
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Nun ist aber

o0 e—OLI
—Qay —
/ e dy = ;
y=z «

und somit bekommen wir

0=1l1(z)e * +la(x)e * + Fi(z)e + Fy(x)e %

1 1
+ lL(z)Fyi(2) - 56_235 + L(x)Fa(z) - 56_335

1 1
+ la(z)F1(2) - 56_335 + la(x)Fa(2) - 16_435.

Wir erinnern an Fy(z) = 5¢3 7% und Fy(z) = 784722,

Ein Koeffizientenvergleich beziiglich der linear unabhingigen Funktionen z + e~? und z + e~ 2% fiihrt
uns dann zu

0=11(z) + Fi(z) + () - = - 5e¥72 £ ly(x) - = - 5S35

)

. 7ebit—da

0= lo(x) 4+ Fa(z) + 11 (x) - = - 754737 4 [y (x) -

ol = 1ol =
_
|

Dies konnen wir umschreiben zu
14+ %egt—ch %egt—?):c ll(l') o Fl (1.) L 568t—$
%664t—3x 14 £e64t—4w 12 (,CC) - F2 (,CC) - 7664t—2w .

Mittels Cramerscher Regel kommen wir dann auf

D= (1 + gestQI) (1 + 26642541) _ §664t73xe8t73x

9
5 7 35
— 14 Ze8t—2x 4 L 64t—dz | 27 T2t—6x
Tt Ty TR
1 *56815793 §e8t73:c 1 . 35 e
hi@) = D det (7664’52?’3 14:’%66415—4:,: =D —5e8TT 4 Eemt 5z )
1 1+ 5 p8t—2x _geSt—= 1 o 35 .
la(x) = D det ( %684“3“’ I ) 7042w 4 Eent )

Insgesamt bekommen wir dann
u(t,z) = =20, (Li(t,x)e™" + la(t, x)e ") .

Das kann man dann umformen zu

144e™1162 (2520 4 1975 cosh(64t — 4x) + 4984 cosh(8t — 2x) + 3415 sinh(64t — 4x) + 9016 sinh(8¢ — 2z))
(35€72 + T72e6% 4 126€64t+27 4 180e8t+47)? '

Es sollte auch moglich sein, diesen Ausdruck so umzuformen, dafl sémtliche noch verbliebenen exp— und
sinh—Terme ausgetauscht werden gegen cosh—Terme, sodafl am Ende nur noch cosh(2z — 8t), cosh(4x —
64t), cosh(x — 28t) und cosh(3x — 36t) iibrig bleiben.

Ein anderer schéner Zweier—Soliton ist in [1] angegeben:

3 + 4 cosh(2x — 8t) + cosh(4x — 64t)

t,x)=—12 .
u(t, o) (3 cosh(z — 28t) + cosh(3z — 36t))?2

Das interessante x—Gebiet ist jeweils [—30, 30] fiir ein Zeitintervall [—8, 8].
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Anhang A

Lineare Algebra

Beweis zu Lemma 1.29. Wenn die Eigenwerte von A reell und verschieden sind, dann bestehen die Spal-
ten von P~! aus den reellen Eigenvektoren, und Fall 1 liegt vor.

Wenn die Eigenwerte von A reell und gleich sind, dann bestehen die Spalten von P~! aus Eigenvektoren
bzw. Hauptvektoren, und es liegt Fall 1 oder Fall 2 vor.

Wenn die Eigenwerte von A nicht-reell sind, dann sind sie verschieden, und wir haben also einen Eigenwert
= a+if mit 3 # 0 und o, 8 € R. Der Eigenvektor w hat die Gestalt w = w; + iws mit wy, ws € R?
und

A(wy +iwg) = (o +16) (w1 + iwa).

Die Vektoren w; und ws sind linear unabhéngig: ansonsten hétten wir z.B. wy = yws mit einem v € R,
und also (nach Division durch (v + 1)) die Gleichung Aws = (« + i8)ws. Die linke Seite ist reell, die
rechte Seite nicht.

Wir haben also die Gleichungen
Awy = awy — Pws, Awy = fwy + aws.

Nun stellen wir die Spaltenvektoren w; und wa nebeneinander und nennen die entstehende (invertierbare)
Matrix P~1. Dann erhalten wir

APt =p71Jg

mit der Matrix J wie im dritten Fall. O
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