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Kapitel 1

Ziel der Vorlesung

Im Wesentlichen wollen wir folgende Punkte behandeln:

e Pseudodifferentialoperatoren (PDO) auf Mannigfaltigkeiten, insbesondere elliptische ¥DO,

e deren Eigenschaften, insbesondere Spektraleigenschaften.

Was sind Pseudodifferentialoperatoren ?

Es sind Verallgemeinerungen von partiellen Differentialoperatoren (PDO). Sei P = P(z, D) ein solcher
auf dem R": also

P(z,D;) = Y aa(z)DS,

lee|<m
wobei P die Ordnung m € N habe, und die Koeflizienten a, seien glatte Funktionen auf dem R", die
gemeinsam mit allen Ableitungen beschrinkt seien, also a, € C5°(R™).

Weiterhin sei D = 1V mit i = —1 und DY = D% - ... D% fiir einen Multi-index o € N" mit
a = (a1,...,a,) und |a] = a3 + -+ + ap. Nun sei 4(£) der Wert der Fouriertransformierten einer
Funktion u, die glatt genug ist und im Unendlichen schnell genug abklingt, also

(€)= (Fa—eu)(€) = /]R () da.
Dann ist (D%u) 7€) = £*a(§), wobei wir £* sinngeméf genauso definieren wie D®, also £* = &7 .. .-,

Damit konnen wir dann schreiben

(P(z,Dy)u)(z) = ) aa()(F,£70(6)) ()

la|<m

= eiré an(x)E%0 de
—/Rg > an(@e i) g

lal<m

Nun setzen wir d¢ := (27)~"d¢ sowie p(z,€&) = > jaj<m Ga(2)€, und wir bekommen die kompakte
Schreibweise -

(P(x, Dy)u)(z) = / F*p(a, €)iu(€) .

Re

Die Funktion p heiit pseudodifferentielles Symbol zum Operator P, man schreibt auch p = o(P). Fiir
PDO ist dieses Symbol ein Polynom in £.

Die folgenden Eigenschaften sind einigermaflen offensichtlich:

o fiir |£] — oo zeigt p = p(x, §) ein polynomiales Wachstumsverhalten, mit einer Wachstumsordnung,
die gleich der Ordnung des Operators P ist,

e Ableitungen von p nach £ reduzieren diese Wachstumsordnung,
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6 KAPITEL 1. ZIEL DER VORLESUNG

e Ableitungen von p nach z lassen im Allgemeinen diese Wachstumsordnung unveréndert.

Die zentrale Idee beim Einfiihren von ¥DO ist nun: man ersetze p durch eine Funktion, die nicht unbedingt
ein Polynom in ¢ ist, aber trotzdem diese drei Eigenschaften erfiillt. Der dazugehorige Operator P heif3t
dann ¥DO.

Beispiel: Es ist 0(A) = —[¢[?, wobei A = 377, 8%1,. Dieser Operator ist das Paradebeispiel fiir einen

elliptischen Operator. Wir kénnen uns || geschrieben denken als ¢ T 1,,£, wenn ¢ ein Spaltenvektor ist
und I,, die Einheitsmatrix. Diese ist offensichtlich positiv definit, was die Bezeichnung elliptisch erklért.

Noch etwas schéner ist 1 — A mit dem Symbol o(1 — A) = 14 [¢]%. Er ist deshalb noch schéner, weil
man jetzt durch das Symbol dividieren darf, ohne Arger bei Division durch Null zu bekommen. Dieser
Operator ist dann sogar invertierbar, und wir haben o((1—A)~!) = ﬁ Und wir stellen fest, dafl dies

ebenfalls ein pseudodifferentielles Symbol ist, mit Wachstumsordnung —2.

Damit ist die spétere Definition von Pseudodifferentialoperatoren ein Stiick weit skizziert, und es ergeben
sich einige Fragen:

e Da die ¥DO eine Verallgemeinerung der PDO sein sollen: welche der typischen Eigenschaften von
PDO gelten auch noch fiir ¥DO ? (Abbildungseigenschaften zwischen Sobolevriumen, adjungierte
Operatoren und komponierte Operatoren sind wieder Operatoren vom selben Typ, Spektraleigen-
schaften)

e Was sind die Vorteile ? (Einen kénnen wir schon erahnen: wie aus dem Beispiel ersichtlich, werden
die inversen Operatoren (soweit vorhanden) zu elliptischen PDOn vermutlich ¥DOn mit negativer
Ordnung sein)

e Wie kann man WYDO auf @ C R" sinnvoll definieren (eine Schwierigkeit besteht in der Definition
von 4, falls w nur auf einem Teil des R™ gegeben ist)

e Wie kann man DO auf Mannigfaltigkeiten definieren ?

e Wie weit kann man ¥DO sinnvoll verallgemeinern ? (das wird uns zu Fourierintegraloperatoren
(FIO) fithren, als Losungsoperatoren fiir hyperbolische Differentialgleichungen).

Noch ein Wort zur Literatur: die Vorlesung orientiert sich an Kapitel 1 aus Shubin [13]. Die Standardre-
ferenz ist Hormander [8], wenn auch nicht ganz leicht zu lesen.



Kapitel 2

Begriffe aus der
Distributionentheorie

Dieses Kapitel orientiert sich an [8]. Eine gut lesbare Darstellung ist in [22], und ein anderer (und
vom funktionalanalytischen Gesichtspunkt m.M.n. reizvoller) Zugang findet sich in [11]. Siehe auch [20]
und [21].

2.1 Testfunktionen und Distributionen

In diesem Kapitel ist 2 C R™ ein Gebiet (also offen und zusammenhéngend), nicht unbedingt beschrénkt.
Fiir den Rand 0f2 setzen wir nichts in Bezug auf Glattheit voraus.

Wir brauchen noch eine Definition:

Definition 2.1. Seien A und B Teilmengen des R™. Wir schreiben A € B, wenn der Abschluf$ von A
im Innern von B enthalten ist.

Man beachte, dal die Mengen A und B beide unbeschrénkt sein konnen. Wenn man sich die Menge A
also kompakt wiinscht, soll man das zusétzlich fordern.

Nach dieser Vorbereitung konnen wir jetzt loslegen:

Definition 2.2 (Testfunktionenraum D(Q)). Wir setzen
C5o(Q) ={u: Q — C: u ist unendlich oft differenzierbar, suppu € ), suppu kompakt }

und schreiben auch D(Q) := CF (). In diesem Raum definieren wir eine Konvergenz wie folgt: wir sagen,
dafl eine Folge (¢j)j—oo gegen @ im Raum D(Q) konvergiert, wenn es ein Kompaktum K €  gibt mit
supp ¢; C K fiir alle j, und

lim sup |07 (p;(z) — ¢(z))| =0
J—00 JJEK

fir alle Multi-indizes o € N™. Diese Konvergenz schreiben wir auch als
D .
pj — ¢ (j — o).

Offensichtlich ist D(Q2) ein C—Vektorraum.

Nun konnen wir Distributionen definieren:

Definition 2.3 (Distributionenraum D’(Q2)). Die Menge
D'(Q) ={T: D(Q) — C: T ist linear und folgenstetig}

heifst Raum der Distributionen iiber 2.
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Hierbei bedeutet Linearitéit natiirlich T'(cp+0v) = oT (¢)+ BT () fiir alle o, 8 € C und alle p, 9 € D();
und die Folgenstetigkeit bedeutet, dafl lim;_,.. T(¢;) = T'(¢) fiir alle Folgen (¢;);— 00 mit

D .
pj— ¢ (J = 00)
Man sieht schnell, dafi auch D’(2) ein C—Vektorraum ist.

Eine dquivalente (was wir nicht beweisen werden) Definition ist:

Definition 2.4 (Distributionenraum D’(Q)). FEine lineare Abbildung T: D(Q) — C heifit Distributi-
on, wenn gilt: fiir jedes Kompaktum K € Q gibt es Konstanten C € R, k € N mit

TP <Cllellery V9 eCe(Q),  suppp C K.

Wenn fiir alle Kompakta K dieselbe Zahl k gewdhlt werden kann, dann heifst die kleinste solche Zahl k
Ordnung von T'.

Beispiel: Sei f € C(Q) und T(p) = [, f(z)p(x) dz fir ¢ € C§°(Q). Man beachte, daB f auf dem Rand
von {2 beliebig starke Polstellen haben kann Oﬁ’ensmhthch reicht auch f € LIOC(Q) als Voraussetzung,
das heifit: f € L}(K) fiir jedes Kompaktum K € (.

Beispiel: Sei 29 € Q und o € N™. Setze T'(¢) = (0%¢)(x0) fiir p € C§°(Q).

Beispiel: Sei (z1, 22, ... ) eine Folge in Q mit Grenzwert auf dem Rand 9Q. Sei (o), a(?|...) eine Folge
von Multi-indizes, und sei (a1, aq,...) eine Folge in C. Setze

T(p) =Y ;0" @)x). ¢ € CF(Q).

Fiir ein festes ¢ enthilt diese Summe nur endlich viele Summanden # 0. Die Folge der |a()| darf
unbeschrénkt sein; dann ergibt sich eine Distribution unendlicher Ordnung.

Jede Funktion f € L} () erzeugt eine Distribution Ty gemif der Formel T¢(¢) = [, f( x) de.
Dieses Konzept ist so wichtig, dal man einen eigenen Namen dafiir gewahlt hat man sprlcht von
Tegularen Dzstmbutwnen Dlese Zuordnung ist injektiv in folgendem Sinne: wenn f,g € L} (Q) mit
Jo f( z)de = [, g(x)p(x) dz fir alle p € C§°(Q), dann ist f = g im L _(€2), das heifit, daB f und g
uberall (bls auf eine Nullmenge) den gleichen Wert annehmen.

In diesem Sinne betrachten wir Distributionen als verallgemeinerte Funktionen.

Satz 2.5 (DIRAC-Distribution). Sei 0 € Q. Sei f € C5°(Q) mit [, f(x)dz =1 und f(x) >0 fir alle
x € Q. Wir setzen

1 x
fola) = E—nf(g), e>0.
Dann ist lim._, g [, fe(x)p(x) dz = ¢(0) fir alle ¢ € C§°(9).
Beweis. Ubungsaufgabe. o

Die Distribution, die eine Testfunktion ¢ auf ihren Wert an der Stelle x = 0 abbildet, heifit Delta-
Distribution von Dirac. Wir beobachten, dafl diese Distribution ,angenéhert* werden kann durch eine
Folge von regulédren Distributionen. Zuné#chst sollten wir aber die Konvergenz von Distributionen defi-
nieren:

Definition 2.6 (Konvergenz in D’). FEine Folge (T1,T5,...) von Distributionen konvergiert gegen ein
T € D'(R2), wenn lim,; o Tj(p) = T(p) fir jedes ¢ € D(N) gilt.

Das heifit also, daf der Vektorraum D’(£2) mit der schwach-*-Topologie ausgestattet wird.

Im Sinne dieser Definition wird also die §—Distribution durch eine Folge reguldrer Distributionen an-
gendhert, deren darstellende Funktionen f. Graphen haben, die mit schrumpfenden & immer schmaler
und hoher werden. Daher riithrt die Physiker-Sprechweise ,,die Delta-Funktion ist iiberall gleich Null, blof3
im Ursprung hat sie den Wert oo, aber ihr Integral {iber den gesamten Raum ist gleich eins®“, der wir uns
aus naheliegenden Griinden nicht anschlielen werden.

Es ist tibrigens der Normalfall, daf} eine Distribution angenéhert werden kann durch regulédre Distribu-
tionen:
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Satz 2.7. Sei T € D' (). Dann existiert eine Folge (T1,Ts,...) C C§°(Q) mitlim; .o, Tj = T in D' (Q),
also

lim [ Tj(z)p(x)de =T (p), Yo € C5°(2).

J—=o o
Man sagt auch, dal D(Q) in D'(Q) (folgen-)dicht liegt.

Beweis. Siehe [8], Band 1, Theorem 4.1.5. O

2.2 Trager von Distributionen

Fiir herkommliche Funktionen f ist es interessant zu wissen,

e wo nichttriviale Werte sind (Trédger von f, supp f),

e wo Singularitéten sind (singulérer Tréger von f, sing-supp f).

Hierbei sagen wir, dafl eine Funktion in einem Punkt eine Singularitdt hat, wenn sie dort nicht unendlich
oft differenzierbar ist.

Diese Begriffe wollen wir auch fiir Distributionen definieren; und zwar auf eine solche Weise, dafl bei
reguldren Distributionen genau der herkommliche Begriff entsteht.

Definition 2.8 (Triger suppT). Sei T € D'(Q). Wir sagen, daff ein Punkt xg € Q zum Triger von T
gehdrt (xo € suppT ), wenn fiir jede offene Umgebung U C Q von xzq eine Funktion ¢ € C§°(U) existiert
mit T(p) # 0.

Man kann auch definieren: zy ¢ supp 7’ genau dann, wenn es eine offene Umgebung U von z( gibt mit
U C Qund T(p) =0 fiir alle p € C§°(U).

Definition 2.9 (Singulidrer Triger sing-supp 7). Sei T € D'(Q). Wir sagen, dafi ein Punkt xo € Q
nicht zum singuldren Triger gehiort (xo & sing-suppT'), wenn es eine offene Umgebung U C Q von xg
und eine Funktion f € C=(U) gibt mit T(¢) = [, f(z)¢(x)dz fir alle ¢ € C§°(U).

Das bedeutet: in einer Umgebung von zq ist T identisch zu einer reguldren Distribution, die von einer
C*°—Funktion erzeugt wird.

Dementsprechend ist dann x € sing-supp T' genau dann, wenn es keine offene Umgebung U von zq gibt,
sodaf} die Einschrankung von T auf U gleich einer C*°—Funktion ist.

Hierbei ist die Einschrinkung Ty von T auf U definiert durch Ty () := T(p) fir alle ¢ € C§°(U) C
C§e ().

Wenn nun P = P(z,Dz) = 3, /<pn %(®)Dg ein PDO mit Koeffizienten a, € C*°(R2) ist, dann gilt
offensichtlich fiir jede Funktion u € C™ () die Beziehung

sing-supp(Pu) C sing-supp u.

Die Theorie der ¥DO wird uns spéter liefern, dafl sogar die Gleichheit gilt, wenn P ein elliptischer PDO
ist.

Man sieht nach einem scharfen Blick auf die Definitionen: Q \ supp T ist eine offene Menge, und Q \
sing-supp 1" ist auch eine offene Menge. Also sind supp T und sing-supp 7' abgeschlossene Mengen in der
induzierten Topologie auf €2, was der Erwartung entspricht, dafl der Tréger einer Funktion abgeschlossen
sein sollte.

Definition 2.10 (Topologie im Testfunktionenraum ¢&). Wir setzen £(Q) = C*°(Q), ausgestattet
mit der von den Halbnormen

P > sup |00p(x)l

\a|§mx€K

erzeugten lokalkonveren Topologie, wobei m € N und K € Q alle Kompakta durchliuft.
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Definition 2.11 (Distributionenraum &'(2)). Wir setzen
Q) ={T €D (Q): suppT €Q, suppT kompakt }.
Die Elemente von &' () heiffen Distributionen mit kompaktem Triiger.
Wir wollen T' € £'(€2) anwenden auf ¢ € C*(Q). Achtung: meist ist ¢ & C5°(Q).
Dazu wéhlen wir kompakte Mengen K7 und Ks mit
supp?l € K; € Ky € Q,

und wir wihlen eine sogenannte Abschneidefunktion ¢ = ¢(z) mit ¢ € C§°(Q) und supp ¢ C Ko sowie
1 = 1 auf K;. Dann setzen wir

T(p) =TWy),  »eC=(Q),
wobei wir die rechte Seite als Paarung von 7' € D’ () mit ¢¢ € C§°(€2) verstehen.

Diese Konstruktion liefert uns einen Wert, der von ¢ sowie den Kompakta /K und K3 nicht abhéingt. Denn
seien K1, Ko andere Kompakta, und sei 1) eine andere Abschneidefunktion (mit denselben Eigenschaften
wie oben angegeben), dann ist

T(p) = T(y),
aufgrund von supp 7' N supp(iﬁp — ) = 0.
In diesem Sinne erzeugt T € €'(Q2) eine lineare Abbildung von &(€2) nach C.
Satz 2.12. Der Vektorraum E'(Q) ist gleich dem topologischen Dual zu E(S2).

Beweis. Wir untersuchen die Topologie von £({2 genauer. Bei der Konstruktion der Halbnormen kénnen
wir uns auf abzdhlbar viele Kompakta K & €2 beschréanken, z.B. der Gestalt

1
Kj{;ceQ:|x|§j, dist(x,aQ)z—.}, J €Ny
J

Dann haben wir es mit abzéhlbar vielen Halbnormen zu tun, die die Topologie erzeugen. Offensichtlich
ist dann () ein Fréchet-Raum!, und die Begriffe ,stetig® und ,folgenstetig® sind fquivalent.

Wir wollen zeigen:
e wenn 1" € £'(Q), dann ist T eine lineare und stetige Abbildung von &(2) nach C,
e wenn 7: £(2) — C linear und stetig ist, dann ist T' € £'(Q).

Zum ersten Punkt:

Sei T' € €'(Q). Dann ist T € D'(Q2) und supp T € Q. Und wir haben T'(¢) := T () fiir ein ¢ € C§° (),
das nur von 7" abhéngt. Weiterhin haben wir kompakte Mengen K; und Ky mit suppT € K; € Ky € )
sowie supp ¥ C Ks, ¥ = 1 auf K;. Die Linearitéit von T ergibt sich aus der Definition der Wirkung von
T auf .

Bleibt die Stetigkeit zu zeigen. Sei nun ¢; £, @ fiir j — oo mit Funktionen ¢; € £(2). Das bedeutet
Pm(0; — @) 2.0 tiir jede Halbnorm p,, von &(Q2). Mit obigem % ist dann
Yy~ e (j = o0)
sowie
Vs > e (j = 00).
Weil T € D’(Q), ist dann auch

T(hp;) — T(g) (j — o).

IEs wire schon, wenn D(Q) auch ein Fréchet-Raum wiire, aber dem ist nicht so. Immerhin sind auch in D(Q) die Begriffe
»stetig® und ,folgenstetig” gleichbedeutend.
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Zum zweiten Punkt:

Sei T': () — C linear und stetig, also auch folgenstetig. Wir zeigen: T' € D’(Q) und supp T € 2 sowie
die Kompaktheit von suppT'.

Sei jetzt also ¢; 2, ¢, insbesondere also supp ¢; C K €  fiir alle j und ein Kompaktum K. Dann ist

P(ps — ) == 0 (j — o)

fiir jede Halbnorm p,, von £(f2), also auch

& .
pj — ¢ (j — 00),

und damit ist dann T'(p;) S, T(p) fiir j — oo, weil die Abbildung T: () — C stetig ist nach

Voraussetzung. Also ist T' € D'(2).
Jetzt untersuchen wir supp 7'. Diese Menge ist abgeschlossen in Q.

Angenommen, supp 7 wire unbeschrinkt (das ist nur méglich, wenn auch 2 unbeschriinkt ist). Dann
finden wir unendlich viele offene Umgebungen Uy, Us, .. ., mit Radius < % und Abstand der Mittelpunkte
> 1, die in Q sind, und deren jeweiliger Mittelpunkt in supp 7’ enthalten ist. Zu jeder solchen Kugel U;
existiert eine Funktion ¢; € C§°(U;) mit T(p;) = 1. Dann ist ¢(z) = Z;’il @;(x) eine Funktion aus
C>(Q); fiir jedes x €  hat diese Reihe hichstens einen Summanden ungleich 0. Diese Reihe konvergiert
in der Topologie von &€(f2), weil ein beliebiges Kompaktum innerhalb © nur endlich viele solche Kugeln

Uj enthalten kann. Aber T'(p) wire gleich 7% | T'(¢;) = oc. Das kann nicht sein.

Angenommen, supp 7" wiirde bis an 92 ,heranreichen®. Dann finden wir wieder unendlich viele offene
Umgebungen U; innerhalb €2, deren Radienfolge nach 0 konvergiert, deren Mittelpunkte in supp 7' ent-
halten sind, und deren Mittelpunktsfolge einen Grenzwert auf dem Rand 92 hat, sodafl diese Kugeln sich
nicht {iberlappen. Dann sind in jedem Kompaktum K & 2 nur endlich viele U; enthalten. Zu jedem Uj;
finden wir ein ¢; € C§°(U;) mit T'(p;) = 1. Wir setzen wie zuvor ¢(z) = 2;11 @, (x) mit Konvergenz in
E(Y). Dann ist ¢ € C*°(Q2) aber T'(p) = oo. Das kann auch nicht sein.

Also ist supp T beschriankt, und es ist supp T’ € €. O
Gelegentlich niitzlich ist folgende Eigenschaft:

Satz 2.13. Sei T € D'(Q) eine Distribution der Ordnung k mit Triger suppT = {xo} € Q. Dann gibt
es Zahlen a,, € C fir |a| < k, sodaf

T(p)= Y aa(@29)(z0), Ve € CF(Q).

|al<k

Beweis. Siehe [8], Band 1, Theorem 2.3.4. O

2.3 Operationen fiir Distributionen

Wir haben bisher nur wenige Operationen in D’(£2): Addition und Multiplikation mit Zahlen.

Im Folgenden ergénzen wir:

e Multiplikation mit Funktionen aus C*°(£),

e Differentiation.

Dabei wollen wir die Definition so gestalten, dal wir den herkdmmlichen Begriff wieder gewinnen, wenn
die fragliche Distribution eine regulire Distribution sein sollte, die von einer glatten Funktion erzeugt
wird.

Wir erinnern uns: zu T' € D’(Q) existiert eine Folge (11,75, ...) C C5°(2), sodafl

T(p)= lim [ Tj(z)e(z)dz, Vo € C5o(82).

j—oo Q
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In diesem Sinne ist 7} 2,7 fiir j — oo. Wir rdumen ein, da§ wir an dieser Stelle die Distribution (als
Abbildung von D nach C) und die diese Distribution erzeugende Funktion (als Abbildung von {2 nach
C) mit demselben Buchstaben T; bezeichnen, in der Erwartung, dafl keine Konfusion entsteht. Bei dieser
doppelsinnigen Schreibweise bleiben wir bis vor Definition 2.16.

Fiir eine Funktion a = a(z) € C*(Q) wollen wir aT € D’(Q) definieren. Dabei wiinschen wir uns

(aT}) D aT fiwr J — 0. Das ist gleichbedeutend zu

(aZy)(p) = (aDT)(p), (j—00), Ve OP(9).

Wegen aT; € C3°(Q2) konnen wir allerdings die linke Seite umformen zu
C .
(@T)(¢) = [ a@Ty(o) - ple)de = [ Ty(@) - alwhpla) do = Ty(ap) < Tlap) (G = 0).

Also legen wir fest:

Definition 2.14 (Multiplikation von Funktion und Distribution). SeiT € D’(Q) und a € C*(Q).
Dann wird eine Distribution oT € D'(QY) definiert als

(@T)(p) :=T(ap), ¢ €5 ().

Bemerkung 2.15. Das Produkt aT lifst sich auch definieren fir a,T € D'(Q) unter der Voraussetzung
sing-suppa N sing-suppT = 0. Ohne diese Voraussetzung wird es schwierig: Man kann zeigen, dafl es
unmdglich ist, eine Multiplikation von Distributionen zu definieren, bei der das Assoziativgesetz gilt, und
die im Falle von Funktionen mit der iblichen Multiplikation ibereinstimmt. Ein (teilweiser) Ausweg aus
dieser Situation sind die COLOMBEAU-Algebren, auf die wir hier aber nicht eingehen wollen.

Als néchstes wollen wir 937 definieren. Wenn T eine glatte Funktion sein sollte, dann soll dies natiirlich

mit der klassischen Ableitung iibereinstimmen. Also ist unser Wunsch wieder 057} 2, 05T, was gleich-
bedeutend ist mit

(B2T)(p) = (2T)(p), Vg e C(Q).

Und wieder kénnen wir die linke Seite umformen (mittels partieller Integration) zu

(05T;)() = / (05T (@) ple) da = (~1)1° / Ty () (0% (x)) dz = (~1)IT;(020) -S> (—1)lIT(02).

Also legen wir fest:

Definition 2.16 (Ableitung von Distributionen). Sei T € D'(2) und o € N". Dann wird eine
Distribution 05T € D'(Q) definiert als

0 T)(p) = () T(35¢), v € C5(Q).
Bemerkung 2.17. Es ist 000T = 020°T.

Satz 2.18. Die Abbildungen T — oT und T — 0T sind linear und stetig als Abbildungen von D’(Q)
nach D' (Q).

Beweis. Folgt direkt aus Satz A.35. (]

Beispiel 2.19. Sei H: R! — R! die HEAVISIDE-Funktion, definiert als

H(z) = {1:1‘>07

0:z<0.

Dann ist H = 4.
Man kann auch H(0) =1 definieren und bekommt ebenfalls H' = 0.
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2.4 Fouriertransformationen

Wir brauchen noch einen weiteren Raum von Testfunktionen.
Definition 2.20 (ScHWARTZ—Raum). Die Menge
S(R™) := {cp € C*(R™): sup |xo‘8£<p(x)} < oo Vo, € N"}
rER™

heifst SCHWARTZ-Raum der schnell fallenden Funktionen.

Offensichtlich ist dies ein C—Vektorraum, dessen Topologie von den in der Definition genannten Halbnor-
men erzeugt wird, sogar ein Fréchet—Raum.

Definition 2.21 (FoURIER—Transformation). Fiir eine Funktion f € [}(R™) definieren wir die Fou-
riertransformierte von f als

F©) = (Fame () = / ¢~ (1) da.

R

n
x

Man beachte, dafi dieses Integral (entgegen der Meinung einiger Physiker) nicht existieren muf}; wenn
f e 2R").

Satz 2.22. Die Fouriertransformation ist linear und stetig als Abbildung von §(R™) nach S(R™). Es ist

(Dﬂcjf)/\(g) = Ejf(g)a (ajjf)A(E) = _ngf(é-)’ j=1...,n, f€ S(Rn)a §eR™

Beweis. Ubungsaufgabe. O
Satz 2.23 (Inverse Fouriertransformation). Fir ¢ € S$(R™) ist

() = / e%@)%, e R™

n
3

Beweis. Wir wollen zeigen, daf3

ey pta) = | ( /

fiir alle ¢ € $(R™) und alle x € R™. Leider konvergiert das Integral rechts nicht absolut, sodafl die
Reihenfolge der Integrale nicht getauscht werden kann.

Wir wéhlen eine Funktion ¢ € §(R™). Dann haben wir

| eetoneas= [ ( /|
- [ o) ( /

V8 p(y) dy) de,

n
Y

dEp(y) dy) P(£)dg

n
3

eTTIEP(E) d£> dy

n
3

= /}Rn el +y)P()y) dy.

Nun nehmen wir 1(¢£) mit einem positiven & anstatt ¢(£). Dann ist die Fouriertransformierte ¢ (y) zu
ersetzen durch e " (y/e). Somit folgt

| eeoneeas = [ plarnei (L) ay (21)

4 Ry

- / (@ +ey)i(y) dy.

n
Yy
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Wir schicken € nach +0 und wenden den Konvergenzsatz von Lebesgue an. Dann folgt
00 [ doeae=vto) [ da
Jetzt konnen wir ¢ wihlen: sei ¢(€) = exp(—21]¢[?). Dann ist 1(0) = 1 und (y) = (2m)"/2 exp(—1yl?)

sowie fRZ O(y)dy = (2m)".

Die Fouriertransformierte von 1 1d8t sich fiir n = 1 recht schnell bestimmen, indem man die Differenti-
algleichung 9,9 (y) = —y¥(y) beweist und ¢(0) bestimmt. O

Als Folgerung ergibt sich sofort, daf die Fouriertransformation ein Isomorphismus von §(R™) auf §(R™)
ist.

Aus (2.1) bekommt man mit 2 = 0 direkt

/n o dr = / o da. (2.2)

Weitere Gleichungen, die man leicht nachweisen kann, sind

[ e@i@de =0 [ s, (23)

(P)1€) = 2m) (e D)) i= 2m) " [ ple~miblman

(9 9)T6) = G(E)U(©).
Die Identitédt (2.3) heifit auch PARSEvALsche Gleichung. Man beachte, dafi die Gleichungen schéner
werden, wenn man fiir die Differentiale der Kovariablen die Konvention d¢ := ﬁ d¢ einfiihrt. Schliellich
wird der Ausdruck (f x g)( fRn (y) dy als Faltung oder auch Konvolution bezeichnet (wenn
man sich die Gestalt des Integranden anschau‘c7 kann man vielleicht erahnen, was den Wortschopfer

womdglich zu dieser Bezeichnung veranlafit hat).
Genauso, wie wir einen Dualraum zu D(2) eingefithrt haben, definieren wir nun einen Dualraum zu
S(R™):
Definition 2.24 (Raum §8'(R") der temperierten Distributionen). Wir setzen
§'(R™) :={T: 8(R™) — C: T linear und stetig }.

Dieser Vektorraum heif$t SCHWARTZ—Raum der temperierten Distributionen.

Die Stetigkeit bezieht sich natiirlich auf die lokalkonvexe Topologie im 8(R™), die von den Halbnormen
erzeugt wird.

Beispiel 2.25. Jede Funktion f = f(xr) € C>®(R"), die fir |z| — 00 h()’chstens polynomial wichst,
erzeugt eine Distribution Ty € 8'(R™) gemdf der Formel T¢(p) == [, f( x)dx, wobei ¢ € §(R™).
Fiir exponentiell wachsende Funktionen f gilt dies nicht unbedmgt Weil also in einem gewissen Sinne
nur mafvolles Wachstum zulissig ist, nennt man diese Distributionen temperiert. Finzelheiten kommen
weiter unten.

Es kann sein, dafl unsere Notation im Folgenden nicht immer prézise unterscheidet zwischen einer langsam
wachsenden Funktion f und der von dieser erzeugten temperierten Distribution Ty € §.

Lemma 2.26. Der Testfunktionenraum D(R™) ist folgen-dicht in S(R™) enthalten, und der Einbettungs-
operator ist (folgen-)stetig.

Beweis. Ubungsaufgabe. o

Demnach ist jede lineare und stetige Abbildung von $(R™) nach C auch eine lineare und stetige Abbildung
von D(R™) nach C. Das bedeutet §'(R™) C D'(R™) als Teilmengenbeziehung.

Es gilt sogar mehr: diejenige Abbildung, die ein T € 8'(R™) interpretiert als ein Element von D’(R"™),
ist injektiv. Denn sei T € 8'(R™) mit T(p) = 0 fiir jedes ¢ € D(R™). Dann ist auch T'(¢) = 0 fiir
jedes ¢ € $(R™), weil D(R™) folgen-dicht in §(R™) liegt. Also haben wir 8'(R™) — D'(R™) als stetige
Einbettung.
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Folgerung 2.27. Aus Satz A.35 folgt: Man kann T € 8'(R™) mit a € C*°(R™) multiplizieren und erhilt
al € D'(R™), sogar aT € §'(R™) wenn a € Cp°(R™). Weiterhin gehiren Ableitungen 03T zu §'(R™),
wenn T € §'(R™).

Aus der Formel (2.2) nehmen wir Inspiration zur Definition von 7"

Definition 2.28 (Fouriertransformation in 8'(R")). Sei T € §'(R"). Dann definieren wir T’ € 8'(R™)
durch

T(p):=T(p), ¢8R

Aus Satz A.35 bekommen wir dann, dafl die Fouriertransformation ein topologischer Isomorphismus von
8'(R™) auf sich ist.

Funktionen aus dem I?(R"™) haben héchstens polynomiales Wachstum. Also erzeugen Funktionen aus
dem I?(R™) reguliire Distributionen aus dem 8'(R"), was wir schreiben wollen als I?(R") — §'(R").
Diese Schreibweise ist aus bereits erwihntem Grunde problematisch, eigentlich miiite man schreiben
I2_s/ I2(R™) C 8'(R™), wobei I;2_g ein Operator sein soll, der eine I?~Funktion abbildet auf die von
ihr erzeugte Distribution. Eine solche Notation hat sich aber nicht eingebiirgert. Auf jeden Fall konnen
wir der Funktion u € I*(R") eine Fouriertransformation 4 € 8'(R™) zuordnen. Das 1}t sich verbessern:
die Einbettung $(R") — I*(R") ist folgen-dicht?, und fiir ¢ € 8(R") gilt die Plancherel-Identitiit:
HcﬁHiQ(Rn) = (2m)" H(p||i2(Rn). Mit Dichtheitsargumenten bekommt man dann @ € L?(R") fiir u € I?(R").
Das bedeutet, daf die Fouriertransformierte @ nicht nur eine Distribution aus 8'(R™) ist, sondern sogar
eine Funktion.

Es koénnen auch glatte Funktionen Elemente von 8'(R™) sein, die schneller als polynomial wachsen. Um
dies zu sehen, miissen wir etwas ausholen. Zunéchst gibt es auf dem R™ mindestens zwei relevante Integral-
begriffe: zum ersten das herkémmliche Lebesgue-Integral fiir Funktionen aus dem L!'(R"), zum zweiten

das uneigentliche Lebesgue-Integral im Sinne von limpg_, f\w\ <R - - - dz. Diese sind unterschiedlich, wie
die Funktion x — (sinz)/x zeigt, die nicht zum L'(R') gehort. Wenn eine Funktion f € L} (R") eine
Distribution aus dem 8'(R™) erzeugen soll, dann mufl der uneigentliche Integralbegriff verwendet werden.
Das folgt aus der in der Definition von 8'(R™) geforderten Folgenstetigkeit und der folgendichten Einbet-
tung D < 8. Nun stellt man fest, dafi die Funktion f = f(x) = exp(x) - cos(exp(z)) = 9. (sin(exp(x)))
tatsichlich eine Distribution aus dem 8'(R!) erzeugt, denn auf endlichen Intervallen [—R, R] C R ist die

partielle Integration unproblematisch durchfithrbar. Aber f wéchst schneller als polynomial.

2.5 Das Kern-Theorem von SCHWARTZ

Seien A und B Funktionenriume iiber einem Gebiet 2, zum Beispiel Sobolevriaume. Wir stellen uns die
Frage, wie lineare stetige Abbildungen zwischen A und B aussehen miissen. Diese Frage wird beantwortet
werden vom Kern-Theorem von Schwartz, fiir das wir aber noch einige Vorbereitungen brauchen.

Definition 2.29 (Tensorprodukt von Funktionen). Seien Q1 C R™ wund Qo C R™ Gebiete, also
offen und zusammenhingend. Fir Funktionen u; € C(Q;), j = 1,2, definieren wir das Tensorprodukt
U1 @ ug € C(Q x Qo) als

(u1 ® UQ)(CL‘l,ZCQ) = Ul(ml) 'U2($2), (.1‘1,.%'2) € Q1 x Q.

In der Anwendung wird oft ; = 5 sein, das ist aber nicht zwingend.
Wir halten fest, daf§ fiir u; € C(2;) und ¢; € D(2;) gilt:

// (u1 @ uz) - (o1 ® p2) dey dag = (/ U1 d$1) (/ U2 d$2) .
Ql XQQ Q1 Q2

Das a8t sich auf Distributionen u; iibertragen:

Satz 2.30 (Tensorprodukt von Distributionen). Seien u; € D'(Q;) fir j = 1,2. Dann ezistiert
genau eine Distribution u € D'(Q1 X Q2) sodaf

u(p1 @ pa) = u1(p1) - ua(p2)

2Ubungsaufgabe !
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fir alle 1 € D(Q) und o3 € D(Qy) gilt. Weiterhin ist, fir alle p € D(Qy x Qa),

u(p) = ux [uz (w1, 72))] = uz fur (p(z1, 22))] , (2.4)
wobei u; nur bzgl. der Variablen x; operiert und die andere Variable als Parameter unberiihrt ldfst.
Wenn u; € £(Q;), dann gilt die obige Darstellung auch fiir p € £(Qq x Q2).

Wir schreiben u = u1 ® us und nennen dies Tensorprodukt.
Beweis. Siehe [8], Band 1, Theorem 5.1.1. O

Bevor wir uns nun dem Kern—Theorem néhern, fithren wir noch eine Schreibweise ein.

Definition 2.31. Fir eine Distribution u € D'(Q) und eine Testfunktion ¢ € D(Q) bezeichnet

(u,0) pr () xp(@) €C

das Ergebnis der Anwendung von u auf ¢, also u(p). Entsprechende Schreibweisen vereinbaren wir fir die
Paarungen &' x & und 8’ x 8. Wir haben bzw. vereinbaren folgende Relationen zwischen den verschiedenen
Paarungen:

<T550>8/><8:<T7§0>‘D/><®a TES/) 90697
<Ta 90>S’><S <Ta 90>D’><’D ) Te 8/’ Y e D.

Als Motivation betrachten wir eine Funktion K = K (1, 22) € C(Q1 x Q3) und definieren

(Kep)(z1) = A K(z1,22)p(72) dzo

fiir eine Funktion ¢ € Cp(Q2), dem Raum der stetigen Funktionen mit kompaktem Triiger innerhalb
von Q9. Dann ist Kp € C(21). Beachte, dal K beliebige Polstellen haben kann, falls 1 — 0Q; oder
X9 — 892

Wenn wir obige Gleichung mit ¢ € Cy(€2;) paaren, bekommen wir

/Ql(ﬂﬁp)(m) cp(zy)dzy = //lem K(x1,22) - (¥ ® ) (21, 22) day dza.

Wenn wir den linken Faktor im Integranden als Distribution interpretieren, erkennen wir die Idee des
Kern—Theorems von Schwartz.

Theorem 2.32 (Kern—Theorem von SCHWARTZ).
1. Sei K € D'(Q1 x Q2), und fiir ¢ € D(Qs) sei Ko € D'(Q) definiert durch

(Ko, V)i () xpan) = ¥ @ ©)pr(0) x00)x D@1 x0) » ¥ € D((h).
Diese Abbildung ¢ — K ist linear und stetig von D(Q2) nach D'(Q) in folgendem Sinne:
D(Qs) D'(21)

Wenn ¢; —" 0 konvergiert, dann konvergiert auch Xy; ~— " 0 (jeweils fir j — o).

2. Sei K eine Abbildung von D(Q2) nach D'(Qy), die linear und stetig ist in obigem Sinne. Dann
existiert genau eine Distribution K € D'(Q; x Qs) mit

(Ko, V) (1) x(1) = U ® ©) i (0, x00) x D (921 x0) -
fir alle ¢ € D(1) und alle p € D(Ny).

Die Distribution K heifit Kern zum Operator XK.
Beweis. Siehe [8], Band 1, Theorem 5.2.1. O

Die Abbildung X darf die Glattheit der Funktion ¢ praktisch beliebig verschlechtern. Das bedeutet
insbesondere, daf jede fiir uns relevante Abbildung von diesem Theorem erfaf3t wird.
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Beispiel 2.33. Sei Q1 = Q2 und Kp = ¢, also K gleich der identischen Abbildung. Dann ist (K, 1) =
le o(x1)Y(x1) dar, und es stellt sich heraus, daf die Distribution K gegeben ist durch

(K, @) pyr (0, 01 x D (01 x01) :/Q (1, w1) day,

1

fiir alle ® € D(Q1 x Q). Der Triger der Distribution K ist auf der Diagonalen,
supp K = diag(Qq x Q1) :={(x1,21) € 0 x Q1: 21 € N }.

Man beachte, dafy K keine Funktion bzw. requldre Distribution ist. Im Physiker—Jargon haben wir
K(x1,22) = 0zy=s,, wobei § die Delta—Distribution bezeichnet.

Satz 2.34 (Gldttende Operatoren).
1. Sei K € C*(Q1 x Q2) und K: D(Q2) — D'(21) definiert durch
(Ko, ¢) == (K, @),  VpeD(), ¢ecDEh)
Dann kann K stetig fortgesetzt werden zu einer Abbildung
K: &) — ()
gemdap
(Kp)(@1) == o(K(21,7), 9 €&(Q), x1€. (2.5)
2. Sei K: &'(Qa) — E() linear und stetig, dann existiert genau ein K € C°°(Qq x Qg) mit (2.5).

Man sagt auch: ,,glatte Kerne erzeugen glittende Operatoren®.

Beweisskizze. 1. Sei K € C*° (21 x Q2) und ¢ € &'(Q2). Die Paarung

@(K(Ilv )) = <90’ K(Ila ')>£/(92)x8(92)

hiingt glatt vom Parameter x; ab, ergibt also eine Funktion aus dem C*°(;). Fiir Einzelheiten
verweisen wir auf [8] und auch Lemma 2.41.

2. Sei K: &'(Q2) — &(1). Fiir ein z2 € Qg setzen wir
K(-,l‘g) = K(SzZ,

wobei ., die Delta-Distribution am Punkt zo bezeichnet. Das ergibt eine Funktion aus dem
C*°(Q1), die in noch unbekannter Weise von einem Parameter x5 abhingt. Um die Regularitét
bzgl. x5 zu untersuchen, betrachten wir Differenzenquotienten: sei dazu v € R™, mit v # 0. Dann
ist
K(,xo +tv) — K(-,z2)
t

1
=X <¥(5z2+tv - 512)) .
Fiir t — +0 strebt die linke Seite zur Richtungsableitung 0, K (-, z2), und die rechte Seite nach
K(Oydz,). Nun ist aber auch 9,0,, eine Distribution aus &’(£2z), also existiert der Grenzwert, und
K ist einmal stetig nach x4 differenzierbar. Wenn man diese Argumentation wiederholt, findet man
K e COO(Ql X QQ)

Damit haben wir dann (2.5) gezeigt, fiir alle Distributionen ¢ € £'(Qs), die als endliche Linearkom-
binationen von Delta-Distributionen geschrieben werden koénnen. Und solche Distributionen sind
folgen-dicht? in &(). Also gilt (2.5) fiir alle ¢ € &'(2).

o
Beispiel 2.35. Wir wihlen Q = R™. Sei (Xp)(z) = (p*f.)(x), fir o € Lt _(R™), und f-(z) = =" f(z/e),

loc

wobei f e C°(R™) mit f(x) >0 fir alle x € R™, und [, f(x)dx = 1. Ausgeschrieben lautet das
(X)) = | felo—y)ely) dy,

und wir haben die Kernfunktion K(x,y) = f-(x —y), die offensichtlich glatt ist und einen Triger hat in
einem Schlauch der Breite O(e) um die Diagonale von R™ x R™.

3Ubungsaufgabe
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2.6 Distributionen auf Mannigfaltigkeiten

Fiir eine etwas ausfiihrlichere Darstellung des hier behandelten Zugangs verweisen wir auf [7] und auch [8,
Kapitel 6.3]. Wir werden spéter ein weiteres Mal Distributionen auf Mannigfaltigkeiten definieren (und
dabei einem etwas komplizierteren Weg folgen).

Sei M eine reelle C'°°~Mannigfaltigkeit der Dimension n; iiber den Rand von M wird im Moment nichts
vorausgesetzt. Die Karten von M schreiben wir als (€2, k;), wobel £; ein Homeomorphismus von einer
offenen Menge €2; C M auf eine offene Menge Qj C R™ ist. Sei nun j = 1,2. Wenn nun Q7 N Qs # O ist,
dann ist bekanntlich Iﬁlli;l ein Diffeomorphismus von x5 (21 N Qo) auf k1 (21 N Q).

Definition 2.36 (Funktionenriume auf Mannigfaltigkeiten). Wir sagen, dafi u € C*(M) oder
w € LY, (M) ist, wenn die Funktion

loc

uo /-{j_l =(uo /-@j_l)(x) = u(l-@j_l(x)), x € §;

ein Element von C*(Q;) bzw. von IR, (Q;) ist, fir jede Karte (Qj, ;).

Das sind keine normierten Riume.

Fiir spétere Zwecke ist es ratsam, eine andere Beschreibung zur Verfiigung zu haben, die wir uns jetzt
erarbeiten.

Sei u € C*(M), und sei u,, := uo k"' das in die Karte heruntergezogene u. Dann ist u,, € C*(Qy).
Analoges gilt fiir eine andere Kartenabbildung ks. Es ist unmittelbar einsichtig, dafl

Uy () = U, 0 (K1K5 ")(T), Vo € ka(21 N Q).

Umgekehrt: angenommen, zu jedem r; existiere ein u,; als Funktion in Qj, und es gelte die Identitéat
-1

Uy = U, O (/@1/-@2_1) fiir alle z € k2(2:NQ2), dann existiert genau eine Funktion v auf M mit u,; = UOK;

fiir alle ;, und es ist u € C*(M) genau dann wenn wu,,, € C*($;) fiir alle j.
Wihrend wir zuerst von u auf u,; geschlossen haben, sind wir anschlieend umgekehrt vorgegangen.

Nun wollen wir D'(M) definieren. Wenn u eine Distribution auf M sein soll, dann wird ein (noch passend
zu definierendes) uy,; vermutlich eine Distribution auf {2; C R" sein, und es sollte wiinschenswerterweise
die Ubergangsbedingung 1u,, = u,, o (k145 ') gelten.

Also brauchen wir zunéchst die Definition der Komposition von Distributionen mit Diffeomorphismen.

Seien Q1, Qs C R™ offen, und sei

’l/): Ql HQQ;
YT T :1/)(1’1)

ein Diffeomorphismus von € auf Qy. Wenn u € C°(s), dann ist u o1 € C(Q;). Sei nun ¢ € C§°(Qy),
dann ist

| wou@) - pendn = |

w(za) - o (22)) - [det(p™") (z2)| dws.

Diese Identitéit motiviert uns nun zu folgender Definition: wenn u € D’(Q), dann setzen wir uoy) € D’ ()
fest als

<UO¢7<P>®/(Ql)x®(Ql) = <u7 (90O¢71)|det(¢7l)/|>~p/(ﬁ2)x@(g}2) ) VQD € D(Ql) (26)
Die Abbildung
U= U0,
D'(Qa) — D' (1)

ist stetig bzgl. der kanonischen schwach-*-Topologien. Wir schreiben statt u o 1) gelegentlich auch ¢ *u
und nennen dies den Pullback von Distributionen (keinesfalls zu verwechseln mit dem Pullback 1* von
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Funktionen, auch wenn die Notation dieselbe ist). Die Konsequenz daraus ist: laut Satz 2.7 ist die Einbet-
tung D(2) C D'(Q) folgen-dicht. Wir kénnen uns also u € D’(€22) angenéhert denken durch eine Folge
in D(02), und es ergibt sich die Kettenregel

9 Ay du -
(o) =3 <am£k> - ((M o¢> B )

j=1

Die Kettenregel gilt also auch fiir die Komposition von Distributionen und Diffeomorphismen.

Analoges gilt fiir die Multiplikation mit a € C'* (Qg):

(a-u)oth = (ao®)) - (uor), uE'D’(Qg).
Nun haben wir alle Zutaten beisammen:

Definition 2.37 (Distributionen auf Mannigfaltigkeiten). Sei M eine C°° -Mannigfaltigkeit. Wenn
es zu jeder Karte (25, 1;) eine Distribution u.; € D'(§);) gibt mit

Uy = U, O (/-@1/12_1) in Kko(21 NQ),

dann heifit dieses System der u,; Distribution auf M. Die Menge aller solchen Distributionen schreiben

wir als D'(M).

. .. —1y - . . .. . . . .
Hierbei ist der Term w,;, o (k145 ) im Sinne der obigen Komposition von Distributionen und Diffeomor-
phismen zu verstehen.

Jede stetige Funktion v € C°(M) kann als Distribution aufgefat werden, wenn wir v € C°(M) mit dem
System der u; :=uo Iij_l identifizieren.

Ohne Beweis geben wir an:

Satz 2.38. Fulls M ein Gebiet des R™ ist, dann stimmt die obige Definition mit Definition 2.8 und
Definition 2.4 tberein.

Bemerkung 2.39. Fin anderer Zugang (siche auch [7]) ist wie folgt:

Der Raum D' (M) wird definiert als Raum aller stetigen Linearformen auf dem Raum der glatten Dichten
mit kompakten Trager.

Dabei heifit L eine Dichte, wenn L ein lineares Funktional auf C§° (M) ist, sodaf fiir jede Karte (€, k;)
eine Funktion L*i € C*(§);) existiert mit

Lp) = L L% (poril)dE, Ve C(Q).

Man kann auch Dichten an die Distributionen anmultiplizieren und dann diese Distributionendichten
invariant als Dual zum C§° (M) definieren. Wir werden darauf spditer noch mal eingehen.

Schliefflich betrachten wir Differentialoperatoren: Wenn 2 C R"™, dann haben wir

P= Z aq () DY

lee|<m
mit Koeffizienten a, € C*(). Offensichtlich ist P linear und stetig als Abbildung von C°°(£2) nach
Cck(Q).

Sei nun M eine C°°~Mannigfaltigkeit. Wir sagen, dal P: C*°(M) — C*(M) (linear und stetig) ein PDO
ist, wenn es zu jeder Karte (Q;, ;) einen PDO P" mit C*—Koeffizienten gibt, sodaf

(Pu) o /-@j_l = P%(uo f-@j_l) in Q; (2.7)

gilt, fiir alle u € C°(M).

Was soll nun Pu sein, wenn u € D'(M) ?
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Wir schauen uns (2.7) an noch mit einer anderen Karte, wobei z7 = (k145 ") (277) mit 277 € k2(Q1 N Q)
und z7 € kK1(21 N Qa):

(Pu)(ky ' (21)) = ((Pu) o vy ") (21) = (P™ (wo 7)) (21),
(Pu)(ky " (z11)) = ((Pu) o w3 ) (wrr) = (P™(wo k3 1)) (w11)-

Die linken Seiten sind gleich, also miissen auch die rechten Seiten gleich sein. Wir setzen v = u o ﬁfl, und
wir konnen v € Cg°(r1(Q1 N Qy)) annehmen. Wenn wir dann z; = (k15 *)(277) einsetzen, haben wir

(P*v) ((k1ks ') (1)) = (P (vo kiky ")) (211).
Insgesamt bekommen wir die Vertréglichkeitsbedingung
(P™v) o (k1ky ') = P™ (vo (kiky '), Yo € C5° (k1 (21 N Q). (2.8)

Auf der rechten Seite konnen wir die Kettenregel anwenden, die aber auch fiir Distributionen zur
Verfiigung steht. Also muf} (2.8) auch fiir alle v € D' (k1 (21 N Qy)) gelten.

Sei nun u € D'(M), also ist (gem#B unserer Definition) u ein System von Distributionen u,, € D'(Q;)

mit Uy, = U, © (fzmgl) in k2(€1 0Qs). Die Einschrinkung von u,, auf k1(2; NQs) ist auch ein Element
von D'(k1 (21 N Q2)). Also gilt, gemif (2.8),

(P uy,) o (k1K ") = P (ug, 0 k1K5 ")) = P,

Das bedeutet, daf auch die Familie (P u,;); die Ubergangsbedingung aus Definition 2.37 erfiillt. Damit
ist dies auch eine Distribution; diese nennen wir Pu.

Schliellich widmen wir uns der Frage, wie man den Hauptteil eines PDO auf einer Mannigfaltigkeit
definieren kann. Im Falle von 2 C R" ist dies einfach: zu

P(z,D;) = Y aa(z)DS

lo|<m

ist der Hauptteil gleich

Pu(x,D2) = Y aq(x)DS.

|a]=m
Sei nun ¢ € C*°(Q) und 7 € R. Dann haben wir, immer noch fiir Q C R,

e ITe@) peie@) — P (1 grad o(x)) + O(T™Y), T — 00.

Das l&8t sich auf Mannigfaltigkeiten verallgemeinern:

Definition 2.40 (Hauptteil eines Operators). Sei P ein PDO auf einer Mannigfaltigkeit M. Wir
definieren

ord(P) = sup { Ordnung der 7-Polynome e "?Pe™?: p € C*° (M)}

Im Falle von m := ord(P) < oo definieren wir den Hauptteil P, von P durch die Beziehung, daf
Pp(x, dp(x)) der Koeffizient von 7™ sein soll im Polynom e~ '™#(®) Pelm#(®),

Der Vorteil dieser Definition besteht darin, daf} sie invariant ist: das heifit, daf} sie bzgl. sémtlicher Karten
gleich aussieht.

2.7 Sonstiges und Technikalitéiten

In diesem Abschnitt tragen wir einige Dinge zusammen, die eine gewisse Bedeutung haben, aber nicht
im Zentrum unserer Aufmerksamkeit stehen sollen (die Distributionentheorie ist sehr umfangreich).
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Lemma 2.41 (Ableiten nach Parametern). Sei g € D'(Q,), und fiir ¢ € D(Q, x Q) setzen wir
’lp(l‘) = <g(y)7So(x7y)>’D/(Qy)><D(Qy) 9 WS Qz

Dann ist ¥ € D(Qy) und
Op(x) = <g(y)a3?50($ay)>®/(9y)x®(ﬂy) ; z € Q.

Wenn (¢1,92,...) C D(Qy x ) eine Folge ist mit ¢ 2, @ fiir j — oo, und
¥ (@) = {9(¥), i (@ Y)) prq,)xpi,) T E L

dann ist auch ; 2, Y fiir j — oo.

Beweis. Offensichtlich ist ¥(z) definiert fiir jedes z € €, und es gibt! Kompakta K, € Q,, K, € Q,
(abhiingig von ¢) mit supp ¢ € K, x K, also auch supp ¢ € K.

D(Q
Die Funktion ¢ ist stetig, denn wenn lim, . z; = x, dann ist o(xj,-) 2(0y) o(x,-), also auch

lim;_,o ¥ (z;) = ¥ (x), denn Distributionen sind definiert als folgenstetige Abbildungen vom Testfunktio-
nenraum nach C.

Die Funktion ¢ ist differenzierbar, denn fiir e, = (0,...,0,1,0,...,0) € R™ ist

o~ | =

(bta-+161) = 0(0) = (al0). § (plo +tery) — pla.0) ) ,

D"(2y) xD(Qy)

und die rechte Seite strebt fiir t — 0 nach (g(y), O, ©(z,v)).

Analog zeigt man die Existenz hoherer Ableitungen, also ist ¢ € C°°(£2,), und wegen supp ¢ € K, ist
dann auch ¢ € D(Qy).

Sei nun ¢; — ¢ in der Topologie von D(, x Q). Aus Definition 2.4 haben wir

(@) < Cy llee; Mo x,) »

mit Konstanten Cy; und m, die nur von g und K, abhéngen. Also ist

(@) = ¥ (@)] < Cy (@) =@ )l ek, »
und somit lim; o || — lffjHLoo(KI) = 0. Analog zeigt man lim;_, |05 (¢ — wj)HLOO(KI) = 0. Man beach-
te, daf} die Tréger der v); in einem einheitlichen Kompaktum echt innerhalb €2, enthalten sind. Damit ist

die Konvergenz der Folge der v; gegen v in der Topologie von D(2,) gezeigt. O

Eine Variation davon beweist sich fast genauso:

Lemma 2.42 (Ableiten nach Parametern). Sei g € S(R™), und fiir ¢ € S(R™ x R™) setzen wir
V(@) = (9(y), 2T, ¥)) s/ (rrv)xs®mw)» T ER™.

Dann ist ¢ € S(R"*) und
(@) = (9(y), 03 0(T, Y)) s mruyxs®rvy» T ER™.

Wenn (p1,92,...) C 8(R™ x R™) eine Folge ist mit ¢ 8, @ fiir j — oo, und
Vi (@) = (9(¥), 05 (@ Y)) s @royxs@me)» T ER™.

dann ist auch ; 8, Y fiir j — oo.

Gelegentlich niitzlich ist noch folgender Satz:

4nichttriviale Ubungsaufgabe
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Satz 2.43. Zu jedem ¢ € D(Q, x Q) existiert eine Folge (1, p2,...) C D(Qy x Q) mit Konvergenz

©j 2, @ fiir j — oo, wobei jedes p; die Gestalt

N
(P_j(m,y) = Zuk(x)vk(y)a up € D(Qz)a Vg € D(Qy)
k=1
hat.
Beweis. Seien K, € Q, und K, € , Kompakta mit suppy € K, x K,. Selen x € C5°(;) und

1 € C§°(y) mit x =1 auf K, und ¢ =1 auf K.

Der Approximationssatz von Stone—Weierstrafl besagt, dafl jede stetige Funktion auf einem Kompaktum
in der L>°~Norm angenéhert werden kann durch eine Folge von Polynomen. Eine entsprechende Version
gibt es auch fiir C*-Normen. Sei also Py = Py (7, y) ein Polynom mit

102 — 05, P V]a| < k.

1
||L°°(KI><Ky) = E’
Dann definieren wir ¢k (x,y) := x(2)¢¥(y) P (z,y). O

Bemerkung 2.44. Fir f € D'(Q,) und g € D'(y) haben wir dann f Q@ g =g® f, denn zu zeigen wdre
(f®g,0)=(9® f,¢) firalle p € D(Qy x Q) und p € D(Qy x Q) mit Y(y,x) := ¢(z,y). Das gilt aber
unmittelbar fiir alle Testfunktionen ¢ mit der Gestalt (x,y) = > p_; uk(z)vk(y), siehe auch Satz 2.30.
Insbesondere haben wir jetzt den rechten Teil von (2.4) gezeigt.

Bemerkung 2.45. Analog gilt f @ g =g ® f fiir f,g € 8'. Das folgt aus 8’ C D’.
Lemma 2.46 (Stetigkeit von Tensorprodukten). Sei (f1, fa,...) C D'(Q,) eine Folge von Distri-

butionen mit f; , f fir j — oo, und sei g € D'(Yy,). Dann ist

D’ .
das Tensorprodukt ist also (in jedem Faktor) folgenstetig als Abbildung von D'(Qy) x D' (Qy,) nach D’ (£, x

Beweis. Sei ¢ € D(Q; x Q). Dann ist mit ¢ wie in Lemma 2.41, und mit der Definition des Tensorpro-
dukts geméiB (2.4)

<fj ®g’¢>D’(S?I><Sly)><D(QI><Qy) - <fja <g(y)aSO(I?y)>‘D’(Qy)X‘D(Qy)>,D/(Q )X D(2)

= <fj7"/)>’D’(QI)><D(Qz) ’

und fiir j — oo strebt das nach

(f0)pr@yxp(an) = (F @89 pi(a,x0,)x D@ x0,) -
O

Bemerkenswert ist, dal man unter bestimmten Voraussetzungen ein Integral aus einem Dualitdtsprodukt
herausziehen darf:

Lemma 2.47 (,,Fubini®). Seien f € D'(Q,) und ¢ € D(Q, x Q). Dann ist

<f,/Q p(z,y)dy

> = [ U@ i oy W
y D’ () x D(2) y

Beweis. Sei 1(y) die Funktion, die jedes y € Q, auf 1 abbildet. Diese Funktion identifizieren wir mit der
durch ihr erzeugten reguléren Distribution. Dann ist (vgl. (2.4))

(fele)={f(Ly)
gleich der linken Seite, und mit ¥ (y, x) := ¢(x,y) ist

(& f¢) =1 (f;¥)
gleich der rechten Seite. Nun ist aber 1 ® f = f ® 1. O

Bemerkung 2.48. Analoges gilt mit § statt D und R"™* statt Q,, R™ statt Q.



Kapitel 3

Elemente einer Theorie partieller
Differentialgleichungen

In diesem Kapitel wollen wir in kompakter Form einige zentrale Aspekte zu partiellen Differentialglei-
chungen zusammentragen. Eine gut lesbare Einfithrung findet sich in [19].

3.1 Historische Einteilung

Wir betrachten auf dem R™ PDO zweiter Ordnung: P(z,0;) = Zla\<2 aq(x)0Y. Es hat sich herausgestellt,
daf3 diese Operatoren nicht alle gleichartig sind: die Losungen u = u(z) zu Differentialgleichungen Pu = f
konnen sehr unterschiedliches Verhalten zeigen, je nach der Art des Operators P.

Es scheint also ratsam, die allgemeinen PDO zweiter Ordnung in verschiedene Typen zu sortieren, und
diese jeweils fiir sich zu untersuchen. Wir beobachten dazu, dal ein PDO zweiter Ordnung immer ge-
schrieben werden kann als

P= Zajk 68k+2b )0; + c(x

7,k=1

wobei a;i, = ar;. Im Falle konstanter Koeflizienten kénnen wir dies auch schreiben als

a1 QA1n 81 a1
P0y)= (01 ... 0On)| : : S I (TR S I A e

an1 “. QAnn (')n (')n

was uns an quadratische Formen L(z) = 2" Az + b"z + ¢ erinnert. Bekanntlich kann man Quadriken
{z € R": L(z) = 0} fiir n = 3 in verschiedene Klassen einteilen, zum Beispiel Ellipsoide, Hyperboloide
und Paraboloide (sowie viele Sonderfille), was die Wortwahl der folgenden Definition erklért.

Definition 3.1 (Typeinteilung). Sei A € R™ ™ symmetrisch und positiv definit, und sei b =
(b, b1,...,by) " € R sowie ¢ € R.

Dann heifit der Operator in R™
Z ai;0:0; +Zb 0+ c
7,7=1
elliptisch; der Operator im R””
P(ax) = 39%0 — Z aij&-aj — ijaj —C
i,j=1 §=0
heift hyperbolisch; und der Operator im R'*"
P(c’)l) = 6% — Z aijai(’)j — ijaj —C
i,j=1 j=1

23



24 KAPITEL 3. ELEMENTE EINER THEORIE PARTIELLER DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

heifit parabolisch.

Diese Definition hat sich historisch ergeben, und es hat sich herausgestellt, dafl einige Operatoren von
groler Bedeutung nicht von dieser Definition erfa3t werden, wir erwdhnen nur:

e den Cauchy—Riemann-Operator % = %(6% + ia%),

e den zeitabhéngigen Schrodingeroperator %6,5 — A, wobei A = 2?21 8?.

3.2 Charakteristiken und heutige Definitionen

Definition 3.2 (Charakteristiken). Sei Q C R™ ein Gebiet, und in Q sei eine Hyperfliche S gegeben
als S = {x € Q: p(x) =0}, wobei ¢ eine reell-wertige Funktion der Glattheit C> sei, mit grad p(z) # 0
auf ganz S.

Wir sagen, daf8 S im Punkt @, € S charakteristisch fiir den Operator P(z, Dy) = -4 <p, @a(x)Dg (mit
glatten C—wertigen Koeffizienten ay) ist, wenn

P (2, grad (z,)) = 0.

Hierbei ist P, der Hauptteil von P.
Wir sagen, daf8 S eine Charakteristik zu P ist, wenn S an jedem Punkt von S charakteristisch fiir P ist.

Beispiel 3.3. Der Laplace-Operator P = A mit P(x,¢) = —|€|? hat keine Charakteristiken.

Beispiel 3.4. Der Cauchy—Riemann—Operator % hat keine Charakteristiken.

Beispiel 3.5. Sei P = 02 — A mit A = Z?:1 83],. Dann fiihrt Pp((te, x+), (Vie)(te, ) =0 auf

(G- - (320) -

also z.B. p(t,x) =t* — 22 — ... — 22 =2 — |2|?. Die Gleichung ¢ = 0 beschreibt dann den sogenannten

Lichtkegel (genauver: den Dualkegel zum Lichtkegel, siehe [19]).
Beispiel 3.6. Sei P = 0, — A. Die Gleichung Po((ts, zx), (Viz9)(ts, zx)) = 0 ist dann

oo (90 o9\
0. 2% k e ) =0
ot +(8z1) Tt o, ’
mit einer (von unendlich vielen) Lésung (t,x) = t. Die Fliche S = {(t,x) € RT": ¢t = 0} ist dann eine

Charakteristik fir den parabolischen Operator P = 0y — /.

Bemerkung 3.7. Im allgemeinen kann man sagen: wenn man ein Problem Pu = f betrachtet mit
Anfangsdaten auf einer charakteristischen Hyperfliche, dann ist das Problem nicht wohl-gestellt (z.B.
kann es Probleme mit der Eindeutigkeit oder mit der Ldsbarkeit geben). Das berihmteste Beispiel ist das
folgende: Die Funktion

’ - ((t,2) € (~00,0 x B) \ {(0,0)}

lost die Gleichung (0 —0%)u = 0 in R?\{(0,0)} und hat Anfangswerte gleich Null z.B. auf der Hyperfiiche
S={(t,x): t=0, xe€(1,2)}, ist selbst aber ungleich Null fiir positive t.

Wir kénnen auch ohne Singularitdt im Nullpunkt auskommen: die Funktion

1, dF 1
u:u(t,:z:):z@k)!:c il

lost die Gleichung (0; — 02)u = 0 auf ganz R? und hat Anfangswerte =0 fiir t = 0. Siehe [15].
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Ansonsten gibt es folgendes positives Resultat. Hierbei bedeutet ,reell-analytisch®: in einer Umgebung
eines jeden Punktes konvergiert die Taylorreihe gegen die Funktion, aber die Funktion selbst darf auch
C—wertig sein.

Satz 3.8 (Cauchy—Kowalewskaja). Sei S eine Hyperfliche in Q C R™ mit S = {z € Q: p(z) = 0},
wobei @ reell-wertig und reell-analytisch ist, und grady # 0 auf S. Sei P ein PDO der Ordnung m mit
reell-analytischen Koeffizienten, und S sei mirgends charakteristisch fir P. Sei f eine reell-analytische
Funktion in Q, und seien uy,. .., um—1 reell-analytische Funktionen auf S. Die Ableitung in Normalen-
richtung auf S nennen wir 0,. Dann hat das System

P(z, D )u(z) = f(z), x€Q,
du(z) =u;(x), z€8, j=0,....m—1

v

genau eine analytische Umgebung in einer R™—-Umgebung eines jeden Punktes x, € S.

Beweisidee. Wahle ein z, € S. Transformiere die Koordinaten in der N&he von x, in einer analytischen
Weise so, dafl , auf 0 € R™ abgebildet wird, und dafl S glattgebogen wird zu S = {x € Q: z,, = 0}.

Berechne von der Losung u (unter der Annahme, daf sie existiert) sdmtliche Ableitungen im Nullpunkt.
Die Bestimmung der Ableitungen 92 u(0) fiir beliebig groBe N ist durchfiihrbar, weil S in z, nicht
charakteristisch ist. Damit hat man dann sdmtliche Koeffizienten der Taylorreihe von u, entwickelt im
Nullpunkt.

Zeige, daf} diese Taylorreihe einen positiven Konvergenzradius hat (das ist der schwierigste Teil). o

Bemerkung 3.9. Schin an diesem Satz ist, daf er fiir elliptische oder hyperbolische Operatoren gleicher-
mafen pafit. Aber nicht fiir parabolische: in [11] wird gezeigt, daf die Taylorreihe beziiglich der Variablen
(t,x) der Lisung u = u(t,x) zu

Utfuzz:()v (t,I)ERXR7
1

“(O’I):171z’ reR

nur fir t =0 konvergieren kann, aber nicht fiir (t,x) mit t > 0.

Bemerkung 3.10. Die Terme D%u mit || < m — 1 heifien Terme niederer Ordnung und diirfen auch
nichtlinear auftreten.

Wir kommen schlielich zu den heutigen Definitionen.

Definition 3.11 (Elliptisch). Ein Operator P = Z‘a|<m ao () DS mit komplezwertigen Koeffizienten
fiir x € Q C R™ heifst elliptisch in z, € Q, wenn B

[P (24,6)| >0, VEER™, ££0

gilt.
Der Operator P heif§t elliptisch in ), wenn er elliptisch in jedem Punkt von §Q ist.
Der Operator P heif$t gleichméfig elliptisch in 2, wenn es ein ¢ > 0 gibt mit

[P (2, )| = clg|™, V(x,8) € T

Hierbei ist T*Q das Kotangentialbiindel.
Wenn die Koeffizienten a, matrizwertig sein sollten, also a, € C°°(; CN*N) | dann ist die gleichmdfige
Elliptizitdt definiert durch die Bedingung

|det Pon(x,6)] > clg[™Y,  V(x,€) € T*Q.

Beispiel 3.12. Der Operator P = A hat das Symbol —|&|? und ist also iiberall gleichmdfSig elliptisch.

Beispiel 3.13. Der Cauchy—Riemann—QOperator P = %(i + ia%) hat das Symbol %(f +1in) und ist auch

gleichmapig elliptisch. ’
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Definition 3.14 (Hypo—elliptisch). FEin Operator P = Z\a|§m ao DS mit konstanten Koeffizienten
an € C heifft hypo—elliptisch, wenn es ein Co > 0 gibt, sodaf$ fiir £ € R™, || > Cy gilt:

[P(&)] >0,

0 P©)] < CalPE)] €], VaeN".

Beispiel 3.15. Der parabolische Operator P = 05, — 2?21 62], hat das Symbol i€y + &3 + -+ + €2 und
st hypo—elliptisch.

Definition 3.16 (Hyperbolisch). Fin Differentialoperator P(x,D,) = Zla\<m aq(z) DS heif$t hyper-
bolisch am Punkt x, in Richtung N € R™, (N # 0), wenn gilt:

e Pp(x.,N)#0,

e die Gleichung Py, (x«, TN + () = 0 hat fiir jedes ( € R™ nur reelle Lisungen 7 = 7(x4, ().
Der Operator P heifit strikt hyperbolisch am Punkt x, in Richtung N, wenn zusdtzlich gilt: die Lisungen
Ty, ...,Tm Sind paarweise verschieden, fir ¢ € R™ mit ( L N.

Beispiel 3.17. Sei P = 02 — A\ der Operator zur Wellengleichung. Schreibe x¢ anstatt t. Dann ist dieser
Operator strikt hyperbolisch in Richtung (1,0, ...,0) € R¥m,

Beispiel 3.18. Der TrRicoMmI-Operator P = 02 — t/\ ist

o strikt hyperbolisch in t—Richtung firt > 0,
e hyperbolisch in t—Richtung fir t = 0,
o clliptisch firt < 0.

3.3 Ganzraumprobleme
Satz 3.19. Sei f € §(R™). Dann existiert genau eine Lisung u € S(R™) mit (1 — A)u = f in R™.

Beweis. Wenn u € §(R™) eine Losung ist, dann gilt

FO = +[gaE),  vEeRr™
Also kann es hochstens eine Losung u € $(R™) geben. Und tatséchlich ist

. 1 .
u=ule) = [ O
R7 1+ [¢]?

eine Funktion aus S(R™) und eine Losung. O
Satz 3.20. Seiug € S(R™). Dann existiert genau eine Lisung u € C([0,00),8(R™)) zum Problem

hu—Au=0, (t,x)€ (0,00) x R",
uw(0,2) = uo(z), xe€R"

Beweis. Sei u eine solche Losung, dann setzen wir

W(t, &) == (Famew) (&) = / e "yt 2) dx

n
x

und erhalten
O+ [¢*a =0, (t,€) € (0,00) xR,
u(§) =o(§), §€R",

was die Losung a(t, £) = exp(—t|€]?)iip(€) besitzt. Daraus folgt die Eindeutigkeit einer Lésung u mit der
genannten Glattheit, und tatséchlich ist

uitn) = [ 1o
3

eine Losung mit der gewiinschten Regularitét. o
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Bemerkung 3.21. Das Anfangswertproblem zum parabolischen Operator Oy — A\ ist nur vorwdirts ldsbar,
nicht riickwdrts (2. Hauptsatz der Thermodynamik).

Man kann die Losungsdarstellung iibrigens noch weiter umformen zu

1 x —y|?
u(t,z) = (@rt) 2 /Rn exp <%> uo(y) dy.

Satz 3.22. Seien ug,u; € 8(R™) reell-wertig. Dann existiert genau eine Losung u € C%(R; §(R™)) zum
Anfangswertproblem der Wellengleichung

(02 = AN)u=0, (t,z)cRxR",
U(O,Qj‘) = Uo(ﬂf), T e Rna
u(0,2) = ui(x), =xe€R™

Beweis. Fiir die Eindeutigkeit gentigt es zu zeigen: wenn ug = u; = 0, dann existiert nur die Null-Lésung.
Die Multiplikation der Gleichung mit u; € C*(R; 8(R™)) und Integration iiber R™ liefert

1 1
—at/ ug(t, z)? dz + —0,5/ |Vu(t,z)|> dz = 0,
2% | 2% o
also E(t) = const., wobei
1 1
(1) = 5 190t ) sy + 5 170 e

als Energie bezeichnet wird. Wenn F(0) = 0, dann ist auch F(t) = 0 fiir alle ¢t € R, also u = 0, was die
Eindeutigkeit beweist.

Zur Konstruktion der Losung verwenden wir wie gehabt die Fouriertransformation und entdecken, dafl
(07 + |¢?) a(t. &) =0,
woraus man gewinnt, dafl

Si”fg:‘f')ma, (1,6) € R x R™.

Man stellt fest, dafl das durch diese Formel erhéltliche u = u(t, z) tatséichlich zum Raum C?(R; §(R™))
gehort und eine Losung ist.

a(t,§) = cos(t[¢])uo(€) +

Die Losung kann man auch schreiben in der Form

ulta) = [ Dy e g+ 5 [ ey e) dg
[ ety 1, Y we—uen L
i [ eI i @ de - 5 [ oD i e,

O

Diese 4 Integrale nennt man auch Fourier-Integral-Operatoren (FIO), angewandt auf ug bzw. up. Die
Terme x€ +t|£] im Exponenten heilen Phasenfunktionen, und die Faktoren vor den Argumentfunktionen
ug bzw u1, also 1 bzw. %', heiflen Symbol eines FIO.

In den drei obigen Problemen (elliptisch, parabolisch, hyperbolisch) haben wir Losungen u im Schwartz-
raum S(R™) gesucht. Es sind aber auch andere Réume moglich:

Definition 3.23 (Sobolevriume). Sei s > 0 eine reelle Zahl. Wir sagen, daff uw € H*(R™) ist, wenn
u € I?(R™) ist und

| il as < .

Die Norm im Sobolevraum H?®(R™) ist definiert als

[ \/ | aiepa@pae
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Satz 3.24. Die Menge H*(R™) ist ein Banachraum. FEine dquivalente Norm ist gegeben durch

el pre ey o= 1€ O (g wobei (€) = /T + [EP2.

Beweis. Ubungsaufgabe. O

Definition 3.25 (Schwache Ableitung). Seiu € [*(R") und o € N*. Wenn es eine Funktion g, €
I2(R™) gibt mit

[ sul@otarde = (0 [ u(@gole)do
fir alle ¢ € C§°(R™), dann sagen wir, daf u die schwache Ableitung 0%u := g, hat.

Dies ist im Prinzip nichts anderes als die Distributionenableitung, blof3 dafl wir jetzt verlangen, dafl die
Ableitung der reguléren Distribution u wieder eine reguldre Distribution 95u ergeben soll.

Satz 3.26. Es ist H'(R") = [*(R"), und wenn s € Ny, dann ist w € H*(R") genau dann, wenn die
Distributionenableitungen 0%u im [*(R™) sind, fir alle || < s.

Beweis. Bevor wir mit dem eigentlichen Beweis beginnen, stellen wir eine kleine Rechnung voran.

Sei f € 8/(R™) eine temperierte Distribution. Dann ist F(D2f)(€) = (D2 f)1E) = £*f(€) als Identitiit
im Distributionenraum 8'(R™). Das kénnten wir aus Satz A.35 herausholen, oder auch durch direktes
Rechnen. Denn:
Weil f € 8'(R™), ist auch D f € 8'(R™), und dann auch F(Dgf) € 8'(R™). Sei nun ¢ € $(R™) beliebig.
Dann haben wir

(FDZF)#)sins = Dz f, F(#))sixs wegen Definition 2.28
= (=)l (£, DEF(9))gr s wegen Definition 2.16 und Folgerung 2.27
= (f, F(z%p(x))) g s wegen Satz 2.22
= (F(f). $a90($)>glxs wegen Definition 2.28

= (a"f(@). ()

Wenn wir die Variable x zu ¢ umbenennen, dann haben wir die gewiinschte Identitét in der vertrauten
Notation.

Nun kehren wir zum Beweis zuriick. Sei u € I*(R") und 0%u € I*(R") fiir alle |a] < s. Also ist
@ € I?(R™) eine Funktion, und nicht nur eine Distribution aus 8’(R™). Weiterhin ist (wegen der Identitéit
von Plancherel) auch F(Dgu) € I*(R}), also ist auch £ — £* fu(€) eine Funktion aus dem I2(R™), wir
haben also

/ U de <00, Via] < s.
Re

8/(R7)xS(Rp) |

Nun ist aber (1+[¢])** < Cs 37, <, [€2[?, also auch u € H*(R").

Sei nun umgekehrt u € H*(R"). Dann ist u € I?(R"), und also ist 4 eine Funktion. Nach obiger voran-
gestellter Rechnung ist dann F(0%u) ebenfalls eine Funktion, ndmlich die Funktion £ — £*4(£). Wegen
u € H*(R") gilt insbesondere (§)° & € L?(R}). Und aufgrund der Abschitzung 3, <, [£[* < Cs(1+[€])%

liegt die Funktion & — £%a(€) im I?(R™). O

Wenn wir nun diese Sobolevrdume fiir die Untersuchung der oben aufgelisteten partiellen Differentialglei-
chungen benutzen, bekommen wir:

bei Satz 3.19: wenn f € H*(R") und s > 0, dann ist u € H*t2(R")

bei Satz 3.20: wenn ug € H*(R") und s > 0, dann ist u € C([0, 00); H*(R™)). Es gilt sogar mehr: Seien
s > 0 und & > 0 beliebig. Wenn ug € I?(R"), dann ist u € C([e, 00); H*(R™)).

bei Satz 3.22: wenn vy € H*(R) und u; € H* }(R") mit s > 2, dann ist v € C(R; H*(R")) und
ur € C(R; HS71(R™)).
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3.4 Partielle Dgln. auf beschriankten Gebieten

Es sei 2 C R™ ein beschréinktes Gebiet mit C*°~Rand. Die Voraussetzungen an den Rand kénnen abge-
schwiicht werden, aber diese technischen Aspekte wollen wir hier nicht weiter verfolgen.

Zunichst verschaffen wir uns Sobolevraume auf €.
Definition 3.27 (Sobolevrdume). Sei s € No. Der Raum H*(S2) besteht aus allen Funktion u € I*(Q),

deren Distributionenableitungen 09u reguldre Distributionen sind mit darstellenden Funktionen aus dem
I2(Q), fiir alle o mit |a| < s. Die Norm in diesem Raum wird gegeben durch

2
lull sy = /E 10 ul|72 () -
loo<s

Satz 3.28. Die Menge H*(QY) ist ein Banachraum.

Der Raum H*(Q) ist gleich dem Abschiufy des Raumes C>(Q) in der H*(2)-Norm. Hierbei besteht der
Raum C*(Q) aus allen Funktionen des C*°(Q), die mitsamt allen ihren Ableitungen stetig auf den Rand
0N fortgesetzt werden kinnen.

Der Raum H*(Q) ist gleich der Menge der Einschrinkungen f|Q auf Q von Funktionen f € H*(R™).

Beweis. Lassen wir weg. O

Nun koénnen wir elliptische und parabolische (und auch hyperbolische) Differentialgleichungen in be-
schrinkten Gebieten behandeln. Dabei begegnen wir einem neuen Phénomen: um die Eindeutigkeit der
Losung zu erreichen, sind zusétzliche Bedingungen an « auf dem Rand des Gebietes vonnoten.

Auf die Beweise verzichten wir.

Satz 3.29 (Laplace-Gleichung mit DirICHLET-Randbedingungen). Das Problem

Au(z) = f(z), zeQ,
u(z) =g(z), =z €N

ist eindeutig lésbar, wenn f € I*(Q) und g € C(0). Dann gehort die Lisung u zum H?(SY), und wir
haben die a priori Abschditzung

Il 2y < Co (I 20y + l9lleom)
wobei Cy nur von 0 abhdngt.

Satz 3.30 (Laplace-Gleichung mit NEuMANN—Randbedingungen). Seien f € C(Q) und g €
C(09). Die Ableitung in Auflennormalenrichtung von 0Q wird mit 9, bezeichnet. Das Problem

Au(z) = f(z), x€Q,
dou(z) = g(z), =z €N

st genau dann l0sbar, wenn

/Qf(z)dz:/mg(x)dg.

Die Bedingung am Schlufl wird einleuchtend, wenn man sich an die GREENsche Formel erinnert,

/ (Av)w + (Vo)(Vw) dz = oy - wdo,
Q o0

und darin w = 1 setzt.
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Satz 3.31. Sei T > 0. Das Problem
(O — DNu(t,z) =0, (t,z)€ (0,T) xQ,
U(O,Qj‘) = U0($), T € Q7
u(t,z) = g(x), (t,z) € (0,T) x o0

ist eindeutig losbar, wenn ug € C(Q), g € C(9R), und wenn ug = g auf ON gilt (Kompatibilititsbedin-
gung).
Dann sind u, uy, 0%u Funktionen des I?((0,T) x ), fiir |a| < 2.

Man beachte: bei diesem parabolischen Problem werden (im Unterschied zum elliptischen Problem) keine
Werte auf dem gesamten Rand 9((0,7) x ) vorgeschrieben, denn der ,obere Deckel* {T'} x € bleibt
ausgespart. Es ist also tatséchlich notwendig, partielle Differentialoperatoren je nach ihrem Typ unter-
schiedlich zu behandeln.

3.5 Besondere Effekte

Zum Abschlufl betrachten wir einige Phénomene, die nur bei bestimmten Typen von partiellen Differen-
tialgleichungen auftreten, aber nicht bei anderen.

Definition 3.32. Seiu € C?(Q) mit Au=0 in Q. Dann heifit u harmonisch.

Satz 3.33 (Darstellungsformel von POISsON). Sei B = B(0,R) = {z € R": |z| < R} mit n > 2,
und sei u die Losung zu

Au(z) =0, =€ B,
u(z) =g(x), x€IB,

wobei g € C(0B). Dann wird u gegeben durch

u(x)w/ Mdgw z € B,
nwnR yEeOB |'T - y|n

wobei wy, = vol B(0,1) das Volumen der n—dimensionalen Einheitskugel bezeichnet.

Beweis. Siehe [10]. O

Folgerung 3.34 (Analytizitét). Die rechte Seite der Poissonformel ist analytisch in x; also gilt: jede
in einem Gebiet 0 C R™ harmonische Funktion ist dort analytisch.

Folgerung 3.35 (Mittelwerteigenschaft). Setze x = 0, dann folgt

Jyeon uly) doy

u(0) = T
Y

nyBB

also ist der Wert einer harmonischen Funktion im Kugelmittelpunkt gleich dem arithmetischen Mittel der
Werte auf der Kugeloberfliche.

Folgerung 3.36 (Maximumprinzip). Sei u harmonisch in Q@ mit lokalem Mazimum in xo € Q, dann
ist u konstant in einer Kugel um xo, und nach dem Identitdtssatz fiir analytische Funktionen auch in
ganz §2.

Anders formuliert: nichtkonstante harmonische Funktionen nehmen ihre Extremwerte auf dem Rand des
Gebietes an.

Ein typisches Beispiel fiir harmonische Funktionen sind Real- und Imaginé&rteil holomorpher Funktionen.

Es gilt sogar noch mehr:
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Satz 3.37 (WEYLsches Lemma). Seiu € L} _(Q) eine Distributionenlosung zu ANu =0, also

loc
/ u(z) A p(x)dz =0, Vo € C5°(Q).
Q
Dann ist u € C%(Q) und Au = 0 im klassischen Sinn.

Beweis. Siehe [10]. O

Nach dem elliptischen Fall untersuchen wir nun den hyperbolischen Fall. Der Prototyp einer hyperboli-
schen Differentialgleichung im R!*! ist die Wellengleichung

Uttt — Ugpy — 0, (t,l’) S R1+1.
Wir transformieren s = x — ¢, y = x + ¢, u(t,x) = v(s,y) und erhalten
Oy = —0s + 0y,
O = 0s + Oy,
Of — 02 = —40,0,,
und die Differentialgleichung 0,0,v(s,y) = 0 hat Losungen f(s) + g(y), also ist
ut,z) = fx —t) + gz +1)

allgemeine Losung zu uss — g, = 0.

Diese Darstellung interpretieren wir als zwei Wellen, die auf R, nach rechts bzw. links mit Geschwindigkeit
1 laufen.

Wir stellen weiterhin fest: diese Darstellungen sind zuléssig, wenn die frei wéhlbaren Funktionen f und
g lediglich im C? liegen. Dann ist u als Losung zu (07 — 02)u = 0 nicht analytisch, im Gegensatz zum
elliptischen Fall.

Wenn wir fiir f eine Sprungfunktion wihlen und g = 0 setzen, dann erhalten wir

1 t<ux,
u(t,m):{ “

0 :t>uz,

was man schnell als Distributionenlésung zu s — u,, = 0 nachweisen kann.

Singularititen von Ldsungen hyperbolischer Differentialgleichungen
breiten sich mit endlicher Geschwindigkeit aus.

Und zum Abschlufl betrachten wir noch mal den parabolischen Fall:

ur—Au=0, (t,z)€ (0,00)xR",
u(0,z) = uo(z), =z €R".

Fiir dieses Anfangswertproblem hatten wir folgende Losungsdarstellung angegeben:

wlt:) = gy [, 0 (-5 ) ol dy = 5 ) ),

wobei K ein von der Zeit abhingiger Gliattungskern ist. Damit gilt: wenn ug zum L'(R") gehort, dann
ist w(t,-) fiir positive Zeiten eine glatte Funktion von z.

Singularitdten von Anfangsdaten zu parabolischen Anfangswertproblemen
werden gegldttet und breiten sich nicht aus.
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Kapitel 4

Oszillierende Integrale

Dieses Kapitel orientiert sich an [13].

4.1 Definition

Zunichst ein paar Worte zur Motivation: sei v eine melbare Funktion auf dem R™ mit hochstens po-
lynomialen Wachstum. Dann® ist u € 8§/(R"), und die Fouriertransformation @ € 8'(R") wird definiert
durch

(G, 9)grs = (Us P)grxs ::/R u(z)p(z) dz.

n
x

Andererseits erscheint es (mindestens aus Griinden der Asthetik) wiinschenswert, die vertraute Schreib-
weise
w(§) :/ e %8y (x) da
Ry
beizubehalten. Diese ergibt aber keinen Sinn, wenn u fiir x — oo polynomial wéchst, auch nicht als
uneigentliches Integral limp_. f\zKR ... da.

Stattdessen werden wir sagen: wenn wir obiges @(§) paaren mit einer Schwartzfunktion ¢, dann erhalten
wir ein oszillierendes Integral

//R e 28y (x)p(€) dé da. (4.1)

2n
x,&

Eine weitere Motivation ist die folgende: sei A(z,Dy) = |, <, @a(z)Dg ein Differentialoperator mit
glatten und beschrinkten Koeffizienten a,, und sei a(z,§) = Z‘a|<m aq(x)€* das dazugehorige pseudo-
differentielle Symbol. Dann méchten wir die giiltige Darstellung

(@) = [ alz,9uOT  ues®),

3

umformen zu
A . i@=)Eg (g, dy d¢, S(R™),
(@ = [ TS e, e SR

haben dabei aber die Schwierigkeit zu bewéltigen, dafl das Integral auf der rechten Seite nicht existiert,
weil a(x, §) fiir |£] — oo eben nicht abklingt.

! gemeint ist: Wenn man u und die von ihr gemaBl T () = [pn u(@)¢(z) dz erzeugte regulire Distribution 7%, nicht mehr
unterscheidet, dann ist v € 8'(R™), und die ...

33
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Definition 4.1. Fir £ € R™ sei (&) := /1 + |£|?, und es sei weiterhin (D) = /1 — A als Pseudodiffe-

rentialoperator, also
() @)= [ (@ a©dF,  uesEn)
RTL
£
Anschlieflend 148t sich der Operator (D) mittels Dichtheitsargumenten auf Sobolevriume fortsetzen.

Wir kehren zuriick zu (4.1). Wir setzen voriibergehend u € §(R™) voraus und formen geeignet um, wobei
wir beobachten, daf3

e7i7E — ()M (De)F e ke 2N,

und somit ist

(it = [[ | e ula)ele) dade

2n
z,§

- //uw ((D£>k e—izg) (<$>—k u(m)) o(€) dar e

=[] e (@ @) (Do) o(6)) de,

mittels partieller Integration. Wenn nun u € Ll (R™) eine Funktion ist mit [u(z)| < C, (z)" fiir ein

N € N und alle x € R", dann ergibt die rechte Seite ein konvergentes Integral fiir k > N +n, also ist, fiir
festgehaltenes u, die Abbildung

@H//...dxaf,
C

S(R™) —

2n
z,§

linear und stetig, also ein Element von 8§'(R"™).

Es ergibt sich dabei natiirlich die Frage, ob eine andere Wahl von k dieselbe Abbildung erzeugt.

Um dies zu beantworten, wihlen wir einen anderen Weg. Sei x € C§°(R"™) mit x(0) = 1. Fiir eine
h6chstens polynomial wachsende Funktion v und € > 0 setzen wir

I = / / e (e )ula) p(€) d €.

2n
x,§

Dann existiert der Grenzwert lim._, ¢ I, denn:

=[], (070" ) - x(eaulo) - ol do e

-/l

und hier kann man, falls £ € 2N grofl genug ist, den Konvergenzsatz von Lebesgue anwenden und € nach
0 schicken.

e () x(en)u(a) ) ((De)* () da e,

2n
z,§

Auf diesem Wege kann man zeigen, dafl auch beim ersten Weg verschiedene Wahlen von k € 2N mit
k > n+ N zum selben Integralwert fiithren.

Jetzt betrachten wir dhnliche Situationen. Dazu betrachten wir ein Gebiet 2 C R™ und eine Funktion
u € C§°(Q), die wir uns auf ganz R™ durch 0 fortgesetzt denken kénnen.

Nun wollen wir Termen der Form
I (au) == // e ®@Nq(z, O)u(x) dz do (4.2)
RY xQp

einen Sinn geben, wobei # € RV, und a darf fiir |#] — oo polyomial wachsen. Wir weisen darauf hin, daf§
N # n erlaubt ist.
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Definition 4.2 (Symbolklassen). Seim € R und 0 < 6,0 < 1. Wir sagen, daff eine Funktion a =
a(z,0) € C®(Q x RY) zur Symbolklasse Sy (€2 x RN gehort, wenn gilt: zu jeglichen Multi-Indizes a, (3
und zu jeglichen Kompakta K € Q existiert jeweils eine Konstante Cogr mit

|050%a(x,0)| < Capr ()™ 2P y(2,0) € K x RY.

Weiterhin setzen wir S™°° =) Sys- (Dieser Durchschnitt hingt nicht von ¢ und § ab.)

meER

Diese Ungleichungen werden auch Symbolabschitzungen genannt.

Weil die Konstanten Cogr vom Kompaktum K abhingen diirfen, sind fiir die Funktion a Polstellen
beliebig starker Ordnung auf dem Radd 92 erlaubt (sogenannte lokale Symbolabschétzungen).

Der Standardfall ist o =1, 6 = 0, und Cypgx kann unabhéngig von K gewihlt werden (globale Symbol-
abschétzungen).

Definition 4.3 (Phasenfunktion). Fine Funktion ® = ®(z,0) heifst Phasenfunktion, wenn

o & cC®(Qx RN\ {0})), mit Werten in R,
o O(x,t0) =tP(z,0), fir alle (z,0) € Q x (RN \ {0}) und alle t > 0,
o & hat keine kritischen Punkte fiir 6 # 0, also grad, o ®(x,0) # 0 fir alle (2,0) € @ x (RN \ {0}).

Definition 4.4. Wenn a € S7'; und ® eine Phasenfunktion ist, dann nennen wir den Ausdruck I (au)
oszillierendes Integral.

Hierbei ist nach wie vor u € C§°(9). Uber die Existenz des Ausdrucks Is(au) als konvergentes Integral
wird nichts behauptet.

Beispiel 4.5. Sei u = u(z) € C§°(Q2) und a = a(x,§) = 32|, < @a(®)E* mit x € Q, £ € R™\ {0}, wofiir

wir die Schreibweise
(2,6) e T*Q\ O

vereinbaren wollen. Sei A(z, Dg) der zum Symbol a zugeordnete PDO, also A(z, Dz) = 3|4 <m @a(®) D3 .
Dann ist B

(Aa)(w) = [ aly.€)ie)

:/H:

eYea(y, €) ( /Q e %8y (x) d:z:) de

n
13 x

/ / eV a(y, Su(w) de de,
]Rgxﬂm

Hierbei ist 0 = &, y st lediglich ein Parameter, a hingt nicht von x ab, und offensichtlich ist ®(x,&) =
(y — )& reellwertig und positiv homogen in der Variablen &, sowie

grad, ( ®(z,§) = (ffT, (y — o:)T) #0

wenn £ # 0.

Klar ist: der Operator A ist ein PDO, und (Au)(y) héngt ausschlieflich von u(y) und den Ableitungen
(Dyu)(y) ab. Beim Auswerten von diesem /g (au) werden in dieser Situation also alle diejenigen x eine
besondere Rolle spielen, fiir die # = y. Das annulliert also gerade den zweiten Eintrag von grad,  ®.
Siehe auch Satz 4.19 und Satz 4.22.

Beispiel 4.6. Wir betrachten die Differentialgleichung us—ugz, = 0 und ihre beiden Lisungsdarstellungen
u(t,z) = f(z —t) + gz +1),

1 : o
u(t,z) = 3 /]R eI o (€) A + ...
3
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Das letzte Integral schreiben wir um wie folgt:

l/ CEHIED i (£) e 2 // eil@=veried Lo 4y e
2 ]Rl RZ

Hierbei ist a(x,0) = %, 0 =&, x heifit jetzt y, und die Funktion ®(y,&) = (x — y)& + t|€]| ist tatsdchlich
reellwertig und positiv homogen in der Variablen £. Weiterhin ist

Wir vermuten aus obigen Darlegungen, dafi diejenigen Punkte (x,y,§) eine besondere Rolle spielen wer-
den, fiir die (v —y) + é—lt =0 ist, also y = v * t. Siehe Satz 4.19 und Satz 4.22.

Das entspricht exakt der Losungsdarstellung u(t,x) = f(x —t) + g(x + t).
Jetzt konnen wir uns an die Definition des Ausdrucks Ig(au) in (4.2) herantasten.

Satz 4.7. Sei ® eine Phasenfunktion. Dann existiert ein Differentialoperator L auf Q x RN der Form

N

L=> a;(x,0)0, + Y bi(x,0)0s, + c(x,0),

=t =1 (4.3)
a; € SYo(QxRY), b € ST xRY),  ce S xRY),

a;(x,0) =bg(z,0) =0, z2€Q, [0]<1,
sodaf
LH(x,0,0,,0p)e!?@0) = £1®@0) (z,0) € Q x (RN \ 0), (4.4)

wobei Lt der formal transponierte Operator zu L ist:

N n
(L'u)(z,0) = — Z g, (aju) Z O, (bru) + cu.
j=1 k=1

Hierbei haben wir die verkiirzende Schreibweise RY \ 0 := R \ {0} eingefiihrt.
Bemerkung 4.8. Aus dem Beweis wird sich ergeben, daf$ es unendlich viele solche Operatoren L gibt.

Bemerkung 4.9. Fiir den formal transponierten Operator gilt
// (Lu)vdadd = // u(L'v) dx do, u,v € C°(Q x RY),
QxRN QxRN
Weiterhin ist (L')! = L.

Beweis. Wir rechnen schnell nach, da8 fiir (z,6) € Q x (RN \ 0) gilt:

od . o
i _ - YF id i® _ Y% i®
O, e —1aeje , Oz, 163%6 ,
a<1> 09 o _ [N 2 3 e
—1‘ |9| o, — a_zka“ e = 1> 10l +Z 8zk e
Jj= 1 =1 j=1 =1
_._ L ews
Y(x,0)

Wir sehen, da8 ¢ € C°(Q x (R \ 0)) positiv homogen der Ordnung —2 ist, also 1 (z,t0) = t~2¢(x, 0)
fiir alle (x,0) € Q x (RY \ 0) und alle t > 0.

Damit bekommen wir dann

—ip Z|9|2 89 +Z P — P
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Damit sind wir fast am Ziel. Das einzige Problem besteht noch darin, dafl die Koeffizienten eine
Singularitdt fur # = 0 haben. Um diese wegzuschneiden, fithren wir eine Abschneidefunktion ein,
x = x(0) € C°(RY) mit x(0) =1 fiir [#| < 1 und x(#) = 0 fiir |§| > 2. Dann setzen wir

V0,00 =~ S (X ORI DT 5, 31 3O 0, 40
’ 6xk k

Jj=1 k=1

und stellen fest, dal Me!® = €i® fiir alle (x,0) € Q x RY gilt. Die Koeffizienten von M sind glatt, und
sie liegen in den gewiinschten Symbolklassen SRO bzw. Sy é. SchlieBlich setzen wir L := M, was den
gesuchten Operator ergibt. O

Ein erster Versuch der Definition von Ig(au) verlduft wie folgt: falls u € C§° () und (voriibergehend:)
a € C°(Q x RY), dann ist

(au) //QxRN e'®) a(z, O)u(z) dz df
7//Q><IRN P L* (a(x, 0)u(x)) dz dé.

Wenn nun a € S’Q’fé, dann ist 0p,a € S;n(;g und 0y, a € S;”g“s also La € Sm min(e:1=9) iy setzen nun
s:=min(g,1 —§) >0

voraus. Dann ist L*(au) € S;”gks. Wenn jetzt k so grof} ist, dal m — ks < — NN ist, dann ist die Funktion

0 — (L*(au))(z,0) integrierbar iiber RY. Also lautet unser erster Definitionsversuch

Is(au) == //Q . e L¥ (au) dz dé, acS)s, uweC(), m-—ks<-—N.
X

Es ergeben sich einige Fragen, die wir leider nicht sofort beantworten kénnen:

e hingt der Integralwert vielleicht von k ab ?

e hingt der Integralwert vielleicht von der Wahl des Operators L ab 7

Zur Beantwortung unternehmen wir einen zweiten Definitionsversuch. Sei x = x(0) € C§°(RY) mit
x(0) =1 fur |#| <1 und x(0) = 0 fiir |#] > 2. Fiir positives € setzen wir

Iy - (au) := / / @Oy (e0)a(z,0)u(z)dzdd,  ae ST, ue C(Q).
QxRN
Offensichtlich existiert dieses Integral im gewohnlichen Sinne, und es ist mit obigem Operator L
Ip.(au) = / / e @O LE (y(e0)a(x, 0)u(z)) dadb. (4.5)
QxRN

Nun ist x € S? 5, mit Symbolabschiitzungen, die von & nicht abhéngen. Weiterhin ist u € S ; und a € S7's,
also gehort die Funktion (z,0) — x(e0)a(z, 0)u(r) zum S7'5, mit Symbolabschétzungen unabhéngig von
e. Falls nun m — ks < —N ist, kann man € nach +0 schicken und den Konvergenzsatz von Lebesgue

anwenden.
Wir tragen die erhaltenen Ergebnisse zusammen.
Lemma 4.10. Sei ® eine Phasenfunktion auf Q x RN, und sei a € Syts(Q x RY) mit 0 < 0 < 1 und

0<6§<1. Seiuec C(Q). Sei weiterhin x € C°(RY) eine Funktion, die in einer Umgebung von 6 = 0
identisch gleich 1 ist. Dann existiert der Grenzwert

lim // e *@0y (e0)a(x, 0)u(z) dz do,
QxRN

e—+0

und er hdngt nicht von der Abschneidefunktion x ab.
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Unsere endgiiltige Definition eines oszillierenden Integrals lautet damit:

Definition 4.11 (Oszillierendes Integral). Die Funktionen ®, a, u, x seien wie im vorigen Lemma
gegeben. Dann definieren wir die beiden Schreibweisen

Os
// @ 0a (e, O)u(x) dz df = Iy(au) == lim // Oy (eb)a(x, O)u() de d,
QxRN

e—+0
QxRN
und den entstandenen Integralbegriff taufen wir oszillierendes Integral.

Aus unseren vorigen Darlegungen ergibt sich:

Lemma 4.12. Sei ® eine Phasenfunktion auf Q x RN, und sei a € Sy 5 (€ % RY) mit 0 < o < 1 und
0<d<1. SeiueC§(Q). Sei k € N so grof, daff m — kmin(p,1 — 5) < —N, und L sei ein Operator
mit (4.3) und (4.4). Dann ist

// 2005 ) dxda_// @O LE (2, )u(x)) dar 6.
QxRN

QxRN

Insbesondere hingt der Integralwert auf der rechten Seite nicht von k oder L ab.

Wir haben sogar noch eine Verfeinerung, die wir gelegentlich benotigen werden:

Lemma 4.13. Die Funktionen @, a, u, x seien wie im vorigen Lemma gegeben. Ein Differentialoperator
L sei gegeben, mit der Gestalt (4.3). Wir setzen voraus, daf fiir jeden Punkt (z9,00) € Q x (RN \ 0)
mindestens eine der beiden folgenden Bedingungen gilt:

° ((Lt)ke@)(xo,@o) _ ei@(ﬂ?g,eg)’
e die Funktion (x,0) — a(z,0)u(zx) verschwindet im Punkt (xq,00).

Dann ist, fiir geniigend grofies k € N,

// @z, 0)u dxd@-// PO L (a(x, 0)u(x)) de do.
QxRN

QxRN

Beweis. Fiir alle (z,0) € Q x (RY \ 0) haben wir

ei@(z,&)a(x’ 9)’(1,(.%‘) _ ((Lt)keié(xﬂ)) a(gj’ 9)’(1,(.7;)

Damit folgt

Os
// e ®@Nq(z, O)u(r) dedd = lim // e @\ (eB)a(x, O)u(z) dz db
e—40 QxRN

QxRN

= lim //QX]RN (Lt)ke@(l’e)) x(eb)a(z, O)u(z)dzdl

e—+0
= lim el®(@.0) [k alx T
= Jim f[ DL O)ala, buta) dado

_//QXRN @O0 LF (a(z, 0)u(x)) de 6,

wie man fiir geniigend grofle k£ mit dem Konvergenzsatz von Lebesgue bekommt. o
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4.2 Regularititseigenschaften

Wir halten ® und a fest und lassen u variabel. Dann ist die Abbildung
u— Ip(au), Cce) —C

offensichtlich linear. Wenn man auf Lemma 4.12 schaut, erkennt man, dafi es fiir I (au) eine Darstellung
gibt, die hochstens k£ Ableitungen auf u enthélt, also ist diese Abbildung auch stetig in den entsprechenden
Topologien von C§°(£2) bzw. C. Es existiert also eine Distribution A € D’(£2) mit

Ip(au) = <A,u>.D,(Q)X®(Q) , Yu € D(Q). (4.6)
Wir interessieren uns jetzt fiir sing-supp A.
Definition 4.14. Fir eine Phasenfunktion ® auf Q x RY setzen wir

Co = {(z,0) € A x (RV\ 0): grady ®(z,0) =0} .

Weil @ positiv homogen in der Variablen 6 von der Ordnung 1 ist, ist die Menge C's eine konische Menge.

Definition 4.15 (Konische Menge). Eine Menge C C Q x (RN \ 0) heifit konisch, wenn gilt: falls
(x,0) € C und t >0, dann auch (x,t0) € C.

Bemerkung 4.16. In diesem Zusammenhang erinnern wir an die Euler—Differentialgleichung:

Falls p = p(y): RN — R positiv homogen vom Grad o € R ist, also p(ty) = t*p(y) fir alle (t,y) €
Ry x (RNV\0), dann ist

y-gradp(y) = ap(y),  yeRY\0.
Hierbei steht auf der linken Seite das Skalarprodukt im R,

Definition 4.17 (Konische Umgebung). Sei C C Q x (RY \ 0) eine konische Menge. Eine Menge
D C Q x (RN '\ 0) heifit konische Umgebung von C, wenn gilt:

e D ist eine offene Menge in Q x (RN \ 0), und zwar eine Umgebung von C, d.h. C C D, wobei C
den Abschlup in der auf Q x (RN \ 0) induzierten Topologie bezeichnet,

e D ist eine konische Menge.
Diesen Begriff brauchen wir fiir den Beweis von Satz 4.19, der uns den singuléren Tréger von A beschreib
Definition 4.18. Sei 7 die kanonische Projektion

WZQX(RN\O)HQ,

m: (x,0) — .
Dann definieren wir
Se = 1Cg, Rg :=Q\ Co.
Satz 4.19. FEs ist sing-supp A C Sg, bzw. A € C*°(Rg).

Die letzte Formulierung soll natiirlich bedeuten: auf Rg ist die Distribution A gleich einer glatten Funktion
A € C*(Rg) im Sinne von (A, u)p(q)xnq) = Jo Al@)u(z) d fir alle u € C§°(Rs).

Beweis. Es geniigt, eine solche Funktion A zu konstruieren.

Wir setzen

Os
Alz) == / e ®@Nq(2,0)do, z € Ry.

RN
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Hierbei ist « lediglich ein Parameter. Man beachte dabei, da8 fiir ¢ € Rg die Phasenfunktion 6 — ®(z, 0)

Os
keine stationiren Punkte hat, wegen der Konstruktion von Rg. Die Definition von / erfolgt sinngemé&f

Os
genauso wie die Definition von , man 148t die Integration iiber der x—Variablen weg. Der auftauchende

Operator L wie in (4.3) enthélt jetzt keinerlei Ableitungen bzgl. der Variablen x. Damit ist nun, fiir ein
geeignet grofles k,

Az) = / e *@NLka(2,0)do, z € Ry.
RN

Diese Funktion ist auf Rg glatt. Sei jetzt v € C§°(Rg). Dann haben wir, weil L nur nach den Variablen
0; differenziert, aber nicht nach den Variablen zy,

/Q A(z)u(z)dz = / /Q . @0 (Lra(x,0)) u(r) de do
/ /Q . e P@ENLE (a(z, O)u(x)) dodd
= O// e ®@Nq(z, 0)u(x) dz do

QxRN

= Ip(au) = (A, u) 5 () p(0) -

wegen Lemma 4.13 in der vorletzten Zeile. Dazu beachte man, daf§ die Funktion (z,6) — a(z,0)u(z)
in einer konischen Umgebung von Cg identisch gleich 0 ist, wegen u € C§°(Rs). Die Koeffizienten des
Operators L sind zunichst nur auf Rg x (RY \ 0) definiert. In einer winzigen konischen Umgebung von
Cg kann man diese Koeflizienten beliebig definieren; wegen u = 0 in einer Umgebung von Sg hat die
tatséichliche Wahl der Koeffizienten keinen Einflufl auf das Ergebnis. O

Diesen Beweisgedanken wenden wir gleich nochmal an:

Satz 4.20. Sei a € S]'%5(Q x RN), und sei a = 0 in einer konischen Umgebung von Cg. Dann ist
Ae C™(Q).

Diese Behauptung bedeutet natiirlich: es gibt eine Funktion A € C*(Q), soda$l (A, u) = Jo A(z)u(z) dx
fiir alle u € C§°(Q) ist. Fiir # € Rg ist der Funktionswert A(z) bereits im vorigen Satz ermittelt worden.

Beweis. AuBerhalb von Cg ist grady ®(z,0) # 0. Wir kénnen also auflerhalb von Cg den Differential-
operator L so konstruieren, dafl er nur nach 6 differenziert, aber nicht nach x. Und in einer konischen
Umgebung von Cg ist die Funktion (z,60) — a(z,#)u(x) identisch gleich 0. Es bleibt blo8 noch iibrig,
den Operator L auf der Menge Co (bzw. in einer winzigen konischen Umgebung davon) festzulegen. Das
konnen wir auf beliebige Weise tun, wenn nur diese winzige konische Umgebung kleiner ist als diejenige,
in der a = 0 gilt. Anschlieflend wende man Lemma 4.13 an. Wir haben also, fiir u € C§° (),

Aoy = [ 0L ae,B)u(w) do o
QxRN

Hierbei gilt: der Operator L kann hochstens fiir solche (z, §) Ableitungen nach x bewirken, fiir die a(z, §) =
0 ist, und sémtliche Ableitungen von a sind dort auch gleich 0. Auf jeden Fall kommen beim letzten
Integral keine z—Ableitungen bei der Funktion u = u(z) an. Damit ist

Az) = / e *@N ka2, 0)d0, x €,
RN

die gesuchte Funktion. Weil die Koeffizienten von L zum C gehoren, und weil a € S}; ebenfalls glatt
ist, haben wir A € C*°(Q), wie gewiinscht. O

Beispiel: Wir betrachten den Operator id, der uw € C§°(£2) auf u abbildet. Wir denken uns u auf den
ganzen R™ durch 0 fortgesetzt. Dann ist

(idu)(z) = /]R e 1 a(g)dg = / ) / ) V81 u(y) dy dé.
3 3 Y
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Wir haben hier z als Parameter, a = a(y,§) =1 € S?,O(Q x R™), ®(y, &) = (z — y)&,
Co ={(y,€) € 2 x (R"\0): grade ®(y,&) = 0} = {(2,£): £ e R" \ 0},
Se = {z}, und tatséchlich ist

u(z) = <6$(y)7U(?J))’D’(Qy)x’D(Q) = (4, U>D’(Q)><D(S2) J

wobei 4, die an den Ort = verschobene Delta-Distribution ist. Es ist also tatséchlich fiir diesen Operator
sing-supp A = {z} = S5.

Beispiel: Sei Q2 = R™ und f sei ein Glittungskern, also f € C§°(R™), f(z) > 0 iiberall, f(0) > 0, und
Jgn f(z)da = 1. Wir betrachten den Operator

P:uw— Pu:= fxu.

Nun ist f(z) = ng e f(£)de, also
(P = [ ety = [ [ Ity

Hierbei ist z ein Parameter, a = a(y,£) = f(£) € S™°(R" x R"), &(y,£) = (z — y)€ wie im vorigen
Beispiel, und also auch Sg = {x}. Andererseits ist

(Pu)(x) = £ (2~ 1), u(0)) o g iy

also A(y) = f(z — y). Demnach ist sing-supp A = () C Sg.

4.3 Fourier-Integral-Operatoren

Wir kommen jetzt zu allgemeinen Fourier-Integral-Operatoren (FIO). Als Einstimmung betrachten wir
PDO P und @ mit Koeffizienten a, € Cg°(R2):

(P(x, Dy)u)(w) = ) aa(w)Dgu(x),

(Q(z, Da)u)(z) = Y D (aa(z)ulx)),

lo|<m

wobei der Einfachheit halber u € S(R™) angenommen wird (Sobolevrdume wiren auch méglich). Dann
ist

(Pue) = 37 ol (€6) = / Sl ale) B
-/ g / e PIRXCS EOLT

@) = > k(€ o) 10) = / e e
:/2/2 el ;maa(y)ﬁo‘ uly) dy de.

Damit erscheint es sinnvoll, Integrale der Form

(Au)(x) = //Q . e @Y (2, y, 0)u(y) dy db (4.7)
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zu untersuchen, wobei
r € Q, C R, y € Q, CR",
u € Cg°(Qy),
a € Sp((Q x Q) x (RY0)),
und @ ist eine Phasenfunktion auf (Q, x Q,) x (RY \ 0).

Es ist noch nicht ganz klar, in welchem Sinne (Au)(x) existiert. Sei v € C5°(§2,) gewéhlt, dann definieren
wir

(Au,v) = O// / e @Y (2 y, 0)u(y)o(z) dz dy dé. (4.8)

Qg X Qy xRN

Diese Definition ist moglich, weil ® auf dem Integrationsgebiet die Voraussetzungen einer Phasenfunktion
erfilllt, und a € S5 mit den (ab jetzt selbstverstidndlichen) Voraussetzungen ¢ > 0 und § < 1.

Wir halten ®, a und u fest. Dann ist die Abbildung

v = (Au,v),
D(Q,) —» C

linear und stetig in den jeweiligen Topologien, also ist Au ein Element von D’(,,).

Jetzt halten wir ® und a fest, vergessen v, und variieren u. Wir priifen nach, dafl

A: u— Au,
A: D(Qy) — D'(Q)
linear und stetig in den betreffenden Topologien ist.

Definition 4.21 (FIO). Sei ® eine Phasenfunktion auf (2, x Q) x (RV\0), a € SI5((Q, x Q) x RY)
mit 0 < o <1 und 0 < < 1. Dann heifst der Operator A, der u € D(Qy,) auf Au € D'(Q,) gemdf (4.8)
abbildet, ein Fourier-Integral-Operator (FIO).

Voriibergehend fassen wir die Variablen zusammen:
z=(z,y) € Q= Qy x Q.
Dann ist
Os .
(Au,v) = // e ®=a(2,0)(uv)(2) dz df
Q. xRN

ein herkémmliches oszillierendes Integral, und es existiert (im Sinne von (4.6)) ein A € D’(€2,) mit

Os
(A, W) pr(ayxp(0.) = // e ®q(z2, 0)w(z) dz db, Yw € D(£,).
Q, xRN

Ubrigens ist A nichts anderes als der Schwartzkern des Operators A, wie er uns gegeben wird durch
Theorem 2.32, Teil 2.
Aus Satz 4.19 und Satz 4.20 erhalten wir dann:
Satz 4.22. Sei m: (2 x Q) x (RN \ 0) — (Q x Q) die kanonische Projektion mit w(x,y,0) = (z,y),
und sei

Co = {(z,y,0) € U x Qy x (RV\ 0): grad, ®(z,y,0) =0},

S@Z:ZWCE.

Dann ist die Distribution A € D'(Q, xQy) gleich einer C*° —Funktion A auferhalb Sg; und wenn a(z,y, 6)
identisch Null in einer konischen Umgebung von Se ist, dann ist A € C®(Q, x Q).
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Bemerkung 4.23. Damit haben wir insgesamt: zu jeder Phasenfunktion ® = ®(x,y,0) und jeder (so-
genannten) Amplitudenfunktion a = a(z,y,0) existiert genau ein Operator A: D(Q,) — D' (Qy), sowie
genau ein Schwartz-Kern A € D'(Qy x Q).

Es gibt aber mehrere Amplitudenfunktionen, die denselben FIO A erzeugen. Nimm z.B. Q, = Q, = R",
0 =& e R, sowie D(x,y,&) = (x — y)&. Dann sei a(x,y,£) =0, und wir erhalten den Null-Operator A.

Sei andererseits a(z,y,£) = p(x)P(y) mit ¢, € C§(R™), aber supp ¢ Nsupp = 0. Dann ist
(Aue) = [[ @i )uly) dyTE = pla)p(a)uto)
R;lng

was aber immer gleich 0 ist.

Unsere bisher gezeigte Abbildungseigenschaft lautet:
wenn grad, , , ® # 0 iiberall, dann ist A: D(Q,) — D'(Q,) stetig.

Das erscheint uns etwas armselig, weshalb wir jetzt die Voraussetzungen an ® verschérfen.

Definition 4.24 (Operator-Phasenfunktion). Eine Phasenfunktion ® auf (Q; x Q) x (RN \ 0) heifft
Operator-Phasenfunktion, wenn zusdtzlich gilt:

grad, o ®(x,y,0) # 0,
gradz,& (I)(l‘, Y, 0) 7é 07

Satz 4.25. Unter der ersten Zusatzbedingung ist A sogar eine stetige Abbildung von D(€y,) nach E(Qy).

} V(z,y,0) € Q x Q, x (RV\ 0).

Unter der zweiten Zusatzbedingung hat A eine stetige Fortsetzung® von &' () nach D’ ().

Beweis. Sei grad, o ®(x,y,0) # 0 iiberall. Dann existiert das Integral

Os
W@ = [[ e Da . ou)dyds. ue D),
Qy xRY
fiir jedes z € Q,, und es stimmt mit dem durch (4.8) implizit gegeben Au iiberein. Die Ableitungen

0% (Au)(x) existieren, und sie sind wieder gegeben durch oszillierende Integrale von derselben Gestalt.
Also ist Au € C*(;). Die Stetigkeit von A, als Abbildung von D(£2,) nach (), zeigt man leicht.

Sei nun grad, 4 ®(z,y,0) # 0 iiberall. Fiir u € D(€2,) und v € D() ist, per Definitionsgleichung (4.8),

Os
W) yeman =[] ¥ ate . 0)uty)oe)de dydo

Qp X Qy xRN

lim /// e ®@v0)\ (e0)a(z,y, O)u(y)v(x) dz dy db
Qz Xy xRN

e—+0

e—0

lim (// e @V (e0)a(z,y, O)v(x) da d9> u(y) dy.
Q, Qu xRY

Man beachte, dafl (wegen der zweiten Zusatzvoraussetzung) der Grenzwert

e—0

lim // e @Yy (eh)a(x, y, 0)v(x) dz df
Qo XRY
existiert. Wir taufen ihn (A'v)(y). Wegen des ersten Beweisteils haben wir die Stetigkeit der Abbildung

Os
A v // e @Y (2, y, 0)v(z) dz db,

Qo XRY

Al D(Q,) — E(Qy).

?Diese Fortsetzung bezeichnen wir wieder mit A.



44 KAPITEL 4. OSZILLIERENDE INTEGRALE

Wenn wir jetzt in der obigen Rechnung lim._, 1o und [, vertauschen (Begriindung bitte selbst einfiigen),
dann haben wir gezeigt, daf} fiir v € D(€,) und v € D(Q,) gilt:
_ t
(Au, U)@/(gzx)xp((zx) = (u, A ”>5/(Qy)xs(§zy) ‘
Das motiviert die oben eingefiihrte Schreibweise A? nachtriiglich.
Sei nun u € &'(£2,). Dann definieren wir Au € D’(,,) durch
— t
(Auawﬂ)/((zx)xD(szz) = <U’A U>£/(Qy)><5(9y) ) Vv € D(Q).

Das ist eine stetige Fortsetzung, denn wenn u € €'(§,) zufillig in D(Q,) liegen sollte, steht eine bekannte
Identitdt da. Und ansonsten wihlen wir eine Folge (w1, ug,...) C D(Qy,) mit

&' (Qy) .
Uj —— U, (] *)OO)7

und es ist

_ t C t .
(g )50,y xp@,) = (U A0 g0, xeo,) = (A Ve, xe@,) T,

denn genauso ist Konvergenz in der Topologie €’(),) definiert. O

Wie stehen nun sing-supp(Au) und sing-supp v in Beziehung ?

Definition 4.26. Seien X und Y Mengen, und sei S C X XY sowie K CY. Dann definieren wir
SoK:={xe€X:3Jye K mit (x,y) € S}.

Satz 4.27. Firu e &'(y,) ist sing-supp(Au) C Sg o sing-supp u.
Beweis. Sei u € £'(€,). Nun ist sing-suppu eine abgeschlossene Teilmenge von €2,. Wir wéhlen ein
X € C°(Qy) fir daB8 supp x ein wenig grofier als sing-suppu ist, mit x(y) = 1 fiir jedes y in einer

Umgebung von sing-supp u. Im Sinne der Multiplikation von Distributionen mit glatten Funktionen setzen
wir

u(y) = ui(y) + u2(y) = x(m)uly) + (1 — x(y))u(y).
Nun ist ug € C§°(£2,) und somit Augs € C*°(,), folglich sing-supp(Au) = sing-supp(Au,).
Es reicht also zu zeigen, dafl

sing-supp(Au) C Sg o supp u, Vu € &'(Qy),

denn die Differenzmenge supp u \ sing-supp v kann beliebig ,,schmal“ gemacht werden, durch geeignete
Wahl von x.

Sei ein Kompaktum K € 2, gegeben. Es reicht weiterhin zu zeigen:
sing-supp(Au) C Sp o K, Vu e &'(Qy), suppu € K.

Das ist dquivalent zu der Behauptung, dafi Au gleich einer glatten Funktion aufierhalb von Sg o K ist,
fiir alle v € £'(£2,) mit suppu € K. Sei nun also eine Menge Q, C Q, gegeben, die aulerhalb von Sg o K
liegt.

Wir wihlen eine Folge (u1,usg,...) C D(£2,) mit suppu; € K und

w S, (- o0). (4.9)

Dann ist, fiir v € D(Q),
(Au, v>D/(Qm)><®(Qm) - jhlgo (Auj, U>D’(QI)><D(QI)
= Jlggo (As,v) (6, )xD()

= lim (A, 0 ®U)) 5 (@, x(int K))x D (@ x (int ) >

J—00
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wegen des Theorems 2.32 im letzten Schritt.

Wegen Satz 4.22 ist nun sing-supp A C Se. Wir wollen zeigen, dafi auf dem relevanten Integrationsgebiet
0, x (int K) kein Punkt aus sing-supp A liegt. Dazu beweisen wir

Sa ) (QI x (int K)) =0

Denn sei (z0,90) € Se N (Q x (int K)). Dann ist 2o € Q, und yo € int K. Wegen (z0,90) € Se ist dann
aber auch zo € Sg oint K, denn so ist die Operation o definiert. Andererseits soll {2, aulerhalb von So K
sein, und zg soll in 2, liegen. Das kann nicht sein.

Also ist der Schwartz—Kern A auf dem relevanten Integrationsgebiet Q, x (int K) gleich einer glatten
Funktion. Nun bringen wir Satz 2.34 ins Spiel. Dann erzeugt A einen glidttenden Operator

A: & (int K) — &(y).

Dies ist derselbe Operator A wie oben, blof§ eingeschrinkt auf ein kleineres Gebiet int K C £, und
ausgewertet auf einem kleineren Gebiet €.

Wegen (4.9) und der Stetigkeit von A in den betreffenden Topologien ist nun auch

Au;j £(E) Au, (j — 0),

also ist Au € C®(Q,).

Also ist Au gleich einer glatten Funktion aulerhalb von S¢ o K. Das wollten wir zeigen. O

Beispiel 4.28 (PDO). Sei

(Au)(z) == Z ao () Dou(z),

la|<m

auf dem Gebiet Q = Q, = Q, mit glatten Koeffizienten a, € Cg°(R™), also
(Aua) = [ D aln,uly) dyde,
R2Q,

wobei a(x,§) =3, < @a(®)E*. Dann ist

(I)(x,y,ﬁ) = (l’ - y)§7
Co = {(z,y,8): (x —y) = 0} = diag(2 x Q) x (R" \ 0),
Se = diag(Q x Q) = {(x,x): x € Q},

und der letzte Satz besagt dann sing-supp(Au) C sing-supp u. Das ist auch einleuchtend, denn dort, wo
u keine Singularitit hat, kann A auch keine erzeugen (denn schliefllich sind die an glatte Funktionen).

Beispiel 4.29 (Lésungsoperatoren fiir hyperbolische Gleichungen). Sei u; € §(R"), und sei
w=u(t,z) mit (t,z) € R'"™ die Lisung zu

g — 2 Nu =0, u(0,x) =0, ut (0, z) = up ().

Hierbei interpretieren wir ¢ > 0 als Lichtgeschwindigkeit. Dann haben wir, nach einiger Rechnung,

u(t,x) = /R e ) g )

2 cl¢]
) . _
_ _/ / el((xfy)&ct\sl)&ul(y) dy d¢
2IC n n |§|
£ Y
1 ((o—g)E— (€) 5
1 i((z—y)e—ct|e) X\S) dyd
2ic Rn/ ‘ &l v dyde

Ry
i(e—yeSIn(etlEl) | =

n
Y
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wobei x € C*(Ry) eine Punktion ist mit x(§) = 1 fir [§| > 2 und x(§) = 0 fir || < 1. Der einzige Zweck
dieser Funktion besteht darin, zu verhindern, daf8 wir in den ersten beiden Integralen durch O dividieren,
wenn & = 0 wird.

Wir konzentrieren uns auf die ersten beiden Integrale und ignorieren das dritte: Dann ist

a(x,y,&) = % € Sil(R” x R™),
S

gradf@(zayvg) = (l’ - y) iCtEa
Se = {(z,y) e R" xR"™: |z —y| = |t|}.

Nun ist aber |x —y| gerade gleich der Linge des direkten Wegs zwischen x und y, und c|t| bezeichnet den
Weg, den man bei Geschwindigkeit ¢ in einem Zeitintervall der Linge |t| zuriicklegt.

Die Relation sing-supp(Aug) C S¢ o sing-supp(uq) bedeutet mit diesem S¢ dann, daff Singularititen der
Anfangsfunktion uy sich gerade mit Geschwindigkeit ¢ ausbreiten, wie man es auch erwarten sollte bei
einer Gleichung, die die Wellenausbreitung beschreiben will.

4.4 Wellenfrontmengen und Lagrange—Mannigfaltigkeiten

Die Referenzen fiir diesen Abschnitt sind [16] und [2].

Aus den Hausaufgaben ist bekannt, dafi & € C°°(R™) ist, falls u € &'(R™). Fiir solche u gilt weiterhin,
dafl u glatt (C*°) genau dann ist, wenn @ schnell abklingt, siehe Satz 3.26.

Nun ist es aber denkbar, dal @(¢) in manchen Richtungen schnell abklingt, in anderen Richtungen aber
nicht. Das Ziel soll jetzt darin bestehen, diese anderen Richtungen besser zu verwalten.

Definition 4.30. Seiu € &' (R™). Dann sagen wir, daff n € R™\0 zu I'(u) gehdrt, wenn es keine konische
Umgebung von n gibt, in der fiir jedes k € Ny und jedes £ gilt:

()] < Cr (&) 7"

Unsere Interpretation ist, dafl sing-suppu die Lage der Singularititen von u beschreibt, und I'(u) be-
schreibt die Richtungen, entlang derer u singulér ist.

Offensichtlich ist T'(u) eine konische Menge.
Beispiel 4.31. Sei ¢ € C§°(R™) mit ¢(&§) > 0 fir alle &, und sei $(&) = 1. Wir wihlen n # 0 und
definieren

u(x) = Z k2o (kx) exp(ik’x - 1), x € R"™.

k=1

Dann besteht T'(u) genau aus einem Strahl.
Lemma 4.32. Firu € &(R") und ¢ € C§°(R") ist I'(pu) C I'(u).
Beweis. Siehe [16], Lemma 0.4.1. O

Definition 4.33. Sei Q C R™ offen und u € D'(Q) . Fiir x € Q setzen wir

Ty(u) = ﬂ T(pu),

wobei der Durchschnitt dber alle ¢ € C§°(Q) gebildet wird, fir die o(x) # 0 ist.

Definition 4.34 (Wellenfrontmenge). Firu € D'(Q) definieren wir die Wellenfrontmenge von u als

WEF(u) = {(z,€) € Q x (R"\ 0): € € Ty(u)}.
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Dies ist eine konische Teilmenge von © x (R™ \ 0). Die Projektion von W F'(u) auf € ergibt sing-supp u.
Satz 4.35. Wenn u € &'(R"), dann ist die Projektion von W F(u) auf den Rf gleich T'(u).

Beweis. Siehe Proposition 0.4.3 in [16]. O

Also enthilt W F(u) sowohl die Informationen von sing-supp u als auch die Informationen von T'(u).
Sei nun ¢: Q, — Q, ein Diffeomorphismus zwischen offenen Teilmengen des R™, und sei A C €, x (R™\0).

Dann definieren wir den Pullback von A als

VA= {(x,): (V(@), (V' (2)) 7€) € A}

Hierbei ist ¢’ die Jacobi-Matrix und A~" := (A7!)". In Erinnerung an (2.6) legen wir erneut den
Pullback einer Distribution u € D'(£,) fest als

(W u, ©)pra,)xdia,) = <u7q)>‘D/(Qy)><‘D(Qy) ) ¢ € D),

wobei ® € D(§,) sich ergibt als

-1 oyt
Oy) = oW () |det | —— | ()] -
Y
Satz 4.36. Sei ¢: Q; — Q ein Diffeomorphismus zwischen offenen Teilmengen des R™. Dann gilt
WF (Y u) = " WF(u)
fir alle w € D'(Qy).
Beweis. Siche Theorem 0.4.6 in [16]. O

Jetzt betrachten wir eine n—dimensionale reelle Mannigfaltigkeit {2 mit Kartenabbildungen
e Qy — Q# C R",
v: Q, — Ql, CcR"

und einer Kartenwechselabbildung
Yv=voputu(Q,NQ) — v(Q,NQ).

Bekanntlich ist ¢ ein Tangentialvektor an 2 im Punkt x € ,,, wenn ¢ ein stetiger Operator von C§°(£2)
nach R ist, fiir den reelle Zahlen t/', ... t" existieren, sodafl

tluopu) = Ztgb@yju(y)’yzu(l), u € C5(Q,).
j=1

Der Raum aller solchen t heif3t T,,.).
Die Vektoren t* und t” rechnen sich beim Kartenwechsel ineinander um geméf
= w’(y)t“, Yy = N(I) € U(Qu N QV>-

Das Tangentialbiindel TQ := U,eqT,Q (im Sinne einer disjunkten Vereinigung) wird dann kartiert durch
die Abbildungen (z,t) — (u(z),t*), wenn x € Q,,.

Das Biindel der Dualrdume heiit Kotangentialbiindel 7%} := U,cqT ;2 (ebenfalls im Sinne einer dis-
junkten Vereinigung) mit Kartenabbildungen (z, &) — (u(z),&"), wenn € ,,, wobei {# bestimmt wird
geméf

(€, O raxrsa = " & )R @)« -

Dann gilt bei einem Kartenwechsel

& =) "¢ y=u).
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Das ist genau dieselbe Umrechnung wie beim Pullback von Wellenfrontmengen, sodafl leicht zu zeigen
ist, dafl W F'(u) eine wohldefinierte Teilmenge von T*Q \ 0 ist, wenn  C R™ offen ist und u € D’(Q).

Sei nun Q wieder eine Mannigfaltigkeit und v € D’(2), dann ist p*WF(uo =) C T*Q \ 0 unabhiingig
von p, womit die Wellenfrontmengen fiir Distributionen auf Mannigfaltigkeiten definiert sind.

Nun wollen wir diese Begriffe auf Fourier-Integral-Operatoren anwenden. Seien {2, C R"#, Q, C R"v,
und sei ® eine Phasenfunktion auf Q, x Q, x (RV \ 0), sowie a = a(z,y,0) eine Amplitudenfunktion.
Dann haben wir einen FIO 4 und einen dazugehorigen Schwartz-Kern A mit

Os
/// e @0z, y, O)u(y)v(z) dz dy do

Qu X Qy XRY
= (A, u®uv).
Satz 4.37. Es ist A € D'(Qy x Q) mit
WF(A) C {(z,y,grad, , ®(z,y,0)): grady ®(z,y,0) =0}.

(Au, v)

Beweis. Siehe [16], Theorem 0.5.1. O

Beispiel: Fiir DO haben wir ®(x,y,£) = (z — y)&, und es folgt
WF(A) C {(z,2,§,-§): z € Q,§ € R*\ 0}.

Beispiel: Fiir den Losungsoperator zur Wellengleichung haben wir z.B. ®(z,y,£) = (x — y)£ + ct/¢], und

grad; ®(z,y,§) = 0 bedeutet y =z + Cté_l’ und somit ist
WEF(A) C {(z,ercté—l,f,f) tx e Q€ ER"\O}.

Die jeweils rechts genannten Mengen sollen uns noch etwas beschéftigen. Vorher fassen wir x und y zu z
zusammen, also z = (z,y).

Definition 4.38 (Nicht-entartete Phasenfunktion). Fine Phasenfunktion ® = ®(z,0) auf Q, x
(RN \ 0) mit Q, C R™ heift nicht-entartet, wenn die Differentiale

0P
gradz,‘g (87), j:17...,N,
J

N linear unabhingige Vektoren des R™TN bilden.

Beispiel: Sei £ € R?\ 0 und 2z = (x,y) € R* mit ®(x,y,£) = (v1 — y1)&1 + (22 — y2)&. Dann haben wir

0P
d — =(1,0,-1,0,0,0
gra z,y,& 861 (7 ) 9y Uy Uy )7
0P
gradz%g 8_52 = (O, 1,07—17070).

Wir kénnen direkt den Satz iiber implizite Funktionen anwenden und erhalten, dafl
Cs = {(z,0): grady ®(z,0) =0}

eine m—dimensionale glatte (im Sinne von C'*°) Untermannigfaltigkeit des R™+ ist.

Lemma 4.39. Fulls ® eine nichit-entartete Phasenfunktion ist, dann ist die Abbildung

k:Ce = TQ,\ 0,
k: (2,0) — (z,grad, ®(z,0))

ein Diffeomorphismus. Dann ist die Menge
Ag :={(z,grad, ®(z,0)): grad, (z,0) =0}

eine glatte m—dimensionale Untermannigfaltigkeit der 2m—dimensionalen Mannigfaltigkeit T*Q, \ 0.
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Beweis. Wir wihlen (z,6) € Cp und betrachten einen Tangentialvektor (6z,0) € T\, 6)Cs. Weil Cs
gegeben wird durch das Gleichungssystem %—(g = 0, haben wir

0 0P 0 0P
Wir betrachten nun das Differential der Abbildung x am Punkt (z, ), ausgewertet in Richtung (dz, §6):

dk(0z,00) = <%5Z +0-460, (% grad, <I)> 0z + <% grad, CID) 59)

0 0P 0 0P

Um zu zeigen, dafl dx ein Isomorphismus ist, reicht es nachzuweisen, dal dx injektiv ist. Sei nun also

dk(6z,860) = (0,0). Dann ist dz = 0, und wir haben demnach

0 09 0 09
(555 ) =0 (5:59)00=0

Aber nach Voraussetzung ist ® nicht-entartet, und demnach hat die Matrix
0 9
#5)
9z 00
vollen Rang, was 60 = 0 mit sich bringt. O
Es gilt noch mehr; dafiir miissen wir aber etwas ausholen. Die Punkte auf dem Kotangentialbiindel
T*Q. \ 0 bezeichnen wir® mit (z,¢). Wenn « eine Differentialform ist auf der Mannigfaltigkeit 7%, \ 0,

dann bezeichnen wir mit ;¢ die Auswertung von a an einem ganz konkreten Punkt (z,¢) € T*Q. \ 0.
Analog fiir andere Mannigfaltigkeiten.

Wir haben eine kanonische Projektion 7: T*Q, — Q,, die (z,¢) auf den Basispunkt z abbildet. Die
Ableitung 7’ davon ist dann eine lineare Abbildung (nach Auswertung am Punkt (z,()):

(7‘(’)(2,0 . T(z,()(T*Qz) — TzQz
Fiir einen Punkt (z,() € T*Q, ist weiterhin ¢ eine lineare Abbildung von 7.2, nach R.
Wir kombinieren dies:

Definition 4.40 (Kanonische 1-Form). Auf der Mannigfaltigkeit T*Q, definieren wir eine 1-Form
w gemdys

W =Co (M), V(2 eTrQ..
Diese Form nennen wir kanonische 1-Form.

In der Literatur ist dafiir die Schreibweise w = £ dz gebriuchlich, in lokalen Koordinaten dann w =
Z;‘nzl &j dSCj .

Definition 4.41 (Kanonische 2—Form). Auf der Mannigfaltigkeit T*Q, definieren wir eine 2—Form o
als

o= dw.
Diese Form nennen wir kanonische 2-Form.

In lokalen Koordinaten schreibt man dann oft o = Z;":l d¢; A dx;.

Seien nun (¢, 7) und (¢',7") zwei Tangentenvektoren an 7%, im Punkt (z, (). Dann ist

o ((ta T) ’ (t/a T/)) = <t/a T> - <t7 T/> )

und zur Form o gehort also die Matrix

0 —1In,
I, 0 )’

und wir erkennen, dafl o eine nicht-entartete bilineare Form ist.

3in der Literatur ist die Bezeichnung (x,¢) gebriuchlich
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Definition 4.42 (Symplektische Formen, Riume, Mannigfaltigkeiten). Eine antisymmetrische
nicht-entartete bilineare Form auf einem endlich-dimensionalen Vektorraum E heifst symplektische Form.
Ein Paar (E, o) aus einem endlich-dimensionalen Raum E und einer symplektischen Form o auf E heifit
symplektischer Raum.

Eine 2-Form o auf einer Mannigfaltigkeit M heiffit symplektische Form auf einer Mannigfaltigkeit M,
wenn do = 0 und wenn fir jeden Punkt m € M die Auswertung o, eine symplektische Form auf T\, M
ergibt. Das Paar (M, o) nennt man dann symplektische Mannigfaltigkeit.

Bemerkung 4.43. Aus den obigen Darlequngen folgt: sei Q eine Mannigfaltigkeit. Dann ist T*Q, aus-
gestattet mit der kanonischen 2—Form o, eine symplektische Mannigfaltigkeit, denn wegen ¢ = dw ist
do =0.

Sei W ein Unterraum von T, (7€ \ 0), und wir setzen
W7 :={veTuo(T*Q:\0): o(w,v) =0, VweW}.
WEeil ¢ nicht-entartet ist, gilt W = W hochstens fiir dim W = m.

Definition 4.44 (LAGRANGE-Mannigfaltigkeit). FEine glatte Untermannigfaltigkeit A des T*Q, \ 0
heift Lagrange-Mannigfaltigkeit, wenn fir jedes (z,() € A gilt: W = W, wobei W := T ¢)A.

Nun kommt endlich das zentrale Ergebnis dieses Abschnitts:

Satz 4.45. Sei ® = &(z,0) eine nicht-entartete Phasenfunktion. Dann ist Ag eine Lagrange—
Mannigfaltigkeit im T*Q, \ 0.

Beweis. Wenn wir w = 0 auf Ag gezeigt hétten, wiren wir fertig. Wir haben bereits einen Diffeomor-
phismus k: Cp — Ag zwischen Mannigfaltigkeiten der Dimension m. Der Pullback von w unter x ist nun
aber gleich

gradz®~dz:g—f~dz:dq>—g—(§~d9.

Die Funktion ® ist homogen vom Grad 1 in 6, also erfiillt sie die Euler—Differentialgleichung

0P
d=0.—.
o7}
Per Definition ist 22 = 0 auf Cs, also auch ® = 0 auf Csp. O

00 —



Kapitel 5

Symbolkalkiil

Wir haben einen ¥DO A mit Amplitudenfunktion a € S™,

Os
(Au)(z) = // V(e y, uly) dyde, e C5(RM). (5.1)

2
Ry7>l< £

GemiB Satz 4.25 ist dann A ein stetiger Operator von D(R™) nach E(R™), und forsetzbar zu einem
stetigen Operator von &'(R™) nach D’'(R"™).

Wir stellen uns einige Fragen:

e kann man in der Amplitudenfunktion das y ,, wegschaffen“ ? Dann kénnte man die Integration iiber
y ausfithren und bekédme die etwas einfachere Darstellung

(Au)(z) :/ eep(x, £)u(€) de, u € C(R™),
R’Vl
¢
wenn es denn eine solche Funktion p géibe. Dieses Integral existiert im herkdommlichen Sinne. Schén
wire eine Formel, wie man p aus a gewinnen kann. Diese Funktion p heifit dann Symbol von A, und
man schreibt p = 0.4 oder auch p = o(A).

e Wie sieht ein transponierter Operator A? aus, und wie kann man sein Symbol o 4¢ bestimmen ?

e Sei B ein weiterer DO. Was kann man iiber A o B aussagen (schon die Existenz ist nicht klar, im
Hinblick auf obige Abbildungseigenschaften) ?

e Unter welchen Voraussetzungen gibt es einen inversen Operator A~!, und wie sieht er aus ? Wenn
man keinen inversen Operator findet oder wenn es keinen gibt, findet man dann vielleicht wenigstens
so etwas Ahnliches, als ,, Trostpreis® 7

Im Folgenden werden wir jeweils die Symbole der gewiinschten Operatoren bestimmen, wobei wir uns
damit begniigen (miissen), diese Symbole modulo S™°(Q2 x  x R™) zu ermitteln.

Zur Vereinfachung der Notation noch eine Definition:

Definition 5.1. Sei a = a(z,y,§) € S;%5(2 x Q x R") eine Amplitudenfunktion. Dann sagen wir, dafl
der dazugehirige Operator A zur Klasse W}'5(S2) gehort. Im Falle von (g,0) = (1,0) schreiben wir einfach

U™ anstatt W'y Wir setzen W= = g V's, wobei der Durchschnitt nicht von o,0 € [0,1] abhdngt.

Gelegentlich verwenden wir auch die Schreibweise ¥ =, cp ¥7's-

5.1 Die Methode der stationidren Phase

Wir betrachten ein Integral der Art

I(N) =/ e g(z) da, ANER, A > 1.
zelU

51
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Satz 5.2. Sei U C R™ offen, und seien a € C§°(U), ¢ € C®(U), wobei ¢ als reellwertig angenommen
wird. Falls U unbeschrdnkt sein sollte, dann setzen wir voraus

10%a(z)] < Cq (z)™™",  VzelU, YaeN"
Wenn es nun ein € > 0 gibt mit |V(z)| > € fir alle x € U, dann ist I(\) = O(A™N) fiir A\ — +o00 und
jedes N € N.

Beweis. Ubungsaufgabe. o

Wenn also im Integrationsgebiet die Phasenfunktion ¢ keine stationéiren Punkte hat, dann ist das Integral
I()\) schnell abklingend. Als niichstes schauen wir uns den Fall eines einzelnen stationéiren Punktes an:

Satz 5.3. Sei A € R"™™ eine symmetrische regqulire Matriz, und sei s € R mit s > n/2. Dann existiert
ein ¢ € R (nur von s, n und A abhingig) sodaf$ fir alle k € Ny und alle uw € §(R™) gilt:

/ exp(iA (A, ) /2)u() d

k—1

= (%)H/Q exp (1% sign(A)) |det A|71/2 jgo j!(i;/\)j (<A71V, V>j u) (0) + Ri(N),

—n/2
-1
B () k:' El(2X\)F Z H vy V ‘U(Rn)'

Hierbei ist sign(A) die Signatur von A, also die Anzahl positiver Eigenwerte minus die Anzahl negativer
FEigenwerte.

Beweis. Die Funktion x — exp(iX (Az, z) /2) hat als Fouriertransformierte
2r\"/? s

£ <7> exp (15 sign(4)) |det A|7/2 exp(~i (A7'¢,€) /(21)),
wie man durch Diagonalisierung von A ziigig ausrechnen kann. Mit (2.2) haben wir dann

/ exp(i) (Az, ) /2)u(x) dz

m 2r\"/? m
- (7) exp (15 sign(4)) | det A|*1/2/ exp(—i (A71€,€) /(20)(F~1u) (€) de.
4

Per Taylorentwicklung haben wir

k—1 1
(76,6000 = 3 5 (- %) Al

7=0
o€ ] < (a6, €) 2

Nun beachte man, daf

/g <1< ;f €>> (F~lu)(€) d¢ = (%)J (<A71V7V>j u) (0).

Fiir die Abschéitzung von

R = [ o€ NE ) de
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benutzen wir die (F~tu)(€) = (27) 7 "a(—¢) sowie die Ungleichung von Cauchy—Schwarz:

R < g [ A6 2 |7 wio)] a

3

5 | A6 o @ a7 ¢
Re

= K12k

<o ([

Die Abschitzung von Ry folgt dann schnell. O

1/2
(A7, O™ (> Ja(e) dg) .

n
3

Dies werden wir demnéchst anwenden. Sei a € S7}(R7 x Rj x RY) mit m € R, und sei

Os
(Au)(z) = // eV (z, y, E)u(y) dy dE, u € C°(R™).
RO
Wir kénnten auch S7’s nehmen mit 0 < 0 < p <1, das wiirde am Prinzip der folgenden Rechnereien

nichts wesentliches findern (bis auf evtl. die Lénge). Genauso kénnte man iiberall den R? durch ein Gebiet
Q. C R"™ ersetzen.

Wir suchen ein p(z,§) = oa(x, &), sodafl (als iteriertes Integral) gilt:
@) = [ [ gty dyde
¢ Ry

Sei x € Cg°(R™) mit x(s) =1 fiir |s| <e.

Dann konnen wir schreiben

Os
(Au)(z) = / / SV (1 — y)a(z, y, E)uly) dy

2
]Ry,nﬁ

Os
b [ = o - wate. v uty) dye.
Re
Wegen Satz 4.20 hat der durch das zweite Integral dargestellte Operator einen glatten Schwartz—Kern und

ist demnach ein gléttender Operator, also einer, der von &'(R™) nach E(R™) abbildet. Solche Operatoren
wollen wir im Folgenden nicht weiter beachten.

Also diirfen wir im Folgenden annehmen, daf§ fiir die Amplitudenfunktion a = a(z,y,&) und fiir ein
positives € unserer Wahl gilt:

a(z,y,&) =0, falls |x — y| > e.

Dann gilt auch fiir die Schwartz—Kern-Distribution A = A(x,y), dafl A(z,y) = 0 fiir |z — y| > €. Solche
Operatoren A nennt man eigentlich getragen bzw. properly supported. Diese Operatoren sind deshalb
interessant, weil der Wert (Au)(z) nur von solchen Werten u(y) abhéngen kann, fir die |z — y| < e.
Insbesondere werden Funktionen u mit kompaktem Triger wieder auf Funktionen Awu mit kompaktem
Tréger abgebildet.

Wir haben dann sogar
A: D(R™) — D(R"), A: E(R™) — E(R™),

mit Stetigkeit in den entsprechenden Topologien. Sei nun u € C§°(R™). Dann ist @ € S(R™), sogar eine
analytische Funktion, und es ist

u(z) = / ) eeq(€) de.

3
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Wir schreiben eg(x) = €', Fiir jedes ¢ ist e¢ € E(R?), und diese Funktionenschar hiingt stetig (gemessen
in der Topologie von £(R%)) vom Parameter £ ab. Und weil nun A stetig ist als Abbildung von E(R?) in
sich, haben wir!

(Au)(z) = (A [ et as) (@) = [ (Aeg) (@) - ile) T
Dann ergibt sich
(@) = [ e e el)(Ae)@) a(OT,  we CRER,

und somit setzen wir
p(z, &) = e_ilg(Aeg)(m), (x,8) € R2",

Wegen der Eigenschaften von A ist dies, fiir jedes fixierte £, eine Funktion aus dem E(RZ).

Nach Definition von A (und weil A eigentlich getragen ist), ist dann

Os
p(x, &) = e 1 // eV (z, y,0)e'v dy do

2n
Ry,e

Os
// i@ 0=z, y, 0) dy b

et
lim // ei(zfy)(efg)x(eﬂ)a(x,y,@) dy df.
e—+0 Rine

Beachte, dafl die Integration bzgl. y sowieso nur iiber einem beschriankten Gebiet erfolgt.

Wir wollen jetzt die Methode der stationédren Phase anwenden, also Satz 5.2 und 5.3. Dort interessieren
wir uns fiir das Verhalten fiir A — oo (wir werden gleich sehen, wer hier X ist), haben aber aulerdem noch
ein € zu verwalten. Es ist nicht so leicht zu beantworten, ob man dann den Grenzproze$ fiir € durchfithren
kann, also schaffen wir zuerst das ¢ fort. Dazu merken wir an, dafl

(Dy)% elly—2)(6=0) _ = 9>2k elly=o)(6-0) keN,

wobei (D,)* = (1 — A,), und nach partieller Integration folgt

e—0

-/ o (€ 0) (D)™ a(w,y, 0) dy 3.
Ry

p(x,€) = lim ely—)(€=0) 2 oz d
©=1 // (€~ ) X(0) (D)™ a(,y,6) dy T

Wenn £ grofi genug gewédhlt wurde, dann ist dies ein im herkdmmlichen Sinne existierendes Integral,
das man nach den Parametern x und £ ableiten kann. Dann kann man sich Ableitungen 8;‘8? p(z, €)
anschauen und diese abschiitzen, und auf diesem Wege kann man zeigen, dafl p € ST, wenn a € ST,
Diese Rechnungen sind elementar, aber nicht besonders kurz (und im Ubrigen zum Selbststudium gut
geeignet).

Um eine besser handhabbare Formel zu bekommen, wie man p aus a ermitteln kann (modulo S~°),
setzen wir

0 _ _
A= ¢ > 1, wet o=l Woad,

e T e

und es ergibt sich

p(z,8) = / /]R TV IX (\(w — 0)) (D) a(z,y, Ao)A" dy do.

L{Jbungsaufgabe: man rechtfertige, daB man im letzten Schritt A in das Integral hineinziehen darf.
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Wir kénnen die Integration beschriinken auf eine kleine Umgebung vom gegebenen Punkt (w,z), denn
auflerhalb davon ist

|Voy(x —y)(0—w)| > const. > 0,

und mit Satz 5.2 erkennen wir einen solchen Beitrag als O(A~%) fiir jedes N, also unwichtig?. Also
konnen wir uns jetzt auf den Standpunkt stellen, dafl auch die Integration beziiglich g lediglich auf einem
Kompaktum stattfindet. Dann machen wir die obige partielle Integration bzgl. der Variablen y wieder
riickgéngig und haben als noch zu untersuchendes Integral

I= // ei(m_y)(g_w)’\a(m,y,)\g))\" dody.
[(0,y)—(w,x)|<1/2

Der einzige stationére Punkt der Phase ist hier (o,y) = (w, z). Wir verschieben die Variablen:
r—y =2z, 0—w=:0,
also
I= // ez, — 2, Mw + 0))\" do dy(27) ™.
I(z,0)[<1/2

Wir wenden Satz 5.3 an. Das dortige x ist hier gleich (21,...,2n,01,...,0,) € R?", die Matrix A ist

_ 0 In 2nx2n
A= (In 0) eR

mit A~! = A und sign(A) = 0, also ist mit V=V, , und D, = —iV,

nk—1 - .
- <_> 2 2N (<AV’ VPl w =z A U))) |.o)=(0.0) NEmT B (),

=0
|R(N)] < CpAF Z H (AV,V)* 07 ja(z,r — 2, \M(w + ) A"

la|<s

2({|(z0)[<1/2))

I= > ((VZ, Vg>j a(z,r — 2z, \(w+ 0))) }(z,a):(o,o) + Ri(N),

R\ < CpA™F H VZ,V(,kﬁs‘aaz,z—z,/\ero H ,
[R(V)] < CeA™ > |I( ) 02 a( ( ) <L)

4 ((DZ,Vg>ja(1:,1:+z,)\(w+a))) + RN,

}(z,o):(0,0)

RN < Ca ™ Y H<vz, Vo) 0% a(w, @ + 2, AMw + )

la|<s

2({|(z0)[<1/2))

I= )i ((DZ,V9>j a(m,x+z,9))

RN < Y H<vz,v9>’“agoa(z,z+z,a))

la|<s

+ Rk()\),
|(z.6)=(0,6)

<
Il
o

({|(z0)<1/2})

Wir bekommen damit insgesamt

k—1

=% % (<Dyv Vo) alz,y, 9))

j=0 7"

+ Ri(z,
|w6)=(.0) b(:¢)

mit Ry € S)y FR? x RE), wobei diese Aussage {iber den Restterm noch nachzurechnen wire. Hierbei
wiirde uns Satz 5.12 helfen.

Wir tragen unsere Ergebnisse zusammen:

2Ubungsaufgabe: man verifiziere die Unwichtigkeit (die Rechnung ist nicht sehr schwer, aber auch nicht sehr kurz).
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Satz 5.4. Seia € S (R} x Ry x R?) mit a(z,y,£) =0 fir |z —y| > e >0, und sei A der dazugehdrige
VDO. Dann gehirt zu diesem Operator ein Symbol p = o4 € ST (R} x Rg) gemdys

p(z, &) = e (Aeg)(x),  (2,€) € R*™,

und wir haben die asymptotische Entwicklung

3

Pl €~ D% (%D ate.)

j=0"" |y:z

womit gemeint ist, daf$ fiir jedes k € Ny gilt, dafi p — Zf;é .. E Sffo_k. Wir schreiben fiir diese asym-
ptotische Entwicklung auch

p(ﬂc,ﬁ) ~ eXp(<Vg, Dy))a(a:, Y,§

)]y:m

oder

P € ~ 3 2 (08 Dal,1.6))

s
aeNn

5.2 Anwendungen

Sei P ein YDO mit Symbol p € ST, wobei m € R, also

Os
(Pu)(z) = /n eilgp(a:,«f)ﬂ(g) d¢ = // ei(m_y)gp(x,g)u(y) dy dé.
3 ]R2n£

Wir setzen nicht voraus, dafl der Operator P eigentlich getragen ist. Fiir den transponierten Operator
muf} gelten (P'u,v) = (u, Pv), wenn u,v € Cg°(R™), wobei hier (f,g) = [;. f(x)g(z)dz. Im Beweis von
Satz 4.25 finden wir die Darstellung

Os
(Phu)(z) = / / eV, €)uly) dy e,
R,

Um das Vorzeichen der Phasenfunktion zu reparieren, substituieren wir £ — —& und entdecken fiir den
Operator P* die Amplitudenfunktion

a(.’L‘, Y, 5) = p(y7 _g)
Also haben wir gezeigt:

Satz 5.5. Das Symbol op: des transponierten Operators P' existiert mod S™°°(R” x Ry x R?), gehort
auch zu STy, und es hat die Form

opt(z,&) ~ (exp(— (Ve, Dz>)p) (w, =€)

oder auch

72,6 ~ 37 02 D3 (nl,—6)).

Nun seien zwei YDO P und @ gegeben, und wir interessieren uns fiir die Komposition P o Q. Diese ist
normalerweise nicht definierbar, es sei denn, dafl eine der beiden Zusatzbedingungen erfiillt ist:

e mindestens einer der beiden Operatoren hat einen Schwartz—Kern, der eigentlich getragen ist (ein
scharfer Blick auf den Schwartz—Kern zeigt uns, dafl dann auch der dazugehorige transponierte
Operator eigentlich getragen ist),
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e wir arbeiten im R™ (und nicht etwa in einem beschrinkten Gebiet ), und beide Operatoren haben
globale Symbolabschiitzungen. Gemifi Hausaufgabe bildet dann némlich jeder Operator von $(R™)
nach §(R™) ab.

Die erste Zusatzbedingung 148t sich auch auf beschrinkte Gebiete € anstatt des R™ verallgemeinern.

Die beiden Operatoren P und @ sollen Symbole p und ¢ haben. Der Einfachheit halber setzen wir voraus,
dal Q eigentlich getragen ist (die anderen Félle sind schéne Ubungsaufgaben). Dann ist fiir u € §(R™)
auch Qu € §(R™), also

(PoQuia) = [ (e €)(@QuITe)

und es stellt sich die Frage, wie man (Qu)7§) mit wenig Aufwand auf verstdndliche Weise bestimmt.
Dazu verfahren wir wie folgt: Es ist, wegen (2.2),

(Qu)7v) = (Qu,0) = (u, Q"))

und demnach

| @uew© = [ uwi@ @

:/R;u(ac)</R
:/R;u(x)(/w

:/;u(ac)/R e og(z, —€)v(€) dé da

n
(3

-/ g ( / o —Eula) dx> v(€) de,

und nach Umbenennung = — y haben wir also (fiir eigentlich getragenes Q)

(2, £)5(¢) a»s) ds | f©=enreg

n
3

"o (2, )o(=¢) dE) da | e——¢

(Qu16) = [ ogu . ~E)uty) dy.

Yy

Damit ist nun, wenn wir ¢* := oqt setzen,
(PoQua) = [ e"p(a.0)(QuT) Tt
.
— [ e, - €uty) dy T,
¢ Ry
also lautet die Amplitudenfunktion dazu a(z,y,£) = p(x, €)qt(y, —€), und das Symbol zu P o Q ist dann
1 (6% (o7
(UPOQ) (CL‘, €) ~ Z Jag Dya(aja Y, £)|y:I

= exp ((Ve, Dy) a(@,9.€)|,_, = exp ((Ve, Dy)) (p(z,&)q" (v, —)) ly—s

= exp (Ve + V. D)) (plar )a' (=),

= exp (Ve + Vi D)) (p(,€) (exp(= (V. D,))a) (4:1))

‘y:r,nzé

= exp (Ve + Vi D) exp(— (V. D) (pla, aly.m))

|y:w7n:£

= exp (Ve Dy)) (p(e. a(w.m))

}y:wm:&

= 3 (@l ©) (D3e(a,©)).

aeNn
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Das rechnet man schnell nach fiir den Spezialfall, dal P und @ Differentialoperatoren sind, denn dann
sind p und g Polynome in £, und die Reihe hat nur endlich viele Summanden.

Wir haben gezeigt:

Satz 5.6. Seien P und ) Operatoren aus den Klassen ‘l/;ng (R™) und \IITOQ (R™), und beide seien eigentlich

getragen. Dann existiert die Komposition P o Q, gehort zu \Ilmﬁmq (R™), und fir das Symbol gilt die
asymptotische Entwicklung

orea(€) ~ 3 1 (0, 6) (D3a(r,€))

a€eNn

SchlieBlich schauen wir uns noch den I?(R")-adjungierten Operator A* an, fiir den definitionsgem#f gilt
(Au,v) 2 = (u, A"0) 2,

im Sinne von
/H(Au)(z)mdx = /n u(z)(A*v)(z) dz, Yu,v € C5°(R™).

Wenn nun A wie iiblich durch (5.1) gegeben ist, wobei wir jetzt der Einfachheit halber a € ST mit
m < —n annehmen, dann kénnen wir alle Integrale ohne komplizierte Begriindung tauschen, und es
ergibt sich

et = [ [ [ ate uti avdear
/ <// 0 zyf)()dxd§>dy
- [ u) ( / N G ) dxas> dy,

— [ uTEw .

Y

und demnach ist

= /n / VG (y, a, E)v(y) dy dé.
3 v

Wir haben also gezeigt: wenn zum Operator A die Amplitudenfunktion (x,y, &) — a(x,y,£) gehort, dann
gehort zum adjungierten Operator A* die Amplitudenfunktion (z,y, &) — a(y, z,§).

In Bezug auf die pseudodifferentiellen Symbole bedeutet dies: wenn zum Operator A das Symbol p(z, £)
gehort, dann gehort zum adjungierten Operator A* das Symbol

oa-(2,8) ~ Z — 08 DIp(w, ).

Wir schauen uns noch die ,Bedeutung® der Variablen = und y in der Amplitude a = a(x,y,&) an. Sei
z.B. a = a(x,y,&) = a1(x)az(y)£®, dann ist

(Au)(z) = ar(x) D3 (az(z)u(z)),

und wir erkennen drei Operationen (zwei Multiplikationen mit Koeffizienten und eine Ableitung), die in
einer bestimmten Reihenfolge ausgefiihrt werden.
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Unser Wunsch, ein Symbol p(z, £) aus einer Amplitude a(z,y, £) zu gewinnen, ist rein aus der Tradition
geboren. Wir hitten auch ein Symbol p(y, &) suchen kénnen. Aus naheliegenden Griinden nennt man
p(z, &) das Linkssymbol von A, und p(y, &) heifit das Rechtssymbol von A.

Ein in der Physik beliebter ,, Kompromif}“ ist das Weyl-Symbol

wo__ W .Z‘+y
p _p ( 2 36)3

das den zentralen Vorteil hat, dafl man sofort erkennen kann, ob ein Operator A selbst-adjungiert ist:
genau dann ist ndmlich sein Weyl-Symbol reell-wertig.

5.3 Eigentlich getragene Operatoren, asymptotische Entwick-
lungen, Algebren

Seien A und B ¥DOn auf einem Gebiet @ C R™. Laut Satz 4.25 bilden beide Operatoren von D(§2) nach
E(Q2) ab, und (nach Fortsetzung) von &£'(€2) nach D’(Q). Damit ist die Komposition A o B nicht direkt
erklarbar, und als Ausweg zerlegen wir einen der beiden Operatoren, z.B. A:

Os
(Aue) = [ [ P alo,y, uly) dye 5:2)

RE X0
Os
— // ei(xfy)fx(x, y)a(z,y, Euly) dyd¢
]Rg‘xﬂ
Os
+ ]R/n/Q ei(z—y)5(1 - X(C& y))a(L v, f)u(y) dy a&
X

wobei wir die Funktion y € C*°(Qx Q) so geschickt wihlen, dafl das erste Doppelintegral rechts den Raum
D(Q) in sich abbildet, und auch den Raum &(2) in sich abbildet, und daff das zweite Doppelintegral ein
glattender Operator von £'(Q2) nach () ist.

Definition 5.7 (Propere Abbildung). Eine stetige Abbildung zwischen zwei topologischen Rdumen heifst
proper, wenn das Urbild jeder kompakten Menge kompakt ist.

Nun wihlt man x so, dal x = 1 gilt in einer Umgebung von diag(§2 x ). Dann liefert Satz 4.20 die
gewiinschte Aussage iiber das zweite Doppelintegral. Und weiterhin ist supp x so zu wéihlen, daf} die
beiden kanonischen Projektionen (z,y) — « und (z,y) — y propere Abbildungen sind von supp x nach
Q. Das liefert die gesuchte Eigenschaft fiir das erste Doppelintegral, und der dadurch dargestellte Operator
heiflt dann eigentlich getragen. Bei der Konstruktion von supp x denke man vielleicht an linsenférmige
Umgebungen von diag(Q x ).

In der Darstellung (5.2) haben wir A zerlegt als A = Aj; + A,, wobei wir A;, als Hauptbestandteil
ansehen und A, als Rest. Laut Satz 5.4 kénnen wir fiir Aj;, auch ein Symbol o4, finden (und nicht blo8
eine Amplitude xa), und zwar ist o 4, (z,§) = exp(—iz)Ap exp(izf). Fiir A, werden wir nicht in jedem
Fall ein Symbol finden kénnen, manchmal miissen wir es bei einer Amplitudenfunktion bewenden lassen.
Deshalb ist ¥~°° definiert als Menge aller Operatoren mit einer Amplitude in S™>°(2 x Q x R™), und
nicht etwa als Menge aller Operatoren mit Symbol aus S~°(Q x R™).

Wir fassen zusammen:

Satz 5.8. Seia = a(x,y,§) € S5(AxQXR") mitm € R und0 <0 < o <1, und sei A der dazugehorige
WDO. Dann kann man A zerlegen als

A=A + A,

wobei Ay, ein eigentlich getragener ¥ DO mit Symbol o 4, € S;%(Q x R™) ist, fir dessen Symbol wir die
asymptotische Entwicklung

1
OAp (ZC,€) ~ Z a (Q?D;a(m,y,g))‘

[e3%

Y=z
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haben. Der Operator A, ist ein WDO mit Amplitudenfunktion in S™°( x Q x R™).

Wenn wir fir A bereits eine Darstellung mit einem pseudodifferentiellen Symbol a = a(x,&) haben, dann
gibt es auch fir A, ein pseudodifferentielles Symbol.

Gelegentlich ist es niitzlich, eine Beziehung zwischen Amplitudenfunktion und dem Schwartz—Kern des
dazugehorigen Operators aufzustellen:

Lemma 5.9. Seia = a(z,y,§) € S7%(2 x Q@ x R™) mit m < —n. Dann ist der Schwartz-Kern A des zu

a gehérigen Operators A eine Funktion aus L}, (Q x Q), und 2war

Alx,y) = /Rn ei(l_y)ga(m, y,&)dg, (x,y) € 2 x Q. (5.3)
£

Beweis. Wir haben, fiir u € C§° (),
() = [ [ oy uly) dy T
»Jo
€

und wegen m < —n koénnen wir die Integrale tauschen, und es folgt tatséchlich

<mmw:LA@www@

Satz 5.10. Fiir einen Operator A auf Q sind dquivalent:

1. A bildet linear und stetig von &'(Q) nach E(2) ab,
2. A hat einen Schwartz—Kern A € C*(Q x Q),
3. Aist ein WDO mit Amplitude a € ST*(Q x Q x R™).

Beweis. Die Aquivalenz von 1. und 2. ist enthalten im Schwartz—Kern-Theorem.
Sei a € S7(2 x 2 x R™). Dann ist A aus (5.3) eine Funktion aus dem C'*°(Q2 x Q).
Sei nun A € C°(Q x Q) gegeben und a € S™°(Q x Q x R™) gesucht. Wir wihlen eine Funktion

X € C§°(R™) mit ng x(£) d¢ =1 und setzen dann

a(w,y,6) = e VA2, y)x(€),

was man als Element des S™°°(Q x Q x R™) nachweist. Und wenn man daraus einen Schwartz—Kern
gemif (5.3) bestimmt, kommt man wieder genau zu A. O

Im Folgenden wollen wir fast nur noch eigentlich getragene Operatoren betrachten.

Wir kommen zu asymptotischen Entwicklungen.

Unser bisheriger Zugang war (siche den Beweis von Satz 5.4): zuerst verschafften wir uns ein Symbol
p € ST, und fiir dieses bestimmten wir dann eine Zerlegung p ~ 3272 p; mit p; € Sy, im Sinne von
p— 0o p; € STy fir alle k.

Jetzt wollen wir umgekehrt vorgehen: gegeben seien pg, p1, ..., mit p; € Sf? 0 I Wir fragen uns, ob es
dann ein p € ST gibt mit p ~ 377 p; ?

Aus unserer Definition der asymptotischen Konvergenz ist klar, dal p eindeutig bestimmt sein muf
mod S,

Satz 5.11. Seien po, p1, ..., gegeben mit p; € Sffo_j (Q x R™). Dann existiert ein eigentlich getragenes
pE S{%(Q X R™) mit p ~ Z;iopj-
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Beweis. Zur Vereinfachung wollen wir annehmen, dafl die Symbole p; globale Symbolabschétzungen ge-
nieflen:

000Dy (@,6)| < Capy (©™ 7, V(@) € QxR", Va8,

Nun wihlen wir eine Ausschilfunktion ¢ € C*°(R™) mit

I AUNER
(p(g)_{l el > 2,

und wir probieren unser Gliick mit

Zw( >pgx£)

Hierbei bilden die tg, t1, ...eine (noch nicht gewiihlte) frei wihlbare Folge reeller Zahlen, die streng
monoton nach +oo strebt. Es ist klar, da§ (fiir jedes feste (x,&)) diese Reihe nur endlich viele nichtver-
schwindende Summanden enthilt. Weiterhin haben wir ¢ (3~ ) e sy (0> mit Symbolabschétzungen, die von

j nicht abhéingen?:
‘8&0 <§)‘ <Cs(e)™",  geRrn,
J

wobei Cg nicht von j abhéngt. Unser Ziel ist es jetzt, die Parameter t; so zu wéhlen, daf$

07 0¢ (@ (té) pj(wvﬁ)) ’ <27 (M e R, V(@,6) € Q x R™,
J

fiir alle Kombinationen von a, 3, j gilt, fiir die |a| + |3| < j. Das ist moglich, denn mit einer generischen
Konstanten C; haben wir

(@)l 2 (0

<c;, 3 =18 gym=i=18"]
B'+p8"= B
G5 ()
G
(€
|£|

Nun kénnen wir 2! > 1 annehmen, weil sonst der Faktor ¢(...) identisch gleich Null ist und demnach

20 pj(e,€)

gy

die gewiinschte Unglelchung sowieso gilt. Also wéhlen wir ¢; so gro8, dafl 0 J> <277,

Auf diesem Wege haben wir dann gezeigt, daf

1—
0202 p(x,€)| < Cag (€717,
also p € SmH Damit sind wir fast fertig, blof§ die Ordnung ist um 1 zu hoch. Wenn wir in der definie-
renden Relhe fiir p den Summanden mit j = 0 temporér weglassen und obige Argumentation nochmal

durchlaufen lassen, erkennen wir bald, daf} tatséchlich p € ST, gilt. O

Das néchste Ergebnis ist niitzlich, wenn man nachpriifen will, ob p ~ > i Dj gilt, ohne dazu sich mit den
Ableitungen der Reihenabbruchfehler auseinanderzusetzen, also ohne

k—1
900¢ | p=>_ pj(,€)
§=0

fiir sdmtliche o, 3, k, x, & abzuschéitzen.

3Diesen Gedanken hatten wir schon bei der Funktion 6 +— x(e6) in (4.5) angewandt.
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Satz 5.12. Seien p; € STE (Q x R™) gegeben mit mg > my > mg > -+- — —o0. Gegeben sei weiterhin
ein p € C°(Q x R™) und fir alle a, 8 € N™ und alle Kompakta K € Q gebe es Zahlen p = p(a, 5, K)
sowie C = C(w, B, K) mit

00,0 SCEO",  VwE)eK xR,

Wir setzen noch voraus, daf8 es fiir jedes Kompaktum K € Q und jedes k € N Zahlen p = p(k, K) und
Cr,x gibt mit

k—1
p(mag) - Zp](‘r7£) S Ck,K <€>M(k7K) ) V(l‘,g) € K x R"

j=0
und limyg_, o0 u(k, K) = —oo fiir jedes K.
Dann ist p ~ 3, pj.

Beweis. Siehe [13], Proposition 3.6. O

Schliellich schauen wir uns Algebra-Eigenschaften an. Wir haben:
e Operatoren aus V", eigentlich getragen, mit m € R,
e dazugehorige Symbole aus ST,

e Verkniipfungen.

Addition zweier Operatoren: W74 x W7z — glax(mims)

1,0
— Skalare Multiplikation: C x ¥7", — W'y

o . LM mo mi+ma
Komposition zweier Operatoren: W' x ¥'g — Wi'g

— Adjungieren eines Operators: Wi, — WY,

Transponieren eines Operators: W'y — WT'.
Wir fassen dies in der Formulierung zusammen, daf} die Menge U5, = Uper P71 der eigentlich getragenen
Pseudodifferentialoperatoren eine Algebra bildet.

Eine entsprechende Algebra findet man dann auch fiir die Menge der dazugehorigen pseudodifferentiellen
Symbole ST = UmerST-

5.4 Klassische Symbole

Bisher hatten wir uns die Symbolklassen S7, bzw. S7'; angeschaut. Die Elemente p = p(z,§) davon
haben als einzige ausbeutbare Eigenschaft Abschétzungen fiir alle Ableitungen der Form 85‘85 p(x, ).

Das ist uns auf Dauer zu wenig, weshalb wir jetzt mehr verlangen wollen:

Definition 5.13 (Klassische Symbole, homogene Symbole). Wir sagen, dafi ein Symbol p €

10(2xR™) ein klassisches Symbol ist (und schreiben dafiir p € ST (XxR™)), wenn es eine Ausschilfunk-
tion p € C°(R™) gibt und Funktionen p; € C*°(Q2 x (R™\ 0)) sodaf’ jedes p; positiv homogen von der
Ordnung m — j in der Variablen £ ist:

pi(@,t) =t"Ip;(x,€),  V(z,&1t) € AxR" xRy,

und wenn zusdtzlich
p(@,€) ~ Y @(&)p;(x,)
=0

gilt, im iblichen Sinne von p — Z;:é op; € S™F.

Die Funktionen p; nennen wir homogene Symbole und schreiben dies als p; € S;’Z);j (Q x (R™\0)).
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Man beachte, dal homogene Symbole mit m — j < 0 im Ursprung meist Polstellen haben, und daf}
Symbole aus Sy’ mit (o,d) # (1,0) nur in Ausnahmefillen klassische Symbole sein kénnen !
Definition 5.14 (Klassische Operatoren). Seip € S77(Q2 x R™). Dann heifst der dazugehérige ¥ DO
P, definiert durch
Pi@ = [ [ gyl ueCR@),
» Ja
g

klassischer Pseudodifferentialoperator, und wir schreiben dafiir P € W1 ().
Beispiele sind:
e jeder PDO P =3, ., aa(x)Dg mit Symbol p(z,£) = 3_, < da(@)E,
e der Operator (D) mit Symbol (¢) = /1 + [£]2.

Mit den Methoden von Satz 5.8 kénnen wir zeigen:

Satz 5.15. Sei A € (). Dann kann man A zerlegen als A = A + A, wobei Ay, eigentlich getragen
ist, zu W(Y) gehort, dieselbe asymptotische Symbolentwicklung hat, und A, € ¥~>°(Q).

Man rechnet nach, daf} die klassischen ¥DO mit Symbolen aus | J,,.; S’ auch eine Algebra bilden (wenn
jeder der beiden an der Nacheinanderausfithrung beteiligten Faktoren eigentlich getragen ist). In diesem
Sinne ist die Nacheinanderausfiihrung klassischer Operatoren stets durchfiihrbar.

Ein Vorteil der klassischen Symbole besteht darin, daff man erst jetzt sinnvoll vom Hauptsymbol eines
Operators sprechen kann.

Ein zweiter Vorteil besteht in ,, Tensorproduktdarstellungen“ der Form

(Pu)(z) ~ Y ajim(@)(Piim (D)) (),

Jil,m

modulo gléttender Terme, wobei P € SCI‘I/I ,und Py, € S}Il\gl;j hat , konstante Koeffizienten“. Weiterhin

ist die Konvergenz der Reihen ), absolut unproblematisch.

Das wollen wir uns jetzt aus der Nihe anschauen. Sei
p(x,6) ~ > 0(©)p;(x,€) € SY (2 xR™),
j=0

mit einer Ausschélfunktion ¢. Dann ist

pj(x,€) = p; (90 |€|é—|) = [¢]M 7 p; (x é—|) :

also wird p; eindeutig festgelegt durch seine Werte auf Q x S"~!. Sei z.B. n = 2, dann kdnnen wir
schreiben

%wc?j:)esl, 0<t<om

also auch
pi(@,&) = [€/M T pj(x1, 2, cost,sint),  t=¢t().

Fiir festes « und festes || ist dann p; 2m—periodisch in ¢, also haben wir die Fourierzerlegung

o0

Py, ) = €[} (% £ o) cosl - 1(6)) + ) sin t(g)))) ,

=1

und das sieht schon fast so aus wie die obige Tensorproduktdarstellung.
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Fiir den allgemeinen Fall brauchen wir die Kugelflichenfunktionen. Dabei folgt unsere Darstellung [4,
Band 2], wovon wir auch die Notation iibernehmen.

Sei x = (1,2,...,2p42) € RPT? und p > 1. Ein Polynom H,, = H,(x) heiit harmonisches Polynom
vom Grad n, wenn AH,(x) = 0 fiir jedes € RPT2 ist, und zusétzlich

H,(A\x) = \"H,(x), V(z,A) € R" x R.
Hierbei sei n > 0. Es gibt genau

hep) = a4 P o)

linear unabhéngige homogene Polynome vom Grad n, siche Abschnitt 11.2 in [4]. Diese haben (siehe
Theorem 1 in Abschnitt 11.2 in [4]) die folgende Form:

Seien my, ..., m, ganze Zahlen mit
n=1mg>my > mg > - > Mp_1 > My,

und sei ry, definiert durch

)1/2

2 2
Tk:(zk+1+~~~+zp+2 , k=0,...,p, To=T.

Dann bilden die Funktionen H ({my};-) mit

H{mg},x) == H(n,ma,...,mp,x) =

mp p—1
_ ($p+1 + i$p+2) Tmp H rmk—mk+1 ka+1+(p—k)/2 (xk-l—l)
= | =— —~= - » L AL
k=0

Mg —Mk+1
Tp Tp Tk

ein vollstindiges System von h(n,p) linear unabhingigen harmonischen Polynomen vom Grad n. Die
Funktionen €™+ 7 P=F)/2 ging die Gegenbauer—Polynome (siehe Abschnitt 3.5 in [4, Band 1]), und sie

M —ME41
koénnen mit den hypergeometrischen Funktionen oF;(a,b;c; z) geschrieben werden wie folgt:

11—
nlON(z) = (2\), 2F1 (n,n +2XM A+ 55 9:) ,

i (a)k(b)kzk,

oF1(a,b;c;2) =
k

-0 (C)kk'
T(a+n)

(a)" = F(a)
Die Einschrinkung dieser Funktionen auf die Einheitssphéire {|az| = 1} ergibt ein vollstéindiges System
von orthogonalen Funktionen im Sinne einer Orthogonalbasis des L?({|x| = 1}). Diese Funktionen werden

sphdrische harmonische Funktionen oder auch Kugelfliichenfunktionen genannt, und man schreibt sie als
Y ({ma}, 0, ) mit

Y ({mui},0,0) == r~"H({mi},z),
wobei (1,0, p) = (r,61,...,0,,¢) die Polarkoordinaten im RP*? sind:

r1 = rcosfy,
To = rsinfy cosbs,
r3 = rsin 0 sin 05 cos O3,
e
ZTp =7rsinf;sinfy...sinf,_; cos b,
ZTpt1 = rsindysinby . ..sinbd,_; sinb, cos p,
ZTpto = rsinbysinb, . ..sinb,_; sinb, sinp,
0<r<oo, 0<0,....,0, <7, 0<p <2
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Das Volumenelement ist dann

dV = rp+1(sin 61)P(sin 62)P~1 ... (sindp)drdfy ... do,de,
und das Oberflichenelement lautet

do = rPT(sin6,)P (sin62)?~" ... (sin@,) db; ... d6, de.

Der Laplace-Operator des RP*2 wird zu

1
D=D+ 505 (5.4)

P 9
— p—p—1 =7 | p+1 2
" o (T ar )

2 oy a6, \ S0 5a0
11 1 ) )
— - inf,)P~1 —
2 Ginth)? (sin62)r1 00 <(Sm 2) 592)
1 1 1 0 0
— __ ; p—2_7
+ 72 (sin 91 sin 92)2 (Sin 93)}7*2 893 ((Sln 93) 893)

1 1 1

1 0 (i
r2 (sinf; sinfs .. .sinf,_1)? (sind,)! 96, P7 00,
1 1 9*

+ r2 (sinf; sinfsy...sinb,)? 6—902

Hierbei operiert 2\, nur in radialer Richung, und der Operator A g wirkt nur auf die Winkel. Man nennt
Ag auch Laplace—Beltrami—Operator der Einheitssphdre.

Wir halten fest, da§ die Kugelflichenfunktionen Y ({my},, ¢) nicht nur eine Basis fiir den I? auf der
Sphére bilden, sondern sie sind auch Eigenfunktionen von Ag:

Satz 5.16. Sei Y({my},-,) eine Kugelflichenfunktion vom Grad n. Dann ist
AsY({mr},0,¢) = —n(n+p)Y ({mx},0,¢).

Beweis. Die Funktion H({my},z) = r"Y ({my}, 0, ¢) ist ein harmonisches Polynom vom Grad n, also
finden wir

0=AH=A@"Y)=(Lr")Y +7" 2 AgY =r"2(n(n+p) + As)Y.

Nun kehren wir zu den Notationen wie im Rest dieses Skripts zuriick:

pt+2—mn,
(nyma,...,mp) — (I,m), 1<m<h(l,n—2)=0(0)""?),
(1'15' . azp+2> — 5 € an

(01,...,0p, ) — E e sn

Y({mk}a 9) 90) L }/lm(é) bzw. }/lm(ev 90)'

Bemerkung 5.17. Wir mifiten eigentlich Yi,(£/1€|) schreiben, aber aus Grinden der Einfachheit der
Notation wollen wir vereinbaren, dafl das Argument & von Yy, stillschweigend auf 1 normiert wird.

In der neuen Schreibweise haben wir dann die Ergebnisse:
{Yim}i=o,....00, m=1,...,h(1,n—2) ist eine Orthogonalbasis des IA(S" 1,
h(l,n—2) = O0((1)"?),
Yim € C®(S™ 1) Vi, m,
= AsYim (&) = (I +n = 2)Yim (§).
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Wir kénnen oBdA voraussetzen, daf [|Yim|| 2 gn-1y = 1 fiir alle I, m.

Sei nun p; € Sh dann ist

om’

pi,€) = €17, < |«s|> P i)

ajlm(ac) = <pj (% £) ) Yim(g)> :
i (52

Diese Fourierreihe konvergiert natiirlich im I?(S™~1), fiir jedes feste x € Q. Aber in Wirklichkeit ist die
Konvergenz viel schneller, denn fiir [ > 1 und jedes N € N haben wir

|ajim (@)] = [(pss (=L)"Y UL+ 1 = 2) ™ Yim )|

1 N
= m [((=25)"pj, Yim)|

Z2N HASPJ HL2 gn-1)>

denn der Operator Ag ist selbst-adjungiert. Hierbei spielt eine wesentliche Rolle, daf die Sphére S™~!
eine kompakte Mannigfaltigkeit ohne Rand ist.

Die Anzahl der erlaubten m héingt polynomial von [ ab, denn h(l,n — 2) = O((1)"?), aber man darf N
beliebig grof wihlen, und so ergibt sich, da8 die Folge (3°,, |@jim|)i=0,1,2,... schneller abklingt als jede
Potenz von 71,

5.5 Elliptische YDO

Jetzt soll unser Ziel darin bestehen, ¥DO zu ,invertieren“. Wir stellen ziemlich schnell fest, daf dies nicht
fiir alle Operatoren klappen kann. Denn sei z.B. p € S} und p = 0 in einer konischen Umgebung von
(70, &) mit & # 0. Wenn nun v € I? eine Funktion ist, deren Fouriertransformierte identisch gleich 0 ist
auerhalb einer winzigen konischen Umgebung von £j, dann ist Pu = 0, aber w ist nicht die Nullfunktion.
Wir hitten also einen Kern von P, der Funktionen aus dem I? enthilt. Das stort uns: wenn es schon
einen nichttrivialen Kern des Operators P geben sollte, dann hétten wir gerne, dafl dieser nur glatte
Funktionen enthélt.

Wir haben also herausgefunden, dafl wiinschenswerterweise das Symbol eines solchen Operators nicht in
einer konischen Umgebung verschwinden darf. Tatséchlich werden wir uns jetzt mit Symbolen beschifti-
gen, die man ,nach unten abschétzen“ kann:

Definition 5.18 (Elliptische Symbole). Ein Symbolp € SZL&(Q xR™) mit 0 < 4§, 0 < 1 heifst elliptisch,
wenn es ein R und ein ¢ > 0 gibt mit

p(z, &) >c(©)™, VreQ, [{>R.

Fiir ein klassisches Symbol p € S7 mit Hauptsymbol p,, bedeutet das |pm,(z,&)| > c[€|™ fir alle z €
und € € R™\ 0.

Eine Verallgemeinerung sind hypo-elliptische Symbole:

Definition 5.19 (Hypo-elliptische Symbole). Ein Symbol p € Sy S(Q X R™) mit 0 < 0,0 < 1 heifit
hypo-elliptisch, wenn es ein R und ein ¢ > 0 sowie ein mg € R gibt mlt

p(z, &) > c(§)™, VYreQ, >R,
und wenn zusdtzlich noch die Abschitzungen
1020 p(2,)| < Capclp(a, &) (&) vaeKeq [f>R aBeN

gelten.
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Man erkennt schnell, dal my < m gelten mu8.

Beispiel: Sei P = P(z,Dz) = 3|, < @a(z)Dg ein Differentialoperator mit Hauptsymbol pp,(z,§) =
2 laf=m Ga(@)EY, fiir das [p(z, §)[ = cl¢[™ gilt, fir alle (z, ).

Beispiel: Der Operator 8; — A, ist hypo-elliptisch im R'*", aber nicht elliptisch.

Beispiel: Das Symbol m ist hypo-elliptisch, aber nicht elliptisch.

Ab jetzt sei P elliptisch, eigentlich getragen in Q, Pu = f mit u € C§°(Q2) und f € C*(Q).

Zur Vereinfachung wollen wir annehmen, dal P € ¥7}(QQ) ist, aber hypo-elliptische P € WZ?&(Q) mit
0 <4 < p <1 wiren auch moglich.

Unser Ziel ist ein Operator @ mit Qo P = I. Wir setzen @ als DO mit Symbol ¢ an, dann erhalten wir,
daB

o0

Z 7 (% 4(=,9)) (DEp(=,9)) (5.5)

sein soll. Das fithrt uns zum Ansatz ¢ € S;;"" (£ x R"), also

o0
q(z,§) NZ@ )a;(x,€), %GSEOTJ-

Jj=

Eine entsprechende Zerlegung haben wir auch fiir p. Laut Hausaufgabe darf man asymptotische Reihen
termweise differenzieren, also bekommen wir

SR

§=0 k=0 |

ai (0245 ) (D3pu(.©)).

e

Die Terme der Ordnung —! mit [ =0,1,2,... sind genau
1 (6% (o7
JHk+lal=t
Fiir [ = 0 soll dies gerade gleich 1 sein, also 1 = go(x, &)po(x, &), und somit

1
qg=—¢€sS "
Po

hom*

An dieser Stelle benutzen wir entscheidend die Elliptizitdt von p.

Und fiir [ = 1 haben wir dann

0= Z é (8?q0(z,§)) (Dgpo(x,€)) + qipo + qop1,

lal=1

was uns auf

1 1 (63 « m
Q= "o ;1 o (8¢q0(x,€)) (Dypo(x,€)) + qopr | € Spom™"

fithrt. Analog bestimmt man die restlichen Terme, und man findet g; € Sh_oTn_j . Mit einer Ausschélfunk-
tion ¢ findet man dann ein g € S;™, fir das

o0
g~ ¢g;
j=0

Man rechnet nach, dafl gem#f unserer Konstruktion dann wirklich (5.5) gilt.

Wir tragen unsere Ergebnisse zusammen:
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Satz 5.20. Sei p € ST(Q x R™) mit m € R, elliptisch, nicht notwendig eigentlich getragen. Dann
existiert mindestens ein ¢ € S (Q x R™), elliptisch und eigentlich getragen, sodaf$ fir die dazugehdorigen
Operatoren P und Q gilt:

Q(vaz) o P(vaz) =1+ R(IaDI)v
wobei R € W—°,

Jedes solche @ heifit Links—Parametriz von P. Der Satz gilt auch fiir ST, anstatt S}

o, ist dann allerdings
etwas aufwendiger zu beweisen. Einzelheiten finden sich in [13].

Eine noch offene Frage ist die nach der Eindeutigkeit von @, und ob @ auch eine Rechts-Parametrix ist.

Definition 5.21. Seien p; und ps aus S{’fo, fiir m € R. Wir nennen p1 und p2 dquivalent zueinander,
p1 ~ p2, wenn p1 —p2 € S0,

Offensichtlich ist dies eine Aquivalenzrelation. Aquivalente klassische Symbole haben die gleiche asym-
ptotische Entwicklung.
Man erkennt: wenn p; elliptisch ist und p; ~ po, dann ist auch ps elliptisch.

Zu jedem Symbol finden wir ein dazu dquivalentes Symbol, das eigentlich getragen ist. Anders formu-
liert: jede Aquivalenzklasse von Symbolen enthélt einen eigentlich getragenen Repréisentanten. Simtliche
folgenden Rechnungen beziehen sich auf einen solchen Repréasentanten.

Fiir solche Aquivalenzklassen fithren wir eine Verkniipfung # ein,

ptqg=0(PoQ),
wobei o diejenige Abbildung ist, die einem ¥DO sein (eindeutig bestimmtes) Symbol zuordnet.

Die Verkniipfung # ist eine zweistellige Operation auf der Restklassenmenge
Sellipt — U S{no,ellipt/ ~
meR

Diese ist (beinahe) offensichtlich assoziativ und hat mindestens ein linksneutrales Element, nédmlich e =
e(r,&) = 1, das Symbol des identischen Operators. Zu jedem elliptischen Symbol p € S°WiPt existiert
mindestens ein elliptisches Symbol ¢ € S¢"Pt mit ¢ # p = e, also hat jedes Element von S¢"P* mindestens
ein linksinverses Element. Nach einem bekannten Ergebnis aus der Algebra ist dann (St 4 ) eine
Gruppe. Demnach ist das linksinverse Element eindeutig bestimmt, und es ist auch rechtsinvers.

Nun wollen wir diese Ergebnisse anwenden.

Sei Pu = f mit u € &(Q) und P € \I/T(’)empt sowie eigentlich getragen. Dann existiert ein ( mit
QoP=1I+R, wobei Q€ \Ill_,gl’empt und R bildet von &'(Q2) nach &(2) ab. Wir haben dann also

u+ Ru= (I+ R)u= Qo Pu=Qf,

also u = Qf — Ru, wobei Ru € C*°(Q2). Jetzt wenden wir Satz 4.27 zweifach an, einmal fiir  und einmal
fiir P (man beachte, da fir ¥DOn gerade S¢ = diag( x Q) ist):

sing-supp(u) = sing-supp(Q f) C sing-supp(f) = sing-supp(Pu) C sing-supp(u).

Damit haben wir gezeigt:

Satz 5.22. Sei P € V() elliptisch und eigentlich getragen. Dann gilt fir u € €' () die Identitdt
sing-supp(u) = sing-supp(Pu).

Eine entsprechende Gleichheit gilt auch fiir elliptische P € WT'3(R™) (mit globalen Symbolabschitzungen)
und u € 8'(R™).

Als Konsequenz haben wir dann, daf§ der Kern von P nur aus glatten Funktionen bestehen kann, wie wir
es uns gewiinscht hatten.



Kapitel 6

VDO auf Mannigfaltigkeiten

Es erscheint naheliegend, YDO auf Mannigfaltigkeiten dadurch definieren zu wollen, dafl man sie ,in
Karten herunterzieht“. Dabei wire allerdings zu zeigen, dafl die Symbole sich bei Kartenwechsel korrekt
verhalten, ansonsten sind Pseudodifferentialoperatoren auf Mannigfaltigkeiten nicht invariant definierbar.

6.1 VDO und Koordinatentransformationen

Seien Q und 2, offene Gebiete im R™, und sei
k: Q—

ein Diffeomorphismus mit inverser Abbildung x; := x~!. Dann haben wir den Pullback &*,
K*: C(Q1) — C (),
K*:u—uok,

der ein Isomorphismus ist, stetig in den entsprechenden Topologien. Er bildet auch zwischen C§°(€)
und C§°(Q2) ab.
Klar ist: Sei A ein PDO im Gebiet 2. Dann erhalten wir durch Umschreiben auf Variablen im Gebiet €24
wieder einen PDO Ay, der gegeben ist durch

Aju = (A(Kk*u)) o K1, u € C3°(h).
Das ist nichts anderes als A; = (k*)~! o A o k*, und wir schreiben dafiir auch A%, und nennen dies den
Transfer von A zu Qy mittels k.
Insgesamt bekommen wir das kommutative Diagramm

Cx(Q) —2 5 0= (Q)

[ [
C®(Q1) — O%(Q).

Wir wollen jetzt der Frage nachgehen, ob dies sich auch fiir einen YDO A durchfiihren 148t.
Sei also A gegeben durch

Os
// ei(l_y)ga(z, y, u(y) dy d¢, x€eQ, ueCyr(),
R xQ

wobei wir das Integral auch als iteriertes Integral auffassen kénnen. Wir setzen voraus, dal a € S;’?(;(Q X
OxRM)mit 0<d<p<1.

Fiir u € C§° (1) setzen wir dann Aju := (A(k*u)) o k1, also

(M) / / A @O=0E0 ( (2), y, Ou(k(y)) dyds,  z€Q,  ueCr().
nJo,

69
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Wegen der geéinderten Phasenfunktion und dem gednderten Argument von wu sieht das zunéchst nicht
nach einem ¥DO aus.

Wir wollen folgende Fragen beantworten:
e ist A; als DO darstellbar ?
e wie sithe eine Amplitude a1 = a1(z,y,£) aus ?

o wie sieht das Symbol o4, = 0.4, (z,§) aus ?

Die erste Frage werden wir durch eine passende Substitution im Integranden positiv beantworten, woraus
dann eine Antwort auf die zweite Frage sich ergeben wird. Und die Antwort auf die dritte Frage kommt
aus Satz 5.4.

Die zentrale Herausforderung besteht natiirlich darin, Formeln zu bekommen, die man auch verstehen
kann.

Zunéchst setzen wir z = k(y) oder y = k1(z), also
) = [ [ O el (0) 121, € e () )
nJQy

Nun taufen wir die Integrationsvariablen um, und es entsteht

(Aru)(z) = //R . @ =m W)l () (2), k1 (y), 0) |det &) (y)| u(y) dy db, €, uelF(h).
nxQy

(6.1)

Zunichst zeigen wir, dafl dieses A; auf einen YDO transformiert werden kann:

Satz 6.1. Sei a € S’"(QXQXR”) mit0 <d<po<lundl—p < 4. Sei ® = P(x,y,0) eine
Phasenfunktion, die lmear in 6 ist, und es gelte

grady ®(z,y,0) =0 < z =y.

Wir nehmen an, daff ® all diese Figenschaften sogar auf einem groferen Gebiet Q x Q x R™ erfillt.
Weiterhin sei a(x,y,0) = 0 fir alle x,y mit |x — y| > . Dann ist der FIO A, der (als iteriertes oder
oszillierendes Integral) gegeben wird durch

= // e@(l’y’e)a(x,y, O)u(y) dy de, x €N, wueCFH),
o X0

darstellbar als ein WDO, und wir haben (wenn e klein genug ist) die Darstellung (als iteriertes oder
oszillierendes Integral)

(Aa)o) = [ D ala (e )€) et o o) ulr) dy T, (62

wobei die Matriz-wertige Funktion v = (x,y) im Beweis konstruiert wird. Die Amplitudenfunktion
ar = a1(z,y,§) = a(z,y,¥(z,y)§)| det Y(z,y)| gehort zur Symbolklasse S's.

Beweis. Weil @ linear in 6 ist, haben wir

- 0% (z,y,0)
(z,y,0 Zq’g q’j(ﬂf,y):T-
j=1 J
Es ist ®;(z,z) = 0 fir alle j und alle z € Q.
Wenn nun ®,(x,y) = 0 ist fiir alle j, dann mufl = y sein.

Wir haben ®(z,z,0) = 0, und wenn wir dies nach x ableiten, bekommen wir

(grad, ®(z,y,0)) o=y + (grad, ®(z,y,0)) =0.

-
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Nun ist ® eine Phasenfunktion, also ist per definitionem
grad, , o ®(z,y,0) # 0, V(z,y,0) € 2 x Qx (R"\0).

Wenn jetzt grady ®(z,y,0) = 0 sein sollte, dann ist einerseits (laut Voraussetzung) x = y, andererseits
muf} dann grad, ®(x,y, ) # 0 sein.

Fiir gewiihlte 6 und x existiert dann ein Index k € {1,...,n}, sodafl

0P (z, y, 9))
(7&% - # 0.

Das bedeutet aber

04 <3<I>(x,y,9)> _ : <3¢j(fv,y))

&ck

Also bildet die Matrix

aZlq)l(xvy) az1q)n($ay)

alnq)l(xvy) GZn(I)n(xay)

ly==
den Vektor # # 0 niemals auf 0 ab, ist also regulir, hat also eine Determinante # 0, fiir alle (x,0) €
Q x (R™\ 0).

Die fragliche Matrix ist nun aber nichts anderes als

Oz,
: ® (891 802 e (96") (I)(.Z‘, Y, 9)’y2$
Oz,

Weiterhin: nach Mittelwertsatz ist

1

il@y) = 25(@,y) = &s(@a) = | %@j(ﬂﬁ,x + 1y —x))dt
(02,
= ; (/t—O (3—yk) (,z+tly —x)) dt) (yx — 1)

3

P i (2, y) (T — Y)s
=1

=

wobei jedes @ ; durch das entsprechende Integral gegeben wird (bis auf das Vorzeichen). Wenn wir y
nach z schicken, bekommen wir (mit einer Betrachtung von oben), daf§

0P, (z,y
oo = (F8)
y=x

Wir definieren nun eine Matrix ®(z, y),

q)l,l(zay) q>1,71(1'5?/)
O(z,y) = : - :
q)n,l(zay) e (Dn,n(zay)
Oben haben wir bereits gezeigt, dafl ®(z,z) invertierbar ist. Nach Stetigkeitsgriinden ist dann auch
®(x,y) invertierbar, wenn |z — y| < ¢ und ¢ klein ist.

Wir setzen fiir solche z,y dann

U(z,y) = (B(z,y)) .
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Das ist die in der Behauptung genannte Matrix-wertige Funktion 1. Weiterhin vermerken wir, daf3

-1

Oz, Op, e 0z, 0p,,
. . d(z,y, 9)|y2l . (6.3)

w(ma CL‘) = . T .
0z, 0o, e 0z, 0o,

Nun ist

n

j=1 k=1

und es bietet sich die Transformation

E=P(x,y)0 <= 0=1(z,y)§
an, fir die wir ®(z,y,0) = (z — y)& erhalten.
Damit bekommen wir nun tatséchlich die gewiinschte Darstellung (6.2).

Es bleibt lediglich noch zu zeigen, dafl a; zur Klasse S5 gehort. Das ergibt sich aber aus a € S}, der
Voraussetzung 1 — o < 6 und einer ldnglichen Rechnung.

Wir fassen zusammen: der sich durch Koordinatenwechsel ergebende Operator ist immerhin schon mal
ein YDO, und wir haben eine Formel fiir seine Amplitudenfunktion.

Nun wollen wir die Symbole von .4 und A; auseinander ermitteln. Sei a = a(x, &) = o.4(x,£) das Symbol
zu A, also

(Au)(z) = // @8 (2, O)u(y) dy de, e, uel§eQ).
2xQ
Dann ist A; ebenfalls ein ¥DO, und wegen (6.1), (6.2) hat er die Darstellung

Ane) = [[ D @) ) D e T €D, we CE(@),

wobei D(z,y) = |det ¢¥(z,y)|| det &} (y)|. Wir kénnen annehmen, dafl A ein eigentlich getragener Operator
ist. Wegen A; := (k*)~! o Ao x* mufl das dann auch fiir A; gelten.

Nun bringen wir Satz 5.4 ins Spiel:

o (5.6) ~ Y~ (0 Dyar (7,9, 6))

e’
«

Wir picken uns ein « heraus und schauen uns den entsprechenden Summanden genauer an:

0¢ Dy (a(m (), ¥ (@, y)E) D(w,w))), _,

S <“> (92 D ara (2), 6@, 9)E)) | - (D= D(a, )

aq |y:z |y:1

a1 <a

3 (can (x,y)ag‘D;”a(m(ﬂﬁ)W(ﬂ?ay)f))‘y:Z

a1 <a

Caﬂﬁ(zay) (ar[]}a(l'il(x)v &7

77)) ‘n:¢(r7y)£ .
1B1<2]al, [y|+|al<|8]

Jy=a

Die Summationsgrenzen erkliren sich wie folgt: es wirken maximal 2|a| Ableitungen auf das hintere
Argument von a. Und wenn man einen solchen Summanden ein weiteres Mal nach y differenziert, dann
dndert sich |3] — |y| nicht. Wenn man stattdessen nach ¢ differenziert, dann steigt | 3| — || hochstens um
eins. Insgesamt gibt es aber |a| Ableitungen nach &, also ist |8| — |v| > |«|.

Wir vermerken zur spéteren Verwendung, dafl

1 1
71 < 181 - lal < 16| - 5181 = 516.
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Weiterhin vereinbaren wir eine Notation:

a\?(z,¢) := 8a(z,¢).
Dann haben wir gezeigt, dafl
9D (alrs (@) Ve )DL, = 3 cp (@) a(e) vl a)9).
1B1<2]al, [y|+|al<]B]

Das setzen wir jetzt in die asymptotische Reihe fiir o 4, ein, und wir fassen gleiche Werte von (3 zusammen:

o, (2,8) ~ Y %‘I’ﬁu,g) al (k1 (2), d(x,2)€),  we, EER™
B

Hierbei ist W3 ein im Wesentlichen unbekanntes Polynom in £ vom Grade héchstens gleich %| Al

Wir schauen uns ¢ (z, z) aus (6.3) einmal genauer an, verwenden dabei ®(x,y, &) = (k1(x) — k1(y))&, und
es folgt, dafl

Ue.2) = (k@)

Nun gehen wir von z € 1 wieder zuriick zu z € €2, und es ergibt sich

o, (K(x), &) ~ Z %@5(30,5) . a(ﬁ)(:n, (' (z)) 7€), r €N, ¢cR”, (6.4)
B

wegen der Formel fiir die Ableitung der Umkehrfunktion im Argument von a(®). Hierbei sind die ®4
wieder Polynome vom Grade < %| B in der Variablen &, die wir gleich bestimmen werden. Man macht
sich schnell klar, dal &5 = 1 ist.

Die entscheidende Idee bei der Bestimmung von ®g ist nun, dafl diese Polynome nicht vom Operator A
abhéngen, sondern lediglich vom Diffeomorphismus «. Wir kénnen also annehmen, da§ A sogar ein PDO
wiére. Fiir solche Operatoren kénnen wir fast zu Fufl ausrechnen, wie sie sich unter Koordinatenwechseln
transformieren. Das vergleichen wir dann mit der vorigen Formel und kénnen dann hoffentlich die Faktoren
&g direkt ablesen.

Aus dem ersten Teil von Satz 5.4 bekommen wir, wenn der ¥DO A; auf die Variable x; € Q7 wirkt, die
Identitat

oA (x1,6) = e IS A8 also €S oy, (27, 8) = Are®rS,
Zusammen mit k* o A; = Ao k* und z = k™ (z;) € Q ist dann
FRDE g 4 (15(x), €) = AeR@E
wobei A auf die Variable z € Q wirkt.

Wenn wir voriibergehend A auf z € Q wirken lassen, haben wir

UAI (K("L‘)a 6) - e_iﬁ(l)g (Aeuﬁ(z)vg))

Nun haben wir die Taylorentwicklung
k(2) = k(z) + ' (z) - (2 — x) + Ry(z, 2)
mit quadratischem Restglied R, also
(5(2),€) = (). ) + (2 — @), (8 (@) 7€) + (Rus )
= (r(2),€) = (2, (K'(2)) 7€) + (2, (K'(2)) &) + (Ru(2,2),6).

Die ersten beiden héngen von z gar nicht ab, und wir setzen jetzt voraus, dafl A ein PDO ist, der auf z
wirkt. Dann haben wir

o4, (K(Z'),f) _ efi<z,(;{’(z))'r§> <A€i<z,(,€’(z))75> . ei(RN(m,z),ﬁ))

Z=T
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Die zwei Exponentialterme in der grofien Klammer nennen wir v und w. Wenn nun A das Symbol
a(@,£) = 3 |aj<m Ga(@)E* hat, dann ist wegen der Formel fiir die Komposition von ¥DO

Awu)(w) = [ e (2,5 T,

€
wobei

=3 4 (2l 0) (DFu()).

[e3%

Die Summe hat nur endlich viele Summanden # 0. Sei nun A(®) der Operator mit dem Symbol a(®) (x,8) =
8?a(x, €), dann haben wir

Aww)(z) =3 % (A@ (z, DI)U(:I:)) Dew(z).

Wenn nun B ein PDO mit Symbol b ist, dann gilt B(z, D) exp(izn) = exp(izn)b(z,n), soda insgesamt

o4, (R(2),6) =) L@ (z, (k' (x))T€) - (D2 exp(i <Rn(z,2),§>))|

ol

Z=T
[e3%

gilt. Wir haben nach einem Vergleich mit (6.4) also

)
Z=T

Dy(w,€) = (DE exp (i ((2) = Klx) — #(2) - (= — 2),€)) )

was tatséchlich ein Polynom in der Variablen £ vom Grade %| B| darstellt. Einige Beispiele davon sind

8] = 0: Pp(z,§) =1,
Bl=1: Pp(z,€) =0,
6] = 2: ®p(x,€) = DY (in(x) - 1).

Wir schauen noch nach, ob in (6.4) tatsichlich asymptotisch summiert werden kann: es ist a(%) € Sm ol

und &5 € 57 lﬁ /2 , also gehort der entsprechende Summand zur Symbolklasse Sm elBI+151/2

1-0<d< ,Q 1st tatséchlich o > 1/2, was das asymptotische Summieren ermoghcht
Wir halten zum Abschlufl noch fest, daf3

. Und wegen

o (5(2).€) = 0 (. (5'(x)) ) mod Sy,
Wir tragen unsere Ergebnisse zusammen:
Satz 6.2. Seien Q) und Qy offene Mengen im R™, und sei
k: Q) — O
ein Diffeomorphismus. Sei weiterhin k* der Pullback von Funktionen, der ein topologischer Isomorphismus
K*: D(Q1) = D(Q)
und auch
K E() — E(Q)

ist, definiert durch K*u :=uok.

Sei A € U (Q) ein eigentlich getragener VDO auf Q. Dann ist der Transfer Ay = A" von A zu
mittels k, also Ay := (k*)~Y o Ao k*, ein stetiger Operator

.All 8(91) — S(Ql)
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und auch
.All D(Ql) — D(Ql),

er ist ein WDO auf Q1 und eigentlich getragen.

Wenn A € U (Q) ein klassischer Operator sein sollte, dann auch A1, und die Hauptsymbole a,, von A
sowie G m von A; = A" transformieren sich gemdf

am (K(2), &) = am (:c, (n'(x))—rf) , e, (eR™

Fiir klassische WDO ist also das Hauptsymbol invariant definiert auf dem Kotangentialbiindel.

Schliellich wollen wir uns noch verdeutlichen, wie man die Wirkung von ¥YDOen auf Distributionen
definiert, und wie solcherart definierte Operatoren sich bei Koordinatenwechsel transformieren.

Die zum Isomorphismus £* transponierte Abbildung (siehe Satz A.35) nennen wir k., sie ist ein topo-
logischer Isomorphismus zwischen Distributionenrdumen, und wir haben auch (mit den Notationen aus
dem Anhang) (%))~ = (k") 1)1, also (k)" = (k1)) = (k~1)..

Der Operator A bildet stetig zwischen Raumen glatter Funktionen ab, also liefert uns Satz A.35 einen
Operator A?, der stetig abbildet wie folgt:

Al D'(Q) — D'(Q), Al /() — &'(Q),

und wir haben (A'u, ) := (u, Ap), wenn u eine Distribution ist und ¢ eine glatte Funktion (und eine
von beiden einen kompakten Tréger hat). Wenn nun zufiilligerweise u eine glatte Funktion sein sollte,
und wenn wir die von u erzeugte regulédre Distribution T, mit u identifizieren, kénnen wir (wie frither
schon) zeigen, dafi A* wie ein DO wirkt, und wir bekommen die Stetigkeit von A* als Abbildung wie
folgt:

Al D(Q) — D(Q), Al E(Q) — E(Q).

Man beachte, da3 D in D’ folgen-dicht liegt, und erst recht & in &’.

Der Schwartz—Kern von A? ist gleich dem Schwartz—Kern von A mit vertauschten Argumenten. Wenn
wir jetzt A? ein weiteres Mal transponieren, dann vertauschen sich die Argumente des Schwartz—Kerns
erneut, wie bekommen wieder A, blofl diesmal als Abbildung eines Distributionenraumes in sich.

Und der Transfer von {2 zu ; verlduft wie folgt: wir haben
A = (k") P oAok*.

Transponieren liefert dann
A= (1) 0 Al o (")) = R0 Ao ().

Nun bilden A und A? zwischen denselben Riumen ab, und fiir A;, (A1) gilt entsprechendes, also kénnen
wir dieselbe Argumentation wiederholen fiir die transponierten Operatoren, und es ergibt sich

Al = k0 Ao (k) H: D(Q) — D'().
Dazu gehort das kommutative Diagramm

D(Q) —2 ()

lm lm

D(Qy) —2s D).

Analog fiir &’ statt D’ iiberall. Wir betonen, daf der transformierte Operator A; auf Funktionen (anstatt
Distributionen) anders definiert ist, ndmlich als A; = (k*)7' o Ao k*: D(Q1) — D(Q4).
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6.2 Distributionen, Dichten und Distributionendichten

Zu welchem Zweck haben wir eigentlich Distributionen eingefiihrt ?

Wir wollten den klassischen Funktionenbegriff verallgemeinern, und insbesondere wollten wir dabei Ob-
jekte bekommen, die man immer beliebig oft differenzieren kann. Einen sinnvollen und leistungsfédhigen
Limesbegriff wollten wir fiir diese Objekte ebenfalls haben. Und wir wollten weiterhin solche speziellen
Abbildungen wie DIRACs Delta erfassen.

Unser Weg zum Distributionenraum D’(Q2) war im Falle einer offenen Menge @ C R™ der folgende:

1. definiere C§°(£2) als Menge
2. definiere Konvergenz von Folgen im C§°(Q)

3. definiere eine Topologie, die zu dieser Folgenkonvergenz pafit (diesen Schritt haben wir uns nicht
angeschaut. Auf jeden Fall bekommt man einen lokalkonvexen topologischen Vektorraum D(€2).
Dieser ist zwar kein Fréchet-Raum, aber die Begriffe stetig und folgen—stetig sind trotzdem hier
dquivalent. Einzelheiten zur Topologie von D(Q) finden sich z.B. in [14].)

4. definiere D’'(Q2) als topologischen Dual zum D ()

5. jeder Funktion f € C(€2) ordnen wir eine Distribution Ty € D’(2) zu gemés
<Tf7<P>@/(Q)><D(Q) = /Qf(:l?)cp(l‘) da

6. die Abbildung f +— T weist man als injektiv nach.
Damit hat man erreicht:

e Distributionen sind Elemente eines Dualraumes eines Funktionenraumes

e stetige Funktionen (sogar aus dem L} _(Q2)) lassen sich im Distributionenraum wiederfinden.

Nun versuchen wir, dieses Verfahren zu kopieren im Falle einer Mannigfaltigkeit M. Diese ist zunéchst
nur ein Hausdorffraum zusammen mit einem Atlas.

Die obigen Schritte 1,2,3,4 sind analog mit M anstatt ) durchfiithrbar, aber anschlieend stecken wir
fest: wenn f € C(M) gegeben ist, wissen wir nicht, welches Element des Dualraumes (C§°(M))’ diesem f
entspricht, weil die Funktion z — f(z)p(z) mit 2 € M erst dann integriert werden kann, wenn man auf
M z.B. ein Lebesgue—Maf oder eine Volumenform festgelegt hat, und das wollen wir nicht (immer).

Wenn wir f und ¢ beide als Funktionen haben wollen, gibt es keinen Integralbegriff !

Wir kénnen also nicht alles zugleich haben. Als Ausweg kénnte man darauf verzichten, Integrale auswerten
zu wollen. Oder man interpretiert einen der beiden Faktoren f und ¢ nicht als Funktion, sondern z.B.
als (Funktionen)dichte oder Distributionendichte (was weiter unten erklért wird).

Wir tragen im Folgenden einige Methoden zusammen, aus dieser Situation herauszukommen.

Die Mannigfaltigkeit heifle jeweils M, tiberdeckt von offenen Mengen 2;, die durch Kartenabbildungen
k; in offene Teilmengen Q2; des R™ abgebildet werden.

Methode 1: (siehe Definition 2.37 und auch [8, Kapitel 6.3])

Zu Diffeomorphismen ¢ zwischen offenen Teilmengen des R™ definieren wir einen Pullback ¥* von
Distributionen wie in (2.6), nicht zu verwechseln mit dem Pullback von Funktionen.

Dann definieren wir: eine Distribution u € D’(M) sei eine Familie von Distributionen u,, € D'(;),
die sich gemif wu,, = (k1 ﬁgl)*um umrechnen, falls ; N Qs # 0.

Wenn u € C(M) sein sollte, dann entspricht diesem u die Familie von Distributionen T, € D’ (),
fiir die u; := wo /1;1 ist. Diese Abbildung von u auf eine solche Familie von Distributionen ist injektiv.
Damit ist es uns gelungen, stetige Funktionen im Raum der Distributionen wiederzufinden.
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Und wir kénnen mit dieser Definition sogar etwas arbeiten: Im Abschnitt 2.6 wurde vorgefiihrt, wie
man PDOen auf M so interpretiert, daf sie D’(M) stetig nach D’(M) abbilden, und zwar so, dafl
das iibliche Verhalten sich ergibt, wenn u eine glatte Funktion sein sollte.

Bei diesem Zugang verzichtet man darauf, Distributionen als Elemente eines Dualraumes von (wem
auch immer) zu interpretieren. Es wird auch nicht auf M integriert.

Methode 2: (siche [6, Kapitel 3.1])

Wir definieren AJ(R™) als den Raum der C*° ¢g-Formen auf dem R” mit kompaktem Tréiger. Die
Topologie des C§°(R™) iibertragen wir komponentenweise und erhalten so eine Topologie auf dem
ALR™).

Dann betrachten wir den topologischen Dual (A;~ ?(R™))" und nennen ihn den Raum der Strome
vom Grad g, wotiir wir (D")?(R™) schreiben.

Ein typischer Fall ist ¢ = 0. Dann erhalten wir Stréme vom Grad 0; diese sind dual zu den n—
Formen des R™. Diese Begriffsbildung 148t sich auf offene Teilmengen des R™ einschrénken, und
anschlieffend lassen sich auch Mannigfaltigkeiten der Dimension n betrachten.

Methode 3: siehe Bemerkung 2.39.

Methode 4: (siehe [8, Kapitel 6.3])
Wir bestimmen die Elemente des Duals zum C§° (M), bis auf Isomorphie:

Sei u € (Cg°(M))’. Dann erzeugt v eine Distribution u,, € D'(€2;) gemas

<“rw‘:">9y(fzj)x®(fzj) = (u,p0 Hj)(Cg"(M))/ng"(M) ’ Vo € C5°(€Y).
Wenn nun sogar supp ¢ C £2(1 N Qg) sein sollte, dann bekommen wir

<’U,52, 90> = <u7 po ’%2> = <u7 po (’%2'%171) ° H1> = <u,€1,<p o (RQH;1)> = <u'€1’ (RQ’i;l)*@>
= <(K2H;1)*uﬁ1’@> ’
und somit ist dann
Upy = (ﬁgmfl)*um in ka(21 NQ).

In dieser Notation bezeichnet v, die adjungierte Abbildung zum Pullback 1* von Funktionen.

Mit dem Pullback von Distributionen kénnen wir dies auch schreiben als
Uy = ‘det(mmglﬂ (mligl)*um. (6.5)

Im Vergleich zur Methode 1 ist jetzt der Determinantenfaktor hinzugekommen.

Und wieder kénnen wir die Elemente des (C§°(M))’ identifizieren mit Familien von Distributionen
ux; aus D'(€y), die sich gemdB dieser Formel ineinander umrechnen lassen. Die so definierten
Objekte nennen wir dann Distributionendichten.

Sei u € D'(M) eine Distribution wie definiert in Methode 1, und sei ® eine Dichte, dann heifit u®
eine Distributionendichte.

Wenn eine Dichte @ fixiert wird mit 0 < ¢ < ® < ¢! {iberall, dann kann man Distributionen und
Distributionendichten miteinander identifizieren. Dieser Fall liegt zum Beispiel bei Riemannschen
Mannigfaltigkeiten vor.

Wir entscheiden uns jetzt (und fiir den Rest der Vorlesung, es sei denn es lige eine Riemannsche Man-
nigfaltigkeit mit einer Volumenform vor) fiir eine formalere Betrachtung, und dabei folgen wir [14].

Sei V' ein Vektorraum der Dimension n mit einer Basis {v1,...,v,}, und sei V* der Dualraum mit der
dualen Basis {vf,..., v}, also <v;-‘, vk> = 0. Sei A"V* der Raum der externen n-Formen auf V. Dann
ist bekanntlich dim A"V* = 1, und wir haben das Basiselement w = v A ... Av}.

Definition 6.3 (a—Dichte). Eine Abbildung 6: A"V*\ 0 — C heifst a—Dichte auf V' wenn
d(sw) = |s|*d(w), Vs € R\ 0, YweA"V™\0.

Die Menge aller a—Dichten auf V' schreiben wir als Q*V.
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, %, 1 haben.

Eine solche Dichte ¢ ist eindeutig festgelegt durch den Wert auf w, denn sei w € A"V*\ 0, dann gibt es
ein genau ¢ € R mit w = cw, und dann ist §(w) = |c|*d(w).

Bevorzugterweise werden wir spéter a =0

Wir beobachten, dafl Q¢V ein C—Vektorraum der Dimension 1 ist. Denn sei d,, diejenige Dichte, fiir die
da(w) =1 ist, und sei § irgendeine andere a—Dichte mit é(w) = ¢, wobei ¢ € C. Sei nun {eq,...,e,} eine
weitere Basis fiir V', dann existiert eine Matrix A mit e; = Y j Qijv;. Dann haben wir

d(efN...Ne) =]|det A|%§(w) = |det A|%coq(w) = cda(e] A ... Aer),

also ist § = ¢d, unabhéngig von der gewdhlten Basis im Raum V.

Ab jetzt sei M eine glatte orientierbare Mannigfaltigkeit der Dimension n, und 7, M sei der Tangential-
raum an p € M. Dann ist Q*T,M ein komplexer Vektorraum der Dimension 1. Sei (U, k) eine Karte fiir
M mit der Darstellung

k(p) = (@1(p),...,zn(p)), PEUCM

Dann definieren wir eine a—Dichte auf U als diejenige Dichte, die den Wert 1 auf dzi A...A dz, annimmt;
und fiir diese Dichte schreiben wir

|dzy AL A dag, |

Dieses Element verschafft uns dann eine Basis fiir jede Faser von (Q2*M)y.

Sei nun (V, \) eine weitere Karte von M mit lokalen Koordinaten A(p) = (y1(p), ..., yn(p)) fitp € V. .C M,
und sei U NV # (). Dann haben wir

ox

und wir stellen fest, dafi es in Q*M globale glatte Schnitte (#£ 0) gibt.

Einen Schnitt s von Q*M, der in lokalen Koordinaten die Gestalt s = s(z)|dxy A ... A dz,|® hat, mit
s = s(x) € C¥(M), heiBt C*-Schnitt von Q*M. Fiir den Raum aller dieser Schnitte schreiben wir dann
Ck(M; Q*M). Analog definieren wir CF(M; QM) als den Raum der C*-Schnitte mit kompaktem Triiger.

Wenn nun E ein Vektorbiindel iiber M ist, dann definieren wir C(ko) (M; E @ QM) durch Tensorprodukt-
bildung mit dem entsprechenden Raum der Schnitte.

[e3%

|d$1/\---/\d$n|ﬁ]mv: '|dyl/\---/\ dyn“lUﬁV’

Satz 6.4. Die Biindel Q*M haben die folgenden Eigenschaften:

1. OOM =M x C
2. QM ® QPM = QoM
3. (QeM)* = Q=M.

Beweis. 1. Jedes Element von Q°7, M nimmt auf A"7,M iiberall den gleichen Wert an.

2. Aus der Definition heraus ist Q®7,M ® Q°T, M isomorph zum Raum der endlichen Linearkombi-
nationen von formalen Produkten, deren erster Faktor aus Q*7,M stammt, und der zweite aus
QPT,M.

3. Folgt aus den ersten beiden Aussagen.

Insbesondere kénnen wir 2°M mit dem Raum der glatten Funktionen auf M identifizieren.

Jetzt schauen wir uns den Fall @ = 1 ein, sei also § € CJ(M;Q2!M) und suppd € U, wobei U ein
beschriinktes Kartengebiet zur Kartenabbildung s sei, mit k(p) = (z1(p),...,2,(p)). Dann hat § die
Darstellung § = §(z)|dz1 A ... A dxy,|. Wir kénnen dann

/ (5::/ S(k™Hx))doy AL A day,
U Kk(U)
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definieren, wobei rechts ein Lebesgue-Integral im R™ steht (wir nehmen an, dafi x(U) eine beschrinkte
Menge des R™ ist). Nach unseren Transformationsregeln fiir Dichten beim Kartenwechsel ist dann fU 1)
unabhéingig von der gewédhlten Kartenabbildung k.

Wenn nun 6; € Q°M und € Q1~*M ist und eine von beiden Dichten einen kompakten Triger hat, dann
ist 6102 € Q'M eine Dichte mit kompaktem Triiger, und die Integration [ 6102 ist invariant definierbar.

Fiir meBbare 1-Dichten § mit kompaktem Tréiger konnen wir das Integral fM |0] untersuchen, und falls
dies einen endlichen Wert ergeben sollte, reden wir von L'-Schnitten mit kompaktem Tréiger und deren
Norm [|§]] = [, [0|. Die Vervollstéindigung der Menge dieser Schnitte in dieser Norm liefert uns dann
den Raum L'(M; Q'M). Falls die Mannigfaltigkeit kompakt sein sollte, bewirkt diese Vervollstindigung
natiirlich keine Anderung.

Wir sagen, daB § € I2(M; QY/2M) ist, genau dann wenn |§|> € L'(M; Q' M), und dies ist ein Hilbertraum
mit dem natiirlichen Skalarprodukt

<51,52> Z:/ 51$
M

Weiterhin definieren wir Distributionenriume:
D'(M; QM) == (C5°(M; QM)

wobei rechts der topologische Dual steht. Fiir & = 0 bekommen wir links einen Raum, den wir D’(M)
nennen. Falls diese Distributionen einen kompakten Triger haben sollten, schreiben wir auch &’ statt D’.

Falls noch ein Vektorbiindel F anwesend sein sollte, mit dualem Biindel £*, fithren wir die Rdume
LOVGE@MM), REOGEQ/2M), D'(ME®QM) = (CFM; E* @ Q'7*M))

in natiirlicher Weise ein.

Mit diesen Begriffsbildungen kénnen wir eine weitere Fassung des Schwartz—Kern—Theorems formulieren:

Satz 6.5. Seien M, und M, glatte Mannigfaltigkeiten, und sei A: C§°(M,) — D' (My) linear und stetig.
Dann gibt es genau eine Kern—Distribution

A€ D'(My x My QM)
wobei Il : (x,y) — y die kanonische Projektion ist und I}, der Pullback davon, sodaf8 fir alle ¢ €
Cs° (M) und ¢ € C§(My; QM) gilt:

(AP, V) (ay x e (M, = (AP @)
Wenn A ein glittender Operator sein sollte, ist A € C™ (M, x My; H;QlMy).

Siehe auch [14]. Wir werden uns noch eine weitere Version verschaffen, bei der die Variablen = und y
etwas symmetrischer behandelt werden.

Jetzt konnen wir DO auf Mannigfaltigkeiten definieren:

Definition 6.6 (?DO auf Mannigfaltigkeiten fiir glatte Funktionen). Fin linearer und stetiger
Operator A: C§°(M) — C*°(M) heifit ¥DO der Ordnung m auf der Mannigfaltigkeit M, wenn gilt: zu
jeder Karte (U, r) mit k(p) = (x1(p),...,za(p)) € U C R™, U = r(U), und zu allen o, ¢ € C3°(U) ist
die Abbildung

W (AR W w), ue SERY)
ein WDO aus dem O™ (R™). Dann schreiben wir A € U™ (M).

Wir haben dann insgesamt die Abbildungskette

~ * Pt ~
S(R") 5 CF(0) =5 G (U) 2 020 "= 02(0) £ CER?).
Folgerung 6.7. Scien ¢, € C§5°(M) mit getrennten Trigern, und A ein WDO auf M. Dann ist der
Operator u — Y A(pu) ein glittender Operator.
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Beweis. Die Verkleinerung eines Kartengebiets ergibt wieder ein Kartengebiet, und die Vereinigung zweier
voneinander getrennt liegender Kartengebiete ergibt auch ein Kartengebiet, weil die jeweiligen Kartenab-
bildungen sich nicht stéren (beachte dabei, dal Kartengebiete nicht zusammenhéngend sein miissen).
Wenn man mittels Partition der Eins die Funktionen ¢ und v lokalfinit zerlegt in Funktionen kleineren
Trégers, erhédlt man nur Summanden der Form ;.4 o ¢;, wobel 95, und ¢; auf demselben Kartengebiet
leben, aber nach Voraussetzung getrennte Tréger haben. O

In lokalen Koordinaten ist .4 also ein ¥DO mit Symbol a = a(z,£) € S™ plus einem Operator mit
glattendem Integralkern.

Definition 6.8 (Symbole auf Mannigfaltigkeiten). Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit, dim M = n.
Wir sagen, daff a € S™(T*M), wenn a € C*(T*M), und wenn der Pullback von a zu U x R™ in
S™(U x R™) liegt, fiir jedes Kartengebiet U.

Bei der Beschreibung der Wirkung von ¥DOn in lokalen Koordinaten geht man wie folgt vor: Wir
iiberdecken M lokalfinit mit Kartengebieten U; und wéhlen Funktionen ¢; und v; mit folgenden Eigen-
schaften:

p; € Cg° (M),

supp ¢; € Uj,
pj(z) >0, VreM,

ngj(x) =1, VreM, (6.6)

1/1j € Cgo (M)7
supp ¥; € Uj,
¥; =1 auf einer Umgebung von supp ¢;.

Dann haben wir fiir A € ¥(M) offensichtlich

Au = Z Vi A(pju) + Z(l — ;) A(pju). (6.7)

Die Terme in der ersten Reihe kénnen wir in Karten herunterziehen, und die Terme der zweiten Reihe
verwirklichen gliattende Operatoren.

Wir kénnen YDOn auch fiir Vektorbiindel definieren:

Definition 6.9 (DO auf Mannigfaltigkeiten fiir Biindel). Seien E und F komplexe Vektorbiindel
iber M, die auf dem Kartengebiet U C M trivialisiert werden mittels

¢p: Ejy — U x C°, (bF:F|UHU><(Cf.

Sei A: C°(M; E) — C°(M; F) linear und stetig als Abbildung von E-Schnitten zu F-Schnitten.
Dann heifst A ein ¥DO der Ordnung m auf M, wenn es eine f x e-Matriz von DO A;; € U™ (M) gibt
mit

(¢F (Au |U) ZAU dEu); Vu € C§°(U; E).

Wir schreiben dann A € ¥™(M; E, F).

Fiir E und F wihlen wir jetzt Q*M fiir geeignete « € [0, 1]:
Nach Definition ist D’(M; Q*M) gleich dem Dual von C§°(M; Q1 ~*M).

Wenn nun A: C§°(M; Q1=M) —  C®°(M;Q'7*M) linear und stetig abbildet, dann ist auch
At /(M; QM) — D'(M; Q*M), und fiir den Fall von A € U™ (M; Q1 =M; Q1~M) haben wir auch
At € U™ (VG QOM; QM) sowie

(Au,v) = (u, A'v), Yu € CP(M; Q17M), v e C5° (M; Q°M).
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Diese Gleichung nehmen wir als Definition der Wirkung von A € U™ (M; Q1=2M; Q17oM) auf u €
&' (M; Q=2M) (die linke Seite wird durch die rechte definiert). Von besonderem Interesse sind fiir uns

dabei die Félle o = 0, %, 1.

Nun wollen wir der Frage nachgehen, wie sich die lokalisierten Darstellungen von YDOn transformieren
beim Kartenwechsel. Seien U; und U, Kartengebiete auf M mit nichtleerem Durchschnitt, mit dazu-
gehorigen Kartenabbildungen s; und k2, und mit lokalen Koordinaten (") und 2. Auf U; NUs rechnen
sich die Dichten um geméf

« 0 (1) @ o
= ‘det (x—)’ . }dx?) A A dxg) ,

(1) (1)
dzy’ AL A dx,, 2@

und (V) = 4 (z?)) mit ¢ = Ky o ky ', also
det(...)|* = | det ¢’ (zP))|*.
Sei nun u € C§°(M; Q1/2M), d.h. u ist ein glatter Schnitt vom Biindel Q/2M, also

_)‘1/2

u:u(j)(x(j))‘dxgj)/\.../\ dz¥ , ji=12.

Ein Vergleich dieser beiden Darstellungen fiir u liefert dann
u® (2@ = 4@ (¢($<2>)) | det ! (z)[1/2,
also
u® = (u(l) o w) | dety|V? = ‘det(/ﬁm;l)”lﬂ (m@_l)* u,

Man vergleiche dies mit (6.5).

Der Operator A bildet von C§°(M; Q/2M) nach C>°(M; Q'/2M) ab. Wir schriinken nun auf U; N Us ein,
sei also u € C§°(U; NUz). Die in lokalen Koordinaten geschriebenen Versionen von A nennen wir .4; und
As, das sind ¥DOn in offenen Teilmengen des R™.

Nun haben wir das folgende kommutative Diagramm:

Ce(ka(Uy NUy)) —22 C% (ko (Uy N T))

[« e

A
Cgo(fil(Ul n UQ)) —1> Coo(fil(Ul n UQ))
Es sei u)) ein Element der Ecke links unten. Dann bekommen wir die Transformationsregel
((Ara®) ow) |det /|2 = s (w0 )] dety'[1/?)

Wir setzen v = u") 0 ¢ und interessieren uns fiir Ay (v|dett’|'/?). Dies interpretieren wir als (auf v
wirkende) Komposition zweier Pseudos, fiir die wir das pseudodifferentielle Symbol

S —al) (YD det o ()] /2

(6%

finden. Fiir o = 0 bekommen wir gerade as(z,£)| det )’ (x)|'/2, aber eine halbe Potenz der Determinan-
te haben wir auch auf der linken Seite. Also sind die Hauptsymbole auch invariant definiert auf dem
Kotangentialbiindel (wie es auch sein soll).

Und fiir || = 1 bekommen wir in der asymptotischen Entwicklung den folgenden Summanden:

. 1 O, | det ']
Z (8Ej(12($7£)) ’ EW

j=1

Daraus ergibt sich nach einiger Rechnung ein weiterer Vorteil der Halbdichten: wenn man WDO operieren
laf3t auf Halbdichten (anstatt Funktionen), dann ist auch das subprincipal symbol aus der Hausaufgabe
invariant auf ganz T*M definiert. Fiir die Einzelheiten verweisen wir auf [8, Theorem 18.1.33].

SchlieBlich formulieren wir (ein letztes Mal) ein Schwartz—Kern—Theorem:
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Satz 6.10 (Kern-Theorem von SCHWARTZ). Seien M, und M, glatte Mannigfaltigkeiten mit Vek-
torbiindeln E und F darauf. Sei A: C§°(M,; F ®@ QV/2M,) — D'(M,; E @ QY2M,) linear und stetig.
Dann existiert genau eine Distribution

AeD (M x M,; Hom(E, F) @ QY2(M, x My))

mit (Ap, ) = (A, ® @), wobei Hom(E, F), ,, der Raum der linearen Abbildungen von der Faser E, zur
Faser F, ist.

Fiir Einzelheiten verweisen wir wieder auf [8, Kapitel 18.1].

6.3 Elliptische Operatoren und Sobolevriume

Fiir s € R definieren wir den Sobolevraum H*(R") als die Menge aller Distributionen! u aus 8'(R"), fiir
die 4 eine Funktion ist mit & — ()" () € I?(R}). Die Norm ist dann definiert als

[ull e ey = 166" U 2y -

Offensichtlich ist {D)* ein Norm-Isomorphismus von H!T$(R") auf H!(R"), fiir alle ¢, s € R.

Ein Blick auf die Fourier-Darstellung verrét, dal der Dual zum H*(R"™) kanonisch isomorph ist zum
H~*(R"™). Andererseits ist der H*(R") ein Hilbertraum, und nach dem Darstellungssatz von Riesz kann
der Dual des H*(R™) auch mit dem H?®(R") identifiziert werden. Es ist allerdings wenig sinnvoll, beide
Identifizierungen gleichzeitig vornehmen zu wollen. Wenn man den R als Mannigfaltigkeit betrachtet,
dann entsprechen diese unterschiedlichen Identifizierungen gerade der Wahl unterschiedlicher Dichten.

Unser Ziel ist es zu zeigen, daf} jeder Operator A € U7's (R™) mit globalen Symbolabschitzungen den
H*(R"™) nach H*~™(R") abbildet, fiir alle s,m € R, bei den iiblichen Voraussetzungen an ¢ und d,
nidmlich 0 < § < p < 1.

Nun ist H*(R") = (D)"° [*(R") und A € 7’5 genau dann, wenn Ap := (D)""" A(D)™* € ¥ ;. Wir

erkennen dann, dafl A den Raum H® genau dann in den H*~" stetig abbildet, wenn Ay den Raum
I?(R™) stetig in sich abbildet.

Im Folgenden diirfen wir also m = s = 0 annehmen.

Wir fangen langsam an:

Lemma 6.11. Sei a = a(z,y,£) € ST°(R™ x R"™ x R™) mit globalen Symbolabschitzungen. Dann bildet
der dazugehirige Operator A den Raum L*(R™) stetig in sich ab.

Beweis. Mit dem Schwartz—Kern A haben wir (Au)(z) = [, A(x, y)u(y) dy. Der Schwartz-Kern A wird
Y
durch (5.3) gegeben, und wir bekommen auf diesem Wege A € L>*(R™ x R™). Weiterhin haben wir

(y — )" A(z,y) =/]R !V Dga(z,y, €) g,
3

und somit bekommen wir eine Familie von Abschétzungen fiir das Abklingen von A, wenn man von der
Diagonalen weglauft:

|A(z,y)| < Ok (z —y) %, (z,y) ER*™, VK eN.

Der Rest ist Arithmetik. O

Man erkennt nach einem scharfen Blick auf den Beweis, dafl man auch a € S~V (R" x R™ x R") voraus-
setzen kann mit N > 1.

Folgerung 6.12. Sei R € ¥~°°(R"™). Dann bildet R jeden H*(R™) in jeden H'(R™) stetig ab, fiir s,t € R.

Beweis. Wenn R € U= dann auch (D)*~" R(D)™". O

17Zu welchem Sobolevraum gehért Diracs Delta ?
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Nun folgt sehr schnell:

Lemma 6.13. Klassische Operatoren A € V9 (R™) bilden den L*(R™) stetig in sich ab.

Beweis. Wir haben, fiir jedes N, die Tensorproduktdarstellung

h(l,n—2)

N—-1 oo
‘A(x’Dz) = Z Z Z ajlm(x) : Ylm(DI> : |DI|7]¢(DI> + RN(vaz)
§j=0 1=0 m=1

mit Ry € U~V (R"). Jeder einzelne Faktor in den Summanden stellt einen Operator dar, der im I?(R")

<l>n/2+1

beschrénkt wirkt. Hierzu brauchen wir noch die Abschétzung [|Yim (&) 1 (gn-1) < C , die man

zum Beispiel aus dem Einbettungssatz von Sobolev herausholt (Hausaufgabe, Blatt 4), oder geeignet
nachrechnet (oder aus passenden Nachschlagewerken zitiert). O

Fiir nicht-klassische Operatoren steht diese Tensorproduktdarstellung nicht zur Verfiigung, und wir
miissen anders herangehen.

Es ist dabei keine zusétzliche Schwierigkeit, gleich matrix-wertig zu arbeiten. Sei also p = p(z,§) ein
matrix-wertiges Symbol (nicht unbedingt eigentlich getragen). Dann nennen wir die zu p hermitesch
adjungierte Matrix p*(x, ). Den selbst-adjungierten Anteil von p nennen wir #p, im Sinne von

Ro(a,€) 1= 5 () + 7"z, )).

Der Operator zum Symbol p sei P, und sein I?-adjungierter Operator heie P*. Achtung: P* hat als
Symbol nicht p*, sondern nur modulo Sg_ég_é). Der selbst-adjungierte Anteil von P heifit wiederum R P,
definiert als

1
RP = 5(P+ P").

Wenn A und B zwei selbst-adjungierte Matrizen sind, dann bedeutet die Ungleichung A > B, daf} die
Differenzmatrix semi-positiv definit ist.

Nach diesen Vorbereitungen kénnen wir nun anfangen, Wurzeln zu ziehen:

Satz 6.14. Seip € Sg s (mit globalen Symbolabschdtzungen) ein matriz-wertiges Symbol, mit Werten im
Ck*E und sei

%p(xvg) > Clka T e Rna |§| > M7

fir einc>0.8Sei0<d<p<1.

Dann existiert ein Operator B € \112,5, sodafs
RP — B*B € U—°,
Beweis. Wir kénnen p so durch ein Symbol aus S~ storen, dafl die Ungleichung Rp(x, §) > clj, auf ganz
R?" gilt (dieser Schritt ist nicht ganz einfach).
Fiir das Symbol b zum Operator B machen wir den Ansatz b ~ Z;’io b; mit matrix-wertigen Summanden
—i(e—9)
bj S 5915; ¢ .

Man nimmt zunéchst?

bo(w,€) = (Rp(x, €)', (2,6) e R™

Dies ergibt eine selbst-adjungierte Matrix. Mit den Methoden der Hausaufgaben (Blatt 7) zeigt man,
dafl by € Sgﬁ 5, mit globalen Symbolabschétzungen. Anschliefend modifiziert man dieses bp modulo §~°°,
damit es eigentlich getragen wird. Das Ergebnis nennen wir weiterhin bg. Sei By der Operator mit Symbol
bo. Achtung: By ist kein selbst-adjungierter Operator.

?Die Wurzeln aus positiv definiten Matrizen zieht man mittels Spektralsatz.
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Der Operator Bj By hat als Hauptsymbol biby = Rp, also ist
RP — BiBo =: Ry € W, .

Als Differenz zweier selbst-adjungierter Operatoren ist auch Ry ein selbst-adjungierter Operator, und
wegen Ry = R} ist dann auch o(Ry) = o(Rf), wobei o die Abbildung vom Operator auf sein Symbol
benennt. Andererseits haben wir auch, nach den Rechenregeln des Symbolkalkiils,

(o(R ~ 0202 ((o(Ro))* (2.,

also ist o(Ro) = o(Ry) = (0(Ro))* mod S;égfa)_

Somit ist das Hauptsymbol von Ry eine selbst-adjungierte Matrix3.

Nun gehen wir induktiv vor: es seien by, . . ., b; schon ermittelt, mit by € S, _k(g 9

Und wir haben

, alle eigentlich getragen.

RP — (By+ Bi+---+ B;)*(Bo+ B1 +---+ B;) = R; € ¥, 1=,

—(j+1)(0—6
Sg,éj )(e—9)

Der Operator R; ist selbst-adjungiert. Und nun suchen wir ein Symbol b1 € , sodaf fiir

den dazugehorigen Operator B; ;1 gilt:
_ . ‘ ) . ‘ , —(j+2)(e=9)
RP - (Bo+B1+ -+ Bj+ Bjt1)"(Bo + B1 + +BJ+BJ+1)E\IJM .
Datiir ist es hinreichend, ein b;;; aus der angegebenen Symbolklasse zu finden, sodafl
Rj — BiBjs1 — By By € W, 1270,

denn die anderen Produkte liegen sowieso in dieser Operatorklasse. Also verlangen wir vom Matrix-
Symbol b;41, daf

! *
O'(Rj) = bOijrl + bj+1b0.

Diese Matrix-Gleichung ist tatséchlich l6sbar, und wir finden ein b;41, das selbst-adjungiert ist und zur
selben Symbolklasse wie o(R;) gehort.

Das Losen einer solchen Matrix-Gleichung geschieht wie folgt: seien A1, ..., Ay die (positiv reellen) Ei-
genwerte von by, angeordnet (wiederholt entsprechend Vielfachheit) in einer Diagonalmatrix A, sei U die
Matrix der dazugehorigen Eigenvektoren, auf Linge 1 normiert, dann haben wir

boU = UA, U*byg = AU™, U*U = Iy.
Mit der Zielvorgabe, dafl b;j+1 = b} sein soll, haben wir dann

U*O'(R]>U = U*bobj+1U + U*ijrlboU = AU*bj+1U + U*bj+1UA
— AW + WA,

wenn wir W = U*b;j;1U setzen. Nun ist aber der Matrix-Eintrag von (AW + WA) an Position (p, q)
gleich (A, + Ag)wpq, und A, + Aq ist immer positiv. Also kénnen wir die wp, direkt ausrechnen. Die linke
Seite U*o(R;)U ist hermitesch, also auch W. Und dann ist bj11 = UWU*, was tatséchlich hermitesch
ist.

J(Q d)

Wir finden also die gesuchten (eigentlich getragenen) b; € S und summieren diese auf zu einem

(eigentlich getragenen) b € S9 o.5- Der dazugehorige Operator erfullt dann unsere Wiinsche. o

3Das sollten wir festhalten: das Hauptsymbol eines selbst-adjungierten Operators ist eine selbst-adjungierte Matrix.
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Auf dem C* fithren wir die normale Pythagoras-Norm ein, und auf dem Raum C*** die Operator-Norm:

A
Ml = sup 12Zlex AT,

#0 |12l

Satz 6.15. Sei a € ngé(R";(Cka) mit 0 < 0 < o < 1, eigentlich getragen und mit globalen Symbol-
abschdtzungen. Sei weiterhin

sup { fla(@,)llcexs : @ € R”, [€] = Co} < M < .
Dann ezistiert ein R € ¥~°°(R™) (von M abhingig) mit

2 2 n
A2 gy < M2 a2 gy + (R, V€ S(R™CE).

Mit Dichtheitsargumenten bekommt man diese Ungleichung dann auch fiir alle u € I?(R"; CF).

Beweis. Der Operator C = M? — A* A hat das Hauptsymbol M? — a*a, also gibt es ein ¢ > 0 mit
M? — a*a > el fiir alle z € R™ und alle ¢ mit |£] > Cp.

Also existiert ein B € U9 ; mit C — B*B=—R e ¥~ >, also
(M?u,u) , = (A" Au,u)» + (B*Bu,u) , — (Ru,u)
woraus die Behauptung durch Umsortieren folgt. O

Wir tragen unsere Ergebnisse zusammen:

Satz 6.16 (Abbildungseigenschaften). Sei A € V}';(R™) mit globalen Symbolabschitzungen. Dann
gibt es zu jedem s € R eine Konstante Cs (von A abhingig) mit

AUl e @y < Cs lullgresm@ny, — Yu € HT™(R™).
Beweis. Der Beweis folgt (wenn s = m = 0) aus
2 2
| (Ru,w) pp | < |[Rullp [Jull o < Cr lJull g [Jull 2 < Cory lullgr 4+ lull 2 gy »
fiir jedes v > 0. O

Interessant ist, dafl man fiir elliptische Operatoren auch Abschétzungen nach unten bekommen kann:

Satz 6.17 (Abbildungseigenschaften im elliptischen Fall). Sei A € U5 (R") ein skalarer Operator
mit globalen Symbolabschdtzungen, und sei A elliptisch. Dann gibt es, zu jeglichen s,t € R, positive
Konstanten ¢i und co (von s,t abhingig) mit

1l g gy — 2 lull ey < AUl ooy Yu € S(RY).

Wir bekommen daraus nach Dichteargumenten eine schéne Regularititsaussage: wenn v € H*(R™) fiir
irgendein ¢t < —1 und Au € H¥(R"), dann mul v € H*T™(R") sein.

Beweis. Wir haben eine Parametrix B € ¥ "(R") zu A mit BA= I+ R und R € ¥~°°. Auf B wenden
wir dann nur noch Satz 6.16 an. O

Wir verschérfen unseren Elliptizitdtsbegriff etwas:

Definition 6.18 (Stark elliptischer Operator). Ein Operator P € W's(R"; CF**) mit globalen Sym-
bolabschitzungen heifst stark elliptisch®, wenn es Konstanten M > 0 und Cy > 0 gibt mit

%p(x,ﬁ) 2 M<§>m Iy,

fiir alle € R™ und alle £ € R™ mit |£] > Cy.

4strongly elliptic
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Satz 6.19 (Ungleichung von Gérding). Sei P € W's(R") mit 0 < & < ¢ < 1 ein stark elliptischer
Matriz-Operator, und sei t € R gewdihit. Dann existieren positive Zahlen M’ und Cy, sodafl

2 2
R (Pu, ) = M ([l pm /2 @ny = O l[ull e gy

fir alle uw € §(R™; C).

Beweis. Wir setzen Py = (D)™™/* o P(z, D) o (D)™™ und haben Py € ¥° 5.5+ Dieser Operator hat ein
Symbol py, fiir das Rpo(z, &) > M1 fir alle 2z € R™ und alle £ € R™ mit |§| > C{,. Hierbei ist M etwas
kleiner als M, und C{ ist vermutlich erheblich gréfer als Cy (abhéingig von der Wahl von M7). Wir setzen

v = <D>m/2u und bekommen (Pu,u) = (Pyv,v) sowie |[u]l gm/2 = ||v|| 2, also kénnen wir im Folgenden
m = 0 annehmen.

Wir schreiben wieder P statt Py. Wir setzen ¢(z,€) := p(z,§) — %Mlk. Dann haben wir
Rq(z, &) = %Mlk, z€R", [§] > Cy,

also existiert ein B € W9 5 mit
1 _
§(Q+Q*)78*B€\I/ e,

Nun ist

R(Qu,u) > = <%(Q + Q*)u,u> = (B*Bu,u) > + (Ru,u) 2,

LZ
andererseits aber (Qu, u)» = (Pu,u), — M ||U||i2 Wir bekommen die Behauptung mit M’ = 3 M — ~
fiir jedes v > 0 (man kann sogar M’ beliebig nah an M bekommen). O

Ein Standardbeispiel ist ein skalarer Differentialoperator A4 = Z|a\§2 ao ()€ mit symmetrischer positiv
definiter Form £ — 3°, |, aa ()" als Hauptteil.

Fiir solche Operatoren wollen wir in Zukunft das Spektrum untersuchen:
Satz 6.20. Sei A=), <5 aa(x){* mit aq € C3°(R™) und
R aa(@)e* = cl¢?, V(2,8 e R
lor|=2

Dann existiert ein A\g € R, sodaf fiir alle A > Ao der Operator A+ \ einen Isomorphismus zwischen
H*T2(R™) und H*(R™) darstellt, fiir jedes s € R. Die inverse Abbildung (A+ \)~1 ist ein WDO aus dem
\Ilig(R”), und fiir jede Parametriz By von A+ X\ gilt By — (A+ \)~t € U=,

Beweis. Zunichst bildet A+ ) stetig von H2(R™) nach I?(R™) ab. Aus der Garding-Ungleichung erkennen
wir, dafl diese Abbildung injektiv ist fiir grofie A, denn dann haben wir mit t =0
A+ Nullz - lull 2 = A+ Nu,w) 2] = [R(A+ N, ) 2| = R A+ Nu, )
2 2
> M ||ull + (A = C) [lull7
> (A= C) Jlullz,

und somit auch ||(A + Nul| 2
setzen wir

> (A= C1) ||u|| 2. Als néchstes zeigen wir, dafl A + X surjektiv ist. Dazu

Ao = (A+ X o (D)2,

was von I? nach I? stetig abbildet. Aus der Garding-Ungleichung erhalten wir ein weiteres Mal, daf
(fiir groBe \) Ao, eine injektive Abbildung ist. Und wir haben Abschiitzungen der Form C~! ||ul|» <
[l Ao ull 2 < C|lu| 2, also ist insbesondere img .Ag,x abgeschlossen.

Nun ist img Ag » ein abgeschlossener Unterraum des I[?(R™), und wir kénnen das orthogonale Komplement
bilden. Sei also g € (imgAg,x)*. Dann ist (g, Ao xv);, = 0 fiir jedes v € I?, also auch Aj g = 0. Wir
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konnen die Garding-Ungleichung aber auch fiir den adjungierten Operator Af , einsetzen und stellen
diesen dann als injektiv fest. Also ist g = 0 und somit Ag » surjektiv als Abbildung des I? in sich.

Damit ist A + A bijektiv als Abbildung von H? nach 2. Wir haben somit
(A+No(A+N)'=T auf I*R")
(A+N oA+ N =1 auf H?(R™).
Wir schalten von links eine Parametrix B) € \Ill_g zu (A4 A) an die erste Gleichung:
(I-Ri)o(A+N)'=B\ auf I*R"),
woraus (A + A"t = By + Ry o (A+ \)7! als Identitit im I?(R") folgt. Dann ist die rechte Seite eine
stetige Abbildung von H*(R") in H**t2(R"), fiir jedes s > 0, also auch die linke Seite.

Wir schalten von rechts ein B) an die zweite Gleichung:

(A+X)to(I—Ry)=By auf I*R"),
woraus (A + A)7t = By + (A+ \) ! o Ry folgt. Also bildet (A + X)~! jeden H*(R") stetig in H*2?(R")
ab, fiir s <0.
Damit ist A + X\ der gewiinschte Isomorphismus zwischen H*t2 und H*, fiir jedes s € R. Wir stellen
weiterhin fest, dal (A + A\)~! — By jeden Sobolevraum stetig in jeden Sobolevraum abbildet. Aus den
Hausaufgaben ergeben sich die Teilmengenbeziehungen

gR") | JH®R"), ()H(R)CER"),

seR seR

sodaB (A + \)~! — B, stetig von &(R™) nach &(R™) abbildet, also muf} diese Differenz ein Operator aus
dem ¥~° sein. O

Als néchstes betrachten wir Gebiete 2 C R"™, offen und mit glattem Rand, aber nicht unbedingt be-
schréankt.

Definition 6.21 (Sobolevriume). Sei s > 0. Dann setzen wir
H*(Q) == {ue *(Q): Jae€ H*(R") mit u=1u auf Q},
was ein linearer Raum ist, den wir mit der Norm
[ull e () == T0E ([l e (gem)
ausstatten. Dabei erstreckt sich das Infimum dber alle & € H*(R™), die auf Q mit u ibereinstimmen.

Fiir s € N wird eine dquivalente Norm in Definition 3.27 gegeben.

Definition 6.22 (Sobolevrdume mit Nullrandwerten). Sei s > 0. Der Abschluf$ von C§°(Q2) in der
Norm des H*(Q) wird mit H§ () bezeichnet.

Aus der Definition heraus ist H§(2) ein abgeschlossener Unterraum des H?*((2).

Aus Aufgabe 5 von Blatt 4 kann man herausholen, dafl jede Funktion v € H*®(Q) mit s > 1/2 auf
dem Rand 9Q Spuren you € H*~/2(9Q) hinterl:iBt, wobei wir H*~1/2(98) als Sobolevraum auf einer
Mannigfaltigkeit interpretieren werden.

Weiterhin definieren wir® (siehe auch [14]):

Definition 6.23 (Sonstige Sobolevriume). Fir s < 0 sei H*(Q) der Dualraum zum Banachraum
Hy?(%).

Fir s € R sei HE,,,(Q) der Raum aller Distributionen v € D'(R") mit uw € H*(R"), fiir die suppu

kompakt in Q enthalten ist.

Fir s € R sei Hf () der Raum aller Distributionen u € D'(2), fir die gu € Hgy, () fir alle
p € C ().

5Wie sehen passende Topologien fiir diese Raume aus ?
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Das sind alles Unterrdume von D’(€2). Man rechnet schnell nach, dafl

= U Heom( = () Heomp

seR seR
' Q) = U HISOC(Q)7 S(Q) = ﬂ HISOC(Q)
seR seR

Damit kénnen wir schon einige Abbildungseigenschaften beweisen:

Satz 6.24. Sei A € U 5(), nicht unbedmgt eigentlich getragen, mit lokalen Symbolabschdtzungen.
Dieser Operator bildet HSer (Q) stetig nach H{ () ab, fir s,s+m > 0.

comp

Beweisskizze. Nimm ¢ € C§°(2). Sei E: H*(2) — 8'(R™) der Extensionsoperator, der eine auf 2 lebende
Funktion auf den ganzen R™ durch 0 fortsetzt. Dann haben wir, fiir u € HZI™ (),

comp
oAUl g2 ) < 1E@AU gre(mny < C | Bull grosm @y < C [[ttll grasm ) »
wobei die erste Ungleichung sich sofort aus der Definition von H#(f2) ergibt, die zweite aus unseren

Ganzraumergebnissen folgt, und die dritte etwas kniffliger ist. o

Wenn A € U5 allerdings globale Symbolabschétzungen hat und eigentlich getragen ist, dann bildet A
linear und stetig ab wie folgt:

A: Hs-l-m(Q) _>HS(Q)’
A: HEE™(Q) — HE (),

comp comp
A: Hlsotm(Q) - HIOC(Q)7

unter der Annahme, dafl s,s +m > 0.
Ohne Beweis vermerken wir noch:

Satz 6.25 (Kompakte Einbettung). Sei Q beschrinkt®, mit glattem Rand. Dann ist die Einbettung
H*(Q) — HY Q) fir 0 <t < s kompakt.

Man denke dabei z.B. an den Satz von Arzela-Ascoli.

Nun wollen wir Mannigfaltigkeiten betrachten. Aus (6.7) bekommen wir:

Lemma 6.26. Sei M eine geschlossene Mannigfaltigkeit (also insbesondere ohne Rand) und A € ¥ (M).
Dann bildet A den Raum I*(M; QM) stetig in sich ab, und auch den Raum I?(M) stetig in sich. Hierbei
verstehen wir den I?(M) als lokalkonvezen topologischen Raum gemdf Definition 2.36.

Man beachte, da8 dieser I?(M) kein Hilbertraum ist, denn es wird nicht auf M integriert.

Lebesgue-Réaume sind uns auf Dauer zu wenig, weshalb wir uns jetzt Sobolevraume auf Mannigfaltigkeiten
erarbeiten. Zunichst beschreiben wir, wie man Parametrizes auf Mannigfaltigkeiten ermittelt. Sei A €
T (M) elliptisch, und M sei iiberdeckt mit Kartengebieten U;. Die Abschneidefunktionen ¢; und ¢,
werden gemé$ (6.6) gewihlt. Der Operator A in U; wird heruntergezogen zu einem elliptischen Operator
.A c vy (U ), die eigentlich getragene Parametrix dazu heifle B e v (U ), die wir wieder hochschieben
zu Bj € \I/C_m(U ). Dann setzt man

o0
B:= ijgj °@j,
j=1
wobei B; o p; als Komposition von B; mit dem Multiplikationsoperator ¢; zu verstehen ist. Man beachte,
dafl auf einem Uberlappungsgebiet U; N Uy, die Operatoren B; und By, lokale Parametrizes zum selben
Operator A sind, sich also nur um einen glittenden Operator unterscheiden konnen.

Das néchste Ergebnis ist entscheidend, um Sobolevrdume auf Mannigfaltigkeiten iiberhaupt definieren zu
konnen.

6Diese Voraussetzung ist entscheidend !
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Satz 6.27. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit, m € R. Dann existieren elliptische, klassische, eigentlich
getragene WDO der Ordnung m auf M, mit positivem Hauptsymbol.

Beweis. Wir verwenden die eingefiihrten Bezeichnungen. In Uj wéhlen wir einen eigentlich getragenen
elliptischen Operator Aj € \II(’:’{‘(UJ) mit Hauptsymbol |£]™. Wir schieben ihn hoch auf die Mannigfaltigkeit
und bekommen A; € U7 (U;). Wir setzen diesen fort auf ganz M im Sinne von ¢;A; o ¢; € UH(M).
Diese eigentlich getragenen Operatoren kénnen wir lokalfinit addieren zu

A= A 00,
j=1

Es bleibt noch zu zeigen, dafl A elliptisch ist und ein positives Hauptsymbol hat. Das machen wir so:
in der Karte x; hat ¢;A4, o ¢; das Hauptsymbol [£|"¢;(z). Bei einem Kartenwechsel x wechselt das
Hauptsymbol eines Operators B von b, (&) zu by, (k(x), (k' (x))~T€), also hat in einer benachbarten
Karte der Operator ¥;.A; o ; ein Hauptsymbol der Form ¢, (x(x))a) (z,&) mit a9 (z,£) > ¢;|¢™ fiir
ein positives ¢;. Und auch die ¢; werden niemals negativ. Also finden wir ein positives ¢, sodal das
Hauptsymbol von A in jeder Karte die Ungleichung a,,(z,£) > €|¢|™ erfiillt. O

Definition 6.28 (Sobolevriume als Mengen). Sei M eine geschlossene Mannigfaltigkeit, s € R und
As € U5 (M) ein elliptischer Operator auf M, eigentlich getragen. Dann nennen wir die Menge

H¥ (M) := {u € D'(M; Q°M): Aqu € I2(M)}
einen Sobolevraum. Hierbei ist [*(M) zu verstehen im Sinne von Definition 2.36.

Schnitte durch das Nulldichtenbiindel sind wegen Q°M = M x C dquivalent mit Funktionen, weshalb
wir ab jetzt den Ausdruck Q°M nicht mehr mitschreiben. Wenn man darauf verzichtet, Operatoren zu
adjungieren, kann man die Einfiihrung von Dichten umgehen (aber dann kann man Operatoren nur auf
einigermafen glatte Funktionen wirken lassen).

Unschwer erkennt man H?®(M) als Vektorraum (zunéchst noch ohne Topologie).

Fiir allgemeine Mannigfaltigkeiten sollte man H (M) und HE (M) einfithren, wenn man die Abbil-

loc comp
dungseigenschaften von WDO studieren will. Das wollen wir hier nicht weiter vertiefen und verweisen

stattdessen auf [13]. Ab jetzt sei also M eine kompakte geschlossene Mannigfaltigkeit (insbesondere ohne
Rand). Dann ist D(M) = E(M) sowie D'(M) = &'(M).

Man iiberlegt sich schnell:

e Man kann A_; als (eigentlich getragene) Parametrix zu A; annehmen, also A;A_; = I — R; mit
Rs; € U= (M).

e Sei u € I?M) und v := A_gu. Dann ist Aqv = AdA_su = u — Rgu, und somit ist A_, €
Lin(I*(M), H*(M)), dem Raum der linearen Abbildungen zwischen den beiden Vektorrdumen.

o Fir A € ¥'(M) ist A = A_AoAstp, mod ¥~°(M) mit Ay = AgAA__y, also ist ¥ (M) C
Lin(H*t™ (M), H*(M)) fiir alle s, m € R.

e Die Definition der Rdume H*(M) ist von der Wahl der As unabhéngig.
Weitere Definitionen von H?®(M) sind die folgenden:

e der H*(M) besteht aus allen Distributionen u € D’(M), fiir die Au € I*(M) fiir jeden eigentlich
getragenen Operator A € ¥$ (M) (sieche Anmerkung nach Theorem 18.1.29 in [8]).

o der H*(M) besteht aus allen Distributionen u € D'(M), sodaf fiir jede Kartenabbildung x: U —

U C R" gilt, daB uox™! € H*(U) gilt, mit wox~! im Sinne von Definition 2.37 (siehe [14, Definition
2.1.10]).

Nun verschaffen wir uns eine Topologie fiir H*(M).
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Definition 6.29 (Skalarprodukt). Sei M eine Mannigfaltigkeit mit U;, k; und ¢; wie Gblich. Dann
definieren wir ein Skalarprodukt auf H*(M) durch

(uav>HS(M) = Z <(’€j_1)*(90ju)a (Hj_l)*(‘pj"}»Hs(Rn) ) U,V € Hs(Rn)'

J
Lemma 6.30. Mit diesem Skalarprodukt wird H*(M) zu einem Hilbertraum.

Beweis. Man sieht, dafl der obige Ausdruck eine Bilinearform auf H*®(M) ist, die hermitesch und positiv
definit ist. Es fehlt nur noch die Vollstédndigkeit des H*(M) zu zeigen.

Sei (u1,uz,...) C H*(M) eine Cauchyfolge beziiglich der vom Skalarprodukt induzierten Norm. Dann
ist ((n}l)*(cpjum))meN eine Cauchyfolge im H*(U;), hat also einen Grenzwert (m{l)*v € H*(Uj;). Wir
bekommen insbesondere Konvergenz der Folge (¢;tm)men gegen v in der Topologie von &' (U;).

Wir setzen jetzt u =, v; und haben noch die Konvergenz limu, .o [[um — u| 7+ (r) = 0 zu zeigen. Nun
ist aber

e = wlFrea) = D 11055 (st = 250 1 oy
J

also ist zu zeigen, dafl jeder Summand nach Null strebt. Nach Konstruktion der ¢; reicht zu zeigen, dafl
v; = @;u. Man mache sich dazu klar, da8 u,, — u fir m — oo in der Topologie von D’(M). Dann
folgt auch @;u., — @ju, ebenfalls in der Topologie von D’(M). Andererseits strebt ¢;u,, nach v;, in

D' (M). O

Satz 6.31. Die Topologie von H*(M) hingt nicht von der Wahl der U;, ¢;, k; ab.
Beweis. Siche [13]. O

Weiterhin erkennt man:
o Esist U7(M) C L(HST™(M), H*(M)) fiir alle s,m € R.
e Wenn A € U7(M) mit m < 0, dann ist die Abbildung A: I?(M) — I*(M) kompakt.

Schliellich haben wir noch:

Lemma 6.32 (Einbettungssatz von Sobolev). Sei s > n/2+k mit k € Ng. Dann ist die Einbettung
H?*(M) — Ck(M) fiir allgemeine M stetig, und fiir kompakte M kompakt.

Beweisskizze. Fir k =0 und M = R™ war das eine Hausaufgabe (Blatt 4). |

Zum Abschlul betrachten wir Dualitdtsfragen. Dazu legen wir auf M ein Lebesgue-Mafi dp fest und
haben dann eine Bilinearform (ohne Subskript)

(u,v) == /M u(z)v(z) dp(x), Yu,v € C°(M) = C§° (M),

die offensichtlich stetig fortgesetzt werden kann zu einer Bilinearform auf I?(M) x I?(M), fiir die wir
dieselbe Notation benutzen werden.

Satz 6.33. Fiir jedes s € R kann man diese Bilinearform (in jedem Faktor) stetig fortsetzen zu einer
Bilinearform (mit Subskript)

(Vs oyxa—=oo) * (M) x H3(M) — C.
Fiir jedes ' € (H~*(M))" gibt es ein uy € H*(M), sodaf gilt:
<u/7’U>(H*5(M))’><H*5(M) = <’LL+, /U>H5(M)><H75(M) B V’U c HﬁS(M)

Die Abbildung v’ — uy ist invertierbar und stetig als Abbildung von (H~*(M))" nach H*(M).
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Beweis. Wir prézisieren die Wahl der Operatoren Ag. Sei Ag = I. Fiir s > 0 ersetzen wir Ay durch
%(AS + Al), was dasselbe Hauptsymbol wie Ag hat, und wir bekommen

(Asu,v) = (u, Asv), u,v € C°(M), s> 0.

Fiir s < 0 definieren wir A/ als Parametrix zu A_, und setzen dann A, := (A} + (A})"). Dann haben
wir

(Agu,v) = (u, Asv), u,v € C°(M), seR.
Seien nun u,v € C*°(M). Dann haben wir u = A;A_su — Rsu und somit auch
(u,v) = (A_su, Agv) — (Rsu, v) .

Die rechte Seite ergibt auch Sinn fiir u € H*(M) und v € H~*(M), und wir definieren dann die Fortsetzung
() s (M) x ;1= () liber die dichten Einbettungen C°°(M) — H**(M).

Sei nun u' € (H~*(M))" gegeben und uy € H*(M) gesucht. Wegen der dichten Einbettung C'°(M) —
H~*(M) konnen wir das Funktional u’ auf C'*°(M) einschrénken, und wir finden ein eindeutig bestimmtes
ug € D'(M) mit

<u/,’U>(H73(M))/><H73(M) = <’LL+, U>D’(M)><®(M) 5 Yv € OOO(M)
Es bleibt nur noch zu zeigen, dafl uy € H*(M) ist. Fiir v € C°(M) ist

(Astir, V) pratyxp ) = (Ut BsV)pr vy xp(vt) = <u/’AS>(H*S(M))/><H*S(M) :

Nun ist Ag: (M) — H—%(M) stetig, und somit

<A5U+7U>@/(M)XD(M) < ||U/||(H75(M))/ ’ ”ASUHH*S(M)
<Co ||Ul||(H—s(M))/ : ||U||L2(M) )

also ist Asuy ein lineares Funktional auf I?(M), ist also nach dem Darstellungssatz von Riesz gleich einer
Funktion aus dem L?(M). Das bedeutet uy € H*(M). Weiterhin haben wir

||Asu+||[,2(3v[) <y ||u/||(H*5(M))' ’

also die Stetigkeit der Abbildung v’ — wu. O
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Kapitel 7

Spektraltheorie

7.1 Das Spektrum kompakter symmetrischer Operatoren

Seien X und Y Banachrdume. Ein Operator A € L(X,Y) (also linear und stetig) heifit kompakt, wenn
er beschrinkte Mengen auf prikompakte Mengen abbildet.

Die folgenden beiden Ergebnisse beweisen sich fast von selbst.
Lemma 7.1. Sei A€ L(X,Y) und dimY < oo. Dann ist A kompakt.

Lemma 7.2. Seien X,Y,Z Banachridume und A € L(X,Y) sowie B € L(Y,Z). Wenn einer von beiden
kompakt ist, dann auch die Komposition Bo A € L(X, Z).

Lemma 7.3. Seien A, As,... kompakte Operatoren aus L(X,Y), und sei A der Grenzwert in der
Operatornorm.:

Jgrgo ”AJ - A”L(X,y) =0.
Dann ist auch A kompakt.

Beweis. Sei (x1,%32,...) C X eine beschrénkte Folge.

Es gibt eine Teilfolge (z1,z3,...) C (21, 22,...), sodaB (A1z1, Aizd,...) in Y konvergiert.
Es gibt eine Teilfolge (22,23,...) C (x1,23,...), sodaB (A22%, Asz3,...) in Y konvergiert.
3

Es gibt eine Teilfolge (23, 23,...) C (2%,23,...), sodaB (Asx3, Azz3,...) in Y konvergiert.

Usw. Anschlieend wéhlen wir eine Diagonalfolge (z1,22,...) gemé z; = x; und stellen fest, dafl
(Anz1, Anza,...) in Y konvergiert, fiir jedes n € N.

Dann ist (Az1,.Azs,...) eine Cauchyfolge in Y, denn es ist

Az, — AzmHY < |[JAzn — -AlZnHY + A1z — -AlzmHY + | Az — AZWHY
< A=Al l[znllx + Aizn — Aizmlly + A= Allg l2ml x
< 3g,

wenn n, m,l grofl genug gewihlt werden. o

Definition 7.4. Sei X ein Hilbertraum. Ein Operator A € L(X,X) heifit ausgeartet, wenn es endlich
viele aj, by € X gibt mit

k
Ax:Z(x,aj>bj, Ve X.
j=1

Offensichtlich sind ausgeartete Operatoren nuklear.
Wir kénnen annehmen, dafl die (aq,...,ax) linear unabhéingig sind, und die (by,...,by) auch.

Wegen dimimg A < oo sind ausgeartete Operatoren auch kompakt.

93
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Satz 7.5. Sei X ein Hilbertraum und A € L(X, X). Dann gilt:

A ist kompakt genau dann, wenn es zu jedem positiven € einen ausgearteten Operator A. gibt mit

[Ae = Allg (x,x) < &

Beweis. Die Riickrichtung ist nach unseren vorigen Uberlegungen klar.

Sei nun A kompakt. Sei B = {x € X: ||z||, < 1} die Einheitskugel, und sei M = A(B) das Bild der
Einheitskugel in X. Dann ist M kompakt in X, kann also iiberdeckt werden durch endlich viele Kugeln
vom Radius < e. Die Mittelpunkte dieser Kugeln seien y1,...,¥ym. Seien wq,...,w, mit k& < m die
Vektoren einer Orthonormalbasis fiir span(yy, . . ., ¥m). Dann haben wir, fiir jedes y € M,

k
y—Z(y,wj>wj <e.
i=1 <

Nun setzen wir A.x = 2?21 (A, wi) wy = 370 (x, Aw;) wy, also ist A. ausgeartet, und fiir ||z <1
haben wir auch [|Az — A.z||y <e.
Satz 7.6 (Alternative von FREDHOLM). Sei A € L(X, X) kompakt, X ein Hilbertraum, und T := I—A.

Dann gilt genau eine der beiden folgenden Aussagen':

o kerT = {0} und imgT = X,

e kerT # {0} und dimkerT = dimkerT* < oo, und es gilt weiterhin: das Problem Tx = y mit
gegebenem y € X ist losbar, genau dann wenn y L ker(T™).

Wir merken uns das als: ,surjektiv impliziert injektiv (und umgekehrt)“.

Der erste Teil und die Dimensionsaussage des zweiten Teils gelten auch im Falle eines allgemeinen Ba-
nachraums X.

Beweis. Nimm € = 1/2 und wéhle ein passendes A.. Dann ist A = A. + R mit [[Ry x) < 1/2, also
existiert §:= (I — R)™' =3, R/ € L(X, X).

Nun haben wir

Te=y<~— ([I—-Rz—Ax=y
<— x— SA.x = Sy

<:>x—52<$,aj>bj:5y
j=1

<:>9:—Z<z,aj>5bj:5y

j=1

= (x,a;) — Z (Sbj, ai) (x,a;) = (Sy,a;), Vi=1,2,...,m.

j=1
Wenn es ein solches z gibt, dann setzen wir §; = (z,a;). Weiterhin sei A € C™*™ eine Matrix mit
Eintrégen A;; = (Sb;, a;). Dann haben wir
& (Sy,a1)
G-a = | (7.1)
&m (Sy, am)

Und wenn £ € C™ eine Losung von (7.1) ist, dann ist = Sy + Z;nzl &;Sb; eine Losung von T'x = y.
Wir wiederholen mit 7. Dann ist T* = I — A% — R* mit

m

Aty =Y (y.b)a;,  yeX,

j=1

IMan iiberlege sich, was dieser Satz im Fall X = C™ eigentlich aussagt.
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Aus der Funktionalanalysis ist bekannt, da8 [[R*(|; x x) = [[Bll¢(x,x) < 1/2, also existiert (I — R*)~1
und ist sogar gleich S* = ((I — R)~!)*, wie man nachrechnet. Und wie oben zeigt man, daf

Ty =< y— Zy, )S*a; = Sz

j=1

)= (Sbisag) (y,by) = (S*z,bi),  Vi=1,2,...,m.

j=1
Wenn es eine Losung y gibt, dann setzen wir n; = (y, b;). Dann haben wir

m <S*$, b1>
(Im =A%) [ 2] = : (7.2)
M (S*2,bp)

Und wenn 1 € C™ eine Losung von (7.2) ist, dann ist y = S*z + >+, n,5*a; eine Losung von Ty = z.
n g =11 J

Nun rechnet man nach, dal dimkerT = dimker(I,, — A) = dimker(,,, — A*) = dimker7T*. Wenn
dimker T' = 0, dann ist das System (7.1) eindeutig lésbar fiir jede rechte Seite aus dem C™, also ist dann
T auch surjektiv.

Sei nun dimker T" # 0. Dann ist (nach einem bekannten Ergebnis aus der linearen Algebra) (7.1) losbar

genau dann, wenn die rechte Seite von (7.1) senkrecht steht auf ker(l,,, — A*). Das bedeutet
<Sy7 a1>
: 1 ker(Z,, — A")
<Sya a’m>
= (Sy,a;) =0 VpeC™ mit (I, — A")y =
j=1

= <y,Z(S*aj)nj> =0 Vn € C™ mit (I,, — A")n =

<~y L kerT*.

Wir wiederholen aus der Funktionalanalysis: Seien X, Y Banachriume, P € L(X,Y"), und P sei bijektiv.
Dann ist P! ebenfalls stetig, also P~! € L(Y, X).

Definition 7.7 (Resolventenmenge, Spektrum). Sei X ein Banachraum und P € L(X,X). Dann
nennen wir

o(P):={AeC: P—- )\l € L(X,X) bijektiv}
die Resolventenmenge von P, und o(P) := C\ o(P) heifft das Spektrum von P.

Fiir X € o(P) heifit der (dann stetige) Operator (P — X\I)~! die Resolvente von P.

Aus der Neumannschen Reihe kann man herausholen, dafl die Resolventenmenge eine offene Teilmenge
von C ist. Fiir die Elemente A € o(P) verhilt sich P — AI vergleichsweise iibersichtlich (ndmlich als topo-
logischer Isomorphismus). Die Frage, was hingegen im Spektrum passiert, wird (fiir schéne Operatoren)
im néchsten Satz beantwortet:

Satz 7.8. Sei X ein Hilbertraum, A € L(X, X) kompakt und symmetrisch, das heifst
(Az,y) = (z, Ay),  Vr,yeX.

Sei A € 0(A) sowie A # 0. Dann ist X ein Eigenwert endlicher Vielfachheit mit [A| < [|All ¢ x x)-
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Beweis. Seip = 1/A. Dann ist A—AI = —A(I—u.A), und hierauf konnen wir die Fredholmsche Alternative
anwenden. (|

Die Null ist ein besonderer Wert des Spektrums (und kénnte z.B. ein Eigenwert unendlicher Vielfachheit
sein, wie man an ausgearteten Operatoren sieht).

Wie in der linearen Algebra beweist man, dafl Eigenwerte symmetrischer Operatoren reell sein miissen,
und dafl Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten senkrecht aufeinander stehen.

Lemma 7.9. Sei X ein Hilbertraum, A € L(X,X) kompakt und symmetrisch, und sei A nicht gleich
dem Nulloperator. Dann gehort eine der beiden Zahlen £ || A x x) € R zum Spektrum von A.

Beweis. Man konsultiere ein Buch zur Funktionalanalysis. O

Weiterhin haben wir:

Lemma 7.10. Fin kompakter und symmetrischer Operator A auf einem Hilbertraum X hat hochstens
abzihlbar viele Eigenwerte (Vielfachheiten entsprechend mitgezihlt), und diese kénnen sich héchstens im
Nullpunkt hdufen.

Beweis. Sei (e1, ez, ..) eine Folgen von Eigenvektoren mit e, = 1 und Ae; = Aje; sowie limj_oo Aj =
A # 0. Wir konnen annehmen, dafl (ej,ex)y = 6jx. Wegen der Kompaktheit von A hat die Folge
(Aeq, Aes, ... ) eine konvergente Teilfolge mit Grenzwert y*. Wir lassen alle Folgenglieder weg, die nicht
zu dieser Teilfolge gehoren, und numerieren den Rest um. Dann haben wir

1 1
—Aej =

*

lim e; = lim A

j—oo j—oo Aj
Andererseits ist |le; — e/l = V28,5, was ein Widerspruch ist.
Die Abzéhlbarkeit der Menge der FEigenwerte folgt unmittelbar. O

Nun sei (ep,es,...) die Folge aller linear unabhingigen Eigenvektoren von A auf X. Wir setzen
Z = span(ey,ea,...) als algebraischen Unterraum von X. Dann ist Z+ ein in der Normtopologie ab-
geschlossener Unterraum von X. Wir studieren die Wirkung von A auf Z1. Sei also y € Z+. Dann ist
(y,e;) =0 fiir alle j, also auch

(Ay,e;) = (y, Aej) = (y, \jej) =0,

also bildet A den Raum Z* in sich ab. Man stellt fest, dafl Az stetig, kompakt und symmetrisch ist.
Wenn nun Az ungleich dem Nulloperator wire, dann wire eine der beiden Zahlen + HA‘ Z1 H o %0 im
Spektrum von o(A|z1 ), also ein Eigenwert, also hiitte A einen zusétzlichen Eigenvektor, was unméglich
ist. Also muB Z+ = ker A sein.

Insgesamt kénnen wir zeigen:

Satz 7.11. Sei X ein Hilbertraum, dim X = oo, A € L(X, X) sei symmetrisch und kompakt. Dann gilt:

e der Raum (ker A)‘ hat eine Orthonormalbasis (e1,es,...) von Eigenvektoren (mit zugehdorigen
Figenwerten \;), und es ist

AmzZ)\j (x,€5) €5, Vo e X.

j=1

e Sei Py der Orthogonalprojektor auf ker A. Dann ist

z:P0x+Z<z,ej>ej, Vo e X.

Jj=1
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7.2 Fredholmtheorie

Wir wollen die Ergebnisse des vorigen Abschnitts in einen allgemeineren Kontext stellen. Siehe auch [13]
oder [8, Kapitel 19].

Definition 7.12 (Kokern). Seien X und Y Banachriume, A € L(X,Y). Dann definieren wir
coker A =Y/img A
als algebraischen Vektorraum.

Wenn wir diesen Raum mit einer Norm ausstatten wollen, sollte img.A ein abgeschlossener Unterraum
von Y sein, was wir aber noch nicht wissen.

Lemma 7.13. Wenn dim coker A < oo, dann ist img . A abgeschlossen.

Beweis. Es ist ker A abgeschlossener Unterraum von X, also kénnen wir den algebraischen Unterraum
X :=X/ker A

mit einer Norm
lfalll g == inf {l — ol : o € ker A}

ausstatten und bekommen einen Banachraum. Dann bekommen wir in natiirlicher Weise einen Operator
A: X - Y mit img A = img A und ker A = {0}. Sei Y ein zu img .4 komplementéirer Unterraum (vgl.
Satz A.39) von Y, also

Y =img A®Y, dimY = dim coker A < oco.

Nun wihlen wir eine weitere Abbildung

die offensichtlich bijektiv ist. Wir statten X @Y mit einer Norm ||[2]|| ¢ + |||y aus und stellen fest, daB
A stetig ist. Also ist auch At stetig, bildet also Cauchyfolgen in Y auf Cauchyfolgen in X @Y ab, was
aber ein Banachraum ist. Also ist img A abgeschlossen. O

Definition 7.14 (FREDHOLM—Operatoren, Index). Seien X undY Banachriume und A € L(X,Y).
Dann heifst A ein Fredholm—Operator, wenn dimker A < co und dim coker A < oo. Weiterhin nennen
wir

index A := dim ker A — dim coker .4

den Index von A. Die Klasse der Fredholmoperatoren von X nach'Y bezeichnen wir mit F(X,Y).

Ein Grund fiir diese Begriffswahl ist der folgende: man hétte gern geometrische Groflen, die bei sinnvoller
Storung eines Operators A sich nicht éindern. Seien z.B. X =Y = R?, und seien A und A, erzeugt durch
die Matrizen

1 0 1 0
Gy el
Dann ist ||A — Ae|| = |e|] in der Operatornorm, aber dimker A = 1 und dimker A. = 2 fiir ¢ # 0.
Analog ist auch 1 = dim coker A # dim coker 4. = 0, obwohl A und A, ,nahe beieinander* sind. Aber

index A = index A, weshalb wir im Folgenden der Frage nachgehen wollen, ob der Index auch fiir
allgemeinere Banachrdume X,Y stetig vom Operator abhéngt.

Lemma 7.15. Wenn dim coker A < oo, dann ist dimcoker A = dimker A*, wobei A*: Y’ — X' den
adjungierten Operator bezeichnet.
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Beweis. Zunéachst ist

ker A" :={y e Y : Ay =0e X} ={y eY': (AY,2)x ,x=0 VzeX}
={y eY" (y,Ar)y,y =0 VzeX}.

Wir zerlegen Y gemiiB Y = img A & Y mit dimY = dim coker A = m. Sei (y1,...,Ym) eine Basis fiir Y.

Sei nun y’ € ker A* fest und y € Y beliebig. Dann haben wir eine eindeutige Darstellung von y als
y=Ar+ Z;n:1 a;y;, und das Verhalten des Funktionals ¢y’ wird ausschliefllich bestimmt von den Werten
(v, y;), also haben wir dim ker A* < m.

Andererseits liefert der Satz von Hahn—Banach uns fiir jedes j ein Funktional y; €Y’ mit

, 0 :yeimgA®span(yi,...,Yj—1,Yj+1,---Ym)s
(j29) =
1 ry=uy;.
Diese m Funktionale gehoren zu ker 4* und sind linear unabhéngig, also dim ker A* > m. O

Folgerung 7.16. Sei X ein Hilbertraum und A € L(X, X) kompakt. Dann ist index(I — .A) = 0.
Lemma 7.17. Sei A € F(X,Y), dann existiert ein B € F(Y,X) mit

BA=1-P, AB=1I-P,,
wobei Py € L(X, X) auf ker A projiziert, und (I — Py) € L(Y,Y) projiziert auf img A.

Beweis. Schreibe X = ker A® XundY = img A® Y mit abgeschlossenen Unterrdumen X und Y, wobei
dimY" < co. Definiere einen Operator B anhand der Bedingungen By = 0 und (BA)|X = I 5. Dann ist

B e L(Y, X) linear und stetig, ker B =Y und img B = X, also ist B auch fredholm. O
Satz 7.18. Sei A € L(X,Y). Dann gilt: A ist fredholm genau dann, wenn es Operatoren By, B € L(Y, X)
gibt mat

BiA=1+ K, ABy =1+ Ko,
und Ky, Ko sind kompakte Operatoren auf X bzw. Y.

Beweis. Die eine Richtung haben wir schon gezeigt, denn Projektionsoperatoren mit endlichdimensiona-
lem Bild sind kompakt.

Seien also solche By und By gegeben. Aus der ersten Bedingung folgt dann ker A C ker(I + K1), das ist
nach unseren Erkenntnissen aber endlich-dimensional.

Weiterhin folgt
el x < I1BrAzll, + Kzl x < CllAz]ly + [Kiz| x -

Nach Satz A.47 ist dann img.4 abgeschlossen. Aus der zweiten Bedingung folgt A(X) D img(I + Ka),
und wir wissen schon, dafl codim(I + K») < cc.

Also ist A fredholm. O

Wegen B — B = K1By — B1 K5 kénnen wir B = Bs annehmen, denn ihre Differenz ist ein kompakter
Operator. Solche Operatoren heiflen auch Fredholm-Inverse zu A.

Folgerung 7.19. Kompakte Storungen von Fredholmoperatoren ergeben wieder Fredholmoperatoren.

Folgerung 7.20. Seien A€ F(X,Y) sowie B € F(Y,Z). Dann ist auch BA€ F(X,Z).

Zum Beweis gebe man jeweils passende Fredholm-Inverse an.

Der Raum L(X, X) ist eine Banachalgebra, und der Raum X (X, X) der kompakten Operatoren ist ein
Ideal darin, und zwar ein abgeschlossenes, wegen Lemma 7.3. Dann kénnen wir die Quotientenalgebra

Q(X,X):=L(X,X)/X(X,X)
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bilden, die wieder eine Banachalgebra ist, CALKIN-Algebra genannt.

Wir haben einen Algebra—Homomorphismus 7: L(X,X) — K(X, X), der A auf [A] abbildet. Offen-
sichtlich ist ein A € L(X, X) fredholm genau dann, wenn das Bild 7(A) ein invertierbares Element von
Q(X, X) ist.

Damit kénnen wir jetzt schnell zeigen:

Satz 7.21. Die Menge F(X,Y) ist offen in L(X,Y).
Beweis. Sei A€ F(X,Y), und B € F(Y, X) sei eine Fredholm-Inverse zu A:
BA=1+ K, AB =1+ Kos.

Sei A € L(X,Y) mit ’ < ¢ < 1. Dann haben wir

2 -
x(BA+A)=I+Ry, ay(A+A)B)=1I+R,,

mit [|[R1llg(x x) < [1Blle und [ Rzl vy < [B| €. Mittels Neumannscher Reihe erkennt man I + Ry und
I + Ry als invertierbar in Q(X,X) bzw. Q(Y,Y). Also sind I + Ry und I + Ry fredholm in L(X, X)
und £(Y,Y). Damit lassen sich Links-Fredholm-Inverse und Rechts-Fredholm-Inverse zu A + A direkt
angeben, und somit ist auch A+ A € F(X,Y). O

Satz 7.22. Die Index—Abbildung
index: F(X,Y) —Z

ist konstant auf jeder Zusammenhangskomponente von F(X,Y).

Beweis. Sei A € F(X,Y) fest gewshlt, und A" € F(X,Y) sei variabel, mit [[A—A'l[g(yy) <€ < 1.
Wir zeigen, dafl index A = index A’ fiir kleine €.

Zunéchst zerlegen wir
X =kerA® X, Y =img A®Y,

mit abgeschlossenen Réumen X und Y, wobei dimY < oo. Wir statten X @Y mit der kanonischen Norm
aus und erhalten einen Banachraum. Setze

A XY =Y, (x,y) — Az + y.

Das ist ein stetiger Isomorphismus zwischen Banachrédumen, also ist auch le stetig.

Weiterhin definieren wir
T XY Y, (x,y) — A’z + vy,
und stellen fest, daf} fiir alle (x,y) € XaY gilt:
I @) = 7A@y = Az — Azlly < ell(@ 9l 5oy

Mittels Neumannscher Reihe kénnen wir dann zeigen, daf auch 74/ ein stetiger Isomorphismus zwischen
X @Y und Y ist, fiir kleines ¢.

Nun ist X ein abgeschlossener Unterraum von X @ Y, also ist auch 74/ (f( y=A (f( ) ein abgeschlossener
Unterraum von Y. Und die Kodimensionen sind auch gleich, also

codim A'(X) = dimY = codim img A = dim coker A.

Weil 74 ein Isomorphismus zwischen Banachriumen ist, haben wir weiterhin ker 4’ N X = {0}, also
konnen wir schreiben

X=kerd®Z®X
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mit einem Raum Z C X von endlicher Dimension. Zusammen mit unserer ersten Zerlegung von X
bekommen wir damit

dim ker A = dimker A’ + dim Z.
Nun ist A’ injektiv auf Z @ X, und dies wird von A’ abgebildet auf A’ (X) = A'(Z) ® A'(X), und A’ (X)
ist abgeschlossen in Y, mit endlicher Kodimension. Also haben wir
codim A'(X) = codim A’ (X) — dim A’(Z) = codim A(X) — dim Z,
oder auch
dim coker A = dim coker A" + dim Z.
Zusammen mit obiger Aussage iiber die Dimensionen der Kerne folgt die Behauptung. O

Folgerung 7.23. Kompakte Storungen eines Fredholmoperators verdindern den Index nicht.

Zum Beweis verbinde man A mit seiner Stérung A + K homotop durch die Kurve s — A + sK, wobei
s €[0,1].

Satz 7.24. Seien A€ F(X,Y) und B € F(Y,Z). Dann ist index(B.A) = index A + index B.

Beweis. In L(X @Y,Y @ Z) betrachten wir die Familie von Operatoren

1, 0 cost sint A 0
0 B —sint cost 0 Iy)’

was fiir jedes t einen Fredholmoperator ergibt. Fiir ¢t = 0 hat dieser als Index den Wert index A + index B,
und fiir ¢ = 7/2 hat dieser als Index den Wert index(B.A). O

Wir wenden diese Ergebnisse an:
Theorem 7.25. Sei M eine kompakte geschlossene Mannigfaltigkeit, A € U (M) mitm € R. Firs € R
setzen wir As := Ajpgermm) € L(H*T(M), H*(M)). Dann gilt

o A, € F(H*T™(M), H*(M)),

e ker A, C C°(M), und ker Ay ist unabhingig von s,

e index A ist unabhingig von s, und index A = dimker A — dimker A*, wobei A* der formal ad-
jungierte Operator zu A ist, definiert anhand eines Skalarprodukts in [*(M) nach Festlegung einer
Dichte,

o wenn R € W, (M) mit r < m, dann ist index(A + R) = index(A).
Beweis. Elliptische Operatoren haben Parametrizes, und diese sind dann auch die gesuchten Fredholm—
Inversen. Wegen sing-supp(Au) = sing-supp(u) fiir jedes u € (M) und elliptisches A haben wir auch die
Aussagen {iiber die Kerne. Schlielich ist R € W7, (M) mit r < m ein kompakter Operator von H*+™ (M)
nach H?*(M). O
Wir merken an, dafl dieser Satz auch fiir Systeme und Operatoren auf Vektorbiindeln gilt.
Offensichtlich hangt der Index eines DO nur von seinem Hauptsymbol ab.

Satz 7.26. Sei A € W(M), und fiir ein so € R sei A € L(H®T™(M), H*(M)) fredholm. Dann ist A
elliptisch.

Beweis. Ohne Beweis. O

Fiir das folgende Ergebnis siche auch die Hausaufgabe 1 auf Blatt 12.

Satz 7.27. Sei M eine kompakte Mannigfaltigkeit der Dimension n > 3, einfach zusammenhdngend. Sei
A € (M) elliptisch und skalar. Dann ist index A = 0.

Beweis. Siche [3]. O



Kapitel 8

Operatoren auf Riemannschen
Mannigfaltigkeiten

8.1 Operatoren auf Funktionen

Sei M eine Riemannsche Mannigfaltigkeit, d.h. wir haben eine Riemann-Metrik g, also ein 2-Tensorfeld
mit g(X,Y) = g(Y, X) und ¢g(X,X) > 0, X # 0, fiir alle Vektorfelder X, Y. In jedem Punkt p € M
bekommen wir dann ein Skalarprodukt

(X)) :=g(X,Y), vX,Y € T,M.

Fiir Tangentenvektoren kénnen wir dann auch eine Linge definieren als || X|| := /(X, X). In lokalen
Koordinaten haben wir dann die Darstellungen

. ) 0 . 0
_ ) J k — J - — J __
(U, V) = zk:gjk(x)u (x)v"(z), U= Zu (x)[?xj’ V= Zv (m)azj.
7, J j
Aus der Symmetriebedingung folgt g1 = gi;.
Die Riemann-Metrik erlaubt das Umwandeln von Vektoren X € 7, M in Kovektoren X b e Ty M durch

X"(Y):=g(X,Y), VY eT,M.

Wenn X = Y. X752 dann ist X” =Y. g;5 X7 da” =: Y, X; da?, wobei

oxJ)
Xj = ngij
k

das Herunterziehen von Indizes bezeichnet, deshalb auch b.

Entsprechend kann man auch Indizes heraufziehen: Seien g% die Eintréige von g~*

und sei w = Zj wjdal € TyM eine 1-Form. Dann definieren wir wf € T,M durch

ot = ij%, Wi = ;gﬂcwk_
J

mit g = (gjr)jk=1,....n,

Damit koénnen wir einen Operator grad definieren: sei f € C'°°(M) skalar-wertig, dann ist wie iiblich
df =3 2L dg7, und wir definieren

j D7

(0 0
grad f == (df)* = Zg” (8—;1)
2,7

oxd’

so daf} folgt

df(Y) = (grad f,Y), vY € TM.

101
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Seinun X =3}, X752 € TM, dann ist

0 0
(X,grad f) = ZgleJg (9 k ZéijJ f ZXk—f =Xf.
k

oxk
3,k

Weiterhin gibt es auf einer orientierten Riemannschen Mannigfaltigkeit (M, g) der Dimension n genau
eine n-Form dV/, fiir die dV(F,..., E,) = 1 ist fiir jede orientierte Orthonormalbasis (E1,..., E,) von
T,M. Wir reden dann vom Riemannschen Volumenelement. Sei (E1, ..., E,) irgendeine orientierte Basis
fiir T,M und sei (¢',...,¢") die duale Basis im T,;M, dann ist

dV = \/det(gij)p* A ... A @™,

wobei g;; 1= (E;, E;) die Koeflizienten von g sind.

Wir erinnern an die innere Multiplikation: Sei w eine k-Form und X € T,M, dann definieren wir die
(k — 1)-Form i xw durch

(in)(Vl, Ceey kal) = W(X,‘/l, .. -7Vk71); VVl, o Vi € TPM.

Definition 8.1 (Divergenz eines Vektorfelds). Sei T(M) der Raum der glatten Schnitte durch TM.
Dann definieren wir eine lineare Abbildung

div: T(M) — C°(M)
durch die Beziehung
d(ix dV) = (div X) dV, VX € T(M).
In lokalen Koordinaten bedeutet das:
g = det(gsj), dV = /gdz' A... A dz",
.0
X = zj: X,

ixdV = Z(—l)j_lXj\/Edml Ao AdedTEA dgd U AL A da
d(ix dV) = Z@ v XJ d:c A A da™,

und somit bekommen wir
1 _
divX = — 0; (v9X7) .

Man rechnet unmittelbar nach, daf§ div(uX) = udivX + (gradu, X) ist, fir alle v € C*°(M) und
X € T(M). Und aus dem Stokes-Satz folgt

/ dideV:/ (X,N)dV, VX eT(M),
M oM

wobei N das AuBeneinheitsnormalenfeld an OM ist, und dV das Rieman—Volumenelement auf M, in-
duziert von dV. Es folgt dann weiterhin

/ (gradu, X) dV:f/ udideV+/ w(X,N) dV.
M M oM

Wir definieren nun den Laplace-Operator auf glatten Funktionen:
Au = div grad u, u e C®(M),

und wir stellen fest, daf

/(gradmgradv} dV:—/ uAvdV—i—/ u(Nv)dV, u,v € C°(M).
M M oM
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Wir definieren ein Skalarprodukt auf T(M):
(X,Y) 2 n) = / (X,Y)dV,  X,Y € T(W).
M

Wenn wir annehmen, dal OM = () oder dal u bzw X einen kompakten Triger hat, dann folgt
Hierbei nehmen wir an, dal X und Y beide reellwertig sind, sodafl wir auf komplexe Konjugationen

verzichten konnen. In diesem Sinne sehen wir — div als transponierten Operator zu grad.

Wir kénnen auch ein Skalarprodukt auf C°(M) einfithren und dies dann mit (u, v) 2 bezeichnen, fiir
reellwertige v und v.

Mit entsprechenden Voraussetzungen an OM oder die Tréger von u, v € C°°(M) haben wir dann auch
(AU/, U>L2(M) = <’LL, A'U)LQ(M) 5 u,v S C(X) (M)

Wir sagen dazu auch, dafi A symmetrisch im C°°(M) ist (die Bezeichnung selbstadjungiert wire hier
noch verfriiht, denn dazu gehéren auch Aussagen iiber die Definitionsbereiche D(A) und D(A*)).

Wir bekommen ohne Schwierigkeiten: sei A ein Eigenwert zu A, dann ist entweder A = 0 und v = const.,
oder A < 0.

In lokalen Koordinaten haben wir dann die Darstellung

1 o o Ou
- 2 i jk 27

Wenn z.B. £ € R2 und z; = rcosy und xe = 7 cOSp sowie ds? = dm% + dx% die Riemann-Metrik ist,
dann bekommen wir in den neuen Koordinaten (7, ) die neue Metrik ds? = dr? + 72 dg?, also

911 g12\ _ (1 0 _ N2 gt g%\ _ (1 0
<g21 922) = (O r2>’ gfdet(g”)—r, <921 g22 =\o =2

und somit Au = £9,.(rd,u) + 7z0%u.
Nach diesem Schema kann man auch die Darstellung (5.4) des Laplace-Beltrami-Operators bekommen.
Nun erhalten wir sogar

Au = Zg]kma—u + (Terme erster Ordnung auf u),

und die Matrix der ¢’* ist positiv definit. Dann kann das (negative) reellwertige Hauptsymbol von A
in lokalen Koordinaten abgeschétzt werden (nach oben) durch — const. [£|?, also ist A ein elliptischer
Operator, damit auch fredholm. Schlielich ist mit obigen Stokes-Formeln

(= A+ oy = W) oy = lulfpn, e C®M),

was auf beliebige Funktionen aus dem Sobolevraum H?(M) mittels Dichteargumenten fortgesetzt werden
kann. Daraus folgt die Injektivitdt von — A +1. Dieser Operator ist ein selbst-adjungierter ¥DO, hat also
Index Null, ist also wegen der Injektivitdt auch surjektiv. Dann kénnen wir uns den inversen Operator
(— A +1)~1 anschauen, der von I?(M) nach I?(M) kompakt abbildet und symmetrisch ist. Nach unseren
fritheren Ergebnissen (Satz 7.11) hat dieser inverse Operator also ein reines Punktspektrum, und seine
Eigenfunktionen bilden eine Orthonormalbasis des I?(M). (Diese Argumentation setzt M = () voraus.)

Bemerkung 8.2. Man schaue nochmal auf Satz 5.16 !

8.2 Operatoren auf Differentialformen

Siehe [17] oder auch [1].
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Sei weiterhin (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit der Dimension n, und sei
d: AFM — ARV

die duflere Ableitung.

Die Riemannsche Metrik induziert ein Skalarprodukt auf 7;M vermdoge
(w,n) = <wﬁ,77ﬁ> , Vw,n € TyM.

Die Notation (-, -) hat ab jetzt eine Doppelbedeutung (weitere Bedeutungen werden folgen), aber es wird
aus dem Kontext hervorgehen, was gemeint ist. In lokalen Koordinaten haben wir dann

Jik J J

Insbesondere ergibt sich (gradu, grad v) = (du, dv) fiir alle u,v € C*°(M).

Wir bekommen weiterhin ein Skalarprodukt auf AkT; M via

(Vi Ao Ao, wr A Awg) = Z (signm) <v1,ww(1)> e <vk,w,r(k)>
TESk

fiilr vy A. . Avg, wiA. . Awy € AFT(M). Integration iiber M liefert uns ein weiteres L*(M)-Skalarprodukt:

() = | w0) do,

wenn u und g glatte Schnitte durch A¥M sind.

Mit diesem Skalarprodukt definieren wir einen formal adjungierten Operator d zu d:
§: AFFIM — ARV,
(du,v) 2y =2 (U, 00) 2y 5

wenn u und v glatte Schnitte durch A¥M bzw. A¥*1M mit kompaktem Triiger sind. Auf 0-Formen setzen
wir § = 0.

Wegen d? = 0 ist dann auch §2 = 0.

Definition 8.3 (Laplace—Operator auf Differentialformen). Wir definieren einen Operator
A APM — APM durch

~A = (d+0)*=ds+0dd.
Es ergibt sich dann
(= D w,0) gy = (du, dv) g + (06,00) g, Yu,v € G5 (M, APM).

Auf A°M ist —A = §d, und das ist genau unserer fritherer Laplace-Operator, denn fiir Funktionen
u,v € C§°(M) gilt

(0 du, v) r2 ) = (du, dv) (o) = (grad u, grad v) p o) = — (divgrad u, v) 2y -

Wir erarbeiten uns nun das pseudodifferentielle Hauptsymbol von A. Sei P ein PDO der Ordnung m
auf M, der z.B. auf Schnitten durch Vektorbiindeln operiert. In lokalen Koordinaten haben wir dann die
Darstellung (mit evtl. matrixwertigen Koeffizienten p,,)

Pu(zx) = Z Pa(2)Dyu(z),

laj<m
wobei DY = D -...- D" und
1 0
D= ——— .
T /=100
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Das Hauptsymbol ist das homogene Polynom p,,(z, &) := Z|a\:m Do ()€ fiir x € M und € € R™. In
Erinnerung an Definition 2.40 haben wir

pm(z, do)u(z) = lim 77 me TP@) p (ei”’(“’)u(x)) , Yo € C°(M).

T—00

Wir haben dann (z, dp) € T*M.

Wenn nun P auf Biindeln operiert, also P: C°(M; Ey) — C*°(M; E), dann ist py,(z,€): Eoe — Ei1
fiir (x,€) € T*M eine Abbildung zwischen Fasern, also ist das Symbol matrixwertig. Wir schreiben
auch o, (x,€) fiir das Hauptsymbol. Der Komposition von Abbildungen entspricht die Multiplikation
der Hauptsymbole. Fiir den transponierten Operator P': C°(M; E;) — C*°(M; Ey), der definiert wird
durch (Pu,v) r2 ) = (u, Ptv>L2(M), wenn u und v glatte Schnitte mit kompaktem Tréger durch Ey und
F sind, ist dann

opi(,) = (op(2,9))".

Fiir die #ufere Ableitung d: A¥M — A¥*1M haben wir nun
d (e”‘p(z)u(z)) = irel™(dp) Au + T Pu, u € AFM,
und somit ist
%Jd(z,f)uzf/\u, EeTiM,

was eine Abbildung ist, die u(x) € A¥TM auf € A u(z) € A¥TIT*M abbildet.

Fiir den zu d transponierten Operator § haben wir also
1
—os(z,&u = —ixu, EeTiMm, u(z) € AFITIM
i

wobei X = & € T, M. Insgesamt bekommen wir dann
—oa(w, u=ix(§Au)+ A (ixu),
was nach einiger Rechnung auf oa (z,&)u = —[€|?u fithrt, und || ist hierbei die Lénge des Kovektors &,

ermittelt iiber die Matrix der g7*.

Als Konsequenz haben wir demnach die Darstellung

.0 0
AungﬂT?u—i—qu, u € C(M; A*M),

wobei Y}, ein (relativ uninteressanter) Differentialoperator der Ordnung 1 ist. In dieser Darstellung wirken
alle Ableitungen nur auf die Koeffizienten der Differentialform w.

Wir kénnen den Laplace-Operator stetig fortsetzen auf Schnitte mit Sobolev-Glattheit, und bekommen
dann einen Operator

A H2(M; APM) — (MG ARM).

Bei der Definition von Sobolevraumen H*(M;A*M) gehen wir in naheliegender Weise vor: an jedem
einzelnen Punkt x € M haben wir ein Skalarprodukt fiir 7;M, und fiir skalarwertige Funktionen auf
M haben wir ein Skalarprodukt aus Definition 6.29. Es ergibt sich, da3 die Wahl der Karten und Kar-
tenabbildungen einen Einflufl hat auf den Wert der Norm [|ul| 7« (5, ax ), aber sdmtliche auf diesem Weg
definierbare Normen sind zueinander dquivalent.

Satz 8.4 (Ungleichung von GARDING). Sei M eine kompakte Riemannsche Mannigfaltigkeit ohne
Rand, und eine Norm fiir H*(M; A*M) sei fiziert. Dann gibt es positive Konstanten Co, C1, sodafs

— (Du,w) g2y = Co lulzg aesaeany) = O el 2 ovsaravey

fiir alle w € HX(M; A*M) gilt.
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Beweis. Wir vereinbaren, da3 Y stets einen Differentialoperator erster Ordnung bezeichnet, der k-Formen
auf k-Formen abbildet (und also nur die Koeffizientenfunktionen differenziert). An unterschiedlichen
Stellen kann Y jeweils fiir einen anderen solchen Operator stehen.

Wir verweisen darauf, daf} fiir k-Formen v und v dann gilt:

const.

2 2
Yu,0) gy | < 1Yl 2 [oll 2 < Cllull g [lvll 2 < e flull + lolzz,  Ve>0.

Fiir den letzten Schritt erinnern wir an |ab| < 1a? 4 1b? fiir a,b € R.

Nun iitberdecken wir M mit Kartengebieten U; und wéhlen reellwertige Funktionen ¢; € C§°(U;) mit
Z;’;l @3 (x) = 1 auf M. Dann haben wir

- <Au; U>L2(M) = - Z <A(<P?u)a U>L2(M) = - Z <A(<p]u)7 @ju>L2(M) =+ <Y’LL, u>L2(M) .
J J

Nun kennen wir schon die Darstellung

g 0
— E kl
A’U— g ?@04“}/’07
k,l

also folgt nach partieller Integration (wegen OM = ()

2 2
— (A(pju), <PjU>L2(M) > Cllejull — € H‘PjuHLZ(M) ’

mit positiven Konstanten C und C’. Weiterhin ist im Sinne von fquivalenten Normen

n

2 o 2 2
lojullzn = D No(psu)llz: + lesullze = D (@50, ) o + (Vs oy
k=1 k=1

und die Behauptung folgt durch Summation 3. O
Fiir glatte v und v ist
— (D, v) 2 (0p) = (du, dv) 2y + (60, 60) 1200 5

und die rechte Seite stellt eine auf dem H!(M; A*M) stetige Bilinearform dar. Nun ist C'°°(M; A*M)
dicht im H'(M; A¥M) enthalten, also kénnen wir die rechte Seite als Definition der linken ansehen, wenn
w und v aus dem H'(M; A*M) sein sollten. Auf diesem Wege stellen wir fest, dal die Ungleichung von
Garding auch fiir u € H'(M; A*M) gilt, mit denselben Konstanten Cy und Cj.

Wir kénnen in jedem der beiden Félle umsortieren zu
(= &+ W) 2oy = Co llull s gy -

Wenn u € HY(M; A*M) ist, dann ist (— A +C1)u ein Element von (H'(M; A*M))* = H=1(M; A*M). Es
ergibt sich

H(— A +Cl)u||H71(M;AkM) Z CO ||u||H1(M;AkM) 5 VU S Hl(M, AkM),
(=4 +Cl)u||1,2(m;/wm) = Co ”u”Hl(M;AkM) ) Vu € HQ(M§ AkM),

also ist — A+C} injektiv als Abbildung (z.B.) von H? nach I?, also dim ker(— A+C4) = 0. Weil —A+C
ein elliptischer PDO auf einer Mannigfaltigkeit ist, ist er fredholm, hat also abgeschlossenes Bild. Nach
Konstruktion ist — A +C; symmetrisch, hat also Index Null, also hat img(— A +C4) Kodimension Null,
also ist — A +C4 auch surjektiv.

Wir erhalten, da8 — A +C; eine stetige Bijektion von H**2(M; A*M) auf H*(M; A¥M) ist, fiir jedes
s eR.
Wir interessieren uns fiir das Spektrum und die Eigenelemente von —A, also betrachten wir den inversen

Operator T := (— A +C1)~1, denn dieser hat den Vorteil, kompakt zu sein, wenn man ihn als Operator
von IZ(M; A*M) nach I?(M; A¥M) ansieht.
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(k)

Die Theorie kompakter symmetrischer Operatoren in Hilbertrdumen liefert, daff 7" Eigenwerte ;"' und

Eigenelemente ugk) besitzt,

Tu® = ¥

7 3

wobei die {ugk)}jeN eine Orthonormalbasis des I?(M; A*M) bilden. Aus der Garding-Ungleichung be-
kommt man

(T'v,v) 203 > 0, Vo € L2(M; A*M),

also sind alle ugk) positiv. Weiterhin ist bekannt, dafl diese ugk) sich nur bei Null hdufen kénnen, wir diirfen
also annehmen, dafl sie monoton fallend angeordnet sind (wiederholt entsprechend Vielfachheiten).

Der Operator T bildet von H*(M; A*M) stetig nach H*+*(M; A*M) ab, woraus mittels Induktion iiber
s folgt, daf} die Eigenformen von T glatte Formen sind.

Wenn wir zuriick zum A gehen, bekommen wir

IO w1
Hi
Die Folge {)\gk)}j strebt monoton nach +oo. Nun haben wir — (Au,u)r2ny = (du, du) 2 +

Ou, Ou) ya .y, also kann kein A negativ sein.
L2 (V) J

Definition 8.5 (Harmonische Formen). Die Figenformen des A\ zum FEigenwert Null heiffen harmo-
nische Formen. Der Raum der harmonischen Formen aus dem L?(M; A*M) wird mit Hy, bezeichnet.

Der orthogonale (im Sinne des Skalarprodukts des I*(M; A*M)) Projektor auf Hy, sei Py,

Weil A fredholm ist, haben wir dim 3, < oo. Weiterhin haben wir die Aquivalenz

u€ Hy <= uec C®M;A*M), du=0, ou=0.

Wir definieren nun einen weiteren Operator G € L(I?(M; A*M), I?(M; A*M)) iiber

und stellen fest, dafi — A Gu;k) = (I - Pk)u§-k). Eine entsprechende Identitdt gilt auch fiir endliche

Linearkombinationen der ug ). Wenn u eine solche endliche Linearkombination ist, dann haben wir wegen

der Elliptizitdt von A die Abschitzung
1Gull oo < Cop (I = Pr)ullgs + 1Gullye), st €R.

Weil die Menge der endlichen Linearkombinationen von Eigenformen dicht im H*(M; A*M) liegt, bildet
G stetig von H*(M; A*M) nach Hs5(M; A¥M) ab.

Satz 8.6 (HopGE—Zerlegung). Fiir u € H*(M; A*M) mit s > 0 und obiges G gilt die Zerlegung
u = 6dGu + déGu + Pyu,

und die drei Summanden rechts sind orthogonal im L*(M; A*M).

Beweis. Wir setzen v := dGu € H*(M; A**1M) und w := §Gu € H(M; A*~1M) sowie z = Pyu. Dann
ist (6v, dw) 125y = (v, ddw) 125y = 0, und die anderen Beziehungen zeigt man genauso. O
Definition 8.7 (Geschlossene und exakte Formen). FEine k—Form u heifit geschlossen, falls du = 0.
Eine k—-Form u heifit exakt, wenn es eine (k — 1)-Form v gibt mit v = dv.

Die Vektorriume der geschlossenen bzw. exakten k—Formen werden mit ZF bzw. B* bezeichnet.
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Definition 8.8 (DE RuAM—Kohomologie). Die Riume H*(M) := Z*/B* heiffen de Rham-—
Kohomologien.

Satz 8.9. Sei M eine orientierte geschlossene kompakte Riemannsche Mannigfaltigkeit, dann bestehen
die Isomorphien

HE (M) = 3, k=0,1,...,n = dimM.

Jede geschlossene Form hat einen harmonischen Reprdsentanten.

Beweis. Wenn u € Hy,, dann ist du = du = 0, also haben wir eine injektive Einbettung
j: Hy, — Z*.

Daraus bekommen wir dann eine lineare Abbildung
J: 3, — H* (W), u v [jul.

Dies ist der gesuchte Isomorphismus. Denn zunichst ist 5 L B¥ im I2(M; A¥M), also haben wir auch
(img j) N B¥ = {0}, und deshalb ist J injektiv.

Sei nun u € Z*, also du = 0, demnach auch u L 6 dGu. Aus der HodgeZerlegung bekommen wir dann
u =0+ ddGu + Pru,

also eine Zerlegung von u in eine exakte und eine harmonische Form. Also ist u = Pyu mod B*, womit
J als surjektiv nachgewiesen ist. o

Weil nun dim H* (M) unabhiingig von der gewihlten Riemannschen Metrik ist, gilt dies auch fiir dim 3.

Definition 8.10 (HODGE— x —Operator). Sei M eine kompakte, orientierte Riemannsche Mannigfal-
tigkeit der Dimension n mit Volumenform dV. Dann wird ein Operator

x 2 C°(M; ARM) — C°°(M; A"FM)
durch die Beziehung
u A xv = (u,v) dV
fiir k=Formen u und v definiert und als Hodge—«—QOperator bezeichnet.

Aus der Vorlesung zur Globalen Analysis 1 ist bekannt, dafl

e x1 =dV,

o x(ej, A...Nej,) = (signm)(e;;, A...Nei, ), wenn {ei,..., ey} eine orientierte Basis von T M
bilden, und {j1,...,Jk,l1,---,ln—k} = {1,...,n}, und die Permutation 7 bildet die eine Klammer
auf die andere ab,

o xx = (—1)F=F) auf C°(M; A*M).
Damit kann man zeigen, daf auf C°°(M; A*M) gilt:
§ = (_1)k(n—k)—n+k—1 x dx

Auf diesem Wege bekommen wir, dafl * harmonische Formen auf harmonische Formen abbildet, und
wegen *x+ = +1 ist diese Abbildung *: Hy — H,_; bijektiv.

Folgerung 8.11. Die Kohomologieklassen 3*(M) und H"~*(M) sind zueinander isomorph.

Wir schauen uns einige Anwendungen an.
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Satz 8.12. Seien M und N kompakte orientierte Riemannsche Mannigfaltigkeiten der Dimensionen m
und n. Dann bestehen die Isomorphien von Kohomologieklassen

HEMxN) = @ (HP(M) @ HIN)), 0<k<m+n.
pt+q=Fk

Beweisskizze. Aus den Riemann-Metriken von M und N bauen wir eine Riemann-Metrik auf M x N; die
dazugehorige Matrix der g;; hat dann Diagonal-Block-Struktur. Es ergibt sich, dafl der Laplace-Operator
(auf Funktionen) dann die Gestalt

Doesn = Ay + A

hat. Wir haben Orthonormalbasen {uz(-p)}ieN und {v](-q)}jeN von IZ(M; APM) und I?(N; AYN), und daraus

bekommen wir eine Orthonormalbasis {u® A v§q): p+q = k}ijen von (M x N; AF(M x N)). (Man
zeigt schnell, daf3 dies eine orthonormale Familie ist; der schwierige Teil besteht darin zu zeigen, dafl
diese Familie tatsichlich den gesamten Raum I*(M x N;...) aufspannt. Hierbei spielt eine Rolle, daf
alle beteiligten Laplace—Operatoren positiv semidefinit sind.)

Damit gilt fiir die entsprechenden harmonischen Formen die Isomorphie

HeMxN) = @ (H,(M) ® Hy(N)),

ptg=k
woraus die Behauptung folgt. Fiir die Einzelheiten verweisen wir auf [17, Chapter 5.8]. O

Definition 8.13 (BETTI-Zahlen und EULER—Charakteristik). Fir eine kompakte orientierte Rie-
mannsche Mannigfaltigkeit M definieren wir die Betti—Zahlen

bi(M) := dim H'(M), i=0,1,...,dimM

und die Euler—Charakteristik

dim M ‘
X0 =3 (<1730,

Dann folgt unmittelbar

VX N) = 3 b, (M), (N),
ptg=k
X(M X N) = x(M)x(N).

8.3 Fredholm—Komplexe

Nun seien Ey, E1, ..., En Hilbertrdume, und wir betrachten die Reihung F von Abbildungen
0 By g B N By MY, (8.1)

Dies soll ein Komplex sein, also d;1d; = 0 fiir alle j =0,1,..., N — 2.

Wir setzen
77 :=kerd;, B’ :=imgd;_,

und haben B/ C Z7, weil E ein Komplex ist. Der Raum Z7 ist abgeschlossen in E;, aber BJ ist es nicht
unbedingt. Als algebraische Raume definieren wir die Kohomologieklassen von E

HI =77 /B7, j=0,1,...,N.

Definition 8.14 (FrREDHOLM—Komplex). Der Komplex E heifit fredholm, wenn dim H7 < oo fiir alle
7 gilt.
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Lemma 8.15. Wenn E ein Fredholm-Komplex ist, dann ist B’ ein abgeschlossener Unterraum von Z7.

Beweis. Wegen d;i1d; = 0 haben wir d;j_; € L(FEj_1,27). Nun heiit dimH’ < oo aber gerade
dim coker d;_; < 0o, und es verbleibt nur noch, Lemma 7.13 anzuwenden. O

Als Konsequenz haben wir, daf8 {7 dann nicht nur ein algebraischer Vektorraum ist, sondern normierbar
wird (sogar ein Hilbertraum).

Nun definieren wir

(Sj = d; € L(Ej.,.l,Ej), 61 =0,
Aj = 5jdj + dj_l(Sj_l S L(Ej,Ej).
Satz 8.16. Der Komplex E ist fredholm genau dann wenn jeder Operator A; fredholm ist, als Abbil-

dung von Ej; in sich. In diesem Fall ist dimH? = dimker A;, und jedes Element von H’ hat einen
harmonischen Reprdsentanten.

Beweis. Wir tragen einige Ergebnisse zusammen:

e wenn v; € ker A, dann 0 = (vj,éjdjvj>Ej + (vj,dj_léj_lvj)Ej = ||djvj|\2Ej+1 + ||5j—1UjH2Ej,1a also
ker A]‘ = ker dj N ker 5]’*1-

e Esist I; = (img &) @ (ker A;) als orthogonale Zerlegung, denn A; € L(Ej, Ej) und A; = A,

o Ausdj_q € L(E;_1,27) folgt Z9 = (imgd;_1) ® (ker(d;j—1|,;)), woraus sich die orthogonale Zerle-
gung Z/ = Bi @ (ker A;) ergibt.

[ ] Wegen djdj,1 =0ist 1mg 5]' 1 1mg djfl.

e Daraus folgt img A; C (imgd;) & (imgd;_1) mit orthogonaler Summe rechts.

e Nun ist E; = (imgA\;) @ (ker A;) C (imgd;) & (imgd;_1) & (ker A;) C Ej, und demnach haben
wir (img A;) = (imgd;) & (imgdj_1).

e Es ergibt sich E; = (imgd;) ® (imgd;—1) @ (ker A;).

e Der Operator A; ist genau dann fredholm, wenn img A; abgeschlossen ist und dimker A; < oo.

Sei nun img A; abgeschlossen sowie img A; # (imgd;) & (imgd;—1). Dann gibt es rechts einen Vektor
v; mehr als links. Diesen Vektor kénnen wir auf den linken Unterraum projizieren (denn dieser ist abge-
schlossen), also kénnen wir gleich 0 # v; L img A; annehmen. Wegen der ersten Zerlegung von Ej ist
dann v; € ker AA;, aber andererseits v; € (imgd;) ® (imgd;_1). Das ist wegen der zweiten Zerlegung von
E; absurd.

Nun kénnen wir argumentieren wie folgt: Seien alle A ; fredholm. Dann sind alle img A ; abgeschlossen und
alle ker A; endlichdimensional. Dann ist img A; = (imgd;) & (img d;_1), also miissen die beiden rechten

Summanden abgeschlossen sein. Also ist B/ = BJ, und die Zerlegung von Z7 liefert uns dimH’ =
dim(Z7/B7) = dim(Z7 /BJ) = dimker A;. Also ist der Komplex E fredholm.

Sei nun der Komplex E fredholm. Dann sind alle B/ = imgd;_; abgeschlossene Unterrdume von Z7, also
auch von E;. Wir haben weiterhin dim ker; = dim 37 < co. Zusétzlich sind auch alle img §; abgeschlossen.
Wir haben dann

img A; C (img d;) & (imgd;—1) = img A,

und es verbleibt dem Leser nur noch zu zeigen, dafl img A ; abgeschlossen ist. O

Wir wollen dies nun anwenden und beginnen mit einer Definition.
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Definition 8.17 (EULER—Charakteristik). Sei E ein Fredholm-Komplex, dann setzen wir

N

X(E) = (~1) dim 3.

=0

Ohne grofle Schwierigkeiten kann man nun beweisen:

Lemma 8.18. Sei N =1 und
0— By % B —0
ein Fredholm—Komplex E. Dann ist x(E) = index(dp).

Lemma 8.19. Sei E wie in (8.1) ein Fredholm-Komplex mit dim E; < oo fir j =1,2,...,N. Dann ist
dim Fy < oo und

X(E) = Z(—UJ‘ dim E;.

J

Jetzt sei M eine glatte orientierte kompakte Riemannsche Mannigfaltigkeit mit Vektorbiindeln Vj, V4,
..., Vn, die wir als endlichdimensional voraussetzen. Seien

dj € L(C®(VV;),C°(M; Vigr),  j=-1,0,...,N,

klassische ¥DO der Ordnung m, die auf Schnitten durch Vektorbiindel operieren. Wir setzen voraus, dafl
0 228 0% (M Vo) 22 0o (M V1) 5 0o (M Va) ... B2 oo (v Vi) % 0 (8.2)

ein Komplex ist, also dj;1d; = 0 fiir alle j.
Zusétzlich haben wir noch das Kotangentialbiindel 7*M mit Elementen (z, ).

Jeder Operator d; hat ein pseudodifferentielles Hauptsymbol o4;, das auf T*M lebt, homogen in § der
Ordnung m ist, und fiir jedes (x,€) als Wert eine Matrix hat, die von der Faser V;, in die Faser Vji1 5
abbildet (entsprechende Trivialisierungen sind noch einzufiigen).

Definition 8.20 (Elliptischer Komplex). Der Komplex (8.2) heifst elliptisch, wenn fir jedes (x,&) €
T*M\ 0 gilt, daf$ die Sequenz

o4y (%,8) Vi oay (2,€) Vyo Tdy (,€) Tan_y (2:€) VN,z 0 (83)

) )

0 VOI

)

exakt ist als Sequenz von Vektorrdumen.

Satz 8.21. Der Komplex (8.2) ist elliptisch genauw dann, wenn alle 2\ ; := §;d;+d;j_10;-1 elliptische ¥ DO
sind, wobei 0; := d;i der formal adjungierte VDO zu d; ist, definiert anhand des durch die Riemannsche
Metrik festgelegten Skalarprodukts auf M.

Beweis. Wir tragen zusammen:

e Ein klassischer WDO, der von einem Biindel Uy iiber M in ein Biindel U; iiber M abbildet, ist
elliptisch genau dann, wenn sein homogenes Hauptsymbol iiberall auf 7*M \ 0 invertierbar ist als
Abbildung von Uy—Fasern auf U;—Fasern.

e Das Hauptsymbol o5, von d; ist gleich der hermitesch transponierten Matrix des Hauptsymbols o4,
von d;.

e Also hat das Hauptsymbol oa; von A; in lokalen Koordinaten die Bauform B*B + AA* mit
gewissen Matrizen A und B, also ist o ; eine hermitesche Matrix mit den Abmessungen (dim V) x
(dim Vj ), die positiv semidefinit ist.
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e Elliptizitét des Komplexes bedeutet laut Definition img(oq; (z,¢)) = ker(oq,,, (z,&)) fir alle j und
alle (z,&) € T*M\ 0.

e Komposition von Abbildungen entspricht der Multiplikation der Hauptsymbole, also haben wir
0d;,,04; = 0 fiir alle j und alle (z,§), wegen d;j;1d; = 0.
e Damit ist (8.3) ein Komplex, in dem alle beteiligten Hilbertrdume endlichdimensional sind.

e Weil Komplexe mit endlichdimensionalen Hilbertriumen immer fredholm sind, haben wir aus
Satz 8.16

dim (ker 0q,/ imgog,_,) = dimker ((04,) 0a, + 04, , (04, ,)*), V(z, &) € T*M\ 0.

Rechts steht aber gerade dimker(ca;), wobei o, das Hauptsymbol von A; ist.

Damit ergibt sich der Beweis wie folgt: wenn die Sequenz (8.3) exakt ist fiir alle (x,&), dann ist

kerog,/imgog;, , = 0, also dimkeroa, = 0, also ist das Hauptsymbol von A; iiberall invertierbar,
also ist AA; ein elliptischer ¥DO.
Und umgekehrt. O

Satz 8.22. Sei der Komplex (8.2) elliptisch. Dann ist fiir alle s € R der folgende Komplex fredholm:

0 — HS VG Vo) 22 H"™ (VG Vi) 2 HS 2 (VG Va) -2 . N3 gs—Nmt vy) 50, (8.4)

und die Dimensionen der Kohomologien sind unabhdingig von s.

Beweis. Weil der Komplex (8.2) elliptisch ist, sind alle A; elliptische ¥DO der Ordnung 2m, die von
H'(M;V;) nach H'=2™(M;V;) abbilden. Wegen einer Biindelversion von Theorem 7.25 ist dann auch
N € F(HY (MG V), HZ2m™(M; V), fiir jedes ¢t € R und jedes j. Nach Satz 8.16 ist dann der Komplex (8.4)
fredholm, und wir haben dim H? = dim ker A\ ;, was aber unabhéingig von s ist, denn ker A; € C(M; V;).
O
Satz 8.23. Der DERHAM-Komplex
0 — A -5 A -5 AP -5 L AP — 0

auf einer reellen glatten riemannschen kompakten orientierten Mannigfaltigkeit der Dimension n ist el-
liptisch.

Beweis. Geméfl Definition ist die Sequenz der Hauptsymbole auf Exaktheit zu untersuchen.

Sei u eine k—~Form und (z,&) € T*M \ 0, dann ist

S0a(,€): u(e) v (e, u(z) = € Au(a)

eine Abbildung von A*T*M nach A*+1T*M. Wir wollen img o4, = keroq,,, zeigen, fiir alle (z,&) und
alle j. Dabei kénnen wir £ = dz! annehmen. Nun ist aber d;j = d;4; und

u€kerog <= u=dr' A(...) = u c€imgoq.
O

Folgerung 8.24. Die deRham—Kohomologien fiir eine solche Mannigfaltigkeit sind endlich-dimensional.
Wir haben also einen zweiten Beweis fiir Satz 8.9.

Wir wollen uns noch den DOLBEAULT-Komplex anschauen. Siehe [17] und [18].
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Dazu betrachten wir Q@ C C" 2 R?*" mit Elementen z = (z1,. .., 2,) und
zj=x; +iy;, Jj=1,...,n,
0 1/ 0 i 0
N (AT T
82]- 2 895]- 8yj ’
dz; = dz; +idy;, dz; = dx; —idy;.
Dann rechnet man nach, dafl
de A dzp = —dzg A de, de A dzZp = —dzg A de, dEj A dzZr = —dzp A dzj.

Eine (p, ¢)-Form u auf Q ist ein Schnitt durch das komplexifizierte Biindel C® APT4T*() der p+ ¢q—Formen
mit der Gestalt

u= Zum(z) dzP A dz7, 18] = p, vl =aq
By

Das Biindel solcher Formen schreiben wir als AP>).
Wir setzen 9 € L(AP2Q, AP4H1Q) fest als

Zj

u= >y agf” dz; A deP A dZ = (=17 > %dzﬁ A dz; A dZ7.
J

By, B3

=2
Dann folgt 0" = 0, und somit ist
2 arag D gpatiq D, ppat2g D,

ein Komplex.

Um einen adjungierten Operator 9 zu definieren, brauchen wir ein L?-Skalarprodukt. Beim partiellen
Integrieren iiber ) entstehen typischerweise Randterme, die einige Schwierigkeiten verursachen. Uber
elliptische Randwertprobleme zum 9-Operator lassen sich ganze Monographien schreiben, wir verweisen
hier nur auf [18] und verlangen der Einfachheit halber, daf in einem Produkt zweier Formen mindestens
ein Faktor einen kompakten Trager hat.

Wir legen fest, da dz? A dz” senkrecht steht auf dz? A dz"’, wenn (B,7v) # (B8',7), unter der Nor-
mierungsbedingung, dafl alle anwesenden Multi-Indizes aufsteigend geordnet sind. Dies fithrt auf ein
Skalarprodukt im Raum der glatten Schnitte durch AP9Q und somit zum Raum L?(Q; AP-9€)).

Weiterhin sei || dz? A dz7]| .. := 2PT fiir || = p und |y| = ¢. Damit kénnen wir 9 e L(APITLQ APaQ)

definieren, sowie
0:=00 +0 0 € L(APIQ, APIQ).

Nach einiger Rechnung ergibt sich

1 02 0?
Ou=—= Z < auéh + auéh) dz? A dz7,
2 B:7:3 j Yi

Sei nun {2 eine kompakte C>*°~Mannigfaltigkeit. Wir sagen, dafl J eine fast-kompleze Struktur auf M ist,
wenn J ein glatter Schnitt durch das Biindel der Endomorphismen {iber TM ist mit J2 = —I. Daraus folgt
dimg M € 2N;.. Eine (0, 1)-Form « auf M ist ein Schnitt durch das komplexifizierte Kotangentialbiindel
CT*M der Gestalt

a:ﬂiijtﬂa

wobei 3 ein Schnitt durch CT*M ist sowie J*¢: TyM — T;M die transponierte Abbildung zu J. Und fiir
eine (1,0)-Form verlangen wir entsprechend die Bauart

a=p+iJis.
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Damit bekommen wir Vektorbiindel A%!M und AY°M, und wir haben CT*M = A%!M @ ALOM.
Durch Ubergang zu alternierenden Multilinearformen entsteht dann
CAT*M= P AP,
pt+g=r
mit der kanonischen Projektion II, ; von CA"T*M auf APIM.

Als Differentialoperatoren wihlen wir

9 = g1 d € L(APING APIHI),
0= Mpy1,4d € L(APING APTHIN).

Wenn es einen Atlas gibt mit holomorphen Kartenwechseln, dann gilt
0 =0, 9% =0, d=0+0.

Nun sein angenommen, daf§ M eine Riemannsche Metrik hat, fiir die J: T,M — T, M eine Isometrie ist,
also (X,Y) = (JX,JY) fiir alle X,Y € T,M. Dann ist J anti-selbstadjungiert. Damit setzen wir

(X,Y) =(X,)Y)+i(JX,Y), X, Y e T, M,
und es folgt (X, X) = (X, X) > 0, sowie (JX,Y) =i(X,Y) und (X,Y) = (¥, X). In diesem Sinne erzeugt
(+,-) eine hermitesche Metrik, und M heifit hermitesche Mannigfaltigkeit.
Wir konnen mittels b daraus eine hermitesche Metrik auf dem Kotangentialbiindel konstruieren, und
anschlieend daraus eine hermitesche Metrik auf CA™T*M. Damit wird es moglich, in jedem Punkt von
M zwei (p, q)-Formen zu multplizieren, und iiber die Riemannsche Volumenform auf M bekommen wir

dann ein Skalarprodukt (u, v) 2(V) fiir u, v € AP?M. Dies wiederum erméglicht uns die Definition von 9

als adjungierten Operator von 0.

Satz 8.25. Sei zusdtzlich zu obigen Voraussetzungen OM = (). Dann ist der DOLBEAULT-Komplex
0 — APON -2 Aripg 2 pr2e 2, 2 prepg 2o

ein elliptischer Komplex, und die Dolbeault—Kohomologien sind endlichdimensional.



Kapitel 9

Ausblicke

9.1 Die Eulercharakteristik

Satz 9.1 (EuLERsche Polyederformel). Sei P ein konvewes Polyeder im R3 mit E Ecken, K Kanten
und F' Flichen. Dann ist

E-K+F=2.

Beweis. Interpretiere P als Graph auf der Sphire S2. Ernenne einen Punkt, der weder auf einer Kante
noch auf einer Ecke liegt, zum Nordpol, und fithre von dort eine stereographische Projektion aus. Es
entsteht ein planarer zusammenhéngender Graph in der Ebene. Diesen bauen wir schrittweise ab, wobei
er immer zuammenhéngend bleibt, und £ — K + F' bleibt invariant.

Wenn K > 1 ist und P einen Kreis enthélt, dann konnen wir eine Kante dieses Kreises entfernen, wobei
K und F genau um eins sinken.

Wenn K > 1 ist und P keinen Kreis enthélt, dann ist P ein Baum und besitzt also einen Endknoten (also
eine Ecke, von der genau eine Kante ausgeht). Diese entfernen wir, und K und F sinken genau um eins.

Es entsteht am Ende ein Graph, der genau eine Ecke enthélt. Dann ist E =1, K =0 und F = 1. o

Offensichtlich haben wir die Konvexitéit nur dazu benutzt, um zu erzwingen, dafl das Geschlecht von P
gleich 0 ist. Hierbei ist das Geschlecht ,,definiert“ als die Anzahl der Henkel, die man an S? anhingt, um
P zu erhalten.

Definition 9.2 (EuLERcharakteristik). Die FEulercharakteristik eines Polyeders P ist definiert als
x(P):=F—-K+F.

Man beachte die strukturelle Ahnlichkeit zu x(M) = Y7 (—1)7 dim 3’ (M) fiir den Fall einer glatten

geschlossenen Mannigfaltigkeit M der Dimension n.

Satz 9.3. Fiir ein Polyeder P mit Geschlecht g ist x(P) =2 — 2g.

Damit wollen wir jetzt etwas herumspielen.
Lemma 9.4. In einem konvexen Polyeder ist K < 3FE — 6 und K < 3F — 6.

Beweis. Sei F,, die Anzahl der Flichen, die n—FEcke sind, bzw. die Anzahl der Fldchen, die mit genau n
Kanten inzidieren.

Dann haben wir F' = ZZO:S F,,. Durch doppeltes Abzdhlen erhalten wir 2K = ZZO:S nk,. Damit ergibt
sich

2K:inFn23iFn:3F:3(2+K7E),

n=3 n=3

woraus die Behauptung durch Umsortieren folgt.

115
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Sei E, die Anzahl der Ecken, die mit genau n Kanten inzidieren.

Dann haben wir E = Zflo:g E,,. Durch doppeltes Abzihlen erhalten wir 2K = ZZOZS nkE, . Damit ergibt
sich

2K:§:nEn23§:En:3E:3(2+K—F),

n=3 n=3

woraus die Behauptung durch Umsortieren folgt. O

Die gezeigten beiden Ungleichungen sind fiir uns nicht weiter interessant. Viel wichtiger ist die Beobach-
tung, dafl es anscheinend moglich ist, jede Aussage iiber die Eckenzahl umzuwandeln in eine duale Aussage
iiber die Flichenzahl, und umgekehrt, und die entsprechenden Beweise dualisieren sich (bei geeignetem
Zugang) fast von selbst.

In diesem Sinne kénnen wir von einem Polyeder zu einem dualen Polyeder tibergehen, indem wir Flidchen-
mittelpunkte zu neuen Ecken machen. Dann sind Oktaeder und Wiirfel zueinander dual, Tkosaeder und
Dodekaeder sind zueinander dual, und das Tetraeder ist zu sich selbst dual.

Mit Phantasie 1i8t sich diese Dualitéit als Analogon zur Isomorphie H*(M) = H"~*(M) von Kohomolo-
gieklassen interpretieren.

Definition 9.5 (Defektwinkel). Der Defektwinkel einer Ecke ist die Differenz der Summe der Fldchen-
innnenwinkel mit Scheitelpunkt an dieser FEcke zu 2.

Fiir einen Wiirfel haben wir an jeder Ecke den Defektwinkel 7/2, und fiir ein Tetraeder an jeder Ecke
den Defektwinkel .

Satz 9.6 (DESCARTES). Bei einem konvexen Polyeder ist die Summe aller Defektwinkel gleich 4.

Beweis. Sei F,, die Anzahl der n—Ecke unter den Seitenflichen von P. Dann haben wir die Gesamtflachen-
innenwinkelsumme S = Y~ .(n — 2)7F),. Die Summe aller Defektwinkel ist dann gleich

27rE—Sz27rE—7rinFn+27riFn,

n=3 n=3

was man zu 27(E — K + F) umformt. O

Man vergleiche dieses Ergebnis mit dem Satz von GAUSS—BONNET:

Satz 9.7. Sei M eine kompakte orientierte Riemannsche Mannigfaltigkeit der Dimension 2. Dann ist

/ KdV = 27 - (M),
M
wobei K die Gauff—Krimmung von M bezeichnet.

Wenn M lokal beschrieben wird durch die Gleichung x5 = f(x1,22) und p = (2/, f(2')) € M ist, dann
kann die GauB3—Kriimmung bestimmt werden durch

det (M)

Ox;0xy

Ko = g wrmpe

Nun seien X und Y kompakte orientierte Riemannsche Mannigfaltigkeiten ohne Rand, mit der Dimension
n,und F: X — Y sei eine glatte Abbildung. Die Mannigfaltigkeit ¥ sei zusammenhéngend. Wir wollen
einen Abbildungsgrad definieren (siehe auch [17]), und das machen wir so:

Definition 9.8 (Abbildungsgrad). Seiw € A"Y mit [, w =1, und F*w der Pullback von w nach X.
Dann setzen wir

deg(F) ::/XF*w.
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Satz 9.9. Der so definierte Abbildungsgrad ist unabhingig von w.

Beweis. Sei w; € A™Y eine weitere Form mit [, wy = 1.

Wir benutzen eine Ergénzung des Poincare-Lemmas: sei M eine kompakte, zusammenhéngende, orien-
tierte Riemannsche Mannigfaltigkeit der Dimension n, und sei & € A™Y. Dann ist a exakt genau dann
wenn fM a=0.

Also ist w — w; exakt, wir haben also w — w; = dg fiir ein 8 € A 'Y. Dann ist

/XF*w—/XF*wlz/XF*(dB):/XdF*azO,

denn 0X = 0. O

Fiir Anwendungen brauchen wir andere Wege, den Abbildungsgrad zu bestimmen, und dafiir ben6tigen
wir einen Begriff:

Definition 9.10 (Regulirer Wert). Ein Punkt yo € Y heifsit regulirer Wert von F € X — Y, wenn
F~Y(yo) eine diskrete Menge auf X ist, und wenn zusitzlich gilt: falls x € F~(yo), dann ist die Abbildung
F'(z): T, X — T,Y ein Isomorphismus.

Nach dem Theorem von SARD sind nicht-regulire Werte von F' eine Lebesgue-Nullmenge auf Y. Im
Folgenden wollen wir uns also auf regulédre Werte beschranken.

Die Volumenformen auf X und Y schreiben wir als dVx und dVy. Falls F’(z) invertierbar ist, setzen
wir JF(z) € R\ 0 fest durch

F*(dV,) = JF(z) - dV,.

Das entspricht det F'(z) falls X =Y = R™. Nun ist sign(JF(z)) unabhingig von der Wahl der Volumen-
formen auf X und Y, denn die Orientierungen sind vorgegeben.

Satz 9.11. Wenn yo € Y ein reguldrer Wert von F ist, dann ist

deg(F) = Z sign(JF(x;)).

z;€F~1(yo)

Beweis. Wir wahlen w € A™Y mit fy w = 1 und Tréger in einer Umgebung von yo. Dann ist
des(f) = [ Fo=Y [ @
X T X

wobei suppwj; in einer Umgebung von z; € F~1(yo) enthalten ist. Nun ist fX w; = %1, je nachdem ob
sign JF(x;) = £1. O

Seien z.B. X =Y = S!, dann entspricht deg(F) der Umlaufzahl von F.

Satz 9.12. Sei M eine kompakte orientierte zusammenhdngende Riemansche Mannigfaltigkeit mit Rand
und dimM =n+1. Sei F: M — Y glatt, wobei dimY = n.

Sei [ 1= Flope: OM — Y, also eine glatte Abbildungen zwischen Mannigfaltigkeiten der Dimension n.
Dann ist deg(f) = 0.

Beweis. Sei w € A™Y mit fY w = 1. Setze o« = F*w. Nach dem Satz von Stokes ist

/ da:/ a,
M oM

also haben wir

deg(f) = | frw= /M d(F*w) = /M F*(dw) = 0,

denn dw € A"TY =0. O
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Definition 9.13 (Kritische Punkte). Sei Q@ C R", und V sei ein Vektorfeld auf Q. Ein Punkt p € Q
heifst kritischer Punkt von V', wenn V(p) = 0.

FEin kritischer Punkt p von V heifst nichtentartet, wenn zusdtzlich V' (p) eine invertierbare Abbildung ist
von T, nach ToR".

Man macht sich schnell klar, dafl nichtentartete kritische Punkte isolierte Punkte sind.

Definition 9.14 (Index eines Vektorfeldes). Sei V ein Vektorfeld auf  mit nichtentartetem kriti-
schen Punkt p € Q. Fir kleine positive € setzen wir
L Vi)

V()|

V.: 0B:(p) — snt T

und definieren ind, V := deg(Vz). Wenn V nur endlich viele kritische Punkte hat, setzen wir ind(V') :=
> j ndy, (V).
Lemma 9.15. Es ist ind, (V) unabhingig von 0 < ¢ < 1, und zwar ist ind, (V') = signdet V'(p).

Beweis. Wir setzen ¢(x) := V'(p) - (x — p) und . (x) := ﬁg% fir « € OB:(p). Dann sind 1. und

V. homotop fiir kleine ¢, haben also gleich Abbildungsgrad, und aus Satz 9.11 folgt dann degi. =
signdet ¢ (x) = signdet V'(p). O

Nun koénnen wir in einem néchsten Schritt Grad und Index auch global miteinander in Beziehung setzen:

Satz 9.16. Sei Q eine beschrinkte Menge des R™ mit glattem Rand 0S), sei V ein glattes Vektorfeld auf
Q, mit endlich vielen nichtentarteten kritischen Punkten p;, die alle im Innern Q liegen. Wir definieren

F: 00 — 8™, T

Dann ist ind(V') = deg(F).

Beweis. Wir wéhlen kleine Kugeln B.(p;) um die p; und definieren F auf dB.(p;) sinngemif wie auf
0. Setze M := Q \ U; B:(p;j). Wegen Satz 9.12 ist dann deg PV (F) = > deg(?P=(Pi))(F) und dafiir
setzen wir jetzt die Definition von ind,, (V') ein. O

Satz 9.17. Sei X eine kompakte orientierte Untermannigfaltigkeit des R"T* mit dim X = n, sei Q eine
schmale schlauchformige Umgebung von X in R™F und N: 09 — S"HE=1 sei diejenige Abbildung, die
an jeden Punkt des Randes die AufSeneinheitsnormale anheftet.

Sei nun W ein beliebiges Vektorfeld auf X mit endlich vielen nichtentarteten kritischen Punkten. Dann
ist ind(W) = deg(N).

Insbesondere haben also alle solchen Vektorfelder W denselben Index.

Beweisskizze. Sei m: Q — X die Projektion auf den néchsten Punkt. Diese Projektion existiert, wenn
der Schlauch schmal ist. Sei (z) := (dist(z, X))? fiir z € . Dann definieren wir ein Vektorfeld V auf
geméf

V(z) = W(n(2)) + Ve(z),
und setzen wie {iblich

V)
Vel

F: 00 — §ntk-1, z

Nun zeigt V immer aus 2 heraus, also sind F' und N homotop, haben also gleichen Grad, und es gilt mit
unseren bisherigen Erkenntnissen

deg(N) = deg(F) = ind(V) = ind(W),

denn jeder kritische Punkt von V ist auch ein kritischer Punkt von W. o
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Satz 9.18. Sei M eine geschlossene kompakte orientierbare Riemannsche Mannigfaltigkeit, und sei V
ein Vektorfeld auf M. Dann ist ind(V') = x(M) = 2 — 2g, wobei x(M) die Eulercharakteristik von M ist
und g das Geschlecht.

Versuch einer Beweisskizze im Spezialfall. Wir schauen uns nur den Fall dimM = 2 an. Sei  C R? ein
Gebiet und V' ein Vektorfeld auf Q. Sei p € € ein nichtentarteter kritischer Punkt von V. Dann ist
V(p) = 0 und V'(p) regulér. Folgende Fille sind moglich:

p ist Quelle: dann haben die Realteile der Eigenwerte von V'(p) die Vorzeichen +, +,
p ist Senke: dann haben die Realteile der Eigenwerte von V'(p) die Vorzeichen —, —,
p ist Sattel: dann haben die Realteile der Eigenwerte von V’(p) die Vorzeichen +, —,
p ist Zentrum: dann lauten die Eigenwerte von V'(p) gerade +icv und —ic mit o € R

Die Determinante einer Matrix ist gleich dem Produkt der Eigenwerte.

Also bekommen wir: wenn p ein Sattel von V' ist, dann ist ind, (V) = —1, und in den anderen drei Féllen
ist ind, (V') = +1.

Nun triangulieren wir M mit Dreiecken. Wir erhalten ein Polyeder P mit £ Ecken, K Kanten, F' Flidchen
und x(P) = x(M).

In jedem Dreieck bauen wir ein Vektorfeld wie folgt: ein innerer Punkt wird als Quelle gewéhlt, jeder
der drei Eckpunkte ist eine Senke, und jeder der drei Kantenmittelpunkte ist ein Sattel. Diese lokalen
Vektorfelder werden zu einem globalen Vektorfeld auf P bzw. M zusammengefiigt. Und dieses Vektorfeld
hat nun genau F' Quellen, £ Senken und K Sattelpunkte. O

9.2 Klassen kompakter Operatoren

Lineare Operatoren zwischen Banachridumen sortieren wir ,,in Reihenfolge aufsteigender Schonheit*.

e unbeschrinkte Operatoren: z.B A: D(A) — I*(R") mit Definitionsbereich D(A) = H?(R™). Wenn
man D(A) mit der I?(R"™)-Norm ausstattet, ist /A unbeschrénkt.

e stetige bzw. beschriankte Operatoren

e Fredholm—Operatoren

e kompakte Operatoren

e nukleare Operatoren

e Operatoren mit endlichdimensionalem Bild.

Wir untersuchen jetzt kompakte Operatoren genauer.

Sei X ein Hilbertraum, A € X(X, X). Dann ist A*A kompakt und selbstadjungiert, also hat X eine
Orthonormalbasis von Eigenelementen von A*A:

.A*.Au]' = )\juj, ] > 1,
N = (A" Auj ug) = [ Aug)lx >0,
A*A’LL = Z)\] <’LL, Uj> Uyj-

7j=1

Die Eigenwerte A; konnen sich nur bei 0 héufen, und 0 kann ein Eigenwert unendlicher Vielfachheit
sein, das stort im Folgenden aber iiberhaupt nicht. Seien jetzt A1, Ag, ... die positiven Eigenwerte, nach
Vielfachheiten wiederholt.

Definition 9.19. Die Zahlen pj := \/A; > 0 heiflen die Singuldrwerte von A.

Nach Konstruktion sind die Singuldrwerte eines kompakten Operators eindeutig bestimmt.
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Satz 9.20. Seien X und A wie oben gegeben. Dann existieren zwei Orthonormalbasen (v1,ve,...) und
(w1, ws,...) mit
Avj = pjwg,

* — . .
Atw; = vy,

Au = Zuj (u, vj) wj.
j=1

Beweis. Man definiere v; als Eigenvektor von A*A zum Eigenwert ,u?, setze w; = %Avj und rechne. O
J

Definition 9.21. Wir setzen Koo (X) := K(X, X) als die Klasse der kompakten Operatoren von X nach
X, Ko(X) als die Klasse der Operatoren aus L(X, X) mit endlich dimensionalem Bild, und fiir 0 < p < oo
setzen wir

[e.°]
Il = | D uf
j=1

sowie

K,p(X) = {A € K(X, X): |lAll, < oo}.

1/p

Dann haben wir die Teilmengenbeziehungen Xy C X, C K, C K fiir 0 < p < ¢ < o0.

Von besonderer Bedeutung sind

XKo: HILBERT—SCHMIDT—Operatoren,

X;: Spurklasseoperatoren oder auch nukleare Operatoren,

deren Eigenschaften wir jetzt zusammentragen:

Fiir Hilbert—Schmidt—Operatoren gilt:

e wenn fiir eine Orthonormalbasis (u1,us,...) von X die Reihe Zj’;l ||Au]||§( einen endlichen Wert
hat, dann auch fiir jede andere Orthonormalbasis, und der Wert ist jedesmal derselbe, ndmlich
Al = Py (o= >21 13, wobei die p; die singuliren Werte von A sind.

o esist | A" g5 = Al gs
e wir haben ||AHL(X,X) S ||A||H5‘a

2
5.

e Seien A und B € K3(X), dann haben wir ein Skalarprodukt auf Ky (X) gemifl

oo

(A, B) g = (Auy, Buy) i,

j=1

o wenn A = A* mit Eigenwerten a; € R, dann ist [|A]%¢ = PRl

und der Wert dieser Reihe ist unabhéngig von der Wahl der Orthonormalbasis (u1, us,. .. ).

o Sei A € Ko(X) sowie B € L(X, X), dann sind AB und BA Elemente von Ko (X) — somit ist Ko (X)
ein zweiseitiges Ideal in L(X, X) — und wir haben die Abschiitzungen

max ([ AB| g s [1BAll grs) < (1Al s - 1Bl (x,x) -

Von besonderer Bedeutung ist folgendes Ergebnis:

Satz 9.22. Sei X = I?(Q, du). Dann ist A € K2(X) genau dann, wenn der Schwartz—Kern A von A
zum I2(Q x Q, du @ du) gehort, und wir haben

(Au)(z) = / Al y)uly) duly),
1A% =//QXQ |A(z, y)|* dp(z) du(y).
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Nun betrachten wir Spurklasseoperatoren:
Definition 9.23. Die Klasse TR(X) besteht aus allen kompakten Operatoren C auf X, fiir die endlich
viele Operatoren Aj, Bj € Xo(X) existieren mit C =3, A;B;.

Dann haben wir:

e TR(X) ist ein linearer Raum, und zwar gleich X1 (X),

o wenn A € TR(X), dann ist 37, | (Auj, uj) i | < oo fiir jede Orthonormalbasis (uy,uz,...) von
X, und der Wert des Ausdrucks

tr(A) := Z (Auj,ug)
J
ist unabhéngig von der Wahl der Orthonormalbasis,
e Fiir dim X < oo ist tr(A) gleich der Spur der die Abbildung A erzeugenden Matrix A,
e Wenn A = A* kompakt ist mit Eigenwerten o; € R, dann ist A € TR(X) genau dann wenn

> ey ley| < oo, und es ist dann tr(A) = 3777, ay,

e wir haben tr(A*) = tr(A),

e wenn A € TR(X) und B € L(X, X), dann sind AB und BA Spurklasseoperatoren, und es ist
tr(AB) = tr(BA).

Und wieder schauen wir uns den Fall eine Funktionenraumes X besonders an:

Satz 9.24. Sei X = I*(Q, du). Sei A € TR(X) mit stetigem Schwartz—Kern A, also

(Au)(z) = /Q Az, y)u(y) du(y).
Dann ist

tr(A):/QA(m,z)du(Q:).

Die Behauptung gilt mit Modifikationen auch dann, wenn der Schwartz—Kern lediglich eine L*~Funktion
auf 2 x Q ist. Fiir den Beweis ist dann zu beachten, daf§ diag(Q2 x ) eine Nullmenge in Q x  ist.

Als Anwendung sei nun M eine geschlossene kompakte orientierte Riemannsche Mannigfaltigkeit, und
L sei ein elliptischer PDO auf M der Ordnung 2, dessen Hauptsymbol positiv auf T*M ist. Dieses
Hauptsymbol soll skalar sein, die Terme niederer Ordnung diirfen matrixwertige Symbole haben.

Wir wollen das Problem

Owu(t, ) = —Lu(t, ), (t,x) € (0,00) x M,
u(0,2) = f(z), reM

wenigstens approximativ 16sen. Wir gehen davon aus, dafl Existenz und Eindeutigkeit einer Losung schon
anderweitig bewiesen worden, und wir schreiben dafiir

u(t,z) = (e " f) ().

Weiterhin setzen wir voraus, dafl exp(—tL) fiir positive ¢ ein glidttender Operator ist. Dann haben wir
auf jeden Fall eine Schwartz—Kern-Darstellung

u(t,z) = /M H(t,2,y)f(y) AV,

und der Kern H — man redet auch vom heat kernel — ist stetig, also ist exp(—tL) ein Spurklasseoperator.
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Um jetzt H besser kennenzulernen, machen wir in lokalen Koordinaten den Ansatz

ult,x) = / e €alt, x,€) f(€) qt

n
3

mit a(t,z,&) ~ 372 a;(t, z,€) modulo einer noch zu bestimmenden Restklasse. Wir bestimmen die a;
rekursiv, zum Beispiel haben wir ag(t, z, £) = exp(—tLa(z, £)). Wir beschreiben die Symbolklassen fiir die
a; detailliert, definieren dann einen Wert fiir die asymptotische Summation G und erhalten dann
eine Funktion w, fiir die gilt:

(0r + L)u(t, z) = r(t, x),
u(0,z) = f(z),

und 7 ist eine glatte Funktion, die fiir t — 40 schnell fllt. Also haben wir den Schwartz—Kern H bestimmt
bis auf einen glatten Rest, der bei ¢t = 0 schnell abfiillt. Wir bekommen dann Darstellungen

tr (e_tL) Nt_"/g(a0+a1t+a2t2+...), t — +0.

Als Anwendung davon betrachten wir L = —A. Dann ist ag = (47)~"/? vol M, und wir haben
tr (etA) = Z e 72 (g a1 +..),
j=0

wobei 0 = Ao < A; < A2 < ... die Eigenwerte von —A sind. Wenn nun N () die Anzahl der Eigenwerte
von —A z#hlt, die kleiner sind als A, dann bekommt man die Eigenwertasymptotik

vol M /2
L'(n/24 1)(4m)/? ’

N(A) ~ A — +o00,

und daraus eine Asymptotik fiir A;, wenn j — oo.

Definition 9.25 (DIRAC-Operatoren). Sei M eine Riemannsche Mannigfaltigkeit mit Vektorbiindeln
Ey und E. Fin Differentialoperator

D: C®(M; Ey) — C®(M; Ey)

heifst Dirac—Operator, wenn D ein elliptischer Operator erster Ordnung ist, fir den D*D ein skalares
Hauptsymbol hat, das von der Faser Ly, in die Faser Eq , abbildet.

Ein Beispiel dafiir ist D = d + §: A*M — A*M, wobei d: A*M — A**1M die #uBere Ableitung ist und
§ = d*. Dann ist —D*D = A gleich dem Hodge-Laplace.

Mit einigen Hilfsmitteln 148t sich dann die Indexformel
index(D) = tr (e_tD*D) —tr (e_tDD*)

zeigen. Fiir weitere Betrachtungen in dieser Richtung verweisen wir auf [18], insbesondere Kapitel 7.13,
8.3 und 10, sowie [8, Kapitel 19]. Eine umfassende Darstellung findet sich weiterhin in [5], von wo wir
auch die beiden abschlielenden Resultate entnehmen:

Satz 9.26. Sei A ein Fredholm—Operator, und A* A sowie AA* sollen reines Punktspektrum haben. Seien
weiterhin exp(—tAA*) und exp(—tA*A) Spurklasse-Operatoren fiir jedes t > 0. Dann ist index(A) =
tr(exp(—tA*A)) — tr(exp(—t.AAY)).

Satz 9.27. Sei A € L(X,Y) ein abgeschlossener, dicht definierter Operator. Dann ist A genau dann ein
Fredholm—Operator, wenn es einen Operator B € L(Y,X) g¢ibt, sodaff 1 — BA und 1 — AB Spurklasse—
Operatoren sind. In diesem Fall ist

index(A) = tr(1 — BA) — tr(1 — AB).



Kapitel 10

Ubungsaufgaben

Ubungen zur Globalen Analysis II — Blatt 1

1. Man zeige, dal man durch

T(p) = lim </_E@dx+/:o () dm), o€ C°(RY)

x
ein lineares Funktional auf C§°(R!) definieren kann. Ist 7' eine Distribution ?

2. Seip € CP(R™\{0}) und ¢;(z) = %(p(%) fiir x € R™ und j € N. Wir konnen diese Funktionen glatt
auf ganz R™ fortsetzen durch die Konvention ¢;(0) := 0. Man untersuche, ob die Folge (¢1,¢2,...)
in D(R™) bzw. E(R™) konvergent ist.

3. Man zeige, daBl es keine Metrik d auf C§°(R™) geben kann, so daf fiir alle Folgen (41, g2, ...) von
Funktionen aus C§°(R™) die Aussagen

(a) ¢; — 0 fiir j — oo in D(R™)
(b) d(¢;,0) — 0 fir j — oo

dquivalent sind.

4. Man finde eine Funktion F: R™ — R, sodafl

(=" /n E(x)0y, .. .04, p(x) dx = ¢(0)

fur alle ¢ € Cg°(R™) gilt.

123
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KAPITEL 10. UBUNGSAUFGABEN

Ubungen zur Globalen Analysis II — Blatt 2

. Sei © C R! ein offenes Intervall, und sei u € D’(Q) eine Distribution mit d,u = 0. Zeige, daB u eine

regulédre Distribution ist, die von einer konstanten Funktion erzeugt wird.
Sei a € C>® (). Zeige, daB jede Distributionenlsung von u'(x) + a(x)u(x) = 0 (wobei z € ) eine
klassische Losung ist.

Zu den temperierten Distributionen aus 8'(R!) mit den darstellenden Funktionen z +— 1 und z — z
bestimme man die Fouriertransformierten.

Sei 0 < p < 1 und sei (7 die Menge aller komplexen Zahlenfolgen (zp)nen mit D7y |2a|P < oo.
Man beweise:

(a) ¢P wird mit den iiblichen Operationen ,,Addition zweier Folgen“ und , Multiplikation einer Zahl
mit einer Folge“ zu einem C—Vektorraum.
(b) Durch d(x,y) := > ,cn|®n — yYn|’ kann man eine Metrik auf /7 definieren, durch die /% zu

einem topologischen Vektorraum wird.

Man beweise, dafi der in der vorigen Aufgabe angegebene topologische Vektorraum (¢7,d) nicht
lokalkonvex ist.

Sei fn(x) = sin(nz) fir x € R und n € N. Die dazugehérigen regulidren Distributionen bezeichnen
wir mit T, also Ty () = [, cp fu(2)p(2) dz. Man untersuche, ob

(a) fiir die Funktionenfolge (f,)nen punktweise Konvergenz fast iiberall vorliegt,

(b) fiir die Distributionenfolge (T}, )nen Konvergenz in D’(R) vorliegt.

Gegebenenfalls gebe man den Grenzwert an.
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Ubungen zur Globalen Analysis II — Blatt 3

1. Fiir mefibare Funktionen u, v: R® — C definieren wir die Faltung u * v als
(ws0)@) = [ ulle -y
Ry
Man gebe (mdglichst sinnvolle) Abschétzungen an fiir [|u  v| ;1 ay und [Ju* v[] oo g

Man beweise, dafi diese Operation bilinear, kommutativ, assoziativ ist als Abbildung von §(R™) x
S(R™) nach 8§(R™), und in jedem Faktor stetig.

2. Man beweise die Stetigkeit der Einbettung &'(R™) C 8'(R™).
Man beweise: die Fouriertransformation bildet von &'(R™) nach C*°(R™) ab, gemé&f der Formel
(Fu)() = (u,exp(—iz - ) ermpyemyy»  §ER", we&(RY).
Weiterhin zeige man, dal Fu langsam wichst:
[Fu©)] < Cu(1+ €YY, VEER™
Hinweis: Definition 2.4 im Skript.

3. Mit den beiden vorigen Aufgaben zeige man, daf§ die Faltung (in jedem Faktor stetig) fortgesetzt
werden kann zu einer Abbildung

&' (R"™) x 8'(R") — 8'(R™), (10.1)
E'(R™) x §(R™) — §(R™), (10.2)
sodafl jedesmal die Identitét F(u * v) = F(u)F(v) gilt.

< < ein PDO mit konstanten Koeffizienten. Man beweise, dal in den beiden
Fillen (10.1) und (10.2) gilt: P(uxv) = (Pu) xv = u x (Pv).

Sei E € §'(R™) eine Fundamentallésung zu P, also PE = § als Gleichung zwischen Distributionen.

4. Sei P = 3 41 <pn Ga DS

Man zeige: wenn f € &'(R™) und u := E * f, dann 16st u die Differentialgleichung Pu = f als
Gleichung zwischen Distributionen.
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KAPITEL 10. UBUNGSAUFGABEN

Ubungen zur Globalen Analysis II — Blatt 4

. Zeigen Sie: wenn u € 8'(R™) eine Distributionenlésung zu Awu = 0 ist, dann ist u ein Polynom.

Hinweis: Fouriertransformation.

Gibt es Distributionenlésungen zu Au = 0, die keine Polynome sind ?
Zeigen Sie:

e der Sobolevraum H*(R™) mit s > n/2, s € R, ist eine Algebra. Das heifit: wenn u,v € H*(R"),
dann auch u - v € H*(R").

e jede Funktion u € H*(R") mit s > n/2, s € R, hat einen stetigen Représentanten.

Sei u € &'(R™). Zeige, daB es dann ein k € N und ein f € [*(R") gibt mit u = (1 — A)*f (als
Identitéit zwischen Distributionen).

. Seiu e &(R™), und es sei (u, f)e o = 0 fiir jedes Polynom f € E(R™). Zeige, dafl dann u = 0 sein

muf.

Sei Q = {(x1,...,2,) € R™: z,, > 0} ein Halbraum des R™. Wir betrachten den Spuroperator vy
auf 09:

%: $(R™) — 8(R"™1),

Yo:u=u(r1,...,20) — You = (You)(x1, ..., Tn-1),

wobei (you)(x1,...,Tn-1) := u(Z1,...,Zn_1,0).

Man beweise
[voull zgn-1y < Co llullgrgny,  Yu € S(R™),

und konstruiere damit einen Spuroperator vo: H(Q) — [#(9Q).
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Ubungen zur Globalen Analysis II — Blatt 5

Zu einem pseudodifferentiellen Symbol p = p(z,{) € S™ definieren wir einen Operator P(x, D,) durch
(P(z,Dy)u)(z) = ng e p(z, €)0(€) d¢. Wenn nichts anderes gesagt ist, dann gilt die Vereinbarung
(x,€) € R" x R™.
1. Zeigen Sie, dal der Durchschnitt (), cp S5’5(€2 x RY) tatséchlich nicht von o, € [0, 1] abhéngt.
Man zeige weiterhin, dafl S"s(Q x RY) ein Frechet-Raum ist.
Man finde ein pseudodifferentielles Symbol p € y...1/3 S, . (R™xR™), fiir das aber p & SY o (R" x
R™).

2. Sei a = a(x,§) € S(R™ x R™) und sei A der dazugehorige Operator. Man zeige, dafl

(A(x, Dy Ju)(z) = / i(q. )" X P Pu(z) dgdp  Vu € S(R™),

2n
P:q

ist, wobei die Operatoren !¢ X (, Phasenfaktor“) und e'”"” (,, Taylorentwicklung®) definiert werden
durch

(el % u) (z) = e %u(x), (€7 Pu)(z) = u(z + p).

3. Seien a,b € $(R™ x R™) und A, B die dazugehérigen Operatoren. Man zeige: dann ist C := Ao
B ein Pseudodifferentialoperator. Fiir dessen Symbol ¢ = ¢(z.£) gebe man eine Darstellung als
(oszillierendes) Integral an.

Hinweis: vorige Aufgabe
4. Sei x = x(§) € C5°(R™) eine Abschneidefunktion, also z.B. x(§) = 1 fiir |{] < 1 und x(&) = 0 fiir

|§] > 2. Fiir ein pseudodifferentielles Symbol p = p(z,§) € S und € > 0 setzen wir pe(z,§) =
p(x, &)x(e€), und der dazugehorige Operator sei P.(x, D,).

Man beweise: wenn o, € [0,1] und u € §(R™), dann ist lim._, ¢ P-u = Pu, mit Konvergenz in der
Topologie von $(R™).

Man beweise: wenn g, € [0, 1], wobei § < 1, und wenn u € 8'(R"), dann ist lim._, g P-u = Pu,
mit Konvergenz in der schwach-*-Topologie von 8'(R").
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KAPITEL 10. UBUNGSAUFGABEN

Ubungen zur Globalen Analysis II — Blatt 6

. Sei p € C§°(R™) mit ¢(§) > 0 fiir alle & und $(0) = 1. Sei weiterhin 7 # 0 und

u(z) = Z k2o (kx) exp(ik?z - n).
k=1

Bestimmen Sie den singuldren Tréiger von u und I'(u).
Sei U € R™ offen, a € C§°(U) mit [0%a(x)| < Co(1+|z|)~™ " fiir alle . Sei weiterhin ¢ reellwertig
und glatt mit [V(z)] > e > 0 fiir ein € und alle . Zeigen Sie, dafi dann

I()) = / M@ (z) d
zelU

eine schnell fallende Funktion von A € R ist.

Eine Distribution 7' = (z +i0)~! definieren wir auf dem Raum C§°(R?) wie folgt:

T(p):= lim | (x+ ie)p(x)dz, e CP(RY).

Geben Sie der Gleichung T = P.V.1 — 7i§(z) einen Sinn und einen Beweis, bestimmen Sie die
Fouriertransformation von 7" und die Wellenfrontmenge.

Zeigen Sie die Formel W F(k*u) = k*WF(u) fiir lineare Transformationen x und regulédre Distri-
butionen u auf R”.
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Ubungen zur Globalen Analysis IT — Blatt 7

1. Sei a(x,£) ~ Y 52 ar(x, ) eine asymptotisch konvergente Reihe mit a € ST’ (R} x RE) und ay €
Sfofk(RZ X R’g) Geben Sie der Aussage ,asymptotisch konvergente Reihen darf man termweise
differenzieren eine Bedeutung und einen Beweis.

2. Sei a € STH(RE x RE) mit globalen Symbolabschitzungen (was heifit das ?), und sei A der dazu-
gehorige ¥DO. Zeigen Sie, dal A den Raum S(R™) stetig in sich abbildet, und dafl A auch den
Raum 8'(R"™) stetig in sich abbildet.

3. Seien z1, ..., 2z € C" und o € N". Man beweise, daf3
@ CY! a® af
Gitova)= 3 ot A
aM 4ok =
Zeige damit, dafl
o al a® o)
0 (h@) - f@) = Y e (0 A) @) (08 ) (@)
s T @ !

fiir Funktionen f; € C°°(Q2) mit Q@ C R gilt.

4. Man gebe eine Formel fiir 0% f(g(z)) an. Hierbei sei g skalarwertig und « € R™.

Die letzten beiden Aufgaben sehen nicht nach globaler Analysis aus, sind aber fiir diverse Rechnereien mit pseudodifferentiellen Symbolen notig.
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Ubungen zur Globalen Analysis II — Blatt 8

Zu nuklearen (lokalkonvexen) Réumen kann man z.B. [12] oder [9] konsultieren.

Seien F' und G Banachrdume, und sei F’ der Dualraum zu F, ausgestattet mit der iiblichen Norm.
Ein linearer stetiger Operator L von F' nach G heifit nuklear, wenn es Folgen (g1,¢2,...) C G und
(f1,f4,-..) C F'und (c1,¢2,...) C C gibt mit [|g;|, <1 und | f}| o < 1iir alle j sowie °7° ) Jej] < oo,
sodaf} gilt:

Lf =Y ¢ilfj ) prip9i
j=1
fir alle f € F', mit Konvergenz auf der rechten Seite in der Operator-Norm.

Sei V ein Frechet-Raum mit Halbnormen (p1, po, . . . ), die die Topologie von V erzeugen. Wir kénnen oBdA
annehmen, dafl jede Halbnorm alle ihre Vorgédnger umfafit, also die obige Halbnormenfolge ersetzen durch
(p1,p1+ P2, p1+Dp2+Dps,...). Die Vervollstindigung von V unter der Halbnorm pj, sei mit V}, bezeichnet.

Der Raum V' heifit nuklear, wenn es zu jedem k ein [ > k gibt, sodaf die natiirliche Abbildung von V;
nach Vj, nuklear ist.

1. Zeigen Sie, dafl nukleare Operatoren kompakte Operatoren sind (also solche Operatoren, die be-
schriinkte Mengen auf Mengen abbilden, deren Abschlufl kompakt ist).

2. Zeigen Sie: in einem nuklearen Frechet-Raum ist eine Teilmenge genau dann kompakt, wenn sie
beschrankt und abgeschlossen ist.

Nukleare Frechet-Réume haben noch einige andere schéne Eigenschaften.
3. Zeigen Sie:

e Der Raum C°°(M) ist nuklear, wobei M eine kompakte Mannigfaltigkeit sei.
e Der Raum 8§(R"™) ist nuklear.
e Der Raum der ganzen holomorphen Funktionen auf C ist auch nuklear (sinnvolle Topologie

bitte selber finden).

4. Zeigen Sie, daB jedes Symbol aus ST (2 x R™) ein eindeutig bestimmtes Hauptsymbol hat.
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Ubungen zur Globalen Analysis II — Blatt 9

1. Seip ~ pm+pm—1+... ein klassisches Symbol aus dem S (2 x R™). Man zeige, daf8 das sogenannte
subprincipal symbol

n

(2,€) = pm1(2,€) - Z Fpm
Psub\T, Pm—1 21 83:]8«5]

invariant definiert werden kann (dort wo py,(x,€) = 0 und grad, pm(z,§) = 0), im Gegensatz zum
Symbol pp,—1.

2. Sei A = A(x,§) ein matrixwertiges Symbol, mit Werten im C?*2?. Die Matrix-Eintréige a;, =
ajk(z, &) sollen zur Symbolklasse S (R? x RE) gehéren, wobei myy, € Z irgendwelche Ordnungen
sein sollen.

Man denke sich einen sinnvollen Elliptizitdtsbegriff aus.

Fiir die entsprechenden elliptischen Matrix-Symbole konstruiere man Parametrizes.
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Ubungen zur Globalen Analysis II — Blatt 10

1. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit, A*M der Raum der glatten k-~Formen auf M, und sei d der
deRham-Operator d: A*M — AF+1M. Man bestimme das Hauptsymbol von d.

2. Sei M eine kompakte Mannigfaltigkeit und P € \11276(3\/[) mit0<d<p<lund1l-—p<HI.

(a) Sei pg das Hauptsymbol (in lokalen Koordinaten) von P. Man zeige, dafi der Ausdruck

lim limsup |po(z, )| =: N(P)

TEM ¢ —oo

wohl-definiert ist.

(b) Sei [[Allr2(¢)— 12w die gewdhnliche Operatornorm. Man beweise

inf {HP + K| 20— z2(a0) ¢ K kompakt au L2(M)} < N(P).
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Ubungen zur Globalen Analysis IT — Blatt 11

1. Auf dem Torus T" := R"/(27Z)" zerlegen wir Funktionen f als f(x) = 3, 4. frexp(ikz) und
fithren den Sobolevraum H?*(R™) ein als Vervollstindigung von C'°°(T") unter der Norm

2
1 e rmy 2= | S0 () £l
kezn»
Man zeige, dafl diese Definition dquivalent zur Definition aus der Vorlesung ist.

2. Wir sagen, eine Funkion f wére analytisch auf T™, wenn ein a > 0 existiert mit

£l g = [ D exp(2a (k)|fxl? < oo.

kezn
Man zeige, dafl dieser Begriff der Analytizitéit mit dem herkémmlichen iibereinstimmt.
3. Sei X ein Funktionenraum, (hier sind nur X = C§°(R") oder der Raum der analytischen Funktionen
relevant).
Wir sagen (im Unterschied zur Vorlesung), ein PDO P wiire X—hypoelliptisch, wenn gilt:
Fallsu e D', f € X und Pu= f, dann auch v € X.

Man zeige, daB der Wirmeleitungsoperator lokal im R'*™ C°°~hypoelliptisch ist, aber nicht lokal
analytisch-hypoelliptisch.

Evtl. Gelfand-Shilov I-V, oder man schaue die Fundamentallésung genau an.

Man suche Operatoren, die auf dem Torus global hypoelliptisch sind, aber nicht lokal hypoelliptisch.
4. Ein PDO P heif}t lokal lésbar in einem Punkt xy € Q C R™, wenn es eine Umgebung U in € von

xo gibt, sodaf gilt: fiir jedes f € C§°(U) hat die Gleichung Pu = f eine Losung u € D' (U).

Lewy hat ein berithmtes Beispiel cines Operators erster Ordnung angegeben, der nicht lokal 16sbar ist, namlich P = 8 — %8; — 10y — iZ 84 auf

dem R3
Man zeige: wenn P! C°°-hypoelliptisch ist, dann ist P lokal lésbar.

Satz vom abgeschlossenen Graphen.
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Ubungen zur Globalen Analysis II — Blatt 12

1. Zu jedem k € Z konstruiere man auf dem Einheitskreis S einen elliptischen Pseudodifferentialope-
rator mit Ordnung 0 und Index k.

2. Sei M eine kompakte Mannigfaltigkeit und m € R. Man konstruiere einen elliptischen ¥DO auf M
der Ordnung m mit Index 0.

3. Sei P ein elliptischer YDO auf einer Mannigfaltigkeit M der Ordnung m mit Index 0. Man zeige,
daf es einen Operator T' mit endlich-dimensionalem Bild und Schwartz—Kern aus C'*° (M x M) gibt,
sodall P+ T: H5T™(M) — H*(M) ein Isomorphismus ist fiir jedes s € R.
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Ubungen zur Globalen Analysis II — Sommerblatt

1. Seien oy ; € AR und Q€ A2M Folgen von Differentialformen mit
a1, — ai, agj — g, in H'(M).

Man zeige, daf dann das ; A dag; — dag A dag in D'(M).

Hinweis: daq j A dag j = d(...).

2. Seien 01 ; € ALM und o2 ; € A2M Folgen von Differentialformen mit schwachen Konvergenzen
o1,; — o1 und o3 ; — 09 im [?. Weiterhin seien die Folgen der doy ;, doa ; kompakt im H 1.

Man zeige, dafl man o1 ; = dai; + 81,; (und analog fiir o9 ;) schreiben kann, wobei die « ; die
Voraussetzungen aus Aufgabe 1 erfiillen, und die Folge der 3 ; ist kompakt im 7.

Hinweis: Hodge-Zerlegung fiir o.

3. Zeige, dafl unter den obigen Voraussetzungen die schwache Konvergenz oy ; A 02 ; — 01 A o2 im
D' (M) vorliegt.

4. Sei dimM = 3, und seien X, Y; Folgen von Vektorfeldern auf M mit Konvergenzen X; — X und
Y; — Y (schwach im I?(M)), wobei die Folgen der div X; und rotY; kompakt im H~!(M) seien.

Zeige, dafl dann schwache Konvergenz X; - Y; — X - Y im D’(M) vorliegt.

Hinweis: Man baue dquivalente 1-Formen und benutze den * von Hodge.

Dieses Ergebnis ist bekannt als div-curl-lemma von MURAT und TARTAR.
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Anhang A

Fakten aus Topologie und
Funktionalanalysis

In diesem Abschnitt tragen wir einige Fakten zusammen, ohne Beweise. Es geht hierbei eher um das
Zusammenfassen von Dingen, die wir als bekannt voraussetzen wollen, weshalb dieser Abschnitt auch bei
weitem kein Lehrbuchkapitel sein will.

Es sei X eine beliebige Menge; wir konnten uns darunter zum Beispiel eine Mannigfaltigkeit im R™ oder
einen Funktionenraum vorstellen. Um Sinnlosigkeiten zu vermeiden, sei X # 0 .

Definition A.1 (Topologie). Eine Topologie ist eine Menge T von Teilmengen von X mit folgenden
Eigenschaften:

o e T,

e Xer,

e der Durchschnitt endlich vieler Elemente von T ist in T,

o die Vereinigung beliebig vieler (iberabzihlbar viele sind erlaubt !) Elemente von T ist auch in .

Das Paar (X, T) heifst topologischer Raum. Wenn A € 7 ist, dann heifit A eine offene Menge, und das
Komplement X \ A heifit abgeschlossene Menge.

Definition A.2 (HAUSDORFFraum). Ein topologischer Raum (X, T) ist ein Hausdorffraum, wenn es zu
zwei verschiedenen Elementen x1,x2 € X stets offene Mengen Ay, Ay € T gibt mit x1 € A1, ©2 € Ay und
AN Ay =0.

Topologische Raume, die keine Hausdorffraume sind, haben sich als unbeliebt erwiesen und werden des-
halb hier nicht weiter betrachtet.

Definition A.3 (Stetige Abbildung). Eine Abbildung f: X — Y zwischen zwei topologischen Riumen
(X, 7) und (Y, 0) heift stetig, wenn das Urbild jeder in'Y offenen Menge eine in X offene Menge ist.

Wenn man nun im konkreten Fall ermitteln will, ob eine Abbildung stetig ist, hat man einiges zu tun:
némlich fiir jede denkbare offene Menge B in Y das Urbild f~!(B) zu untersuchen. Offene Mengen in Y
kénnen recht uniibersichtlich sein: wenn z.B. Y = R!, dann sind die offenen Mengen (also diejenigen, die
man typischerweise als offen bezeichnet) gerade diejenigen, die man als beliebige (ggf. iiberabzihlbare)
Vereinigung von offenen Intervallen bekommt.

Die ganze Sache wird etwas einfacher, wenn man zu Umgebungen und Umgebungsbasen iibergeht.

Definition A.4. Fine Menge N C X ist Umgebung eines Punktes xg € X, wenn es eine offene Menge
U gibt mit zo € U C N.

Man beachte, dafl eine Umgebung nicht offen sein mufl. Eine Umgebung kann auch ziemlich , grof3“ sein:
X ist eine Umgebung von x.

137
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Definition A.5. Seixo € X. Eine Familie U(xzo) von Teilmengen von X heiffit Umgebungsbasis von xg,
wenn folgendes gilt:

e jedes Element von U(xg) ist eine Umgebung von xo,

o zu jeder Umgebung U von xq gibt es ein Element U € U(xzo) mit UcU.
Wir sagen auch, daf8 U von U unterboten wird.

Fiir den Fall von X = R"”, ausgestattet mit der tiblichen pythagoréischen Metrik, sind typische Umge-
bungsbasen gerade zusammengesetzt aus den offenen e-Umgebungen des jeweiligen Punktes. Es reicht
auch, nur solche e~Umgebungen zu nehmen, fiir die ¢ = 1/j fiir ein j € N;. Man spricht dann von einer
abzéhlbaren Umgebungsbasis.

Definition A.6 (Stetigkeit in einem Punkt). Eine Abbildung f: X — Y zwischen zwei topologischen
Riumen (X, 7) und (Y,0) heifit stetig in einem Punkt xg € X, wenn zu jeder Umgebung V' von f(xo)
eine Umgebung U von xo gehort, sodafy f(U) C V.

Es reicht aus, fiir U und V jeweils Elemente von Umgebungsbasen der Punkte g und f(xg) zuzulassen.
Satz A.7. FEine Abbildung f: X — Y ist stetig genau dann, wenn sie stetig in jedem Punkt von X ist.

Definition A.8 (Basis einer Topologie). Sei (X,7) ein topologischer Raum. Eine Familie o von
Teilmengen von X heifit Basis der Topologie, wenn jedes Element von o eine offene Menge ist, und wenn
jede offene Menge von X geschrieben werden kann als (ggf. iberabzihlbare) Vereinigung von Elementen
aus o.

Ein typisches Beispiel fiir den Fall X = R" ist die Menge aller offenen e—~Umgebungen in X. Man iiberlegt
sich leicht, dafl es in diesem Fall moglich ist, eine abzéhlbare Basis der Topologie zu finden.

Definition A.9 (Unterbasis einer Topologie). Sei (X, 1) ein topologischer Raum. Eine Familie o
von Teilmengen von X heif$t Unterbasis der Topologie 7, wenn die Menge der endlichen Durchschnitte
von Elementen aus o eine Basis der Topologie T ist.

Satz A.10 (Inneres einer Menge). Sei (X, 1) ein topologischer Raum, und sei A eine Teilmenge von
X. Dann gibt es genau eine grofite offene Menge U € T mit U C A. Diese Menge U heifit Inneres von A.

Zum Beweis nehme man einfach alle in A enthaltenen offenen Mengen, und dann deren Vereinigung.

Satz A.11 (Abschlufl einer Menge). Sei (X, 7) ein topologischer Raum, und sei A eine Teilmenge
von X. Dann gibt es genau eine kleinste abgeschlossene Menge U mit A C U. Diese Menge U heifst
Abschlufl von A.

Zum Beweis nehme man einfach alle A enthaltenden abgeschlossenen Mengen, und dann deren Durch-
schnitt.

Definition A.12 (Induzierte Topologie). Sei (X, 7) ein topologischer Raum, und sei ) # A C X.
Die von X auf A induzierte Topologie besteht dann aus allen Mengen der Gestalt ANU, wobei U € T.

Aufpassen: Sei z.B. X = R! mit der iiblichen Topologie, die von der Standard-Metrik erzeugt wird, und
sei A = [—1,1]. Dann ist z.B. (0.5, 1] eine offene Menge in der auf A induzierten Topologie, aber keine
offene Menge in X.

Die Folgenkonvergenz definiert man auf naheliegende Weise wie folgt:

Definition A.13 (Konvergenz von Folgen). Wir sagen, daf$ eine Folge (x1,z2,...) C X gegen ein
Element x* € X konvergiert, wenn zu jeder Umgebung U von x* ein No = No(U) ezistiert, sodaff x, € U
fiir jedes n > Ny gilt.

Warnung A.14. Fir vollstindige metrische Riume X,Y ist die Stetigkeit einer Abbildung f: X — Y
gleichbedeutend mit der sogenannten Folgenstetigkeit, die definiert werden kann als lim, o f(z,) =
fim, o0 ), fiir jede konvergente Folge (x1,xa,...) C X. Diese Aquivalenz gilt in allgemeinen topolo-
gischen Rdumen nicht mehr: aus der Folgenstetigkeit folgt nicht unbedingt die Stetigkeit.
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Warnung A.15. In allgemeinen topologischen Rdumen fallen auch die Begriffe dicht und folgen-dicht
auseinander. Hierbei heifst eine Menge A dicht in einem topologischen Raum, wenn der Abschluff von
A gleich X ist. Und A heifit folgen-dicht in X, wenn jedes Element von X Grenzwert einer geeigneten
Folge aus A ist.

Definition A.16 (Kompaktheit). Eine Teilmenge A C X heifit kompakt, wenn Uberdeckung von A
durch offene Mengen eine endliche Teiliiberdeckung enthdlt.

Warnung A.17. In vollstindigen metrischen Rdumen gilt: eine Menge A ist genau dann kompakt,
wenn in ihr jede Folge eine in A konvergente Teilfolge enthilt. Diese Aquivalenz gilt in allgemeinen
topologischen Réiumen normalerweise nicht. Diese Aquivalenz kann man wiederherstellen, wenn man die
Begriffe ,,Folge“ und , Teilfolge“ ersetzt durch ,Netz“ und ,Teilnetz*.

Satz A.18. Wenn X ein Hausdorffraum ist, dann ist jede kompakte Menge abgeschlossen.

Definition A.19 (Produkttopologie). Seien (X, 7) und (Y, o) topologische Rdume. Die Produktto-
pologie auf X XY ist diejenige Topologie, die alle Mengen U XV als Unterbasis hat, wobei U alle offenen
Mengen in X durchliuft, und V alle offenen Mengen in'Y durchliuft.

Definition A.20 (Topologischer Vektorraum). Sei K = R oder K = C. Die Standardnorm macht
K zu einem topologischen Raum. Sei X ein Vektorraum tber dem Korper K. Wir sagen, daf§ X ein to-
pologischer Vektorraum (TVR) ist, wenn (X, 7) ein topologischer Hausdor{fraum ist, wobei die Topologie
T so beschaffen ist, daf$ die Vektoraddition und die Multiplikation mit Skalaren stetige Abbildungen von
X x X nach X bzw. K x X nach X sind. Hierbei sind X x X und K x X mit den Produkttopologien
ausgestattet.

Sei A C X eine Teilmenge eines TVR X, A € K und zg € X. Dann definieren wir g + A und AA als
Verschiebung der Menge A um den Vektor z¢ bzw. als zentrische Stauchung/Streckung der Menge A mit
dem Faktor .

Um eine Topologie auf X zu beschreiben, reicht es dann aus, fiir den Nullpunkt eine Umgebungsbasis
anzugeben:

Satz A.21. Sei U(0) eine Umgebungsbasis von 0 € X (eine sogenannte Nullumgebungsbasis). Dann ist,
fiir jedes xg € X, die Menge xo + U(0) eine Umgebungsbasis des Punktes xq.

Daraus bekommt man dann schnell:

Satz A.22. FEine lineare Abbildung f: X — Y zwischen zwei TVR ist genau dann stetig, wenn sie im
Nullpunkt stetig ist.

Definition A.23 (Beschrinktheit). Fine Teilmenge A C X heifit beschrinkt, wenn es zu jedem
U € U(0) ein A\g = No(U) € R gibt mit A C U fiir jedes X > Xg.

Das bedeutet anschaulich: die Menge A wird von jeder Umgebung des Ursprungs geschluckt, wenn man
diese nur grof} genug aufblist.

Satz A.24. Kompakte Mengen in TVRen sind beschrinkt.

Definition A.25 (Konvex). Fine Menge A C X eines K—Vektorraumes X heifst konvex, wenn gilt:
falls x1,29 € A, dann ist auch txy + (1 — t)axe € A, fir jedes reelle t € [0,1].

Definition A.26 (Lokalkonvexer TVR). Ein TVR heifit lokalkonvex, wenn er eine Nullumgebungs-
basis besitzt, von der jedes Element eine konvexre Menge ist.

Wir koénnen diese konvexen Nullumgebungen U als kreisformig annehmen: das heifit A\U C U fiir jedes
A€ Kmit A <1.

Zu jedem Element U einer Nullumgebungsbasis eines TVR koénnen wir eine Halbnorm definieren:

Satz A.27 (MinkowskI-Funktional). Sei U eine konveze kreisformige Nullumgebung. Dann erfillt
das Minkowski- Funktional

pu(x) :=1inf{A > 0: 2z € AU}

folgende Eigenschaften:
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o fiir jedes x € X st py(z) endlich,

e py(x) >0 fiir jedes x € X,

o py(azx) = |alpy(x) fir alle z € X und a € K,

o pu(x1 +22) < pyl(x1) + pulxe) fir alle z1,22 € X.

Man sagt auch, dafl py eine Halbnorm auf X ist.

Fiir den Beweis des ersten Punktes benutze man, dafl eine einpunktige Menge kompakt ist, also be-
schrankt.

Satz A.28. Sei U(0) ein System konvexer kreisformiger Nullumgebungen, und sei py(xo) = 0 fir jedes
U € U(0). Dann ist o = 0.

Man sagt auch, dal die Familie aller Halbnormen Punkte trennt. Fiir den Beweis wird entscheidend
benutzt, daf§ der Raum X als hausdorffsch vorausgesetzt wurde.

Wir haben also aus einem System konvexer kreisférmiger Nullumgebungen eines TVR eine Familie von
Halbnormen gebaut. Man kann auch andersherum vorgehen:

Satz A.29. Sei X ein Vektorraum iber dem Kérper K, und sei {p;: i € I} eine Familie von Halbnormen
(wobei die Indexmenge I iiberabzihlbar sein darf). Wir setzen voraus, daff diese Familie trennend ist:
wenn p;(xg) = 0 fiir jedes i € I, dann muf xg = 0 sein. Zu jeder Halbnorm p; und jedem ¢ > 0 betrachten
wir Mengen

Uie ={z € X: pi(x) <e}.
Dann ist die Familie
{Uie:i€I, e>0}
eine Unterbasis einer Topologie T auf X.

Bemerkenswert ist es jetzt, dafl Minkowski-Funktionale und konvexe Nullumgebungsbasen #dquivalente
Beschreibungen derselben Topologie sind:

Satz A.30. Sei (X,7) ein lokalkonverer Raum mit einer Nullumgebungsbasis U(0) wvon konvezen,
kreisformigen Mengen. Sei {py: U € U(0)} die dazugehdirige Familie von Minkowski-Funktionalen. Dann
ist die von diesen Halbnormen gemdfl des vorigen Satzes erzeugte Topologie wieder gleich T.

Héufig hat man die Situation vorliegen, dafl ein Raum gegeben ist mit einer Ansammlung von Halb-
normen, wie zum Beispiel £(Q2). AnschlieBend will man wissen, was denn nun in diesem speziellen Fall
die Begriffe ,offene Menge*, ,stetige Abbildung® usw. konkret bedeuten. Das wird in folgendem Satz
beantwortet, der die obigen Ergebnisse zusammenfaflt:

Satz A.31. Sei X ein Vektorraum tber dem Korper K, und sei {p;: i € I} eine Familie von Halbnormen,
die Punkte trennt. Sei 7 die davon erzeugte Topologie. Fine entsprechende Situation mdge fiir einen K-
Vektorraum Y wvorliegen. Dann gilt:

e cine Nullumgebungsbasis fiir X wird gegeben durch die Mengen
Uje={z e X:pj(x)<e, jeJ},
wobei € die positiven reellen Zahlen durchlduft, und J alle endlichen Teilmengen von I durchliuft,

e jede offene Menge von X kann geschrieben werden als Vereinigung (ggf. iberabzihlbar vieler) Men-
gen Uy,

o cine lineare Abbildung f von X nach Y ist stetig genau dann, wenn zu jeder Nullumgebung V.
von 0 € Y eine Nullumgebung Us; s von 0 € X existiert mit f(Uj 5) C Ve,

e cine Menge A C X ist beschrinkt genau dann, wenn es zu jedem i € I eine Konstante C; gibt mit
pi(x) < C; fir jedes x € A,
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e cine Folge (x1,z2,...) C X konvergiert genau dann gegen einen Grenzwert x* € X, wenn
limy,— 00 Pi(Tm — ) = 0 fiir jede Halbnorm p;.

Eine besonders schone Situation liegt vor, wenn es nur abzdhlbar viele Halbnormen p; gibt. Dann kénnen
wir die Halbnormen numerieren gemifl (p1,ps,...), und wir konnen eine Funktion d: X x X — R
definieren als

oo
i Py 1'1*1'2)
d(zy, R 1,72 € X.
1,72) ;:1 T+ py (21 —22)’ 1, %2

Man zeigt schnell, dafl d alle Eigenschaften einer Metrik erfiillt. Diese Metrik verschafft uns eine Topologie
o, fiir die eine Nullumgebungsbasis gegeben wird durch

U.:={xeX:d0)<e},

wobei ¢ die positiven reellen Zahlen durchlduft. Nach einiger Rechnung erkennt man, dafl jedes Element
der Nullumgebungsbasis zur lokalkonvexen Topologie 7 unterboten werden kann durch ein Element der
Nullumgebungsbasis zur Metrik-Topologie o, und umgekehrt. Als Konsequenz haben wir dann o = 7.

Satz A.32. Sei X ein lokalkonvexer TVR mit abzdhlbarer Nullumgebungsbasis. Dann existiert eine Me-
trik, die dieselbe Topologie erzeugt.

Man sagt auch, dafl der TVR X metrisierbar ist.

Noch schoner wird es, wenn dieser Raum X sogar vollstéindig ist (das heifit, dafi jede Metrik-Cauchyfolge
gegen einen Grenzwert in X konvergiert). Dann redet man von einem Fréchet-Raum.

Der angenehme Effekt ist, dafl dann Stetigkeit wieder dasselbe bedeutet wie Folgenstetigkeit, (Uber—
deckungs)kompaktheit dasselbe wie Folgenkompaktheit, und Dichtheit dasselbe wie Folgen-Dichtheit.

Definition A.33 (Topologischer Dualraum). Sei X ein TVR iber einem Kérper K. Die Menge der
linearen und stetigen Abbildungen von X nach K heif$t topologischer Dualraum, wird mit der Schreibweise
X' bezeichnet und ist offensichtlich ein Vektorraum tiber dem Kérper K.

Jedes x € X erzeugt auf X' eine Halbnorm p, gemdf
T pa(T) = |(T,x) xry x | TcX.
Die von diesen Halbnormen auf X' erzeugte Topologie nennen wir die schwach—x—Topologie.

Definition A.34 (Transponierter Operator). Seien X undY lokalkonvexe Riume, und sei A: X —
Y linear und stetig. Dann erzeugt A einen linearen Operator At: Y' — X' gemdf

(A", x) ) =W AT)y oy yeY', zelX,
den wir transponierten Operator nennen.

Satz A.35. Scien obige Notationen vereinbart. Dann ist At stetig. Wenn A ein topologischer Isomor-
phismus ist (d.h. wenn auch A™' stetig ist), dann auch A%, und es ist (A?)~! = (A=)t

Beweis. Fiir jede Halbnorm p in X’ brauchen wir endlich viele Halbnormen ¢, ..., g in Y’ sowie eine
Konstante C, sodafl

k
p(Ay) <C> qy), W ey’

j=1
gilt. Es sind nur diejenigen p interessant, die von einem = € X erzeugt werden im Sinne von
pa’) = (' )y x|, V&' e X,
damit ist

p(A%Y) = [ (A%, 2) | = [ (', Az) | = q(y/),
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wobei ¢ als Halbnorm auf Y’ durch Az € Y erzeugt wird.
Sei nun A bijektiv und A~! stetig. Dann existiert (A71)": X' — Y’ gemif

—1\t, ./ R / —1
<(A ) xay>y/xy T <$3A y>X/><X
und ist stetig.
Der Operator A? ist injektiv, denn sei A'y’ =0 € X', dann ist fiir alle z € X

0= <Atyl"r>X/><X = <yla Ax)Y’xY ’
also 0 = (¥, y)yy fiir alle y € Y, weil A surjektiv von X nach Y wirkt. Also ¢’ = 0.
Der Operator A? ist surjektiv, denn sei 2’ € X’ gegeben, und ein ¢’ € Y’ mit A%y’ = 2’ gesucht. Fiir alle
r € X gilt dann
(2 x) = («/, A7  Az) = ((A™")'a!, Az) = (A" (A7) z),
also muB 2’ = A* (A1) 2’ sein. Damit ist y' = (A~1)'2’, und es ist auch (A")~1 = (A~1)% O

Satz A.36. Seien X und Y Banachriume und A € L(X,Y). Dann gilt: falls img A abgeschlossen in' Y
ist, dann ist img A* abgeschlossen in X'.

Beweis. Siehe [17], Proposition A.5.7. O

Definition A.37 (Adjungierter Operator). Seien X und Y Hilbertriume und A € L(X,Y). Dann
definieren wir einen adjungierten Operator A* € L(Y, X) durch die Forderung (x, A*y) v := (Ax,y), fir
allexe X undy €Y.

Im Falle von A = A haben wir z.B. X = H?(R") und Y € I?(R"), woraus sich A* € L(I[*(R"), H*(R™))
ergibt. Das scheint im Hinblick auf die populédre Ansicht, dafi A selbstadjungiert wire, also A = A* iiber-
raschend, aber hierbei wurde stillschweigend ausgenutzt, dafl zwei verschiedene Skalarprodukte vorliegen,
und daf man einen Hilbertraum mit seinem Dual identifizieren kann.

Es gilt analog zum transponierten Operator: wenn img A abgeschlossen in Y ist, dann ist auch img A*
abgeschlossen in X.

Das folgende Ergebnis rechnet man schnell nach:

Satz A.38. Seien X undY Hilbertriume sowie A € L(X,Y). Dann haben wir die folgenden orthogonalen
Zerlegungen in abgeschlossene Unterrdume:

(img A) & (ker A™) =,
(img A*) & (ker A) = X.

Satz A.39. Zu jedem Untervektorraum eines Vektorraumes gibt es mindestens einen algebraischen Kom-
plementdrraum.

Definition A.40 (Quotientenraum). Sei X ein normierter Raum, M C X ein abgeschlossener
Unterraum. Dann heifst X/M = {[z] = ¢ + M: 2 € X} Quotientenraum, und er hat eine Norm

]|l = infyenr |2 + yllx-

Satz A.41. Falls X Banachraum ist, dann auch X/M.

Satz A.42. Sei X ein normierter Raum, und sei M C X ein linearer Unterraum.

e Fulls dim M < oo, so ist M abgeschlossen, und es existiert ein komplementdrer abgeschlossener
Unterraum N, d.h. X = M & N.

e Falls M abgeschlossen ist und codim M := dim(X/M) < oo, so existiert ein komplementdirer abge-
schlossener Unterraum N zu M.
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Definition A.43 (Banach-Algebra). Fine Banachalgebra X ist ein C-Banachraum mit einer bilinea-
ren assoziativen Abbildung X x X — X, (x1,x2) — a1 - T2, wobet |x122||y < |21y - |22l x-

Die Begriffe kommutative Algebra, Finheit, invertierbares Element definieren sich in kanonischer Weise.
Banachalgebrenhomomorphismen sind definiert als lineare Abbildungen ¢ zwischen Banachalgebren, die
multiplikativ sind, also p(x122) = ¢(x1)-@(x2). Ein linearer Unterraum I von X heifit Ideal, wenn ay € T
und yx € I gilt, fiir allex € X und y € 1.

Lemma A.44. Sei X eine Banachalgebra und I ein abgeschlossenes Ideal. Dann ist X/ eine Banachal-
gebra (mit reprdisentantenweise definierter Multiplikation). Wenn X kommutativ ist, dann auch X/I.

Definition A.45 (Abgeschlossener Operator). Seien X und Y Banachriume, und sei A ein linearer
Operator (nicht unbedingt stetig) mit Definitionsbereich D(A) C X, mit Werten in Y. Der Operator A
heifit abgeschlossen, wenn der Graph von A abgeschlossen in X xY ist, das heifit: wenn (z,)neny C D(A)
eine Folge ist mit Grenzwert ©* € X, und wenn lim,_. Az, = y* € Y, dann ist z* € D(A) und
Az* = y*.

Man denke z.B. an X =Y = [*(R") und A = A, mit Definitionsbereich D(A) = H*(R").

Falls D(A) abgeschlossen ist, so ist A genau dann stetig, wenn A abgeschlossen ist (Satz vom abgeschlos-
senen Graphen).

Falls A abgeschlossen und injektiv ist, so ist auch A~! abgeschlossen. Falls A abgeschlossen und injektiv
ist, und zusitzlich noch img(A) abgeschlossen ist, so ist auch A~! stetig (Satz von der Stetigkeit des
inversen Operators).

Lemma A.46. Seien X und Y Banachriume, und sei A: D(A) — Y ein abgeschlossener linearer
Operator. Dann sind dquivalent:

o Es existiert ein € > 0 mit || Az|ly > ¢ ||z|| x fir alle x € D(A).

e Der Operator A ist injektiv, und img(A) ist abgeschlossen.

Satz A.47. Seien X,Y, Z Banachriume, und seien A € L(X,Y), K € L(X, Z), wobei K ein kompakter
Operator sei. Angenommen, es wire

lellx < Co([[Az]ly +[[Kzll,),  VoelX,

mit einem Cy unabhdngig von x. Dann ist img A ein abgeschlossener Unterraum von Y .

Beweis. Siehe [17, Proposition A.6.7]. O
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