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1. Wir betrachten eine Folge (y1,¥2, ... ), die definiert ist wie folgt:

815 — 1200
Y1 =4, Yo = 4.25, Yn+1 = G(Yn, Yn—1), G(y,z) = 108 — —

(a) Schreiben Sie in einer Programmiersprache Threr Wahl (oder mit einem programmier-
baren Taschenrechner, oder mit einer Tabellenkalkulation, aber nicht Mathematica
oder Maple) ein Programm, mit dem Sie soviele Folgenglieder bestimmen, bis Sie
einen Grenzwert lim,, ..o Y, erraten kénnen.

(b) Beweisen Sie, daf} fiir n > 1 gilt:
15
Yni1 =8 —

Yn

Schreiben Sie wieder ein Computerprogramm, das diese Rekursion implementiert,
und bestimmen Sie soviele Folgenglieder, bis Sie einen Grenzwert lim,,_,, ¥, erraten
konnen.

(c) Beweisen Sie, daf fiir n > 1 gilt:

345"
Yn = 3n—1 ¢ gn—17
und bestimmen Sie (nun allerdings im Kopf) den Grenzwert lim,, . yp,.

2. Erkldren Sie Ihre Beobachtungen aus Aufgabe 1.

Hinweis: Ansatz yn = ,41/®n. Rekursionsformel fiir xy,. Ansatz zp, = a™. Benutzen Sie Thre Kenntnisse iiber Homomorphismen.

3. Mittels geeigneter TAYLOR-Entwicklungen zeige man, dafl

x

T
, fir O<ax<—

<t < .
x < tan(z) 1

l1—=z

4. Seig=g(z)=x—4e® fir0<z <1

(a) Man zeige, dal g genau eine Nullstelle £ hat im Intervall [0, 1].

(b) Man begriinde, dafl das NEWTON—Verfahren fiir den Startwert xo = 0 konvergiert,
und zwar monoton steigend gegen £.
Hinweis: schauen Sie nach, ob die Funktion f konvex oder konkav oder sonstwie ist.

(c) Berechnen Sie mindestens 5 Glieder der Néherungsfolge des Newtonverfahrens.

d) Man zeige, daB die Iterationsvorschrift x,,1 = se~®" fiir jeden beliebigen Startwert
+ 2

xg € [0,1] gegen diese Nullstelle konvergiert, und gebe eine Abschétzung fiir den
Fehler |zg — £ an.



Aufgabe zum Differenziereniiben

. Die Wellenfunktion ¢ = 1(t, z) eines einzelnen Elektrons ist eine komplexwertige Funktion
von Zeit und Ort, die der folgenden Differentialgleichung geniigt:

2
it x) = =5 Av(ta) = V(ta)h(t, ),
wobei wir den Spin des Elektrons ignorieren. Diese Gleichung heifit Schrddingergleichung.

Hierbei ist i2 = —1, die reelle Konstante € enthiilt das Plancksche Wirkungsquantum h
und die Elektronenmasse m, und V' = V (¢, ) ist ein reellwertiges Potential. Der Laplace-
Operator A wirkt nur auf z € R3.

Wir setzen

U(t,x) = \/n(t,z) exp (M> ,

€

wobei n und S reellwertige Funktionen sind, und n(t,z) > 0 iiberall.

(a) Beweisen Sie: die Funktion v ist eine Losung der Schrodingergleichung genau dann,
wenn n und S die beiden folgenden Differentialgleichungen erfiillen:

. 1 9 e2 Av/n
on + div(nVS) = 0, oS + §]VS] V- o 0
Hierbei wirkt der Gradient V nur auf z € R3.

(b) Wir fiithren die Stromdichte J = —nV S ein. Beweisen Sie: die Funktion ¢ 16st die
Schrodingergleichung genau dann, wenn (n,J) die folgenden Differentialgleichungen
16sen:

th —divJ = 0,
2
9,J — div <M> LYV 4+ Sy (A\/ﬁ> —0.
n 2 vn

Hierbei ist J® J das dyadische Produkt der zwei Vektoren J (,,Spalte mal Zeile gleich
Matrix*). Der Divergenzoperator wird auf jede Zeile dieser Matrix separat angewandst.

Diese Gleichungen heiflen quantumhydrodynamische Gleichungen bei Nulltemperatur,
wegen ihrer groBen Ahnlichkeit zu den herkémmlichen hydrodynamischen Gleichun-
gen, die das Verhalten von Fluiden beschreiben.



