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1. Zu der Matrix

3 4 3
A=1-1 0 -1
1 2 3

bestimme man durch eigenh#indiges Rechnen (also ohne Computer) die Potenz A20%. Da-
bei ist folgender Weg vielleicht am einfachsten:

(a) Man bilde die Jordansche Normalform A = S(D+ N)S~!, wobei D eine Diagonalma-
trix mit Eigenwerten von A ist, und N eventuelle Einsen aus Jordankésten enthélt.

(b) Man vergewissere sich, dal DN = ND.

(c) Man zeige: A20% = §(D + N)20096-1,

(d) Berechnen Sie (D+ N)2%% mittels binomischer Formel. Wieviele Summanden tauchen
in dieser binomischen Formel in Wirklichkeit auf ?

An welcher Stelle haben Sie DN = N D benutzt ?

2. Fiir eine Matrix A € R™*" definieren wir die Euklidnorm [|Al|, als

IAllz = 3/ Amax (AT A),

wobei )\maX(ATA) den groften reellen Eigenwert von A A bezeichnet.

(a) Warum sind die Eigenwerte von A" A alle recll und nie negativ ?

(b) Man zeige fiir jedes x € R™ die Ungleichung
[Az]ly < [IA[l5 - [l -

Hierbei ist |||, := y/2% + - -+ + 22 die normale Pythagoras-Norm im R".

Hinweis: Man finde eine orthogonale Matrix G, die AT A diagonalisiert, und fithre im R"™ geschickt ein neues Koordinatensystem
ein. Dann schreibe man HAzHg als Skalarprodukt, und schaufele in diesem alle Matrizen auf eine Seite.

(¢) Man finde einen Vektor z* # 0, fiir den sogar das Gleichheitszeichen gilt, also
[Az"]ly = [[All; - [l2*[l,-

(d) Also ist ||A]|, gleich der kleinsten Zahl ~, fiir die die Ungleichung ||Az|, < v|z|l,
fir jedes € R™ wahr ist. Man zeige damit ||A - Bl|, < ||All, || B|, fiir A, B € R™*™.

Hinweis: Man schitze ||ABz||, auf 2 Weisen nach oben ab.

Wir diirfen also bei Produkten , Matrix - Vektor® und ,,Matrix - Matrix“ die Normstriche
auf jeden einzelnen Faktor ziehen, ohne etwas zu verschenken, wenn wir die Norm geschickt
wéhlen !

3. Die Matrizen aus R™*" bilden mit der eben definierten Euklidnorm einen Banachraum.

Wir definieren
j=0 7"



(a) Man zeige (mittels 2 (d)), dafl diese Reihe immer konvergiert.
(b) Was sind exp(0) und exp(I) ?
(c) Es sei AB = BA. Beweise, dafl dann

exp(A + B) = exp(A) - exp(B),
exp(—B) = (exp(B)) .

4. Wir suchen den Wert des Integrals I,, = [ !

oo 2"e” dx fiir grofie n € N.

(a) Bestimmen Sie Ij.

(b) Zeigen Sie, daf fiir jedes n € N gilt: 0 < I, < -5

(c) Finden Sie eine Rekursionsformel; also eine Gleichung, die I,, und I, 41 in Beziehung
setzt.

(d) Nutzen Sie eine Programmiersprache Ihrer Wahl (nicht MATHEMATICA oder MAPLE)
oder einen programmierbaren Taschenrechner oder eine Tabellenkalkulation, um 149
und 147 zu bestimmen. Geben Sie diese Werte an.

(e) Vergleichen Sie (b) und (d).

(f) Wie konnen Sie Iy erfolgreich ermitteln, indem Sie die Rekursionsformel nicht
vorwérts anwenden, sondern riickwérts ?

5. Freiwillige Zusatzaufgabe

Seien A und B Matrizen vom Typ R™*™ mit AB = BA. Jede der beiden Matrizen habe
n paarweise verschiedene reelle Eigenwerte. Man zeige, dal dann jeder Eigenvektor von A
auch ein Eigenvektor von B ist.

Hinweis: Sei = ein Eigenvektor von B. Man betrachte BAxz. Oder konsultieren Sie ein Buch zur Quantenmechanik: ,, Vertauschbare
Operatoren haben ein gemeinsames System von Eigenvektoren®

Die Klausur ist am Montag, 27.07., von 10:00 bis 12:00 Uhr im R512 und R611.



