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1. Wir definieren die (reellen oder komplexen) Folgenraume

I = {a = (ap)nen: Z lan| < oo},

n=0

lo = {a = (an)neN: Z ’an’2 < OO} 5

n=0

loo = {a = (ap)nen: supla,| < oo}.
n>0

(a) Addition zweier Folgen und Skalarmultiplikation einer Folge definieren wir kompo-
nentenweise. Zeigen Sie, dafl auf diese Weise 3 Vektorrdume entstehen.

Hinwess: passendes Kriterium

(b) Wir definieren drei Funktionen |-, : I, = R, p = 1,2, 00, geméif

00 00 1/2
lally =) lanl, — lally = <Z Ian|2> , lalleg = supfa].
n=0 n=0 n>0

Zeigen Sie, daf [|-||, eine Norm fiir den Vektorraum I, ist.

Hinweis: das einzig Knifflige ist die Dreiecksungleichung.
(¢) (*) Zeigen Sie, daB (Ip, [|||,,) fiir p = 1,2, 00 jeweils ein Banachraum ist.

(d) Zeigen Sie die Beziehungen l; C Iy C o, aber l] # Iy # l.
2. Zu einer stetigen Funktion f € C([0,27]) sei T'f: [0,27] — R gegeben durch

2w

Th)a) = [ sin—n)fG)dy, o€ o2

(a) Zeigen Sie: die Funktion T'f ist stetig.

(b) Zeigen Sie: || T'f||, < 27| f]l,,, wobei ||-||, die iibliche Supremumsnorm ist: ||g||,, =
SUPo<g<ar lg(z)|.

(c) Beweisen Sie: die Abbildung T, die f € C([0,2x]) auf T'f € C([0,2x]) abbildet, ist
stetig.

Hinweis: den Stetigkeitsbegriff gibt es auch fiir Abbildungen zwischen zwei Banachriumen

Hinweis: verwechseln Sie niemals eine Funktion mit ihrem Wert, und die Aufgabe wird einfach.

3. Sei A € R™™ mit Rang m, und sei b € R™. Zeigen Sie:

(a) Die Funktion f: R™ — R, f(z) := ||Az — b||3, nimmt ein Minimum an, in einem
gewissen Punkt xy € R™.
(b) Dieser Punkt x ist Losung des Systems AT Axg = ATb.

Hinweis: Anfangerpraktikum



4.

7.

Berechnen Sie die Extremwerte der Funktion f(z,y) = 22+ y? unter der Nebenbedingung
g(z,y) ::ax2+2bxy+cy2—1;0, a>0, ac—b>>0.
Bestimmen Sie damit die Hauptachsen der Ellipse g(z,y) = 0.
Druck, Volumen und Temperatur eines Gases geniigen einer Zustandsgleichung
f(P,V,T)=0.

Wir setzen voraus, daf§ f in jedem Punkt (P, V,T) stetig differenzierbar ist, und daf bei
jeder Losung (Py, Vo, Tp) der Zustandsgleichung keine der ersten partiellen Ableitungen
Null wird.

(a) Begriinden Sie, warum man lokal um jeden Punkt (P, Vp, Tp) die Zustandsgleichung
nach einer jeden der drei Variablen umstellen kann; warum also Funktionen p, v, ¢
existieren mit

P =pV,T), V =u(T,P), T =t(P,V).
(b) Zeigen Sie:

@(V T)_ @(T P) -
8V 0,40) — BP 05 0 N
(c) Zeigen Sie:

o o oo

ov. or orP

. Es sei C1(]0,1]) der Raum derjenigen Funktionen, die auf dem Intervall [0, 1] einmal stetig

differenzierbar sind. Fiir diesen Raum werden drei Normen vorgeschlagen:

1flla =W llos > WFls = Fes Il = 1Flloo + 1] -

wobei [|-||, die iibliche Supremumsnorm darstellt.

Welcher der drei Normkandidaten ist tatsdchlich eine Norm ?

(a) Gegeben sei ein beliebiges Dreieck ABC'. Auf jeder Kante errichten wir je einen Vektor
senkrecht nach auflen, dessen Linge proportional zu der Linge der jeweiligen Kante
ist. Man bestimme die Summe dieser 3 Vektoren.

Hinweis: Rechnen.

(b) Gegeben sei ein Tetraeder ABC'D, also eine dreiseitige Pyramide im Raum. Diese darf
beliebig unregelméflig sein. Auf jeder der 4 Flichen errichten wir je einen Vektor,
der auf der jeweiligen Flidche senkrecht steht, nach auflen zeigt, und dessen Lénge
proportional ist zum Flacheninhalt der zugehorigen Dreiecksfliche. Man bestimme
die Summe dieser 4 Vektoren.

Hinweis: Rechnen.

(c) Gegeben sei ein schiefer Quader ABCDEFGHIJK L mit der sechseckigen Grund-
fliche ABCDEF, die unregelméfig sein kann. Auf jeder der 8 Fléchen errichten wir
senkrechte Vektoren wie in (b). Man bestimme die Summe dieser 8 Vektoren.

Hinweis: Keinesfalls rechnen.

(d) Sei Q ein kleines Gebiet im R? mit glattem Rand und Volumen V. Man bestimme
den Wert des Integrals
[ 0
o0

wobel do das iibliche vektorielle Oberflichenelement ist.

Hinweis: Diesen Integraltyp hatten wir nicht in der Vorlesung, aber das kann Sie nicht stoppen ...



Sei ¢ = () eine glatte skalare Funktion im R3, und x¢ ein Punkt im Innern von §2.
Zeigen Sie, dafl dann

/ o(x)dd = grad p(zp) - V + O(V diam €2),
o

wobel diam € der Durchmesser des kleinen Gebiets €2 ist.

Hinwess: Taylor

Erfreuen Sie sich an der schonen Darstellung
1 S
grad p(zg) ~ % o(x)da.
o0

Machen Sie weiter mit



