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1. Topologische und metrische Riaume,
Kompaktheit

a) Topologie und Metrik

Wir starten mit der Definition einiger grundlegender Begriffe der Topologie. Eine
Topologie ist dhnlich wie eine o-Algebra ein Mengensystem.

1.1 Definition. Sei X # ) eine Menge; &(X) bezeichne die Potenzmenge von X.
a) Ein Mengensystem 7 C Z?(X) heifit eine Topologie auf X, falls gilt

i) 0,X €T,
(i) Falls A, B € T, soist auch ANB €T,

(iii) Falls I eine Indexmenge ist und A; € 7 (i € I), so ist auch (J,. ; 4; € 7. In
diesem Falls heiit (X, 7") ein topologischer Raum.

b) Seien (Xi,7;) und (Xs,73) topologische Rdume. Dann heifit eine Abbildung
f: X1 — X, stetig, falls f71(75) C 7;. Die Abbildung f heiit offen, falls fiir al-
le U € 7, gilt f(U) € 75. Die Abbildung f heifit ein Homéomorphismus, falls f
bijektiv ist und f und f~! beide stetig sind.

c) Sei % C Z(X). Dann heifit die kleinste Topologie, die % enthilt, die von %
erzeugte Topologie T (% ).

d) Sei I eine Menge und (Y;, 7;) topologischer Raum fiir i € I. Sei F' = {f;: X —
Yi}ier eine Familie von Abbildungen. Dann heifit die kleinste (grobste) Topologie
auf X, fir die alle f € F stetig sind, die F-schwache Topologie 7 (F') auf X. Es gilt

T(F) = T({fi‘l(Ui): U eT,ic 1}).

e) Sei X = [],.; X; das kartesische Produkt, wobei (Xj,7;) ein topologischer Raum
fiir i € I ist. Sei pr;: X — X, die Projektion auf die i-te Komponente. Dann heifit
7 ({pr;: i € I}) die Produkttopologie auf X.

Zur Erinnerung: das kartesische Produkt X einer (eventuell iberabzéhlbaren) Fa-
milie (X;);er von Mengen X; ist definiert als die Menge aller Abbildungen f: [ —
Uier X; mit f(i) € X; fiir jedes i € I. Falls jedes X; nichtleer ist, dann ist auch das
kartesische Produkt nichtleer — dies ist dquivalent zum Auswahlaxiom, welches wir
in dieser Vorlesung immer annehmen wollen.

f) Sei (X, 7) ein topologischer Raum, und sei Y C X eine nichtleere Teilmenge. Das
Mengensystem 7y == {UNY: U € T} C Z(Y) heifit Spurtopologie auf Y (auch
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2 1. Topologische und metrische Rdaume, Kompaktheit

Teilraumtopologie oder relative Topologie oder induzierte Topologie genannt). Dies
ist die grobste Topologie auf Y, fiir die die Inklusionsabbildung ¥ — X, y — v,
stetig ist.

1.2 Bemerkung. a) Die erzeugte Topologie 7 (% ) ist das System aller Mengen der
Form |J,., ﬂgzl Ui mit Uy, € %, N € N, [ eine Indexmenge.

b) Man beachte die Ahnlichkeit zur Definition einer o-Algebra. Bei einer o-Algebra
A gilt statt a) (iii) nur

A, €A (neN)= |4, €A,

neN

dafiir ist mit einer Menge A auch X \ A in der o-Algebra. Viele Begriffe wie die er-
zeugte o-Algebra und die Produkt-o-Algebra sind analog definiert. Es gibt allerdings
keine so einfache Darstellung der erzeugten o-Algebra wie in a).

c¢) Die kleinste (grobste Topologie) auf einer Menge X ist gegeben durch 77 :=
{0, X}. Die grofite (feinste Topologie) ist gegeben durch 75 := P(X).

1.3 Definition. Sei (X,7) topologischer Raum.

a) Ein Mengensystem % C 7 heifit eine Basis der Topologie 7, falls sich jedes
Element von 7 als Vereinigung von Elementen aus % schreiben lédsst. Ein Mengen-
system 7 heifit eine Subbasis von 7, falls 7 die von % erzeugte Topologie ist.

b) Eine Menge U C X heifit genau dann offen, falls U € 7, und genau dann
abgeschlossen, falls X \ U € 7. Das Innere A einer Menge A C X ist definiert als
die grofte offene Menge U mit U C A. Der Abschluss A ist definiert als die kleinste
abgeschlossene Menge V mit A C V.

¢) Eine (nicht notwendig offene) Menge V' C X heifit eine Umgebung eines Punktes
x € X, falls eine offene Menge U € T existiert mit € U C V. Eine Familie A4
von Teilmengen von X heifit eine Umgebungsbasis des Punktes z € X, wenn jedes
N € A4 eine Umgebung von x ist und fiir jede Umgebung M von x ein N € A
existiert mit N C M.

d) (X, T) heiBt Hausdorff-Raum (oder Ty-Raum), falls fiir jedes z,y € X mit = # y
offene Mengen U,, U, € T existieren mit z € U,, y € U, und U, N U, = 0.

e) (X,7) heifit normal (oder Ty-Raum), falls (X, 7) Hausdorffsch ist und fiir alle
abgeschlossenen Mengen A;, A, mit A; N Ay = () offene Mengen U; D Ay, Uy D A,
existieren mit U; N Uy = 0.

Die beiden folgenden Sétze werden hier nicht bewiesen.
1.4 Satz (Lemma von Urysohn). Sei (X, 7) normaler topologischer Raum, und
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1. Topologische und metrische Rdaume, Kompaktheit 3

seien Ay, Ay C X abgeschlossen mit Ay N Ay = (. Dann existiert ein f € C(X;R)
mit 0 < f <1 und fla, =0, fla, = 1.

1.5 Satz (Erweiterungslemma von Tietze). Sei (X, 7) ein normaler topologi-
scher Raum. Sei M C X abgeschlossen, a,b € R mita < b und f: M — [a,b] stetig.
Dann existiert eine stetige Fortsetzung F': X — [a,b] von f.

Um hierbei die Stetigkeit der Abbildung f erkldaren zu kénnen, wird M mit der
Spurtopologie ausgestattet.

Bei topologischen Rdumen kann man einige Begriffe definieren, die schon aus dem
ersten Studienjahr bekannt sind. Hier einige Beispiele:

1.6 Definition. Sei (X,7) ein topologischer Raum und (z,)n,eny C X eine Folge.

a) Ein Element x € X heiffit Haufungspunkt von (x,),en, falls in jeder offenen
Menge, die x € X enthélt, unendlich viele Folgenglieder liegen.

b) Ein Element x € X heifit Grenzwert oder Limes der Folge (2, )nen, falls in jeder
offenen Menge, die = enthélt, alle bis auf endlich viele Folgenglieder liegen. Man
schreibt lim,, .., x, = z, oder x,, — x, wobei wir zur besseren Unterscheidung
vereinbaren, dass Konvergenzpfeile (— ) langer sein sollen als Abbildungspfeile (—,

—).

Und auch fiir die Stetigkeit einer Abbildung f: X — Y gibt es eine Beschreibung,
die dem bereits bekannten e—6—Zugang entspricht:

1.7 Lemma. Seien (X, 7x) und (Y, Ty) topologische Riume. Dann ist eine Abbil-

dung f: X — Y stetig genau dann, wenn zu jedem xo € X und jeder Umgebung Vy
von yo := f(xg) eine Umgebung Ux von xq existiert mit f(Ux) C Vy.

1.8 Definition. Sei X eine Menge und d: X x X — R eine Abbildung. Dann heifit
d eine Metrik und (X, d) ein metrischer Raum, falls fiir alle z,y, z € X gilt:

1.9 Beispiele. Einige Beispiele von metrischen Rdumen sind:

a) Sei X beliebig und
1 txz#y
d(a.y) = { ’
0 rxz=y
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4 1. Topologische und metrische Rdaume, Kompaktheit

(diskrete Metrik).
b) Die Standardmetrik auf X = R oder C ist gegeben durch d(z,y) = |z — y.
c¢) Sei X = C([0,1];R). Dann sind

di(f,9) = IIf = 9l == sup |f(z) —g(x)],

z€[0,1]
da(f.9) = IIf — gll,s = / (@) - g(x)|da

zwel Metriken auf X.

1.10 Definition. Sei (X, d) ein metrischer Raum.

a) Die (offene) Kugel um zy mit Radius r > 0 ist definiert als B(zg,7) := {z €
X:d(zg,z) <1}

b) Eine Teilmenge U C X heift offen, falls fiir alle u € U ein ¢ > 0 existiert mit
B(u,e) C U. Dies definiert die Topologie 73, d.h. jeder metrische Raum ist damit
ein topologischer Raum (X, 7).

c) Ein topologischer Raum (X, 7") heiit metrisierbar, falls es eine Metrik d gibt mit
T.="T.

1.11 Beispiel. Das folgende Beispiel zeigt, dass nicht jeder topologischer Raum
metrisierbar ist: Sei X ein Menge mit mindestens zwei Elementen und 7 := {0}, X }.
Falls (X, 7) metrisierbar mit Metrik d wire, so wére fiir zwei Elemente z # y € X
der Abstand v := d(xz,y) positiv und es folgt B(xz,3) € 7g. Wegen § C B(z,3) € X
erhalten wir einen Widerspruch.

Metrische Réume sind zwar weniger allgemein als topologische Rdume, aber sie
verfiigen iiber einige niitzliche Eigenschaften, wie in den beiden folgenden Bemer-
kungen ausgefiihrt:

1.12 Bemerkung. Sei X ein metrischer Raum und A C X. Dann sind &dquivalent:

(i) Die Menge A enthilt alle ihre Haufungspunkte.
(ii) Es gilt A = A.
(iii) Die Menge A ist abgeschlossen.

1.13 Bemerkung. Jeder metrische Raum ist ein Hausdorffraum: Betrachte

L SN )
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1. Topologische und metrische Rdaume, Kompaktheit )

1.14 Beispiel. Wir greifen das Beispiel 1.9 ¢) noch einmal auf. Die identische Ab-
bildung idx: f — f ist zwar bijektiv, aber die Stetigkeit h&ngt von der gewéhlten
Metrik ab:

So ist id: (C([0,1]),dy) — (C([0,1]),d2) stetig, denn es gilt

do(f. g) = / (@) - g@)|de < sup (@) — g(a)| = di(f.9).

z€[0,1]

Hingegen ist id: (C(]0,1]),d2) — (C([0,1]),d;) nicht stetig: Definiere zu n € N die
Funktion f,, wie in folgender Abbildung:

1 ]

1 1 ]
i1 271 1

Dann gilt

! 1/ 1 1 1
&2/, 0) _/0 f@lde=3 (2n—1 B 2n—|—1) “@onenry

aber: dy(fn,0) = SUDze0,1] |fo(z)] = 1.

1.15 Definition. Seien (X, dx), (Y, dy) metrische Raume. Dann heiit eine Abbil-
dung f: X — Y eine Isometrie, falls

dY(f(x>af(y)) :dx(l’,y) (x,yEX) (1_1)

gilt. Eine bijektive Isometrie heiflt isometrischer Isomorphismus.

1.16 Beispiel. Versieht man R"™ mit der euklidischen Metrik, so sind die durch
orthogonale Matrizen gegebenen Abbildungen Isometrien von R™ nach R™.

1.17 Definition. Sei (X, d) ein metrischer Raum.

a) Eine Folge (x,)nen C X heiit eine Cauchyfolge, falls gilt
Ve>03dnge NVn,m>ng: dz,, z,) <e.

Der Raum heifit vollstandig, falls jede Cauchyfolge konvergent ist.

b) Eine Menge A C X heifit beschrénkt, falls ein 7 > 0 und ein xy € X existieren
mit A C B(xg, ).

¢) Seien A C B C X. Dann heifit A dicht in B, falls A D B gilt.
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6 1. Topologische und metrische Rdaume, Kompaktheit

1.18 Beispiel. Sei (X, d) ein metrischer Raum mit diskreter Metrik, und sei (z,)nen
eine Cauchyfolge. Dann existiert ein xy € X und ein ng € N so, dass fiir alle n > ny
gilt: x,, = xo.

1.19 Satz. Sei (X,d) ein metrischer Raum.

a) Es ezistiert ein beschrinkter metrischer Raum (X,d’), welcher homéomorph zu

(X, d) ist.

b) Es existiert ein vollstindiger metrischer Raum (Y, dy ) und ein dichter Teilraum
Yo CY so, dass (X,d) und (Yo, dy ) isometrisch isomorph sind.

Beweis. a) Siehe Ubung (man wihlt d' = P‘i(f—(’;”i/)).

b) wird hier nicht bewiesen. O

Auch der folgende Satz, der aus der Analysis bekannt sein sollte, wird hier nicht
bewiesen.

1.20 Satz (Banachscher Fixpunktsatz). Sei (X, d) ein vollstandiger metrischer
Raum, und T: X — X eine Kontraktion, d.h. es ezistiere ein k € [0,1) mit

d(Tz,Ty) < k-d(z,y) (z,y€ X).

Dann existiert genau ein Fixpunkt von T, d.h. genau ein x* € X mit Ta* = x*. Fiir
alle zo € X konvergiert die Folge (T"xo)nen gegen x*, und es gilt die Abschdtzung

n

11—k

d(x*,T"zg) < ~d(Txq, xo).

b) Kompaktheit

1.21 Definition. Sei (X,7) ein topologischer Raum und A C X.

a) Eine offene Uberdeckung von A ist eine Familie (Uy)xca (Wobei A eine beliebige
Indexmenge ist) mit Uy € 7 und A C (J,., U Eine endliche Teiliiberdeckung der
offenen Uberdeckung (Uy)aeca ist eine Uberdeckung der Form A C U?Zl Uy, mit
n € Nund \; € A.

b) Die Menge A C X heifit kompakt, wenn jede offene Uberdeckung von A eine
endliche Teiliiberdeckung besitzt.

1.22 Satz. Seien (X, 7x) und (Y, Ty ) topologische Riume. Falls X kompakt ist und
[ (X, Tx) — (Y, Ty) stetig, so ist der Wertebereich f(X) kompakt.
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1. Topologische und metrische Rdaume, Kompaktheit 7

Beweis. Sei f(X) C Uyep Va mit Vi € Ty. Setze Uy := f~'(V4). Da f stetig ist,
folgt UyeTy, und X C UAe A Uy ist eine offene Uberdeckung von X. Wegen der
Kompaktheit von X existiert eine endliche Teiliiberdeckung X C U?Zl Uy,. Dann
ist aber f(X) C Jj_, V), ebenfalls eine endliche Teiliiberdeckung, und f(X) ist
kompakt. O

1.23 Bemerkung. In (R, ||) gilt: Eine Teilmenge A ist genau dann kompakt, wenn
A beschriankt und abgeschlossen ist. In beliebigen metrischen Raumen (X, d) gilt nur
eine Richtung: Jede kompakte Teilmenge A ist beschrankt und abgeschlossen, aber
nicht umgekehrt, wie das unten stehende Beispiel 1.24 b) zeigt.

1.24 Beispiele. a) Sei X eine unendliche Menge mit diskreter Metrik. Dann ist X

beschriinkt und abgeschlossen, aber X = J,.y B(z, 1) ist eine offene Uberdeckung

von X, zu welcher keine endliche Teiliiberdeckung existiert.
b) Sei
X = 62 = {x = (51,62,...)1 fj € R, Z’£j|2 < OO} .
j=1

Durch

)= (3l - nf?)’

wird eine Metrik auf ¢2 definiert. Fiir die Einheitsvektoren

e;=(0,0,...,0, 1 _,0,..)
j-te Stelle

gilt v = > 272 §e; und d(e;, e5) = V2 (i # 7). Die Einheitssphire S := {x: d(x,0) =
1} ist beschrankt und abgeschlossen, aber nicht kompakt.

Denn S C J,cqB(z, %) ist eine offene Uberdeckung von S. Angenommen, es
giibe eine endliche Teiliiberdeckung S C Jj_, B(x;, £). Dann kann jede Umgebung

B(z;, 1—13) hochstens einen Einheitsvektor e; enthalten, wegen 113 < /2. Es gibt aber
unendlich viele solche Einheitsvektoren. Widerspruch. Also ist S nicht kompakt.

c) Wiére in einem metrischen Raum jede abgeschlossene, beschrinkte Menge auto-
matisch kompakt, so wére jeder metrische Raum kompakt, da jeder metrische Raum
homéomorph zu einem beschriankten, metrischen Raum ist.

1.25 Definition. Sei (X, d) metrischer Raum.
a) Dann heifit X folgenkompakt, wenn jede Folge in X einen Haufungspunkt besitzt.
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8 1. Topologische und metrische Rdaume, Kompaktheit

b) Der Raum X heifit totalbeschrankt, wenn es zu jedem ¢ > 0 eine endliche Menge
E C X gibt mit:

X = B(,e).

zeE

E heifit (endliches) e-Netz fiir X.

1.26 Bemerkung. Entsprechendes gilt auch fiir Teilmengen A C X, wobei £ C X
ausreicht. Daraus ist £ C A konstruierbar (Dreiecksungleichung).

1.27 Satz. (X,d) sei metrischer Raum. Dann sind dquivalent:

(i) X ist kompakt.
(ii) X ist folgenkompakt.
(iii) X ist totalbeschrinkt und X wvollstandig.

Beweis. (i)==(ii):
Angenommen, es existiert eine Folge (z,),en, welche keinen Haufungspunkt
besitzt. Dann existiert zu jedem z € X ein ¢, > 0 so, dass die Menge
{n € N |z, € B(x,e;)} endlich ist. Durch X C J,.y B(z,¢,) ist eine offene
Uberdeckung von X gegeben, und da X kompakt ist, existieren ein m € N
und z1,...,T,, € X mit

X =|JB(3.ce.,).
j=1
Insbesondere sind alle (unendlich vielen) z,, in den endlich vielen Kugeln ent-
halten. Dies ist ein Widerspruch zur Endlichkeit der Menge U;n:l{n eN:z, €
B(Zj,e.,)} < 00.
(ii)=(iii):

Als folgenkompakter Raum ist X vollstdndig. Angenommen, X ist nicht to-
talbeschrankt. Dann existiert ein e > 0 mit |J;_, B(z;,¢) € X fiir alle endli-
chen Mengen {zi,...,z,}. Wahle 1 € X beliebig, o € X\B(z1,¢), x3 €
X\(B(z1,€) U B(w,¢)) usw. Dann gilt z,41 € X\Uj_, B(z;,¢). Fiir alle
r € X liegt maximal ein Element der Folge in B(z, ), da d(x,,Tp41) > €.
Also besitzt die Folge (x,), keinen Haufungspunkt in X, Widerspruch.

(iii) = (i):
Wir nehmen an, es gibt eine offene Uberdeckung A von X, welche keine end-
liche Teiliiberdeckung besitzt. Da X totalbeschrénkt ist, existieren n € N und
Y1, yn € X mit X =, By, 1). Wiren alle B(y;, 1), j =1,...,n, end-
lich iiberdeckbar, so auch X. Also gibt es 1 € {y1,...,yn} so, dass B(xy, %)
nicht endlich iiberdeckbar ist.
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1. Topologische und metrische Rdaume, Kompaktheit 9

Wir konstruieren induktiv eine Folge (z,),: Seien 1, ..., x, gegeben und so
konstruiert, dass B(z,_1, 2%1) nicht endlich iiberdeckbar ist, d.h. es gibt z,, €
B(%-1, 5i—r) mit B(zy, 37) nicht endlich iiberdeckbar. Da die Abschétzung
d(p, Ty) < 27},1 fir m > n gilt, ist (x,), eine Cauchyfolge. Wegen der
Vollstandigkeit von X existiert der Grenzwert z := lim, .z, € X. Da A
eine offene Uberdeckung ist, gibt es ein V € A mit B(z,¢) C V. Dazu exi-

stiert ein Index ny € N mit B(x,,,27") C B(z,¢), denn fir y € B(x,,27")

gilt
1
dly,z) < d(y,x,) + d(x,,x) < on + ST <e
fiir hinreichend groBes n. Somit ist y € B(x,¢) und damit B(z,,,27") C V,
Widerspruch. O

1.28 Bemerkung. a) Eine andere Bezeichnung fiir ,,totalbeschrankt® ist auch ,,pré-
kompakt*.

b) Eine Menge A C X heiBt relativ kompakt, wenn A kompakt ist.

Der folgende Satz ist einer der wichtigsten Sdtze der Topologie; der Beweis (der
etwa mit Hilfe von Ultrafiltern gefithrt werden kann) ist aber zu aufwindig fiir diese
Vorlesung.

1.29 Satz (Tychonov). Sei I eine Menge und X = [],.; X; das kartesische Pro-

dukt der topologischen Riume (X;,T;). Falls jedes (X;,T;) kompakt ist, dann ist auch
X in der Produkttopologie kompakt.
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10 2. Normierte Rdaume und Hilbertrdume

2. Normierte Raume und Hilbertriaume

Im folgenden sei X ein K-VR, wobei K € {R,C}.

a) Normierte Riume und Banachriume

2.1 Definition. Eine Norm ist eine Abbildung ||-|| : X — [0,00) mit folgenden
Eigenschaften:

i) [|z]| =0 <= z=0(xeX),

(i) flazl] = laf - [lz]] (o €K, z € X)

(iif) [l +yll < l=ll + Iyl (z,y € X)

In diesem Fall heifit (X, ||-|]) normierter Raum. Falls in (i) nur die Richtung ,,<*
gilt, so heifit ||-|| eine Halbnorm oder Seminorm.

2.2 Bemerkung. a) Ein normierter Raum (X, ||-||) wird mit d(z,y) := ||z — y|| zu
einem metrischen Raum (X, d). Die Umkehrung gilt i.A. nicht.

b) Sei (X,d) ein metrischer Raum, so ist d: X — R, d(z) := d(z,0) eine Norm
genau dann, wenn gilt

(i) dz+ z,y+ 2) =d(z,y), Vr,y,z € X

(i) d(ax,ay) = |ald(z,y), Vr,y € X,a € K

Wenn dies gilt, dann ist die von der Norm d induzierte Metrik wieder d.
2.3 Definition. Ein Banachraum ist ein vollstdndiger normierter Raum.

2.4 Beispiele. a) Der Raum (R™, ||-||), ||-]| = | -] ist ein Banachraum.

b) Sei A kompakter, metrischer Raum und Y Banachraum. Dann ist der Raum
C(A;Y) aller stetigen Funktionen von A nach Y, versehen mit der Supremumsnorm
1/l = supaca I/ (a)[ly, ein Banachraum.

2.5 Definition und Satz. Wir sagen, dass eine Seminorm p(-) auf dem K-Vek-
torraum X eine Topologie T erzeugt, wenn T die grobste Topologie ist, beziiglich
der alle Seminormabbildungen x — p(x —y): X — R stetig sind fir alle y € X (vgl.
Definition 1.1). Diese Topologie T besteht aus all jenen Mengen U C X, fir welche
gilt
VeeUde>0: B(x,e) CU.

Hierbei ist B(x,e) die Kugel um x mit Radius €. Diese Topologie ist Hausdorffsch
genau dann, wenn die Seminorm sogar eine Norm ist.
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Der Beweis des folgenden Satzes sollte aus der Analysis bekannt sein.

2.6 Satz. Seien X,Y normierte Raume, T: X — Y linear. Dann sind dquivalent:
(i) T ist beschrinkt, d.h. 3¢ >0: ||Tx|y <cllz|y (zre€X).

(ii)) T: X — Y st stetig.

(i) T: X — Y ist stetig an der Stelle 0 € Y.

2.7 Definition. Seien X,Y Vektorrdume, ausgestattet mit Topologien. Der Raum
L(X,Y):={T: X — Y : T linear, stetig}

heiBt der Raum der linearen stetigen Operatoren von X nach Y (im Falle von nor-
mierten Raumen X und Y sind diese Operatoren dann auch beschrénkt). Wir setzen
L(X) := L(X,X). Der Raum X’ := L(X,K) heifit der (topologische) Dualraum von
X. Oft schreibt man Tx statt T'(z).

Fir T € L(X,Y) (mit normierten Rdumen X und Y') definiert man

Tz
||| :== sup 1Tzl = sup [Ty -
zex\io} 12l zex, el <t

|T|| heiBt die Operatornorm von 7. Sei
kerT := N(T) :={z € X: Tz = 0},
ImT = R(T) = T(X) = {Tz: v € X}

der Kern (englisch ,null space”) bzw. der Wertebereich (englisch ,,range“) von T

2.8 Bemerkung. Es gilt
[Tlly < [IT]-llzlx  (z € X)

und
|T|| =inf{C >0: VzeX: HTxHY <(C HxHX}

2.9 Beispiel. Sei X ein K-Vektorraum, und sei L = {p,: A € A} eine Familie von
Seminormen py: X — [0,00). Definiere 7 als das System aller Mengen U C X, fiir
welche gilt

VeeU3IreNIN,... .\, €A3e>0: BM(z,e)n---NBM(z,¢) C U.

Dabei sei BW)(z,¢) die Kugel um z mit Radius € bzgl. der Seminorm Py, - Dann ist
T eine Topologie auf X, die sog. lokalkonvexe Topologie zu L auf X. Dies ist die
grobste Topologie auf X, fiir die jede der Abbildungen x — py(z — y) stetig von X
nach R ist, vgl. Definition 1.1 und Definition 2.5. Eine Subbasis von 7 ist gegeben
durch

{(BM(z,r): Ne A, z€ X, >0}
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12 2. Normierte Rdaume und Hilbertrdume

2.10 Definition. Sei X K-VR und 7 eine Topologie auf X. Dann heifit (X,7) ein
topologischer Vektorraum, falls die Abbildungen

s: X x X — X, (1, m2) — 21 + Xo

m: Kx X — X (o, ) — ax

beide stetig sind.
2.11 Bemerkung. Normierte Rdume sind topologische Vektorraume.

2.12 Definition. a) Sei X ein K-Vektorraum und X* := {f: X — K, f linear }
der algebraische Dualraum von X. Fiir Y C X* bezeichnet man die Y-schwache
Topologie 7(Y) (vgl. Definition 1.1) auf X auch mit o(X,Y).

b) Sei X topologischer Vektorraum und X’ C X* der topologische Dualraum. Dann
heifit o(X, X’) die schwache Topologie auf X und o(X’, X) die schwach-*-Topologie
auf X'. (Wir werden spéter sehen, dass man X als Teilmenge von X" auffassen
kann.) Fiir die schwache Konvergenz schreibt man z, — x oder x, N x, fiir die

schwach-*-Konvergenz schreibt man f, v, fin X'

Als Warnung vermerken wir, dass die schwache Topologie eines unendlichdimensio-
nalen Raumes im Allgemeinen nicht metrisierbar ist. Wir kénnen in Zukunft also
nicht davon ausgehen, dass jeder von uns benétigte Raum eine Metrik besitzt, die
zu seiner Topologie passt.

2.13 Ubungsaufgabe. Sei X ein topologischer Vektorraum. Man zeige:

a) Die Verschiebung einer in X offenen Menge um einen konstanten Vektor ergibt
in X wieder eine offene Menge.

b) Wenn A C X eine offene Teilmenge ist und B C X eine beliebige Teilmenge,
dann ist A + B offen in X.

2.14 Definition (Quotientenraum fiir topologische Vektorridume). Sei X ein
topologischer Vektorraum (nicht unbedingt Hausdorffsch), und M C X ein Unter-
vektorraum, sowie X/M := {[z] = x4+ M : x € X} der algebraische Quotientenraum.
Wir schreiben @ fiir die (lineare) Quotientenabbildung,

Q: x— 2], o: X — X/M,

und wir statten X/M mit der feinsten Topologie aus, fiir die ®: X — X/M stetig
ist.

2.15 Folgerung. Weil X/M mit der feinsten Topologie versehen ist, besteht diese
Topologie aus genau jenen Mengen H + M C X/M, fir die H+ M eine in X offene
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Menge ist. Und aus Ubungsaufgabe 2.13 bekommen wir dann: wenn H C X offen in
X ist, dann ist ®(H) offen in X/M.

Wie bendétigen noch eine Eigenschaft dieser Quotientenrdume.

2.16 Lemma. Sei X ein Vektorraum mit einer Seminorm p(-), ausgestattet mit
der davon gemdf§ Definition 2.5 erzeugten Topologie; und es sei M C X ein Un-
tervektorraum. Dann ist der Quotientenraum X /M Hausdorffsch genau dann, wenn
M eine abgeschlossene Teilmenge von X ist.

Beweis. Sei X/M ein Hausdorffraum. In jedem Hausdorffraum sind einpunktige
Mengen abgeschlossen, also ist {[0]} C X/M abgeschlossen. Weil bei einer steti-
gen Abbildung das Urbild jeder abgeschlossenen Menge wieder eine abgeschlossene
Teilmenge ist, ist also M = ®~1({[0]}) eine abgeschlossene Teilmenge von X.

Sei nun umgekehrt M eine abgeschlossene Teilmenge von X. Wéhle ein [z*] # [0]
aus X/M. Dann ist 2* € X mit z* ¢ M und [z*] = ®(2*). Es ist X \ M offen,
weil M abgeschlossen ist. Also ist X \ M eine offene Umgebung des Punktes z*.
Setze H := X \ M. Dann ist z* € H. Weil ® offene Mengen auf offene Mengen
abbildet, ist ®(H) eine offene Menge in X/M, und [0] € ®(H), aber [2*] € ®(H).
Weil H offen in X ist und z* € H, existiert geméfl Satz 2.5 dann ein positives € mit
BW(z* ¢) C H= X\ M. Dann ist p(z, —m) > ¢ fiir jedes m € M. Nun sind

U =& (BP(z*,¢/13)), U= (BY(0,¢/13))
in X/M offene Umgebungen von [z*] und [0]. Um zu beweisen, dass X/M ein Haus-
dorffraum ist, geniigt es zu zeigen, dass U; N Uy = ().

Dies folgt aber aus der Dreiecksungleichung: denn sei [2] in genanntem Durchschnitt
enthalten, dann ist z = a1 +m; = o +my mit 1, € BP) (2%, ¢/13), 25 € BP(0,2/13)
und my, my € M. Aus x5 = 21 — (mg — my) schlieBen wir dann

15—3 > p(x2) = p(o1 — (Ma — ma)) = p((71 — 2.) + (22 — (M2 — M1)))

€
> p(l’* - (m2 - ml)) _p<x1 - x*) > € — 13

was offenkundig absurd ist. O]
Ohne Beweis geben wir an:

2.17 Definition und Satz (Quotientenraum fiir normierte Rdume). Sei X
normierter Raum, M C X ein Untervektorraum, und X/M der Quotientenraum.
Dann ist
= dist(z, M) := inf ||z —
el = dist(, M) i= inf [}~ y]
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14 2. Normierte Rdaume und Hilbertrdume

eine Seminorm auf X/M. Falls M abgeschlossen ist, so ist ||[-]|| eine Norm und
(X/M,||[']ll) ein normierter Raum. Falls X Banachraum ist und M abgeschlossen
ist, so ist auch X/M Banachraum.

2.18 Definition und Satz (direkte Summe). Seien (X1, ||;), (X2, |-]|,) nor-
mierte Raume. Dann wird durch

@y, z2)|| = llaally + [lz2ll,  ((21,22) € X1 X X)

eine Norm auf X = X1 x Xy definiert. Mit dieser Norm heifit X die direkte Summe
von X1 und Xo, Schreibweise X = X1 @& Xo. Fualls X7 und X5 beide Banachrdume
sind, so ist auch X1 @ Xy ein Banachraum.

Beweis. Nur die letzte Aussage ergibt sich nicht durch Nachrechnen. Falls die Folge
() en = (xgn),azgn))neN eine Cauchyfolge in X; @ X, ist, so sind auch die ein-
zelnen Komponenten Cauchyfolgen und damit, falls X; und X, Banachrédume sind,
konvergent gegen x; bzw. x5. Damit ist aber auch die Folge (x("))neN C X198 Xy
konvergent gegen x := (1, 3). ]

2.19 Definition (.Z?-Riume). Sei (Z, .o/, u) ein Mafiraum.

a) Sei 1 < p < oo. Definiere £?(u) als die Menge aller messbaren Funktionen

f:Z — C mit
111, = ( f1oran) " <o

b) Fiir p = oo wird £ (u) definiert als die Menge aller messbarer Funktionen
f: Z — C, fiir welche es ein Cy > 0 gibt mit u({z € Z: |f(2)] > C¢}) = 0. Man
spricht von pu-fast iiberall beschrankten Funktionen. Fir f € £°°(u) definiert man

|l =inf {C € R: p({z € Z: |f(2)] > C}) = 0}.

¢) Fiir Funktionen f: Z — R werden die entsprechenden Funktionenridume mit
ZP(u; R) bezeichnet. Manchmal schreiben wir auch £7(u; C) statt £ (u).

Der folgende Satz aus der Analysis wird hier nicht bewiesen.
2.20 Satz. a) (Holdersche Ungleichung) Fir 1l <p,q < oo mit % + % =1 gilt

1 -glly < WA, - Nlglly  (F € Z7(n), g € Z9(n)).
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b) (Minkowskische Ungleichung) Firl <p < oo gilt
1f+gll, < Wfll, +lgll,  (fr9 € Z7(w).

c¢) Fir 1 < p < oo ist der Raum ZLP(u) ein Vektorraum, und ||-||, definiert eine
Seminorm (Halbnorm) auf Z° ().

2.21 Definition und Satz (LP-Réume). Sei (Z,97, ) ein Maffraum, und sei
1 < p < oo. Den Vektorraum X := Z£P(u) versehen wir mit der Seminorm ||-||,
und anschliefSend mit der sich daraus ergebenden Topologie. Definiere eine Menge
M C £LP(n), bestehend aus all jenen Funktionen, fir die die Seminorm den Wert
Null annimmt. Dann ist M ein Untervektorraum, und auch eine abgeschlossene
Teilmenge von ZLP(u), denn {0} ist abgeschlossen in R und ||-||,: £P(n) — R ist
stetig per Definition.

Dann definieren wir

LP(p) == 2L (u) /M
als Quotientenraum. Dieser besteht aus Aquivalenzklassen von Funktionen, die ju—
fast tiberall tibereinstimmen.

Mit dieser Konstruktion wird (LP(u), [|-[|,) 2u einem Banachraum.

Falls das Maf durch das Lebesque-Maf8 Ao auf einer messbaren Mengen @ C R"
gegeben ist, schreibt man auch LP() statt LP(\|q).

2.22 Beispiele. Die folgenden Beispiele sind Spezialfille der oberen Definition.

a) Der Raum R" oder C" wird mit jeder der Normen

], = (Zw) (1<p<o0),
j=1

ol = max{Igl.j =1,....n}
zu einem Banachraum.

b) Definiere fiir 1 < p < oo die P-Radume durch
> 1/p
o= {o= (.6, C ol = (Y I6F7) " < oo},
j=1

und fiir p = oo den Raum ¢°° durch

== {x = (€1,&,...)|& € C, 2]l = sup {|&],5 € N} < oo}.

Dann ist /7 fiir alle 1 < p < oo ein Banachraum. Hier ist jeweils Z = N, und p das
Dirac—MaZ.
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16 2. Normierte Rdaume und Hilbertrdume

b) Hilbertraume

Im folgenden sei stets K = R oder K = C.

2.23 Definition. a) Ein K-Vektorraum X, versehen mit einer Abbildung (-, ) : X x
X — K, heiflt ein Vektorraum mit Skalarprodukt oder ein Prahilbertraum, falls gilt:

(i) Fiir alle y € X ist die Abbildung z — (z,y) linear.
(i) Fur alle z,y € X gilt (x,y) = (y,x).
(iii) Fiir alle x € X gilt (x,z) > 0. Es gilt (x,x) = 0 genau dann, wenn x = 0.

b) Zwei Vektoren x,y € X heiflen orthogonal (in Zeichen z L y), falls (z,y) = 0
gilt. Eine Familie {x;};c; von Vektoren heifit orthonormal, falls gilt:

1 fallse =y,

(Ti,25) = 045 == {

0 sonst.

¢) In einem Préhilbertraum (X, (-,-)) wird durch ||z]| := (z,z)"? die kanonische
Norm definiert. Ein vollstédndiger Prahilbertraum heif3t Hilbertraum.

2.24 Beispiele. a) Mit dem Skalarprodukt (z,y) := "7 | ;7; werden R” und C"
zu einem Hilbertraum.

b) Der Raum C'([0, 1]) wird mit dem Skalarprodukt
1 —
()= [ f@ig)ds
0

c) Sei (X, A, p) ein MaBraum. Dann wird L?(u), versehen mit dem Skalarprodukt

zu einem Prahilbertraum.

/f Jdu(z) (f.9 € I2(n)

zu einem Hilbertraum. Insbesondere ist L?(Q2) fiir Q C R™ ein Hilbertraum.

Auch die folgenden elementaren Eigenschaften von Prahilbertrdumen werden als
bekannt vorausgesetzt, sie konnen aber auch leicht direkt nachgerechnet werden.

2.25 Satz. Sei X Prahilbertraum.

a) (Satz von Pythagoras) Seien x,y € X orthogonal. Dann gilt
2 2 2
e +yl” = [l=]" + llyl”-
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b) Sei {x,}\_, orthonormal. Dann gilt

2

N
2
l1* =" [ @,z | +
n=1

N
T — Z (,xn) Ty,
n=1

c) (Besselsche Ungleichung). Sei {x,}_, orthonormal. Dann ist

lzl* =) [a,za) P (2 € X).

d) (Cauchy—Schwarz-Ungleichung). Es gilt

[y [ < el -yl (zy € X).

e) (Parallelogramm-Identitat) Fir x,y € X gilt

lz +yll* + llz — ylI* = 2|z]I” + 2 ly]I* -

f) (Polarisationsformel) Fir z,y € X gilt

gy = 4zl =l =yl), falls K = R,
) _ 2 2 . . 2 . . 2
il +yll” = llz —ylI” +illz +iyl” —illz —iyl]"), falls K=C.

17

Die Bedeutung der Polarisationsformel liegt daran, dass Identitdten nur fiir die Norm
nachgerechnet werden miissen und dann automatisch fiir die Skalarprodukte gelten.

Die Summe von zwei Hilbertrdumen X und Y ist wieder ein Hilbertraum, wenn man

das Skalarprodukt auf X &Y durch
((z1, 1), ($2,y2)>X@y = <51?1,932>X + <y1>y2>y
definiert. Man beachte, dass die zugehorige Norm gegeben ist durch
) 5 \1/2
I )lxey = (Nl + Iyl )
Diese Norm ist dquivalent zur Norm aus Satz 2.18.
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18 2. Normierte Rdaume und Hilbertrdume

c) Der Approximationssatz und der Satz von Riesz fiir
Hilbertraume

Im folgenden sei (X, (-, -)) ein K-Hilbertraum.

2.26 Definition. a)M C X heifit konvex, falls gilt

Ve,ye MV ael[0,1]: ar+ (1 —a)y € M.

b) Zu M C X heifit
M+ ={zeX:VyeM: (r,y) =0}

das orthogonale Komplement von M in X.

2.27 Lemma. FEs ist M+ ein abgeschlossener linearer Teilraum von X .

Beweis. Die Teilraumeigenschaft ist klar. Fiir die Abgeschlossenheit vermerken wir

M= () {y )

y*eM

sodass es geniigt nachzuweisen, dass jede Menge {y*}* abgeschlossen ist. Wir defi-
nieren eine lineare Abbildung

Ty: X =K, Ty x— (z,y").

Dann ist {y*}+ = ker T}~. Wegen der Ungleichung von Cauchy-Schwarz ist T}« eine
beschrinkte Abbildung vom normierten Raum X in den normierten Raum K!, und
aufgrund von Satz 2.6 ist T}« stetig. Bei jeder stetigen Abbildung ist das Urbild einer
abgeschlossenen Menge wieder abgeschlossen. Nun ist aber {0} eine abgeschlossene
Teilmenge von K, also ist auch ker T}» = T,.' ({0}) abgeschlossen in X. O

2.28 Bemerkung. a) Es ist M+ = M = (spanM)*.
b) Es gilt M N M+ = {0}. Denn sei x € M N M*. Dann ist (z,z) =0, d.h. z = 0.

2.29 Satz (Approximationssatz). Sei X ein Hilbertraum, M C X nichtleer,

konver und abgeschlossen, sowie zy € X. Dann existiert genau ein x € M mit
|z — 2o|| = dist(zo, M) = inf{|ly — 20| : y € M}.
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Beweis. Ohne Einschriankung sei zo = 0 (betrachte die verschobene Menge M — zp).
Sei d := inf{||y|| : y € M}. Wihle eine Folge (y,)nen € M mit |ly,| — d.

Falls d = 0, gilt y,, — 0, und wegen M = M ist 0 € M.
Falls d > 0, schreiben wir unter Verwendung der Parallelogrammgleichung

2

Yn + Ym

2
~—
eM

< 2|lyul® + 2 |lyml® — 4d* — 0,

1y = yoall® = 21|9all” + 2 [lym* — 4-

da ||y,|| — d. Daher ist (y,)nen Cauchyfolge. Da M vollsténdig ist, existiert x :=
lim, y, € M. Es gilt ||z|| = lim,, ||y,|| = d. Damit folgt ||z|| < ||y| fiir alle y € M.

Eindeutigkeit: Sei ||z1|| < ||y]|, [|z2]| < ||y|| fir jedes y € M. Dann ist
21 = @s]|* = 2 [l |I* + 2 [|wa]|* = |21 + 2®

2 2

T+ T

2

<0.

+2 | faof* ~

O
2.30 Satz (Projektionssatz). Sei M = M C X linearer Teilraum. Dann existiert

fiir alle x € X eine eindeutige Zerlegung x = m +m' mit m € M, m’ € M~*. Somit
ist E =M @ M*. Es ist ||z —m|| = mingen ||z — y||.

Beweis. Nach Approximationssatz existiert genau ein m € M mit ||m —z| =
inf{|ly —z|| : y € M}. Setze m' :== x — m. Fir alle y € M ist dann ||m/|| <
ly =zl = lIm" = (y —m)].
(i) Wir zeigen m/ € M. Es gilt |m/||> < ||m/ +ty|> (t € K,y € M). Andererseits
ist

I+ ty||* = [|m|]* + 2Re (m', ty) + ¢ ||y
Fiir alle t € R gilt somit

[t lyll* + 2t Re (m’, y) > 0,

also Re (m/;y) = 0.
Im Falle K = C ersetzt man ¢ durch it und erhalt

[t ly[I* + 2¢ T (', y) > 0,
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20 2. Normierte Rdaume und Hilbertrdume

also Im (m’,y) = 0.

(ii) Um die Eindeutigkeit zu zeigen, sei t = m +m/ = 2z + 2/ mit m,z € M,m’, 2" €
M+t Dannist m—z=2 —m'e MN M+ = {0}, dh. m = 2,m' = 7. O

2.31 Satz (von Riesz). Sei X Hilbertraum und T € X'. Dann existiert genau ein
xr € X mit
Tx = (x,xp) (reX).

Es gilt | Ty = llzrlx. Die Abbildung Igies,: X' — X, T — wzr ist bijektiv,
1sometrisch und konjugiert linear.

Beweis. Schritt 1: Konstruktion von z7:

M := kerT = T~'({0}) ist abgeschlossen als Urbild einer abgeschlossenen
Menge unter der stetigen Abbildung 7. Damit ist X = M & M+ nach Satz
2.30.

Falls M = X, so folgt T'= 0, und wir wihlen 7 = IRjes,(T") := 0.
Sei jetzt M # X. Wihle y € M+\{0}. Wegen MNM~+ = {0} ist dann T’y # 0.

Setze 1 = IRiess(T') 1= ”:;ﬁ/z -y. Dann gilt ||xz7| = %, und wir merken uns,
dass L
T
Tar = ﬁ Ty = ||z
Yy

Um zu zeigen, dass Tz = (z,zr) fir jedes © € X gilt, zerlegen wir z geméf
X=M"aM:

Tx n Tx n
r=—— r— —X =T €Ty .
TIT r TZET T + I

Dies ist tatséchlich die angestrebte Zerlegung von x, denn es ist z, ein Viel-

faches von z7 € M, und es ist

Tx Tx
Txy=1T - — =T — —"Txr =0
SL’H (;1: T.TT .T}T) X TxT T s

also x| € kerT' = M.

Damit haben wir dann tatsachlich

(z,xr) = (x1,27) + (2, 27) = Tor (zp, 1) +0 = Tor |z

=Tz,
wie gewiinscht.
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Schritt 2: [Rie, ist Isometrie:

Nach Cauchy-Schwarz ist ||T||, = sup | (z,zr) | < ||zr||. Andererseits haben
llzll <1
wir [T 5, = ’T(Hﬁll)‘ = x|l
Schritt 3: I, (T) ist eindeutig:
Angenommen, es gidbe zusitzlich zu zr noch ein zp mit Tx = (r,z7) =

(x,Z7) (z € X). Dann gilt
0= (z,zp —z7) (x€X).

Wihle x = 27 — Ty und erhalte ||z — Z7|| = 0.
Schritt 4: [y;., ist konjugiert linear:

Sei T'= ay T} + asT5. Dann ist einerseits Tx = (x, zr), und andererseits

Tr = a1Tix + aTox = oy (x, 7)) + o (T, T7,)
= (r,q127,) + (z,qxr,) = (x, @127, + Qop3,)

also Iriesz(T) = o7 = aqwr, + 21, = 01 lRiess(T1) + W lRiess (T2)-

Schritt 5: Iyje, ist surjektiv:

Zuy € X sei Tyx := (z,y). Dann ist [T,z| < |ly|| - ||z||, d.h. T, stetig und
damit T, € X".

Schritt 6: IR, ist injektiv:

Aus ||T||x» = ||zr|| 5 ergibt sich direkt, dass der Kern der linearen Abbildung
IRiesr: T +— xp nur das Nullfunktional enthalten kann. O

d) Orthonormalbasen

2.32 Definition. (i) Sei M eine Menge. Eine Relation < auf M heifit Halbordnung,
falls fir A, B, C € M gilt:

A=A,
A<B, B< A= A=B,
A<B, B<(C=—A<C.

Beachte, dass A < B oder B < A nicht fiir alle A, B € M gelten muss.

(ii) Eine Menge () C M heifit total geordnet oder eine Kette, falls fiir alle A, B € Q
gilt: A < B oder B < A.

(iii) Ein Element A € M heifit obere Schranke fiir S C M, falls B < A fiir alle
BeS.

(iv) Ein Element M € M heifit maximal, falls aus M < A folgt M = A.
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2.33 Beispiel. Sei X # () eine Menge, und M eine nichtleere Teilmenge der Potenz-
menge von X. Dann definieren wir, dass A < B genau dann gilt, wenn A, B € M
und A C B.

2.34 Lemma (von Zorn). Sei M eine nichtleere Menge mit Halbordnung, fir
welche jede Kette eine obere Schranke in M besitzt. Dann besitzt M ein mazximales
Element.

Dieses Lemma ist eigentlich ein Axiom und &dquivalent zum Wohlordnungssatz, wel-
cher wiederum &quivalent zum Auswahlaxiom ist. Die Formulierung dieser Axiome
und der Beweis der Aquivalenz werden hier aber weggelassen.

2.35 Definition. Sei X ein Hilbertraum. Eine Teilmenge S C X heifit Orthonor-
malbasis oder vollstdndiges orthonormales System, falls S eine maximale orthonor-
male Teilmenge von X ist (maximal beziiglich Mengeninklusion). Man spricht auch
von Hilbertraumbasis.

2.36 Satz. Jeder nichitriviale Hilbertraum besitzt eine Orthonormalbasis.

Beweis. Sei . die Menge aller orthonormalen Teilmengen des Hilbertraumes X.
Dann ist .7 # 0 da {7} € & fiir jedes z € X\ {0}.

Sei {Sa taca eine Kette in .7, d.h. fiir a, 5 € A gilt S, C Sg oder Sz C S,. Setze
So = Upea Sa € X. Dann ist Sy D S, fiir alle o € A. Zu x,y € Sy existiert ein
a € Amit z,y € S,, d.h. Sy ist orthonormal, also Sy € .. Damit ist Sy eine obere
Schranke zu {S, }aeca. Nach dem Lemma von Zorn existieren maximale Elemente in

. ]

2.37 Lemma. Seien X ein Prdhilbertraum und {e,: n € N} ein Orthonormalsy-

stem. Dann gilt
o0

Do) (yen)] < oo (2, € X).

n=1

Beweis. Fiir alle N € N gilt nach der Cauchy-Schwarz-Ungleichung in R und der
Besselschen Ungleichung

ﬁ [ . e0) Tyrea)] < (i e ) (ﬁ e ) < el -yl

Mit N — oo erhélt man die Behauptung. O
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2.38 Lemma. Sei) - x, konvergent im Hilbertraum X mit Grenzwert x, d.h., fir

Ry =2 — N 2, gilt limy .o | Ry|| = 0. Dann ist (300, @, y) = 3200 (2, )
fiir jedes y € X.

Bewers. Fiir jedes N € N ist

<Zy> = <an + RN>y> =S (@) + (Raoy).

n=1

und wir haben | (Ry,y) | < ||Rx|| |ly]] — 0 fir N — oc. O

Im folgenden werden auch Hilbertrdaume auftreten, welche eine iiberabzahlbare Hil-
bertraumbasis besitzen, d.h. man muss grundsétzlich auch Summen mit iiberabzahl-
barer Indexmenge A betrachten. Dazu dient die folgende Definition.

2.39 Definition. a) Sei A # () eine Menge und p, >0 (« € A). Definiere

Zpa = sup{ Z Pa: Ag C A endlich} € [0, o0].

acA acAp

b) Sei X Hilbertraum, A # ) eine Menge und y, € X fiir alle a € A. Dann heif}t
die Reihe ) . 1 o unbedingt konvergent gegen ein Element y € X, falls die Menge
Ay :={a € A: y, # 0} abzdhlbar ist und fiir jede Aufzéhlung Ay = {1, a9,...}
die Gleichheit "7 | ¥, = vy gilt. Wir schreiben in diesem Fall

Zya:y'

acA

2.40 Bemerkung. a) Fir X = K" ist eine Reihe mit abzéhlbarer Indexmenge
genau dann unbedingt konvergent, falls sie absolut konvergent ist (vgl. grofler Um-
ordnungssatz).

b) Seien A # @ und p, € R (o € A) mit Y, [pa| < 00. Dann ist Ay := {a €
A: p, # 0} abzihlbar, denn

{aEA:poﬁéO}:U{aeA: |pa|>%}.

neN

-~

endlich

Da die Reihe absolut konvergent ist, ist ) ., po unbedingt konvergent nach dem
groflen Umordnungssatz.
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24 2. Normierte Rdaume und Hilbertrdume

2.41 Satz. Seien X ein Hilbertraum und S C X ein Orthonormalsystem.
a) Fiir alle v € X konvergiert die Reihe ) (¥, e) e unbedingt.

b) Seic. € C firee S mity,  glc|* < oo. Dann konvergiert die Reihe Y g cc €
unbedingt i X.

¢)x— 5z €)eec St
Beweis. a) Nach der Besselschen Ungleichung (Satz 2.25 ¢)) gilt fir alle endlichen

Scs
2
> we) P <l

ecS

Alsoist Y-, ¢ | (z,€) |* < oo, und nach Bemerkung 2.40 b) ist Sy := {e € S: (z,¢) #
0} abzahlbar. Sei Sy = {ey,ea,...}.

Nach dem Satz von Pythagoras gilt

M
> (wen)en
n=N

Alsoist Y07 | (x, e,) €, eine Cauchyreihe (nicht unbedingt absolut konvergent), und
y:=> 2 (x,e,) e, € X existiert.

n=1

2

M
= ze)]?—0 (N, M — o0).
n=N

Analog existiert fiir jede Permutation o0: N — N die umgeordnete Reihe y, :=
> <x, eg(n)> €o(n)- WIr zeigen y = y,. Fiir z € X gilt

n=1

(y,z) = <Z (x,en), z> = Z (x,en) (z,6n) = Z (T, a(n)) (2, €0(n)) = (Yo, 2) -

n=1 n=1

Dabei wurde die absolute Konvergenz der Reihe > 7 (z,e,) (2, e,) nach Lemma
2.37 benutzt. Es folgt y — y, € X+ = {0}.

b) wurde im Beweis von a) mitbewiesen.

c¢) Fir e € X gilt mit der Bezeichnung aus a)

<x - Z (x,en) en, e> = 0.

n=1

(Betrachte die Falle e € Xy, d.h. e = e,,, und e & Xo, d.h. (z,e) =0.) O

2.42 Satz. Seien X ein Hilbertraum und S C X ein Orthonormalsystem. Dann
sind dquivalent:

(i) S ist Orthonormalbasis.
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(i) S+ = {0}.

(iii) Fir alley € X gilt y = . (y,e)e.

(iv) Fir alle v,y € X gilt (x,y) = > g (x,€) {y, €).
(v) (Parsevalsche Gleichung) Es gilt

lzl* = 1{z.e) P (x € X).

eeS

Beweis. (i)==(ii). Falls ein z € S+ \ {0} existiert, so ist S U {ﬁ} ein Orthonor-
malsystem.

(il)==(iii). Satz 2.41 c).

(iii)==(iv). Die Reihen erstrecken sich nur {iber einen abzihlbaren Indexbereich und
konvergieren absolut nach Lemma 2.37 und Satz 2.41 a), man darf also einsetzen.

(iv)=(v). Setze x = y.

(v)==(i). Falls S nicht maximal ist, wihlen wir ein x € S* mit ||z|| = 1. Es ergibt
sich Y, .q | (z,e)|* = 0, Widerspruch zu (v). O

2.43 Definition. Ein metrischer Raum heifit separabel, wenn er eine abzihlbare
dichte Teilmenge besitzt.

2.44 Bemerkung. Hierbei ist ,,dicht“ definiert im topologischen Sinne (vgl. Defini-
tion 1.17). Da ein metrischer Raum vorliegt, ergibt sich der topologische Abschluss
einer Menge durch Hinzufiigen aller Hiufungspunkte (vgl. Bemerkung 1.12), was in
der Anwendung héufig praktischer ist.

Ein normierter Raum X ist genau dann separabel, wenn es ein abzéhlbares linear
unabhéngiges S C X gibt mit span S = X. Insbesondere ist ein Hilbertraum genau
dann separabel, wenn er eine hochstens abzahlbare Orthonormalbasis besitzt.

Um das zu sehen, betrachtet man alle Linearkombinationen der Form »,_, axsy,
Qg EQ+iQ,Sk eSs.

2.45 Satz. Sei X ein unendlich-dimensionaler separabler Hilbertraum mit Hilbert-
raumbasis {e;}ien. Dann ist die Abbildung X — (2, — ({x,¢e;))ien €in isometri-
scher Isomorphismus von Hilbertrdumen (d.h. linear, bijektiv und isometrisch).

Beweis. Die Linearitét ist klar, [sometrie und damit Injektivitat nach Satz 2.42 (v),
die Surjektivitdt nach Satz 2.41 b). O
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26 2. Normierte Rdaume und Hilbertrdume

2.46 Beispiele (Hilbertraumdimension). a) Der Raum L?*(Q2) mit 2 C R" offen
ist ein separabler Hilbertraum. Speziell ist durch e,(x) := \/%eim (n € Z) eine

Hilbertraumbasis des Hilbertraums L?*((—, ), C) gegeben (Fourierreihen).

b) Es gibt auch Prahilbertraume mit iiberabzihlbaren Orthonormalsystemen, wie
das folgende Beispiel zeigt: Sei Y die Menge aller Funktionen f: R — R mit
fleerm € L*(—=T,T) fiir alle T > 0, fiir welche

T 1/2
11y = (Tlggo%/_T\f(x)de)

existiert. Dann ist ||-||; eine Halbnorm auf Y, aber keine Norm (so gilt etwa fiir die
charakteristische Funktion f := x(_11) zwar | f||; =0, aber f # 0).

Sei N:={f €Y: ||f||; =0}. Dann ist N ein abgeschlossener Unterraum. Sei X :=
Y/N der Quotientenraum mit induzierter Norm ||[f]||, := inf,en ||f —gll; (f € Y).
Durch

() [gl) == Jim = / h@a@dr (helflo el

T—oo T
wird X zu einem Prahilbertraum, und es gilt ([f], [f]), = [|[f]ll-

Zu « > 0 definiere v, (z) := sin(az)(z € R). Wegen

e ) 1 sin(saT)\ T—oo
- o(@)de =~ (T - ——2) =21
T / - (z)7dz = 7 ( 2

gilt vy, € Y und ||va||; = ||[valll; = 1. Andererseits erhdlt man fiir o # 3

%/ sin(ar) sin(Gr) dr ! cos((aw — B)r) — cos((av + B)r) dr

_T = ﬁ .
_ 1 [sin((a — B)r)  sin((a+ 5)r>}r=T
2T a—f a+p .
= l [Sin((a — B)T) B sin((a + ﬁ)T)} T
T a—pf a+f )

Daher gilt ([va], [vg]), = 0 fiir o # 3, d.h. {va}4 ist ein iiberabzahlbares Orthonor-
malsystem in X.

2.47 Beispiele (Separabilitéit). a) Der Raum C([a, b]) mit ||-|| -Norm ist ein se-
parabler Banachraum, denn die Polynome mit rationalen Koeffizienten liegen dicht.
Die Rdaume R” und ¢2? sind separabel nach Bemerkung 2.44. Ebenso separabel ist
der Raum L?(Q) fiir eine offene Teilmenge 2 C R™.

b) Ein Beispiel fiir einen nicht separablen metrischen Raum ist durch den Prahil-
bertraum aus Beispiel 2.46 b) gegeben. Auch der Banachraum ¢ ist ein Beispiel

© Robert Denk und Michael Dreher 21. 06. 2011



2. Normierte Rdaume und Hilbertrdume 27

fiir einen nicht separablen Raum: Angenommen es existiert eine dichte Teilmenge
{z,: n € N} C £>°. Schreibe xj, = (§k1, &2, - - - ) und betrachte

0 : sonst.

. {fkk +1 &l <1,
Mk =

Dann gilt || < 2 und damit y := (n1,72,...) € €. Aber fiir alle £ € N haben
wir [y — &l = 1, dohees gilt [ly — @l| = |k — Gall = 1 (k € N), Widerspruch zur
Dichtheit von {z,: n € N}.

¢) Auch der Raum L>(2) fiir 2 C R™ offen ist ein Beispiel fiir einen nicht separablen
Banachraum.
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28 3. Lineare Operatoren: Grundbegriffe

3. Lineare Operatoren: Grundbegriffe

a) Operatoren und Spektrum
Im folgenden sei stets K € {R, C}.

3.1 Beispiel (Shift-Operatoren). a) Definiere den Rechtsshift Sp € L(£?) durch

0 ‘n =1,

Tp—1 :n>1.

SR((xn)neN) = (yn)neN, Y 1= {

Dann ist S stetig mit Norm 1 (sogar eine Isometrie, d.h. es gilt ||Sz|, = ||z, (x €
%)), injektiv aber nicht surjektiv. Analog ist der Linksshift

SL((mn)n€N> = (anrl)nEN
stetig mit Norm 1, surjektiv aber nicht injektiv.
b) Sei H(Z;K) = {2: Z — K : |zl, = (X,ez|2a/)Y?* < o0} und Sg der
Rechtsshift

SR((xn)neZ) = ('rn—1>n€Z~

Dann ist Sy ein Norm-Isomorphismus, d.h. Sy ist bijektiv, linear, Sp und S5' sind
stetig, und Sg ist eine Isometrie.

3.2 Beispiel (Ableitungsoperator). a) Sei X := C*([0,1]) mit Norm || f|y :=
sup{|f(t)| + |f'(t)]: t € [0,1]} und Y := C([0, 1]), versehen mit der Norm || f||y :=
| fllo :==sup{|f(¢)|: t € [0,1]}. Dann sind X,Y Banachrdume, und der Ableitungs-
operator

T:X =Y, frf

ist ein linearer stetiger Operator mit Norm 1.

b) Wihlt man in a) fiir X die Supremumsnorm || f|| ., so ist der Ableitungsoperator
T nicht mehr stetig, denn fur f,(t) = t" gilt ||ful|,, = 1 und ||T'f,]|,, = n, d.h.
|T|| = oo. Jetzt ist X nur noch normierter Vektorraum, aber nicht mehr vollstéandig.

Das letzte Beispiel (Teil b)) ist typisch: Hier ist der Definitionsbereich D(T) des
Operators 7' ein linearer dichter Teilraum eines Banachraums X, und 7" bildet nach
X ab. In diesem Sinn ist 7" ein Operator ,,in“ X.

3.3 Definition. Seien X,Y normierte Rdume.

a) Ein linearer Operator 7: X D D(T') — Y ist eine lineare Abbildung vom Defini-
tionsbereich D(7") C X nach Y, wobei D(T') ein linearer Unterraum von X ist. Die
Menge G(T') := {(z,Tz): x € D(T)} heifit der Graph von 7'
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b) Der Operator T heiit abgeschlossen, wenn G(7T') eine abgeschlossene Teilmenge
von X @Y ist.

c) Der Operator 1" heifit abschliefibar, wenn es einen abgeschlossenen linearen Opera-
tor T' gibt mit G(T') = G(T'). Der Operator T" heifit AbschlieBung oder der Abschluss
von T

3.4 Bemerkung. a) Wie iiblich bei Abbildungen, ist die Stetigkeit eines linearen
Operators T: X D D(T) — Y unter Verwendung der Relativtopologie auf D(T)
erklart. Damit ist 7' genau dann stetig, wenn fiir alle Folgen (x,)neny € D(T') mit
x, — 0 gilt Tz, — 0 (hierbei haben wir benutzt, dass eine Abbildung zwischen
metrischen Réumen genau dann stetig ist, wenn sie folgenstetig ist).

b) Seien nun X, Y Banachrdume. Ein linearer Operator T ist genau dann abgeschlos-
sen, wenn fiir alle Folgen (z,,)neny € D(T) mit 2, — z € X und Tz,, — y €Y
gilt z € D(T) und Tx = y.

3.5 Lemma. Seien X,Y Banachriume und T € L(X,Y). Dann ist T abgeschlos-
sen.

Beweis. Wir verwenden Bemerkung 3.4 b). Sei (z,,)neny C D(T') mit z,, — 2z in X
und 7'z, — y in Y. Dann gilt trivialerweise x € D(T) = X, und da T stetig ist,
folgt Tx,, — Tx, d.h. Tz = y. m

3.6 Lemma. Seien XY Banachriume und T: X D D(T) — Y ein linearer Ope-
rator. Dann definiert

[zllz = llell x + 1 Tlly  (z € D(T))

eine Norm auf D(T'), die sog. Graphennorm. Der normierte Raum (D(T), |||l ;) ist
genau dann ein Banachraum, wenn der Operator T' abgeschlossen ist.

Beweis. (i) Sei T abgeschlossen und (z,)neny C D(T') eine Cauchyfolge bzgl. der
Norm [|-||;. Dann ist nach Definition der Norm ||-||; sowohl die Folge (z,)nen C
X bzgl. der Norm ||-|| als auch die Folge (T'z,)nen C Y bzgl. der Norm |||y
eine Cauchyfolge. Da X und Y Banachrdume sind, existieren x € X und y € Y
mit ||z, — |y — 0 und [Tz, —yl,, — 0. Da T" abgeschlossen ist, folgt nach
Bemerkung 3.4 b) € D(T) und Tz = y. Insbesondere folgt ||z, — x| — 0. Also
ist (D(T),]|||;) ein Banachraum.

(ii) Die andere Richtung der Aquivalenz zeigt man analog. O]
Die folgenden Satze werden im zweiten Teil der Vorlesung bewiesen.

© Robert Denk und Michael Dreher 21. 06. 2011



30 3. Lineare Operatoren: Grundbegriffe

3.7 Satz (Satz vom abgeschlossenen Graphen). Seien XY Banachriume,
T: X — Y abgeschlossener linearer Operator. Falls D(T) abgeschlossen ist, so ist
T stetig.

3.8 Korollar. Seien X,Y Banachriume, T: X — Y linearer Operator. Falls D(T)
abgeschlossen ist, so ist T' genau dann stetig, wenn T abgeschlossen ist.

3.9 Satz (Prinzip der offenen Abbildung). Seien X,Y Banachriume und T €
L(X,Y) surjektiv. Dann ist T offen, d.h. das Bild jeder offenen Menge ist offen.

3.10 Satz (Stetigkeit des Inversen). Seien X,Y Banachriume und T: X — Y
ein abgeschlossener linearer Operator mit ker T = {0} und R(T) abgeschlossen.
Dann ist T7': R(T) — X stetig.

Im folgenden schreiben wir fiir einen Operator T: X — X statt 7" — Aidx einfach
T— A\

3.11 Definition. Sei X ein Banachraum und 7": X — X ein linearer Operator mit

D(T) = X (d.h. T ist dicht definiert).

T)
a) p(T) :={ e C: T —X: D(T) — X ist bijektiv } heifit die Resolventenmenge
on T
b) o(T) := C\ p(T) heiit das Spektrum von 7.

c) 0,(T) :== {X € C: T — X nicht injektiv} heifit das Punktspektrum von 7' (die
Menge aller Eigenwerte von 7).
d) 0.(T) := {X € C: T — XNinjektiv, R(T —\) = X, R(T — \) # X} heifit das
kontinuierliche Spektrum von 7.

e) 0.(T) :={\ € C: T — X injektiv, R(T' — \) # X} heifit das residuelle Spektrum
(oder Restspektrum) von 7.

<

3.12 Bemerkung. a) Direkt aufgrund der Definition haben wir
C=p(T)Ua(T)=p(T)Uo,(T)Uo.(T) U o (T),

wobei U die disjunkte Vereinigung bezeichnet.
b) Falls dim X < oo, so ist 0.(T) = o,.(T) = 0.

c) Sei T abgeschlossen und A € p(T'). Dann ist die Inverse (T'— \)~': X — D(T)
stetig (wenn man D(7') mit der Norm von X ausstattet). Denn 7" — X ist ebenfalls
abgeschlossen, der Wertebereich R(T — \) = X ist abgeschlossen. Damit folgt die
Aussage aus dem Satz vom stetigen Inversen.
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3.13 Definition. SeiT: X — X ein linearer Operator mit Definitionsbereich D(T').

a) Fiir A € p(T) heit Ry\(T) := (T — \)~! die Resolvente von T

b) Fiir A € 0,(T") heiit ker(7"— A) der geometrische Eigenraum von 7" zu A und
NNT):={z € D(T) : 3neN: (T — )"z =0}

der algebraische Eigenraum von 7" zu \.

Hierbei haben wir den Definitionsbereich fiir die Verkniipfung von Operatoren (ins-
besondere den Definitionsbereich von (7" — A)") auf naheliegende Weise definiert:

3.14 Definition. Seien XY, Z normierte Rdume. Seien ferner 5, S lineare Opera-
toren von X nach Y und 7T ein linearer Operator von Y nach Z.

a) Der Operator S + S ist definiert durch

D(S +5) := D(S)ND(S) und (S + S)z := Sz + Sz (z € D(S + 5)).
b) Der Operator T'S: X — Z ist definiert durch

D(TS):={x € D(S): Sz € D(T)} und (T'S)x :=T(Sz) (x € D(TS)).

¢) Wir schreiben S C S, falls D(S) ¢ D(S) und §|D(S) = S gilt.

3.15 Beispiel. Sei X = (> und S = Sp € L(X) der Rechts-Shift aus Beispiel
3.1, d.h. S(z1,29,...) := (0,21,79,...). Dann ist D(S) = ¢, ker S = {0} und
lex — y|| > 1 fiir alle y € R(S), wobei ey := (1,0,0,...). Daher ist R(S) # X und
damit 0 € 0,.(9).

b) Eigenschaften der Resolventenabbildung

3.16 Lemma (Neumannsche Reihe). Sei X ein Banachraum und T € L(X)
mit || T|| < 1. Dann exz'stz’ert (1-T)"e LX), und es gilt (1 —=T)"1=> > 1T"

und ||(1—T)~ 1H < 1= HTll

Beweis. Es gilt

Z 17 < Z 17" < Z 17" = IITH

d.h. die Reihe konvergiert absolut. Damit existiert S := )~ 7" € L(X), und es

gilt [|S]| < 1=ty
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Es gilt ST =TS =Y T =5 —1,dh. S(1=T) = (1 —T)S = 1 und damit
S=1-T)" 0

3.17 Satz. Sei X ein C-Banachraum und T ein abgeschlossener linearer Operator

in X mit D(T) = X. Dann ist p(T) offen und somit o(T) abgeschlossen.

Beweis. Falls p(T') = (), so ist nichts zu zeigen. Sei also \g € p(T'). Es gilt
T=X=T=X~A=X)=(T=X)[1=A=2)(T—X)"]

Weil T'— )\ ein abgeschlossener invertierbarer Operator ist, ist (7— o) ~* beschrinkt,
siehe Bemerkung 3.12. Fiir A € C mit | — Ao| - [|[(T — Xo)7!|| < 1 existiert

[1— (A =2)(T = X)"] " € L(X)
nach Lemma 3.16. Damit existiert
(T=XN)""=[1=A=X)(T = X)'] (T = X)! € L(X).
Somit gilt
{rec: =l <[l =) } (1),
also ist p(T") offen. O

3.18 Korollar. a) Fiir \g € p(T) gilt

-1

1R, (T)]| > [dist (Ao, o(T))]

b) Fiir Ao € p(T) und X € C mit |A — Xo| < || R (T)|| ™" gilt

[e.9]

RA(T) = 30 (0= 2)" Ry (T

n=0

Beweis. a) folgt aus der letzten Zeile im Beweis von Satz 3.17, b) aus der Darstellung
von Ry(T') im Beweis von Satz 3.17 und der Neumann-Reihe. O

3.19 Definition (holomorphe Funktionen in Banachriumen). Sei  C C ein
Gebiet, X ein C-Banachraum und z:  — X. Dann heifit « holomorph [schwach
holomorph]| in zy € Q, falls lim,_,, %ﬁézo) in der Norm von X [in der schwachen
Topologie] existiert. Letzteres heifit, dass ein a* € X existiert, sodass fiir jedes
Funktional f € X’ der Grenzwert lim,_., f (L’“}EZO)) existiert und den Wert f(a*)

Z—Z
hat.
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Der folgende Satz wird hier nicht bewiesen.

3.20 Satz. Sei X ein Banachraum, zy € C und € > 0. Es gelte

o
E an(z — 29)"

n=0
mit a, € X und
o0
D lanll - |z = 2" < 0o fiir |z — 2| <e.
n=0

Dann ist x holomorph an der Stelle z.

3.21 Satz. Sei X ein Banachraum, T ein abgeschlossener linearer Operator in X
mit D(T) = X. Dann ist die Resolvente X — R\(T), p(T) — L(X), holomorph in
p(T).

Beweis. Sei \g € p(T'). Nach Korollar 3.18 b) lésst sich Ry(7") in eine absolut kon-
vergente Potenzreihe

RA(T) = ) (A= Ao)" Ry (T)"*!
n=0
entwickeln. Nach Korollar 3.20 ist A — R, (7") holomorph an der Stelle . O

Die beiden folgenden Aussagen sind Korollare zum Satz von Hahn—-Banach und
werden spéter bewiesen.

3.22 Lemma. Sei X ein normierter Raum.
a) Zu jedem x € X \ {0} existiert ein f € X' mit f(x) = ||z|x und || f]x = 1.
b) Falls x € X mit f(x) =0 (fir jedes f € X'), so ist x = 0.

3.23 Satz. Sei X ein C-Banachraum und T € L(X). Dann ist das Spektrum
o(T) C C kompakt und nichtleer.

Beweis. Fiir A € C mit |\ > ||T]] ist T — X = (=A)(1 — A7'T) nach Lemma 3.16 in
L(X) invertierbar, d.h. A € p(T"). Also ist o(T") eine abgeschlossene Teilmenge von
{Ae C: [N\ <|IT]|} und damit kompakt.

Fir [N > ||T|| gilt

[1BA(T — 0 (JAl — o0).

)\Z)\”

— = HTH
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34 3. Lineare Operatoren: Grundbegriffe

Angenommen, es wire p(T) = C. Dann ist |Ry\(T)|| < C (A € C). Fiir z € X und
f € X' ist die Abbildung A — f(R\(T)x) holomorph in ganz C und beschrinkt,

also nach dem Satz von Liouville konstant. Wegen
[fEAD)z)| < [LFIF- Nl - [BRA(D)] — 0 (J]A] — o0)

folgt f(RA\(T)z) = 0 (fiir alle f € X',z € X, A € C). Nach Lemma 3.22 b) folgt
daraus Ry(T)x = 0 (fiir alle z € X)), d.h. R\(T") = 0, Widerspruch. O

3.24 Beispiel. Die folgenden Beispiele zeigen, dass fiir unbeschrinkte Operatoren
sehr wohl die Fille o(T) = C und o(T") = ) auftreten konnen.

a) Sei X = C([0,1]) und Tf := f' fiir f € D(T) := C*([0,1]). Dann ist T unbe-
schrankt, da |Tf,|| = n und ||f,.|| = 1 gilt fur f,(t) := ™.

Wir zeigen, dass T' abgeschlossen ist: Sei (f,,)neny € D(T') mit Konvergenzen f,, — f
in X und T'f, = f/ — g in X. Da (f)neny und (f))nen gleichméfig konvergieren,
gilt f € C([0,1]) und f! — f’. Somit ist f € D(T) und g = f' =Tf.

Weil fiir jedes A € C die Funktion f(t) := e in ker(T — \) liegt, gilt gilt o(T) =
o,(T) =C.

b) Sei X := Cy([0,1]) :={f € C([0,1]): f(0) =0} und T'f := f' fiir f € D(T) :=
{f e X: f € X}. Sei A\ € C, und seien f,g € X. Betrachte die Gleichung (7" —
AN f =g, dh. f'—Af =g. Versehen mit der Anfangsbedingung f(0) = 0 hat diese
gewohnliche Differentialgleichung die eindeutige Losung

ft) = e’\t/o e g(s) ds.

Es gilt f/(0) = g(0) + A\f(0) = 0, d.h. f* € X und damit f € D(T). Somit ist
T — X\: D(T) — X bijektiv fiir alle A € C, d.h. p(T") = C.

Der Vergleich von a) und b) zeigt, dass eine kleine Anderung des Grundraums X
das Spektrum eines unbeschrinkten Operators erheblich beeinflussen kann.
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4. Dualrdiume und adjungierte Operatoren

a) Dualrdume und Reflexivitit

4.1 Satz. Seien X normierter Raum und Y Banachraum. Dann ist L(X,Y") Ba-
nachraum. Insbesondere ist X' Banachraum.

Beweis. Nur die Vollstédndigkeit ist nichttrivial. Sei (A, )neny Cauchyfolge in L(X,Y).
Dann ist (A,z),eny Cauchyfolge in YV fiir jedes z € X, wie man sich iiberlegt. Aus
den Analysisvorlesungen ist bekannt, dass Cauchyfolgen in normierten Rdumen be-
schriankte Folgen sind, also existiert ein C' € R mit ||A,| < C fiir jedes n.

Setze Ax :=lim, A,z € Y. Dann ist A offensichtlich linear. Wegen

[Az]ly = lim [[Apzfly, <Tim[[A, ] - flz]lx < Cllz]lx

ist Ae L(X,Y). Da ||[(A — A,)z|y = limy, . ||(Arn — Ay)z ||y, erhalten wir

|A — Al = sup I Jolly = sup lim i olly < lim ||A;, — Ayl
w0 llx a0 M0 [R5 m—oo
<e¢€
fir n > ng, d.h. es gilt A, — Ain L(X,Y). O

4.2 Lemma. Sei X ein normierter Raum. Die Abbildung X — X", x — X mit
TN = Ax) (Me X))

1st linear und isometrisch.

Beweis. Es gilt

(az + By)(A) = Aoz + By) = ad(z) + BA(y) = az(A) + By(A),
d.h. die Abbildung x — 7 ist linear. Weiter ist

12l = sup [FA)] = sup [A@)] < sup [|A]] - flz]lx <[l]x-
A<t IAI<1 [Al<1

Nach Lemma 3.22 existiert zu jedem 2z € X ein Ay € X’ mit [[Ao]ly, = 1 und
Ao(@) = [zl . Damit gilt |[Z]| - = supyyy <1 [A@)] = [Ao(2)] = [l x- =
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4.3 Definition. Ein normierter Raum X heifit reflexiv, falls die kanonische Einbet-
tung X — X" aus Lemma 4.2 surjektiv ist.

4.4 Beispiele. a) Jeder Hilbertraum ist reflexiv nach dem Satz von Riesz.

b) Sei 1 < p < oo und (X, &7, ) ein Mafiraum. Nach einem Satz von Riesz ist die
Abbildung

T L) = (D), (To)(s) = [ Fodu (&)

ein isometrischer Isomorphismus von Banachrdumen. Dabei ist ¢ € (1, 00) definiert
durch p~t 4+ ¢t = 1.

Sei nun A € (LP(u))”. Definiere das Funktional Ay := Ao T € (L%(u))’. Nach dem
Satz von Riesz, angewendet auf den Raum (L%(p))’, existiert genau eine Funktion
h € LP(u), so dass fiir alle g € L9(p) der Wert A1(g) gegeben ist durch

Ai(g) = / g-hdp. (4-2)

Somit gilt fiir jedes A € (LP(u))’

AN) = A(T71N) A=A oT!
- / (1)) - hdp wegen (4-2)
= A(h) wegen (4-1)
= ().

Wir haben gesehen, dass A = h gilt, d.h. dass die Abbildung h +— %, X — X7,
surjektiv ist. Die LP(u)-Raume sind fiir 1 < p < oo also reflexiv.

¢) In der Situation von b) gilt die Isomorphie (Ll(u))/ = L*>(u), aber andererseits
L' (u) (LOO(,u)),, d.h. L*(p) ist nicht reflexiv. Diese Aussage wird nicht bewiesen.

4.5 Definition (Konvergenz von Operatoren). Seien X,Y normierte Raume.
Sei (T} )pen C L(X,Y) und T € L(X,Y).

a) T,, konvergiert gleichméfig oder in der Norm gegen 7', wenn || T,, — T'[| vy — 0.

b) T,, konvergiert stark (in der starken Operatortopologie) gegen 7', wenn gilt
VeeX: |[Thx—Tz||, — 0.

Man schreibt T}, — T.

c¢) T,, konvergiert schwach (in der schwachen Operatortopologie) gegen 7', wenn gilt

Vee XV feY' |f(Twx)— f(Tz)| — 0.
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Man schreibt T, — T.

Man beachte, dass das Symbol T,, — T fiir Operatoren eine doppelte Bedeutung
hat. Im Normalfall versteht man aber die Konvergenz nach Definition 4.5 darunter,
und nicht die Konvergenz , T, — T in L(X,Y)“ gem&B Definition 2.12.

Eine Umgebungssubbasis der 0 € L(X,Y) in der starken Operatortopologie ist
gegeben durch

1
{{TGL(X,Y): Tz, < ﬁ}; v € X, nEN}.

Analog ist eine Umgebungssubbasis der 0 € L(X,Y) in der schwachen Operatorto-
pologie gegeben durch

{{TEL(X,Y): |f(T)] <%}: fey reXx, neN}.

Offensichtlich haben wir

7l — 7 — T

Die Umkehrungen gelten im allgemeinen nicht.

Die wichtigste Anwendung des Begriffs der Reflexivitiat steckt im folgenden Satz,
den wir nicht beweisen werden:

4.6 Satz. Die abgeschlossene Einheitskugel in einem reflexiven Banachraum ist in
der schwachen Topologie kompakt.

Die Konsequenz daraus ist dann: sei (z1,xs,...) eine Folge in einem reflexiven Ba-
nachraum X, und sei C' € R eine Konstante mit ||z,|| < C fiir alle n. Dann existiert
eine Teilfolge (2}, x),...) und ein z € X mit ||z|| < C sodass f(z],) — f(x) fur
jedes f € X'

b) Adjungierte Operatoren in Banachriumen

4.7 Definition und Satz (Adjungierte beschrinkter Operatoren). Seien
X,Y Banachriume und T € L(X,Y). Fiir jedes f € Y wird durch fi(z) := f(Tx)
ein beschrdanktes lineares Funktional f; € X' definiert. Die Abbildung T': Y’ —
X', f f1 heifit (Banachraum-)adjungierter Operator zuT. Es gilt T" € L(Y', X’).
Die Abbildung T — T', L(X,Y) — L(Y', X') ist eine Isometrie.

Wenn wir fir die Anwendung eines Funktionals S € U’ auf ein Element u eine
Banachraums U die alternative Schreibweise (S,u) .. = S(u) vereinbaren, dann
wird die Identitit f(Tx) = fi(x) zu

<f7 Tx)Y’xY = <T/f> x)X’xX‘
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Beweis. Wegen f; = f oT ist die Linearitdt und die Stetigkeit von f; klar. Wegen

|i(@)] = ATl < flly -7 - Nl e X,

ist || fillxr < ITN - 1 flly, d.he [|[T7]] < ||T||. Der Operator 1" ist linear wegen

T'(af + Bg) = (of + Bg)(Tx) = af (Tx) + Byg(Tx).
Ebenso ist die Abbildung 7'+ T” linear.
Zu zeigen ist noch, dass | T|| < ||T7|| gilt. Nach Lemma 3.22 a) existiert zu = € X
ein f, € Y mit || f;]ly» =1 und f,(Tx) = ||Tx||y. Damit ist
1 Tzlly = [fo(T)| = [(T"fo) ()] < NT]] - [l x -

[
4.8 Bemerkung. a) Fir T € L(X,Y) ist 7”7 € L(X",Y"”) und T"|x = T. Denn es

gilt (T"%)(f) = Z(T'f) = (T'f)(z) = f(Tx) = Tz(f). In der alternativen Schreib-
weise lautet diese Rechnung

(T"z, Pyineyr = (7, T/f>X”><X’ =(T'f, ) xiex =TT yiy = <ﬁ, f>

YIIXYI ’

also tatsichlich 7”7 = T fiir jedes x € X, wie behauptet.
b) Falls T € L(X,Y) und S € L(Y, Z), so ist (ST) = T"S’. Denn ((ST)'f)(x) =
f(STz) = (5'f)(Tx) = [T'(S'f)](x), beziehungsweise
<(ST)/f7 x>X’><X - <f7 STJ:>Z’><Z - <S/f? T‘T>Y’><Y - <T/S/f7 x>X’><X?
also (ST)'f =T"S'f fur jedes f € Z'.

¢) Falls T € L(X,Y) invertierbar ist, so gilt (T~') = (7")~'. Dies gilt wegen
(T=YT' = (TT7') =idy = idys und (T(T7Y)) = (T7'T) = idy = idx-.

4.9 Definition (Adjungierte unbeschrinkter Operatoren). Seien X,Y Ba-
nachrdume und 7: X — Y ein linearer dicht definierter Operator (d.h. D(T) = X).
Definiere

D(T"):={feY" 3 fi e X' mit f(Tx) = fi(x) (€ D(T))}
und

T'f:=fi (feD(T)).

Kurz kann man auch schreiben: D(7") = {f € Y': o — f(Tz) € X'}. Die Abbil-
dung T": Y’ — X’ mit Definitionsbereich D(7T”) heifit (Banachraum-)Adjungierte
von 7.
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4.10 Bemerkung. a) T"f ist eindeutig definiert. Denn seien f, fo € X’ mit fi(x) =
f(Tx) = fa(x) (x € D(T)). Da D(T) = X und fi, fo stetig sind, folgt f; = fo auf
ganz X. Aus der Eindeutigkeit von T"f folgt dann auch die Linearitiat von 7".

b) Es gilt (f,g) € G(T") genau dann, wenn g(z) = f(Tz) (x € D(T)).

c¢) Der Operator T” ist abgeschlossen. Denn sei (f,)nen € D(T”) mit Konvergenzen
fo— finY' und T'f,, — ¢ in X'. Dann gilt fiir z € D(T):
f(Tz) = lim f,(Tx) = lim (T'f,)(z) = g(z).

n—oo

Damit haben wir f € D(T") und (f, g) € G(1”) nach b).

c) Adjungierte Operatoren in Hilbertridumen

Hilbertraume sind Spezialfille von Banachrdumen, daher iibertragen sich die obigen
Definitionen auch auf Hilbertraume. Man verwendet aber meistens den Begriff der
Hilbertraum-Adjungierten. Grundlage dafiir ist die Beschreibung des Dualraums
durch den Satz von Riesz (Satz 2.31).

4.11 Definition und Satz. Seien X,Y Hilbertriume, und T € L(X,Y). Dann
existiert zu jedem y € Y genau ein x* € X mit

(Tx,y)y = (x,2") (veX).
Setze T*y = x*. Die Abbildung T* € L(Y,X) heifit (Hilbertraum-)Adjungierte zu
T.

Beweis. Das folgt sofort aus Satz 4.7 und dem Satz von Riesz. Man beachte, dass
die Abbildung aus dem Satz von Riesz

ix: X = X' x— (1)

isometrisch aber konjugiert linear ist. Damit hangen Hilbertraum- und Banachraum-
adjungierte iiber T* = i)_(l o T’ 0 iy zusammen. O

4.12 Definition. Seien X,Y Hilbertraume und 7: X — Y ein linearer dicht defi-
nierter Operator. Definiere

D(T*):={yeY: x— (Tz,y) ist stetiges lineares Funktional auf D(T)}.
Fir y € D(T™) existiert ein eindeutiges z* € X mit
(Ta,y)y = (z,2")x (v € D(T)).
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Definiere 7*: Y — X durch Ty := z* (y € D(T*)). Der Operator T* heifit
(Hilbertraum-)Adjungierte von 7.

4.13 Definition. a) Seien X,Y Hilbertraume und 7" € L(X,Y). Dann heiit T’
unitéar, falls T7T* = idy und T*T = idx gilt.

b) Sei X ein Hilbertraum und 7" ein linearer dicht definierter Operator in X. Dann
heifit T’

(i) selbstadjungiert, falls 7' = T,

)
(ii) normal, falls TT* = T*T,
(iii) wesentlich selbstadjungiert, falls 7" abschlieBbar ist und 7" selbstadjungiert ist,
)

(iv) symmetrisch, falls T C T™ gilt.

Bei dieser Definition ist zu beachten, dass zwei Operatoren genau dann gleich sind,
falls sie gleiche Definitionsbereiche haben und darauf gleiche Werte annehmen.

4.14 Ubungsaufgabe. Sei Z ein Hilbertraum, H ein (nicht notwendig abgeschlos-
sener) Untervektorraum von Z, und U ein unitérer Isomorphismus in Z. Dann ist

U(H*) = (U(H))*

4.15 Lemma. Betrachte in der Situation von Definition 4.12 den unitdren Isomor-
phismus
U:X®Y >YaX, (z,y) — (y,—2).

Dann gilt
G(I") = U(G(T)") = [U(G(D))]*

Beweis. Die zweite Gleichung folgt aus Ubungsaufgabe 4.14. Sei (y,z*) € G(T*),
also y € D(T*) und z* = T™*y. Nach Definition von T* gilt
(Tz,y)y ={z.2%)x (xe€D(T)),
d.h.
0=-— <x>$*>X + <T:B7y>Y = <($a T'I)a (—ZE*, y)>X€BY = <($a Tﬂ?), U_l(yv x*)>X@y .
Beachte dabei, dass U~!(y, z) = (—x,y) gilt. Somit ist U~ (y,z*) € G(T)*, d.h.
(y,2") € U(G(T)").

Das zeigt uns G(T*) C U(G(T)*). Wir priifen schnell nach, dass diese Schlussfolge-
rungskette auch umgekehrt durchlaufen werden kann, was den Beweis vollendet. [
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4.16 Satz. Seien X,Y Hilbertraume und T: X — Y ein dicht definierter linea-
rer Operator. Dann ist T* abgeschlossen. Falls T' abschliefSbar ist, so ist T™* dicht
definiert und T =T.

Beweis. Wegen G(T*) = [U(G(T))]* (siehe Lemma 4.15) ist T* abgeschlossen.
Sei T abschliefbar und y, € D(T*)*. Dann ist

{Yo,9)y =0 (y € D(T7)).

Damit folgt
(0,%), (=2, 9))xey =0 ((y,2) € G(T7)).

Somit ist unter Verwendung von Lemma 4.15 und nach Definition des Abschlusses
(0,90) € [U"HG(T*)]" = G(T)* = G(T) = G(T).

Daher ist yo = T0 = 0, also D(T*) = Y. Wir wenden Lemma 4.15 nun an auf den
adjungierten Operator T*: Y — X und erhalten

G(T) = [UHGT)] = [~ UG(T)] =G(T™).

(Beachte hierbei, dass fiir Abbildungen X — Y bzw. Y — X zwei verschiedene ,,U*
verwendet werden.) Also gilt T** = T. O

4.17 Korollar. Seien X,Y Hilbertrdume und T: X — Y ein dicht definierter und

abschlieffbarer Operator. Dann ist T™* dicht definiert und abgeschlossen, und T™** =T.

4.18 Satz. Seien X,Y Hilbertriume und T: X —'Y ein abgeschlossener und dicht
definierter Operator. Dann qilt

a) R(T)* = R(T)" = ker T™*.
) R(T) = (ker T*)*.
) R(T*)* =kerT.
) R(T*) = (ker T')*.

U
=

3

o

Q.

Beweis. a) Es gilt y € R(T)* genau dann, wenn fiir alle x € D(T) gilt (Tx,y) = 0.
Dies ist aquivalent zu y € D(T*) und T*y = 0, also zu y € ker T™.

b) Nach a) gilt R(T) = (R(T))* = (ker T*)™.

c) Nach Satz 4.16 ist T abgeschlossen, dicht definiert, und es gilt 7** = T". Wende
a) auf T* an und erhalte R(T*)* = ker T** = ker T'.

)
d) Wende b) auf 7* an. O
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4.19 Beispiel. Sei X = L*([0, 1]). Definiere die Operatoren Ty, Ty, T3 durch

D(Ty) :={f:[0,1] — C : f absolutstetig, f' € L*([0,1])},

D(T3) := D(Ty) 0 {f: f(0) = f(1)},

D(T3) == D(T1) n{f: f(0) = f(1) = 0}
und Ty, f = if" (f € D(Iy)) fiir k = 1,2,3. Offensichtlich ist D(7}) dicht in X,
und R(Ty) = X.

Sei f € D(T}) und g € D(Ty). Dann gilt

<ﬂﬁgw=/‘w<><>dx

\—/ )9/ (@) da
=1if(1)g(1) —if(0)g(0) + (f, T1g) -
Damit gilt

<T1f7 g> = <f7 Tlg> fiir f € D(T1)7 g € D(T3)7
<T1f7 g> = <f7 T1g> fiir f?g S D(T2)

Also haben wir D(T1) C D(T3), D(1T3) C D(T*) und D(Tg) C D(T7y).

Sei g € D(Ty) und ¢ := Tt g. Definiere ®(z) := [ ¢(t) dt. Dann ist ® absolutstetig
mit ' = ¢ und ®(0) = 0. Fiir f € D(Tl) g1lt

Auuﬂﬂm:@mm:mwzlfmwmw

z) 0—/01f'(x)q> 2 dz
—/01 ()8 (@) dz

Wihlt man fiir f eine konstante Funktion, so erhélt man ®(1) = 0. Damit gilt

1
| i@ @ =0 (v f e D(T)

d.h. g+i® € R(T})* = X+ = {0}. Also ist g absolutstetig und g(0) = —i®(0) = 0,

g(1) = —i®(1) = 0, d.h. g € D(T3). Es folgt D(17) C D(T3).

Insgesamt haben wir D(T}) = D(13), 179 = T3 (g9 € D(T3)), also T} = Ts.
Genauso zeigt man 73 = T und 75 = T5. Insbesondere folgt, dass 7}, abgeschlossen
ist fiir k= 1,2, 3.
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5. Distributionen und Sobolevriaume

In der Theorie der partiellen Differentialgleichungen ist es oftmals sinnvoll, den Be-
griff der bekannten klassischen Differenzierbarkeit aufzulockern. Dies erméglicht es
etwa, Losungsbegriffe zu definieren, die zwar schwécher sind als bereits bekannte,
trotzdem aber fiir viele Anwendungen ausreichend sind. Die Theorie der Distribu-
tionen stellt nun Begriffsbildungen zur Verfiigung, die es uns im Folgenden erlauben
werden gewisse Sachverhalte elegant zu beschreiben. Insbesondere werden wir in
der Lage sein, der Diracschen ¢-,,Funktion* einen prézisen Sinn zu geben. Dies wie-
derum wird von grofler Wichtigkeit fiir die darauf folgende Potentialtheorie sein.
Zu erwahnen ist, dass der Name ,,Distributionen® von Laurent Schwartz eingefiihrt
wurde.

a) Distributionen

5.1 Definition. Sei G C R? offen.

a) Fiir eine Funktion ¢: G — C heifit supp ¢ := {x € G: p(z) # 0} der Tréger von
©.

b) Die Menge C§°(G) := {¢ € C®(G): suppy C G, supp ¢ kompakt} heifit die
Menge der Testfunktionen auf G (oder die Menge der C*°-Funktionen mit kompak-
tem Tréger). Manchmal sieht man auch die Bezeichnung C°(G) := C3°(G).

¢) Wir schreiben K € G, falls K eine kompakte Teilmenge von G ist. Sei nun
(en)neny C C§°(G), dann definieren wir die Konvergenz wie folgt:

(1) 3K € G: Yn e N: suppyp, C K

Yn o 0= (i1) Yo € N sup |0%p, (x)| — 0 fiir n — oo
zeK

Versieht man den Raum der Testfunktionen mit der zu dieser Konvergenz gehoren-
den Topologie, so schreibt man Z(G). Dies bedeutet, dass C5°(G) mit der feinsten
Topologie ausgestattet wird, fiir die folgendes gilt: eine Folge (¢,)nen C C§°(G)
konvergiert genau dann nach Null, wenn es fiir jede Nullumgebung U ein Ny(U)
gibt, sodass ¢,, € U fiir jedes n > Ny(U).

In obiger Definition wurde die praktische Multiindex-Schreibweise verwendet.

5.2 Definition (Multiindex-Schreibweise). Seien z,¢ € R? und a € NZ. Dann
definieren wir

d
LCf = Z xjéja
7=1
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Fiir f € Cl*l(R?) sei

5.3 Bemerkung. a) Eine Topologie fiir Z(G), zu welcher obiger Konvergenzbegriff
gehort, lasst sich als lokalkonvexe Topologie definieren. Die Definition der zur lokal-
konvexen Topologie zugehorigen Familie von Halbnormen ist jedoch relativ kompli-
ziert, was an Bedingung (i) in obiger Definition liegt.

b) Es existieren ausreichend viele Testfunktionen; ein Beispiel fiir eine Testfunktion
wird in den Ubungen konstruiert. Tatséchlich liegen die Testfunktionen sogar dicht in
LP(G) fiir 1 < p < oo (aber nicht im L*°(G)). Der Beweis dieser Aussage verwendet
etwa den sogenannten Friedrichsschen Glattungsoperator.

Da die Menge der Testfunktionen offensichtlich einen C-Vektorraum bildet, sind
wir in der Lage, die Menge der linearen Funktionale, d.h. der linearen Abbildungen
T: 2(G) — C, zu betrachten. Eine stetige lineare Abbildung heifit eine Distribution
auf G. Dabei entspricht die obige Topologie auf Z(G) der Stetigkeit in folgender
Definition.

5.4 Definition. Z'(G) bezeichnet die Menge aller linearen Abbildungen von Z(G)
nach C, welche (folgen-)stetig sind, d.h.

(i) f: 2(G) — C linear, und
f € 2(Q) <1< (i) fir (gn)nen € 2(G) mit ¢, — 4 0 gilt

flen) — 0 fir n — oo.

2'(G) heiit Menge der Distributionen von G.

5.5 Beispiel (regulire Distributionen). Sei v € Li (G) :={u: G — C: VK C
G, K kompakt: u|x € L'(K)}. Dann definiert

W 96 =R o= lul(e) = [ u@)ela)da
eine Distribution, denn
() [u] ist offensichtlich linear.
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Sei (¢n)nen eine Folge in Z(G) mit ¢, — 4 0 fiir n — oo, dann folgt:

el < [ lupnlde < sy s fon(o)] — 0
G zeK

fiir n — oo und ein passendes K € G. In diesem Zusammenhang spricht
man auch davon, dass [u] eine von u erzeugte Distribution ist. Eine von einer

L}, -Funktion erzeugte Distribution heifit regulire Distribution.

5.6 Beispiel (Dirac-Distribution). Ein Beispiel fiir eine nicht-regulire Distribu-
tion ist die sog. Dirac-Distribution (Diracsche , Deltafunktion®). Sei z¢ € G fest.

(7)
(i)

(iid)

0yt D(G) = C, @ dz(p) := (0)

Linearitat ist klar.

Sei (i )nen eine Folge in Z(G) mit ¢, — 4 0 fiir n — oo, dann folgt:

|5xo(90n)| = |Q0n<a70)| < sup |‘Pn(x)| —0
rzeK

fiir n — oo und ein K € G.

0z, ist nicht regular
Beweis: Sei angenommen, dass ein u € L

2(Q) gilt

1
loc

(G) existiert, so dass fiir alle ¢ €

020 (p) = p(x0) = / u(z)p(x) de.

G

Es gibt nun sicher ein ¢ > 0, so dass B(zg,e) C G und fB(xw) lu(z)|de < 1
gilt. Weiter finden wir eine Testfunktion ¢, fiir die einerseits supp ¢ C B(xg, )
und andererseits Vo € G: ¢(xg) > ¢(x) > 0 sowie p(z) > 0 gilt. Damit ergibt
sich dann aber

(I(J:E)

bus() = plan) = (o) = | [ u@)et@)de] < (o) [ (o]
< (o),

was im Widerspruch zur Annahme steht.

Wie zu Anfang dieses Kapitels bereits erwdhnt wurde, haben wir das Ziel, den
klassischen Ableitungsbegriff aufzulockern oder zu verallgemeinern. Das bedeutet

aber,

dass sich dieser Ableitungsbegriff bei klassisch differenzierbaren Funktionen

nicht von dem klassischen Begriff unterscheiden sollte. Es sei f € C¥(R?) und [f]
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die von f erzeugte regulire Distribution. Offenbar gilt dann fiir alle ¢ € 2(R?) und
alle a € N¢ mit |of < k

o) = [

Rd

(@ Nedu= (=) | forpde = (D[]0

Dies motiviert die folgende

5.7 Definition. Fiir beliebiges f € 2'(G) sei fiir o € Nd
O°f: 2(C)—C, g (-1 (0%).
0°f heifit Ableitung der Distribution f vom Grad |a/.

Es ist klar, dass 0“f € 2'(G) ist, da mit ¢,, — 4 0 auch 0%p,, — 4 0 gilt. Also ist
jede Distribution beliebig oft differenzierbar.

5.8 Beispiele. Sei xp € G C R und

1 x>
hm(@::{ v

0 rzx<ux
fir € G, dann gilt [h,,]" = 0s,-
Ist ¢ € C°(G), so folgt, wenn wir 0.B.d.A. G = (a,b) annehmen:

e 0) == [ (e} 2} do = = [ /() dn = (o) = (i)

o

b) Sobolevriume: Definition und erste Eigenschaften

Im folgenden sei G C R? ein Gebiet und 1 < p < oo.
Fiir eine Distribution v € 2'(G) und einen Multiindex o € N& schreiben wir
0%u € LP(@G),
falls eine Funktion f € LP(G) existiert mit 0%u = [f] in Z'(G). Hier ist [f] wieder
die zu f gehorige regulére Distribution.
5.9 Definition (Sobolevrdume). a) Zu s € Ny definiere
WP(G) :={u e 2'(G): 0ue LP(G) (0<|al <s)}.
Als Norm in W*P(G) definiert man
1/p

[ullweniy = llullsp = 10wl 7p ()
(

0<al<s
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b) Zu s € Ny definiere H*?(G) als die Vervollstindigung von {u € C*(G): ||ull,, s <
oo}. Im Falle p = 2 schreiben wir auch H*(G) statt H*?(G).

¢) Zu s € Ny definiere Hy"(G) als den Abschluss von C§°(G) im Raum H*F(G).

5.10 Bemerkung. a) In der Definition von W*?(G) wird insbesondere u € LP(G)
gefordert. Daher kann man auch schreiben

WP(G) ={u e LP(G): 0% € LP(G) (0<|al <s)}.

b) Die Vervollstandigung eines metrischen Raums kann abstrakt definiert werden. Im
Fall von H*P(G) ist aber wegen |||,y < ||l offensichtlich H*P(G) C LP(G),
d.h. ein Element der abstrakten Vervollstdndigung kann mit einer Funktion in L?(G)
identifiziert werden.

¢) Im Fall p = 2 erhélt man das Skalarprodukt

(U, V)yps(gy = Z (0%, 0°0) 12y -

lo]<s
5.11 Lemma. Die Riume H*?(G) und W*P(G) sind Banachrdiume.

Beweis. Der Raum H*P(G) ist als Vervollstdndigung eines normierten Raumes kon-
struktionsgeméfl ein Banachraum. Sei also (uy,),en € W9P(G) eine Cauchyfolge.
Nach Definition der Norm ist fiir 0 < |a| < s auch (0%u,,)neny C LP(G) eine Cauchy-

-----

Fiir die zugehorigen reguldren Distributionen gilt mit der Holder-Ungleichung fiir
alle p € 2(G)

|[0%un) () = [ual(p)] = /G (0%un — ua)(z)p(x) dz

< [|0%u, — UaHLp(G) : HSOHLq(G) — 0 (n— o0),

wobei % + % = 1 ist. Also gilt

(0°[u) () = (=1)*)(0%0) = lim (1) *[u,)(0%p) = lim [0%u,](p)

n—oo n—oo

= lim [0%un](p) = [ua] ()

fir alle ¢ € Z2(G). Somit ist 0%u = u, in Z'(G), d.h. u € W*P(G).
Es folgt

[un — u“i,p,G < Z 0%, — aOéu”ip(c) — 0 (n— o0),

0<al<s

also haben wir u,, — u in W*?(G), und W*P(@G) ist ein Banachraum. O
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5.12 Lemma. Firl <p < oo und s € Ny gilt

H*?(G) € W*(G).

Beweis. Seiu € H*P(G) und (uy,)nen C C°(G) eine Cauchyfolge bzgl. |-, , 5, welche
gegen u konvergiert. Nach Definition der |-, , ,-Norm gilt wieder 9%u,, — u, mit
Uy € LP(G). Wie im letzten Beweis sieht man 0%u = u, in 2'(G) und damit
u € WP(G). O

Tatséchlich sind die beiden Definitionen von Sobolevrdumen fiir allgemeine Gebiete
dquivalent. Der folgende Satz wurde erst 1964 bewiesen (wihrend die ersten Defini-
tionen bereits 1938 formuliert wurden).

5.13 Satz. Firl <p < oo und s € Ny gilt
Wor(Q) = H2(G).
Beweisskizze. Wir miissen nur noch W*P(G) C H*P(G) zeigen, d.h. zu zeigen ist,

dass C™(G)NH*?(G) dicht in W*?(G) liegt. Unter Verwendung des Friedrichsschen

Glattungsoperators kann man sogar zeigen, dass

{p e C=(G): el pe < oo}

dicht in W*P(G) liegt. Dies geschieht iiber eine kompakte Ausschopfung von G' und
eine zugehorige Partition der Eins. Die Details sind z.B. im Buch von Adams [!]
beschrieben. O]

Die Rdume H*?(G) und W*P(G) sind typische Sobolevraume, benannt nach Sergei
L’vovich Sobolev (6.10.1908 — 3.1.1980). Wir gehen jetzt noch kurz auf den Raum
Hy?(@) ein, wobei wir uns auf p = 2 beschrianken. Im folgenden bezeichne

(u,v), ::/Gu(x)de

das L2-Skalarprodukt. Fiir vektorwertige Abbildungen F,G € L*(G)? := L*(G;C%)
wird ebenfalls die Bezeichnung

(F,G), :/GZFZ(x)mdx

verwendet. Fiir F € C'(G)* war div F = 3.% | 9,,F; die Divergenz.
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Analog zur Definition von W*?(G) betrachtet man

Wy (G) :=={u € HY(G): VF € (L*(@))%, div F € L*(G):
(u,div F), = — (Vu, F), }.

Der Raum W, *(G) verallgemeinert die Bedingung u|se = 0. Ist némlich dG glatt
und u ebenfalls glatt, so kénnen wir zunéchst

Oz/udidex+/ Vufdx:/ u(i, FdS(z)) (FeCY(Q))
G G oG
und somit u|se = 0 schlieBen.

5.14 Satz. Es gilt Hy*(G) = W, 2(G).

Beweis. Schritt 1: H,”(G) ¢ W,*(G):

Zu u € Hy*(G) existiert nach Definition eine Folge (uy)neny € C°(G) mit
u, — u beziiglich der H'*-Norm. Es ergibt sich fiir alle F' € (L*(G))? mit
div F € L2(G):

(u,div F), = lim (u,,div F'), = — lim (Vu,, F), = —(Vu, F),,

n—oo n—oo

d.h. es gilt v € Wy*(G). Hier wurde die Holder-Ungleichung fiir p = 2 in der
Form

| (= up), div F)y | < |lu— unll 2 - [|div F 2
verwendet.
Schritt 2: W,*(G) € Hy*(G):

Zunéichst ist offensichtlich, dass W, *(G) ein Hilbertraum mit dem H'*-Skalar-
produkt ist. Weiter ist nun H,*(G) ein abgeschlossener Unterraum. Wir wer-
den zeigen, dass das orthogonale Komplement

(Ho*(G)) " = {u € Wg™(G): {u,@) oy =0 (9 € Hy*(G))}

nur die Nullfunktion enthélt. Da der Raum W, *(G) in der Form W,?*(G) =
Hy*(G) @ (Hé’%G))l direkt zerlegt werden kann (hierfir benutzen wir die

Abgeschlossenheit von Hy”(G) als Unterraum von W, (@), folgt daraus die
Behauptung.

Sei also u € (Hé’Q(G))L. Offenbar gilt dann fiir alle ¢ € 2(G) € Hy*(G)
(U, )z = (W )y + (Vu, V), = 0.
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Damit gilt
(Alul)(p) = div[Vu(p) = = (Vu, Vo) = (u, ) = [ul(¢) (¢ € 2(G)),
d.h. Au=u € L*(@). Daraus folgt nun wiederum
0 < lull} = (u,u)y = (u, A, = — (Vu, Vu), = ~ | Val* < 0

also u = 0, und das war zu zeigen. O

c) Wichtige Sitze aus der Theorie der Sobolevriume

Die folgenden Ergebnisse aus der Theorie der Sobolevraume werden nicht bewiesen.

5.15 Satz (Sobolevscher Einbettungssatz). Seien s € N, k€ Ny und 1 < p <
0o, und sei G C R? ein C*-Gebiet.

Falls s > % + k, dann gilt
W*(G) = Cy(G).
Insbesondere existiert ein C' > 0, so dass fir alle u € WP(G) die Abschditzung
||u||q’jG) <C ||U||Wsyp(G)
gilt.
5.16 Definition. Seien X und Y normierte Rdume und K: X — Y eine (nicht
unbedingt lineare) Abbildung. Man spricht davon, dass K kompakt ist, falls fiir jede

Folge (,)nen in X, welche dort beschrankt ist, gilt: (Kx,)nen besitzt in Y eine
konvergente Teilfolge.

5.17 Definition. Sei G C R<.

(1) Fiir eine beliebige Indexmenge I sei (U;)ie; eine Uberdeckung von G. Sie heift
lokal-endlich, falls gilt:

Vo € G: Je > 0: #{U;: UyN B(z,e) #0,i € [} < 00

(74) G besitzt die Segmenteigenschaft genau dann, wenn es eine lokal endliche offene
Uberdeckung {U;,i € I} des Randes OG mit

Viel:36eR:VaeU NG Vte (0,1):z+t5€G

gibt.
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5.18 Satz (Rellich—Kondrachov). a) Sei G C R? ein Gebiet. Sei 1 < p < oo
und m € Ny. Dann ist die Einbettung

Wy™h(G) — LP(G)
kompakt.

b) Sei G C RY ein beschrinktes Gebiet, welches die Segmenteigenschaft besitzt. Fiir
1 <p<ooundm e N, ist die Einbettung

WmP(G) — LP(G)
kompakt.

c) Sei G C R™ ein beschrinktes Gebiet, welches die Segmenteigenschaft besitzt. Fiir
1 <p<ooundm €N mit mp > d st die Einbettung

W™ (G) — Cy(@)
kompakt.

Die folgende Ungleichung ist sehr wichtig, um Abschétzungen beweisen zu kénnen.

5.19 Satz (Erste Poincarésche Ungleichung). Es sei G C R? ein Gebiet, wel-
ches in eine Richtung beschrdnkt ist. Dann existiert eine Konstante b > 0 so, dass

lull 2@y < bIVUll 2@y (v € Hy(G)).

Damit ist durch

S 1/2
ulinie = (3 107ulta) )

|af=1

auf H}(G) eine Norm gegeben, welche zur Norm [l gy dquivalent ist.

Beweis. Es sei G ohne Einschrinkung in x4-Richtung beschrankt, d.h. es gelte
Gc{reR" 0<xy<b}

fiir ein b > 0. Wir beweisen die Aussage zunéchst fiir u € Z(G). Offenbar gilt nach
dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung:

Tq
u(z) = / 1 Oqu(zy,...,xq-1,t)dt.
0

Damit konnen wir unter Verwendung der Cauchy-Schwarz-Ungleichung wie folgt
abschétzen:

T4
fu(@)|? < b / au(en, ... a2 dt
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b
< b/ IVu(xy, ... zq4-1,1))* dt.
0

Somit folgt

Tq b
||u||i2 < b/ {/ / \Vu(xl,...,xd_l,t)|2dtdx1--- dxd_l} dxy
0 Rd-1 Jo

<6 ||Vl

und das war zu zeigen. Da 2(G) C H}(G) dicht liegt, folgt die Abschiitzung fiir
beliebige u € Hy(G) durch Approximation in der ||-|| ;1 (g-Norm. O

5.20 Satz (Zweite Poincarésche Ungleichung). Sei G C RY ein beschrinktes
Gebiet mit Segmenteigenschaft. Dann existiert ein ¢ > 0 mit

HWHQScwap@fﬂ[jumw) (we H(G)).

Damit ist durch

) o 1/2
ull g1y = <HVUHL2(G)d + [ (1) 12 | )

eine Norm auf H'(G) gegeben, welche zur Norm H-HHl(G) dquivalent ist.

Beweis. Wir nehmen indirekt an, dass eine Folge (uy)n,ey C H'(G) existiert mit
[tnl 2y = 1 und

1
190l + [ (s D po| < - (€ N),

Nach dem Satz von Rellich-Kondrachov existiert eine Teilfolge (uy)nen, die et-
wa gegen up € L*(G) konvergiert. Wegen ||Vi,||,. — 0 folgt, dass (Un)nen C
H'(G) eine Cauchyfolge ist. Da H'(G) vollstéindig ist, existiert ein uy € H'(G) mit
[t — Woll g1y — 0. Wegen der Eindeutigkeit des Grenzwertes ist ug = Ug. We-
gen (uy,, 1) — 0 folgt (up, 1) = 0. Andererseits gilt Vuy = lim,,_.., Vu,, = 0, also
up = const. Insgesamt folgt also ug = 0, was im Widerspruch zu

ol = lim [ 2 =1

steht. O
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6. Klassische Sitze der Funktionalanalysis

Zu den klassischen Sdtzen der Funktionalanalysis gehtren der Satz von Baire mit
seinen Folgerungen und der Satz von Hahn-Banach. Die Folgerungen aus diesen
Satzen werden von entscheidender Bedeutung fiir die ganze Operatortheorie sein.

Das Prinzip der offenen Abbildung ist eine Folgerung aus dem Satz von Baire und
erlaubt recht schnell wichtige Aussagen iiber das Spektrum unbeschrankter Opera-
toren. Hier werden auch die ersten Begriffe der Operatortheorie studiert, wie etwa
die Abgeschlossenheit eines unbeschrankten Operators.

a) Der Satz von Baire

Sei (X, d) metrischer Raum. Eine Menge A C X heifit nirgends dicht, falls A keine

inneren Punkte enthélt, d.h. A = (). Dies ist dquivalent dazu, dass A keine offene
Kugel enthélt.

6.1 Satz (Bairescher Kategoriensatz). Sei (X,d) ein vollstindiger metrischer
Raum, A, C X abgeschlossen. Falls A := |, oy An eine offene Kugel enthdlt, so
existiert ein ng € N so, dass A,, (schon) eine offene Kugel enthilt.

Beweis. Sei B(zg,r) C A eine offene Kugel. Angenommen, kein A, enthélt eine
offene Kugel (also: jede offene Kugel B(x,¢) ,ragt iiber jedes A, hinaus“), d.h.

VneNVe>0VzeX: (X\A,)NB(x,e) #0.

Dann ist einerseits (X \ A;) N B(xg, ) nichtleer (enthdlt also ein x;), andererseits
offen (als Durchschnitt zweier offener Mengen), also gibt es ein £; € (0,1/2) mit

B(ZL‘l,El) C (X\Al) ﬂB(l’O,’I").

Wiéhle nun im néchsten Schritt erst ein x5 und danach ein eq, sodass B(xq,e2) C
(X \ A2) N B(z1,¢€1) (offen, nicht leer) und 0 < g5 < 7.

Allgemein wéhle 41,541 mit B(2pi1,6n41) C (X \ Apy1) N B(xy,,e,) und 0 <
Enp1 < 27771 Zusitzlich kénnen wir €, so klein wihlen, dal B(x,1,6,41) C
B(zp, Ynen) gilt, mit einer geeigneten Konstanten ~, < 1.

Wegen ¢, — 0 und z,.1 € B(x,,&,) ist (x,)neny Cauchyfolge, d.h. z, — = € X.
Hier verwenden wir, dass X vollstandig ist. Wegen

dz,xz,) = lim  d(xy,,z,) < Ynen <én
——

m—00
<Ynéen falls m>n
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haben wir dann auch z € [ B(xy,&,).
neN

Aber es gilt sowohl

() Ba.en) € (J(X\A4) =X\ A

neN neN

als auch
ﬂ B(xy,e,) C B(w1,61) C B(zo,7) C A.

neN

Somit ist (),cn B(Zn, en) = 0 im Widerspruch zu & € (,cy B(%n, €n)- O

neN

Satz 6.1 heiit aus folgendem Grund Kategoriensatz: Eine Menge A C X heifit von

erster Kategorie (mager) in X, falls A C |J A, mit nirgends dichten Mengen A,
n=1

gilt. Gibt es keine solche Darstellung, heifit A von zweiter Kategorie.

Damit erhalten wir folgende Formulierung des Satzes von Baire: Sei (X, d) vollsténdi-
ger metrischer Raum. Dann ist X von zweiter Kategorie in sich.

6.2 Ubungsaufgabe. Man zeige fiir einen vollstindigen metrischen Raum (X, d):
der Durchschnitt einer abzédhlbaren Familie von dichten offenen Teilmengen von X
ist dicht in X.

6.3 Satz (Prinzip der gleichmifligen Beschrianktheit). Sei (X, d) vollstindi-
ger metrischer Raum, T eine Familie stetiger Abbildungen f: X — K. Die Familie
T sei punktweise gleichmdf$ig beschrinkt, d.h. es gilt

VeeX3Ie, >0V feT: |fz)] <eca
Dann ezistiert eine offene Kugel K und ein ¢ > 0 mit

Vee KV feT: |f(z) <e

Beweis. Die Menge
Ayi={zeX: VfeT:|f(x)| <n}=({ze€X:|f(x)] <n}
feT

ist (als Durchschnitt abgeschlossener Mengen) abgeschlossen. Fiir x € X existiert
nach Voraussetzung ein ¢, > 0 mit |f(z)] < ¢, (f € T), d.h. es existiert eine
natiirliche Zahl n mit € A,. Somit ist X = (J, o An.

Nach dem Satz von Baire existiert ein ny € N und eine offene Kugel K C A,,.
Damit ist |f(x)| <ny (z€ K,feT). O
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6.4 Satz (Satz von Banach—Steinhaus). Sei X Banachraum und Y normierter
Raum. Sei T C L(X,Y) eine punktweise gleichmdfig beschrinkte Familie, d.h. es

gelte
VeeX3de,>0VT eT: ||Tzly <c,.

Dann existiert ein ¢ >0 mit ||T]| <c¢ (T'€T).

Beweis. Definiere 7' := {fr: T € T} als Familie stetiger Abbildungen fr: X —
K durch fr(z) := ||Tz|,. Nach Voraussetzung ist diese Familie 7’ punktweise
gleichméfig beschrankt.

Nach Satz 6.3 existieren B(zg, 7o) und ¢ > 0 mit
Vae Bxg,r) VT €T: [Tzl <(.
Sei nun x € X, ||z|| =1 und 7" € 7. Dann gilt

2 To
Taly = = [ 7(Fr =20+ m)| <
2 4
<2 (el | 2 |,) o=
To 2 Y ~~ Iy To
EB(JT(),T’()) GB(:E(),T())
Somit gilt ||| < ¢ (T € T). O

Fiir eine Anwendung dieses Satzes verweisen wir auf den Beweis von Satz 7.12.
Und eine Variation des Satzes von Banach—Steinhaus ist folgendes Ergebnis, dessen
Beweis sich ideal zum Selbststudium eignet:

6.5 Satz (Satz von Banach—Steinhaus). Seien X, Y Banachrdume. Dann kon-
vergiert eine Folge (T),)neny C L(X,Y) genau dann punktweise gegen eine Abbildung
T e L(X,Y), wenn gilt:

(i) die Folge der Normen ||T,|| ist beschrdnkt,

(ii) die Folge (T,,x)nen konvergiert fiir alle Elemente x einer in X dichten Teil-
menge A.

6.6 Lemma (Offene Abbildung). Seien X und Y normierte Riume, und es sei
T: X — Y linear. Dann ist T eine offene Abbildung (gemdfs Definition 1.1) genau
dann, wenn ein positives 0 existiert mit B(0y,d) C T(B(0x,1)).

Beweis. Lediglich die Riickrichtung ist nicht-trivial. Sei U C X offen und =z € U.
Dann existiert ein ¢ > 0 mit B(x,e) C U. Wegen der Linearitét von 7" ist B(0y, de) C
T(B(0x,e)), nach Verschiebung also auch B(T'z,de) C T(B(z,e)) C T(U), und
somit ist 7'(U) offen in Y. O
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6.7 Satz (Prinzip der offenen Abbildung). Seien X,Y Banachrdiume und T €
L(X,Y).

Dann ist T genau dann eine offene Abbildung, wenn T surjektiv ist.

Beweis. Die Surjektivitét folgt schnell aus der Offenheit: jedes y € Y ist enthalten
in einer passenden offenen Kugel B(0y,r), und diese ist nach Lemma 6.6 enthalten
in T(B(0x, 0)) fur ein geeignetes o.

Es bleibt also die Riickrichtung zu zeigen. Wir fithren einige Schreibweisen ein:

BX) .= B(0x,r) c X,  BY):=B(0y,r) CY.

Schritt 1: Es gibt ein ¢ > 0 mit BY) ¢ T(fo));

hen T (B(X)) Nach dem Satz von Baire ist das

Da T surjektiv ist, gilt Y =
Innere von T(B ) fiir mindestens ein n € N nichtleer, d.h. es existiert ein
g0 > 0 und ein yo € Y mit B(yo,eo) C T(B(X))

Da T surjektiv ist, existiert ein zp € X mit Txg = yo. Es ist B(yo,c0) =
Txo+ Béoy) und damit

BY) c T(BYM) — Ty = T(BYY)) — T,
=T(nBX) = Tzg = T(nBY) — 29) ¢ T(mBX)) = m T7(BY)

fiir ein m € N. Beachte dabei, dass an ) —x9 C mB ) fiir grofles m gilt.
Wir erhalten
BY) <« 1(BXM).

eo/m

Wihle € := go/m.
Schritt 2: Bs gilt 7(B) ¢ 7(B):

Dazuseiy € T(B%X)) und € wie im Schritt 1. Nach Definition des topologischen

Abschluss gibt es ein z; € B(X) mit y — Tz € Bg?)

Nach Schritt 1ist BY) ¢ T(B(X)) Wéhle nun z, € BS? mit y—Taxy —Txy €

/2 1/2
) ~ pepX)y
Bs/4 C T(Bl/4)

Wir erhalten iterativ eine Folge (z,), mit x, € B( QH mit y — Y T, €

BQQE. Nach Wahl der z,, ist x := > ¢ (X)
wegen |lz|| <Y |zl < 2.

Aus der Stetigkeit von T erhalten wir y = > 0, Te; = T(D 2 ;) = Tz €
T(BSY).

x,, absolut konvergent. Es gilt € B,

n=1
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Schritt 3: T ist eine offene Abbildung:

Wir haben B ¢ T(B{Y), also auch BS)) ¢ T(B{")). Nun wende man
Lemma 6.6 an. u

6.8 Korollar. Seien X,Y Banachriume, T: X — Y abgeschlossener linearer Ope-
rator mit Definitionsbereich D(T'). Sei R(T') abgeschlossen. Dann ist T offen als
Abbildung von D(T) nach R(T) (wobei sowohl D(T') als auch R(T) mit der Spurto-
pologie versehen werden).

Also: wenn X undY Banachriume sind, — die Teilmengenbeziehung benennt, und

X Y
J\ J\ (abgeschlossen)
T : D(T)—mar___, R(T)

abgeschlossen

dann st

T (D(T), |1 ) 22— (R(T). | y)

Beweis. Betrachte die Graphennorm ||z||; := [|z||yx + [|Tz|y (= € D(T)).

Dann ist ||-|| eine Norm auf D(7T"), und (D(T), ||-||) ist ein Banachraum (laut Lem-
ma 3.6, da T abgeschlossen ist). Der Operator Tz (D(T), |-[|l7) — R(T), x — Tz,
ist surjektiv per Definition, und er ist beschriankt mit Operatornorm < 1, also ist er
stetig. Der lineare Raum R(T') ist (als abgeschlossener Unterraum des Banachraums
Y') ein Banachraum.

GemiB Satz 6.7 bildet T offene Mengen U in (D(T), |-|[7) auf offene Mengen in
(R(T); [I-lly) ab.

Nun sei U eine offene Teilmenge von (D(T'),||:||y). Dann ist U auch eine offene
Teilmenge von (D(T), ||-||) (wie wir gleich zeigen werden). Also ist dann auch TU =

TU offen in R(T).

Es bleibt zu beweisen, dass U offen in (D(T), ||-||;) ist, wenn U C D(T') offen in
(D(T), |||l ) ist. Sei v € U. Dann existiert ein € > 0, sodass {v € D(T): |[u — vy <
e} C U. Dann gilt aber erst recht {v € D(T): |ju—v||; < e} C U. Das wollten wir
zeigen. O

6.9 Beispiel. Sei X =Y = L?((0,1)), T = 5 mit D(T) = W"((0,1)) und
R(T) =Y. Das Ausstatten von D(T") mit der Spurtopologie bedeutet hier, dass wir
W2((0,1)) mit der L?((0,1))-Norm versehen, was einen normierten Raum ergibt,

der kein Banachraum ist.
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6.10 Satz (Stetigkeit des Inversen). Seien X,Y Banachriume und T: X — Y
ein abgeschlossener linearer Operator mit ker T = {0} und R(T) abgeschlossen.
Dann st T™': R(T) — X stetig.

Also: wenn X und Y Banachrdiume sind und

Y

X
J\ J\ (abgeschlossen)
: D(T) linear, injektiv R(T)

T

abgeschlossen

dann st

T (R(T), |I-|ly) 2" (D(T), || )

stetig

Beweis. Weil T injektiv ist, existiert T-': R(T) — D(T) als lineare Bijektion. Die
Stetigkeit von T! ist per Definition fquivalent zur Offenheit von 7. Nun wende
man Korollar 6.8 an. O

6.11 Beispiel. Wir setzen X =Y = L*((0,1)), und wir wihlen einen Operator
T: X —Y mit D(T) =X gemiB

(Tgo)(t)::/tgp(T)dT, 0<t<1l, ¢pelX.

Offensichtlich ist R(T) = {u € W2((0,1)): u(0) = 0}. Diese Menge besteht wegen
des Sobolevschen Einbettungssatzes aus Funktionen, die auf [0, 1] stetig sind, wes-
halb die Bedingung u(0) = 0 sinnvoll ist. Aus dem Satz von Rellich-Kondrachov
folgt, dass R(T') eine kompakte Teilmenge von Y ist. Aus der Cauchy—Schwarz—
Ungleichung erhalten wir auf elementarem Wege

To()] < VEIel 2oy 0<t<I1,
To(ta) = To(t)] < VIt — tal ol 20,1y » 0<tt <1,

und dies sagt uns, dass T': X — Y ein stetiger Operator ist, also auch abgeschlossen.
Offenkundig ist ker 7' = {0}. Andererseits verrit uns ein Test mit Funktionen u,, €
R(T), gegeben durch u,,(t) :=t", dass T~': (R(T), ||-|ly-) — X nicht stetig sein kann
(siche auch Beispiel 3.2 fiir eine sehr dhnliche Situation). Dann liefert uns der Satz
tiber die Stetigkeit des Inversen, dass R(T") eine nicht-abgeschlossene Teilmenge von
Y ist.

Aus diesem Beispiel erkennen wir, dass der Wertebereich eines linearen stetigen
Operators keine abgeschlossene Teilmenge des Bildraumes sein braucht.
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6.12 Beispiel. Wir wihlen X und T wie im vorigen Beispiel, aber jetzt ist Y =
W2((0,1)). Dann ist immer noch ker T = {0}, und T ist stetig, also abgeschlos-
sen. Man kann zeigen, dass R(7') eine abgeschlossene Teilmenge von Y ist, und
tatséchlich ist 7': (R(T),|||ly) — X stetig. Siehe auch Beispiel 3.2.

6.13 Satz (Satz vom abgeschlossenen Graphen). Seien XY Banachriume,
T: X — Y abgeschlossener linearer Operator. Falls D(T) abgeschlossen ist, so ist
T stetig.

Also: wenn X, Y Banachrdume sind und

X Y
(abgeschlossen)J\ J\
T - D(T) linear R(T)

abgeschlossen
dann ist 4
T: (D(T), |Ilx) = (R(T), |Illy)

stetig

Beweis. Da T abgeschlossen ist, ist G(7') mit ||(x, Tx)||, := ||z| x + |7z, als abge-
schlossener Unterraum von X @Y ein Banachraum. Die Projektion 7 : G(T') — X,
(x,Tx) — =z, ist injektiv und hat Operatornorm < 1, ist also stetig, und damit
ein abgeschlossener linearer Operator. Der Wertebereich R(m;) = D(T) ist abge-
schlossen in X. Nach Satz 6.10 ist 7; ' stetig als Abbildung von (D(T), ||| ) nach
(G(T),||"llg)- Ebenso ist my: G(T') — Y, (x,Tx) +— T, stetig als Abbildung von
(G(T), Il ;) nach (R(T), ||-ly)- Damit ist T = my 0 7r; ' stetig. O

6.14 Korollar. Seien X; = (X, ||-||;) und X3 = (X, ||-||,) Banachrdiume mit
lzlly < cllzll, (=€ X)
fiir eine Konstante ¢ > 0.

Dann sind die Normen ||-||; und |||, dquivalent, d.h. es gibt eine Konstante ¢ > 0
mit ¢ ||zfl, < lzfly <ellzll, (z € X).

Beweis. Satz 6.10, angewandt auf id: (X, |-[|,) — (X, ||-|l,), = — =. O

6.15 Korollar (Satz von Hellinger—Toeplitz). Sei X Hilbertraum und T: X —
X linearer Operator mit D(T) = X und

(Tz,y) = (z,Ty) (z,y € X).

Dann ist T stetig.
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Beweis. Zu zeigen ist die Abgeschlossenheit von G(T') in X @ X.

Sei (z,y) = lim,(x,, Tx,), d.h. x = lim, z,, und y = lim,, Tz, jeweils mit Konver-
genz in [|-|| . Fir z € X gilt

(y,z) = <limTa:n,z> =lim (T'z,, z) = lim (x,,Tz) = <lim xn,Tz> = (z,Tz)
= (Tx,z).

Damit folgt (y — Tz,z) = 0 fir alle z € X. Also ist y — Tz = 0, d.h. (z,y) €
G(T). O

b) Hahn-Banach-Sitze

6.16 Satz (Fortsetzungssatz von Hahn—Banach, reelle Version). Sei X ein
R— Vektorraum und p: X — R konvex, d.h. es gelte

plaz+(1—a)y) < ap(z) + (1 —a)ply) (a€[0,1],z,y € X).
Sei ferner L C X ein linearer Teilraum und \: L — R linear mit

Az) <pla) (x€ L)
Dann existiert ein lineares A: X — R mit Al = X und A(z) < p(x) (x € X).
Beweis.

Schritt 1: Fortsetzung auf L & Rz:

Sei z € X \ L fest gewshlt, und definiere L := span{L,z} = L ® Rz. Wir
setzen jetzt A auf L fort.

Fir y1,y2 € L und «, 8 > 0 beliebig gilt:

BA(y1) + aX(y2) = APy + ayz) = (a+ () - )\( 5 v + « )

a+ [ a+ b2
(07
< (ot (o500 —9) + g+ 52)
< Pp(yr — az) + ap(ys + f2).
Damit erhalten wir
) =l = 02)) < 5 [l + 52) = A(wo) (6-1)
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Wihle

M) mage | sup AW ZPW—az) L P+ 62— Alw)
y1€Ll, a>0 « y2€L, B3>0 5

und definiere Az +y) == pA(z) + My) auf L=L®R - 2.

X ist linear auf L nach Definition, und es gilt

AMpz +y) = pao + Ay) < p(pz +y).

Denn fiir g > 0 gilt nach Wahl von «aq die Abschitzung

P (y2 + B2) = Ay2) + Pov.
Setze nun y, := y und 3 := p. Den Fall ;o < 0 sieht man analog.

Schritt 2: Fortsetzung auf X:

Sei . die Menge aller Abbildungen m: M — R auf einem linearen Unterraum
M D L, welche linear sind und fiir welche gilt m|, = A und m < p|y,.

Durch
my < mey :<— M, C MQ, m2|M1 =Mmy

wird .# partiell geordnet. Sei {my} eine Kette in .#. Deshalb ist dann M :=
U, My, ein linearer Unterraum, und durch

m(z) == my(z) (v € My)

wird eine obere Schranke m € .# der Kette definiert. Nach dem Zornschen
Lemma existiert ein maximales Element A € .Z.

Da A maximal ist, ist A auf ganz X definiert. Sonst existierte nach Schritt 1
eine Fortsetzung auf D(A) ®R -z mit z € X \ D(A). O

6.17 Satz (Hahn-Banach, komplexe Version). Sei X ein C— Vektorraum und
p: X — R eine Abbildung mit

plax + By) < lal p(z) + (6] p(y) (.6 € C mit |af +[5] = 1).

Sei L C X linearer Teilraum und \: L — C sei C-linear mit |\(z)| < p(z) (x € L).
Dann existiert ein C-lineares A: X — C mit Al = X und |A(z)| < p(x) (z € X).

Beweis. Setze ((x) := Re A(z). Dann ist £: X — R eine R-lineare Abbildung mit

l(z) < |Mz)| <p(z) (€ l).
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Weil A C-linear ist, haben wir /(iz) = — Im A(z), und somit ist A(z) = ¢(z) — il(ix).
Setze ¢ nach Satz 6.16 fort zu einem R—linearen £: X — R mit £(z) < p(z) (z €
X). Dann ist

A(z) = L(x) —iL(ix)
R-linear. Wegen

A(iz) = L(ix) —1L(—x) = L(iz) + iL(x) = iA(x)

ist A tatsachlich C-linear.

Fiir 0 := arg A(z) gilt:
IA(z)] = e A(x) = Ae™2) = L(e™x) < p(ez) = p(x).

Hier wurde Re A = £ und A(e ¥2) = |A(z)| € R verwendet. O

6.18 Korollar. Sei X normiert, L C X linearer Teilraum und N € L'. Dann
ezistiert ein A € X' mit ||A|l v, = ||M|, , Ale = A

Beweis. Sei p(z) = [|All - [J«]]. Dann'ist [A(z)] < p(z) (v € L).

Nach Satz 6.17 existiert eine Fortsetzung A mit

A@)| < Ml - [lzll - (z € X),
dh. A e X und ||All < ||Al- Wegen Alp = Nist [|[A]l v = ||l - O
Damit konnen wir nun den Beweis von Lemma 3.22 nachholen.

6.19 Korollar. Sei X normiert, xo € X \ {0} fest. Dann existiert ein A € X' mit
A(zo) = l[zol| und [[Allx, =1.

Beweis. Definiere L := span(zg), A\: L — K, Aaxg) = |af||zo||, und setze nach
Korollar 6.18 fort. [

6.20 Korollar. Sei X normiert, M C X linearer Teilraum und xoy € X. Sei

d := inf -yl > 0.
Jnf lzo — ]|

Dann existiert ein A € X' mit ||A|| =1, A(xg) = d und A|p = 0.
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Beweis. Definiere A auf L := M @ span(zg) durch A(y + axg) := ad. Dann gilt

lad]| |ad]|

Il = sup —ocl = qup 1
ack ||y +azoll  ozaex ||y + azol|
yeM yeM

< |aud| < d d d 1
0#acK | =z + azo| 0#acK |0 — 2|| inf.en [|vo — 2| d
zeM zeM
Die Behauptung folgt nun aus Korollar 6.18. ]

Wir beschliefen unsere Betrachtungen zum Hahn-Banach-Satz mit einigen Uberle-
gungen zu trennenden Hyperebenen. Die dazugehorigen Beweise finden sich in [8].

Wenn X ein algebraischer Vektorraum ist (also evtl. ohne Topologie), M C X ein
Untervektorraum und xy € X, dann heifit die Menge xq+ M eine lineare Mannigfal-
tigkeit. Die algebraische Dimension des Quotientenraumes X /M heifit Kodimension
von M. Wir nennen xy + M eine Hyperebene in X, wenn codim M = 1.

6.21 Lemma. Wenn X ein Vektorraum ist, xo € X, und 0 # X € X*, dann ist
xo + ker A eine Hyperebene durch xqy, und jede Hyperebene durch xg kann in einer
solchen Form geschrieben werden.

Wenn zusdtzlich X normiert ist, dann ist vo+ker A genau dann abgeschlossen, wenn
A stetig ist.

6.22 Satz (Hahn-Banach, Trennungssatz—Version). Sei X ein normierter
Raum, M C X eine nichtleere, abgeschlossene, konvexe Teilmenge, und sei xo €
X \ M. Dann ezistieren ein A € X" und ein d € R mit

ReA(y) < d < Re A(zo)
fiir jedes y € M.

Die Hyperebene {y € X: ReA(y) = glv} trennt also den Punkt xy von der Menge
M, was die Bezeichung des Satzes erklért.

6.23 Bemerkung. Die Sétze von Hahn—Banach liefern uns Aussagen vom Typ
»es gibt geniigend viele Funktionale®. Fiir typische Anwendungen dieses Gedankens
verweisen wir auf die Beweise von Satz 3.23, Lemma 4.2, und Satz 4.7.
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7. Niitzliches iiber das Spektrum

In vielen Anwendungen ist es wichtig, das Spektrum eines Operators gut zu kennen.
So kann man etwa am Spektrum ablesen, ob die Losung einer Differentialgleichung
fiir grofie Zeiten gegen Null konvergiert (Stabilitdt). Es gibt eine ganze Reihe klei-
ner Aussagen iiber das Spektrum, welche bei der Bestimmung des Spektrum helfen
konnen. Am einfachsten (aus der Sicht des Spektrums gesehen) sind selbstadjun-
gierte Operatoren. Zum Gliick sind das auch die Operatoren, welche am haufigsten
vorkommen. Fiir Anwendungen sehr niitzlich ist auch der Begriff des approximativen
Spektrums.

7.1 Lemma. Sei X ein C-Hilbertraum und T € L(X). Dann ist T genau dann
selbstadjungiert, falls (Tx,x) € R gilt fir alle x € X.

Beweis. (i) Sei T'=T*. Dann ist (T'z,z) = (x,Tz) = (Tz,z) € R.
(ii) Seien z,y € X und o € C. Nach Voraussetzung ist

(T(x 4+ ay),z+ ay) = (T(x+ ay),z + ay)
und damit
a(Ty,z) +a(Tz,y) = a(y, Tz) +a(z,Ty).

Fiir « = 1 erhalt man
(Ty,z) + (Tx,y) = (y, Tz) + (z,Ty) .

Fir o« =1 erhalt man

Somit folgt
(Ty,z) = (y,Tx) (z,y € X).
Nach Definition von 7™ gilt also T' = T™. O

7.2 Bemerkung. Sei X Banachraum, Y normierter Raum und 7: X — Y ein
Isomorphismus normierter Réume, d.h. T linear, bijektiv und T, T~! stetig. Dann
ist auch Y ein Banachraum. Denn falls (y,),eny C Y eine Cauchyfolge ist, so auch
(Tp)neny mit x, := T~ ly,. Damit existiert x := lim, z,, € X, und fir y :=Tx € Y
gilt y, — .

Man beachte, dass hier die Linearitit entscheidend ist, vergleiche arctan: R —

(—m/2,7/2).
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7.3 Lemma. Seien X,Y Banachrdume und T: X — Y abgeschlossener linearer
Operator. Dann sind dquivalent:

(i) Es emistiert ein C > 0 mit ||Tx|y > C||z|x (x € D(T)).
(il) T ist injektiv und R(T) ist abgeschlossen.

Beweis. (i)==-(ii). Der Operator T': (D(T), ||||;) — (R(T"),||-|ly-) ist surjektiv per
Definition und offensichtlich injektiv. Weiterhin ist er beschrankt mit Operatornorm
< 1, also stetig. Sein Inverses ist ebenfalls ein beschrénkter Operator, wegen (i).

Also ist T: (D(T'), ||-|7) — (R(T),|||ly-) ein Isomorphismus von normierten Réum-
en. Da (D(T),||-||;) Banachraum ist (denn 7" ist abgeschlossener Operator), ist R(T')
abgeschlossen nach Bemerkung 7.2.

(ii)==(i) folgt direkt aus dem Satz vom stetigen Inversen. O

7.4 Beispiel. Wir wihlen ein beschrinktes Gebiet G C R? mit glattem Rand, und
setzen X =Y = L?*(G). Der Operator T: X — Y sei T'= —/\ + 13 mit Definitions-
bereich D(T) = {u € H*(G): u = 0 auf 0G}. Offenkundig ist T linear, und T ist
auch abgeschlossen (was wir hier nicht beweisen kénnen). Fiir jede Funktion u € X
haben wir dann mit Cauchy—Schwarz und partieller Integration

ITully - lullx = I Tully - llully > Re (T, u) = Re /

(—Au)udx + 13/ uu dx
G

¢
- /G |Vul*dz + 13/G |u)? dz > 13 HuHiQ(G) = 13 ||ul|%

also [|[Tu|ly > 13 ||lul|y. Demnach ist 7" injektiv, und wegen Lemma 7.3 ist dann
R(T') ein abgeschlossener Unterraum von Y. Es ist sogar T' selbstadjungiert (was
wir hier nicht zeigen werden), und demnach R(T)* = kerT* = ker T' = {0}, also
RT)=X=Y.

7.5 Satz (Spektrum selbstadjungierter Operatoren). Sei X ein Hilbertraum
iber dem Korper C und T ein selbstadjungierter linearer (nicht notwendig beschrank-
ter) Operator, mit dichtem Definitionsbereich D(T'). Dann gilt

(i) o(T) C R.
(i) (T =)~ < [ImAI7Y (A€ C\R).

(iii) Fir X € o,(T) ist ker(T' — \) = Nﬁa) (T), d.h. geometrischer und algebraischer
FEigenraum sind identisch.

(iv) Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten sind orthogonal.

(v) o.(T) = 0.
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Beweis. (i) Sei A € C\Rund z € D(T'). Wie in Lemma 7.1 zeigt man Im (T'z, z) = 0.
Dann ist mit Cauchy-Schwarz

T = N)al| - [l = (T = Nz, 2)| 2 [Im (T = A)ar, )| = [TmA] - J|*. (7-1)

Nach Lemma 7.3 ist 7' — A injektiv und R(T — A) abgeschlossen. Weiterhin ist auch
T — X injektiv wegen A € C \ R.

T — ) ist surjektiv, denn mit Satz 4.18 a) haben wir
R(T =) = R(T = X) = ((R(T = A)*)" = (ker(T' = 1)"))" = (ker(T = X))
SUSE
Insgesamt haben wir gezeigt, dass fir A € C\ R der Operator T' — X bijektiv ist.
(ii) Setze y := (T'— A)x in (7-1) und erhalte
lyll = [Tm A~ (T = A) |-

(iii) Die Inklusion ker(T'—\) C Ni“) (T') gilt immer. Sei also z € N ( )\ ker(T'— \)
mit A € R. Dann gilt x € D((T"— \)") und (7" — \)"z = 0 fur ein n > 2, aber
(T'— N)x #0. Wegen T'=T" und A € R ist dann

(T = N el = (T = A", (T = X" 2z) = 0.
Induktiv folgt (T — \)" 2z =0,...,(T — X\)z = 0, Widerspruch.

(iv) Das folgt wie in der linearen Algebra. Seien xq,xs Eigenvektoren zu A\ # Ao
mit A\ 2 € R. Dann gilt

A1 <l’1,$2> = <T$17$2> = <$1,T$2> =X <I17$2>-
Wegen A1 # Ay folgt (zq,x9) = 0.

(v) Angenommen, es existiert ein A € 0,.(7"). Dann ist A € R wegen (i), sowie T — A
injektiv und R(T — \) # X wegen der Definition von o,. Schlieflich ist dann

RT =) = ((R(T = N)*)" = (ker((T — N))* = (ker(T — A)" = {0}t = X
Widerspruch. O

Der folgende Satz wird genauso wie Satz 7.5 bewiesen.

7.6 Satz (Spektrum unitidrer Operatoren). Sei X ein Hilbertraum und T €
L(X) unitir. Dann gilt

(i) o(T) c {N e C: |)\| =1}.

(i) (T =27 < ‘ ] fir |A] # 1.

Die Aussagen (iii)—(v) von Satz 7.5 gelten analog.
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7.7 Beispiel. Sei T ein selbstadjungierter (nicht unbedingt beschrinkter) Operator
in einem Hilbertraum X . Dann heifit U := (T —1)(T+i) ! die Cayley-Transformierte
des Operators T'. Dieser Operator U ist unitér. Die Cayley—Transformation ist um-
kehrbar: sei U € L(X) ein unitarer Operator, fiir den I — U injektiv ist. Dann ist der
Operator T :=i(I + U)(I — U)~! selbstadjungiert mit Definitionsbereich R(I — U),
und seine Cayley—Transfomierte ist wieder gleich U. Der Nutzen dieser Transforma-
tion besteht darin, dass sich einige Aussagen iiber unbeschréinkte selbstadjungierte
Operatoren gewinnen lassen, wenn man ihre Cayley—Transformierten studiert, wel-
che den Vorteil haben, beschrankt zu sein.

7.8 Definition (numerischer Wertebereich). Sei X ein Hilbertraum und 7" €
L(X). Der numerische Wertebereich ist definiert durch

W(T) = {(Tw,z) - [lz] = 1}.

7.9 Lemma. Sei X ein Hilbertraum und T € L(X). Dann gilt o(T) C W(T).

~—

Beweis. Sei A & W(T). Wir wollen zeigen, dass A € p(T). Fiir ||z|| = 1 gilt nun

0 < d:=distO\ W(T) < |\ — (T, 2) | = | (A = T, 2) |
< (T = Naf| - [[=]] = (T = A=

Damit haben wir [[(T"— N)z| > d||z|| (z € X). Also ist nach Lemma 7.3 der
Operator T'— X injektiv und R(T — \) abgeschlossen. Falls T'— A nicht surjektiv ist,
dann existiert ein xg € R(T — \)* mit ||zo| = 1, und es ist

0= (T — Nz, z0) = (Txo, z0) — A,

was im Widerspruch steht zu A ¢ W (T). O

7.10 Lemma (approximative Eigenwerte). Sei X ein Banachraum, und es sei
T: D(T) — X ein abgeschlossener linearer Operator. Die Menge der approximativen
Figenwerte ist definiert als

Tapp(T) :={A € C: I (zn)new C D(T), [lzall =1 ¢ [(T' = Azl — 0}
Dann gilt

0p(T)U o (T) C 0app(T) C o(T).
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Beweis. (i) Sei A € o,pp(T). Falls X € p(T), so wiire (T'— \)™! stetig, d.h. fiir alle
x, € D(T) ist

Dies ist aber ein Widerspruch zur Definition der approximativen Eigenwerte.

(ii) Fiir A € 0,(T) setze x,, := x mit einem normierten Eigenvektor  zum Eigenwert

A

Sei A € o.(T). Dann ist 7" — X injektiv und R(T — \) nicht abgeschlossen. Nach
Lemma 7.3 existiert kein C' > 0 mit |[(7" — A\)z|| > C'||z||. Somit existiert eine Folge
(Zn)nen mit ||z,|| =1 und ||(T — N)z,|| — 0. O

7.11 Lemma. Sei X ein Hilbertraum und T € L(X) selbstadjungiert. Fir m :=
inf =1 (T'z, z) und M := supy, -, (T'r,x) gilt o(T) C [m, M] und m, M € o(T).

Beweis. Die Inklusion o(T) C W(T') C [m, M] gilt nach Lemma 7.9.

Sei (zp)neny C X mit ||z,|| = 1 und (T'z,, z,,) — m. Nach Definition von m ist die
Bilinearform [z, y] := ((T'— m)z,y) positiv semidefinit, und nach Cauchy—Schwarz
(angewandt auf [-,-]) gilt
T = m)zall* = [, (T = m)za] < [2n, 2] (T = m)ay, (T —m)z,]'?
= <<T - m>xn7 xn>1/2 ’ <<T - m>2xn7 (T - m)xn>1/2 —0 (n - 00)7

da (T —m)xp, x,) — 0 und (T —m)%x,, (T —m)x,) beschrinkt ist. Also ist
m € Oapp(T) C o(T"). Genauso zeigt man M € o(T). O

7.12 Definition und Satz. Sei X ein C-Hilbertraum und T € L(X). Fir den
Spektralradius )
I n 1/n
() = inf 177
gilt
lim || 77" = r(T) = max{|A|: A € o(T)}.

Beweis. Schritt 1: eine Hilfsaussage.

Wir zeigen folgende Aussage: Sei (ay)ney € R mit 0 < apypm < apay, fir alle
n,m € N. Dann gilt (a,)"/" — a = inf,(a,)" (n — ).

Um dies zu beweisen, sei € > 0. Wihle N € N mit (ay)"/" < a + ¢ und setze
b(e) := max{ay,...,ay}. Schreibe nun n € N in der Form n = kN + r mit
0 <r < N. Dann gilt

(an)"" = (agn+r) " < (afar)"
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< (a+ )™M = (a+e)(a+e)

= (a+5)<(af8)r)1/n

< a+ 2,

falls n hinreichend grof} ist.
Schritt 2: max{|A[: A € o(T)} < r(T):
Setze a, := ||T"||. Aus der Hilfsaussage folgt 7(T) = lim, .. |T"||"/". Fiir

A > r(T) gilt
)

Damit konvergiert (nach Wurzelkriterium) die Reihe

ORI

Also ist A € p(T'), und somit max{|\|: A € o(T")} < r(T).

Hn |7 (T
= 1i = < 1.
N PY A

lim sup

n—~oo

Schritt 3: max{|A\|: A€ o(T)} > r(T):
Wiihle ein Funktional f € [L(X)] und betrachte die Funktion

F:p(T)—=C, A f((A=T)").

Nach Satz 3.21 ist F eine holomorphe Funktion im Gebiet p(7") C C. Insbe-
sondere ist F holomorph in {\A € C: |A| > r(T)} C p(T), und fiir solche A

1st
o0

PO) =3 A" (T
n=0
eine absolut konvergente Laurentreihe.
Sei ro := max{|A|: A € o(T)} < r(T), und wéhle ein g € C mit |u| > 7.
Dann ist p € p(7T'), und eine Laurentreihe konvergiert aber im gréfiten offenen
Kreisring, in dem die von ihr dargestellte Funktion noch holomorph ist. Daher
konvergiert die obige Reihe an der Stelle p (wegen |u| > ro).

Insbesondere folgt lim,, .o |f(x™""'T™")] = 0. Da f € [L(X)] beliebig war,
konvergiert die Folge (1~ 'T™),en C L(X) in der schwachen Topologie von
L(X) gegen 0.

Die Folge (" 'T™),en ist normbeschriinkt: Fiir jedes f € [L(X)] ist die
Folge

(f(p™" ' T™))pen € C

© Robert Denk und Michael Dreher 21. 06. 2011



70

7. Niitzliches diber das Spektrum

als gegen Null konvergierende Folge beschrénkt, es existiert also eine Konstante
¢y mit
FT) e Toim T,

Wir betten L(X) auf kanonische Weise in den Bidualraum [L(X)]” ein:

T.(f) = f(Tn),  felLX)]

Dann bilden die (fn)neN eine punktweise gleichméflig beschréankte Familie in
[L(X)]" = L([L(X)]’;C). Nach dem Satz von Banach-Steinhaus existiert ein
C' > 0 mit

7. <c.
[L(X))"
Aber es ist ‘ T, oop |70l (x)- Das ist die angekiindigte Normbeschrénkt-
heit.
Damit gilt

n|1/n n 1/n
1T < (Clul™) "™

Da die rechte Seite fiir n — oo gegen |u| konvergiert, folgt
T n|1/n
(T) = Jim 127" < |,

Und weil die Zahl p beliebig mit |p| > ry war, ergibt sich (1) < rq. O

7.13 Satz. Sei X ein C-Hilbertraum und T € L(X) selbstadjungiert. Dann gilt

r(T) = ||T|| = max{|A|: A € o(T)} = sup{{Tx,z) : ||z| = 1}.

Beweis. Es gilt

IT| = suwp |Tz|= sup ((TwTa)"?
zeX, ||z||=1 zeX, ||z||=1
= sup (<T2x, :L‘>)1/2
zeX, ||z||=1
1/2
<7

d.h. |T)|* < ||T?||. Die andere Richtung gilt, da ||-|| submultiplikativ ist. Iterativ
folgt damit [|72"|| = ||T||*" fiir n € N. Damit ist r(T) = lim,_... | 7""™ = |T,
und die Behauptung folgt aus Lemma 7.11 und Satz 7.12. O
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7.14 Bemerkung. a) Fiir nicht selbstadjungierte Operatoren gilt die Aussage von
Satz 7.13 i. allg. nicht, wie man an folgendem Beispiel sieht. Sei X = L?([0,1]) und

(Az)(t) ::/0 x(7) dr.

Der Operator A ist ein Beispiel eines Volterra-Operators. Es gilt o(A) = {0}.

b) Es gibt selbstadjungierte Operatoren, welche keinen Eigenwert besitzen. Betrach-
te dazu wieder X = L%([0,1]) und (Az)(t) := tz(t) (Multiplikationsoperator). Dann
ist 0,(A) = 0.

7.15 Bemerkung. Die meisten obigen Aussagen und Beweise gelten nicht nur fiir
beschrinkte Operatoren in Hilbert- bzw. Banachrdumen, sondern allgemein fiir Ele-
mente von Banachalgebren bzw. C*-Algebren. Die sog. Gelfand—Theorie von C*-
Algebren erméglicht es, einen abstrakten Zugang zu Spektrum und Spektralsatz zu
finden. Hier sollen nur die Definitionen zitiert werden.

7.16 Definition. a) Eine Banachalgebra A ist ein C-Banachraum, auf der eine
bilineare, assoziative Abbildung A x A — A, (x,y) — z oy definiert ist (die
Multiplikation), wobei

lzoyl <zl - Iyl (z,y € A).

Wir schreiben wieder xy := xoy. Die Banachalgebra A heifit kommutativ, falls zy =
yr (z,y € A). Ein Element e € A heifit Einheit von A, fallsze = ex =z (z € A)
und |le]| = 1.

b) Eine Abbildung A — A, z — x* heifit Involution, falls gilt

0) (e+y) =2ty (z,ycA),

(i) (\z)* =Ar* (A€ C,z € A),
(iii) 2 =z (x € A),
(iv) (zy)* =y*a* (x,y € A).
c) Falls A eine Involution mit

lz*z|l = flz|* (2 € A)

besitzt, so heift A eine C*-Algebra. Wegen ||z*||* = ||z™*z*| = ||zz*| = ||=|* ist

diese Involution eine Isometrie auf A. Ein Algebrenhomomorphismus ®: 4 — B von
C*-Algebren heifit ein x-Homomorphismus, falls ®(z*) = (®(z))* (z € A).
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7.17 Bemerkung. Eine Algebra A ist also gleichzeitig ein Vektorraum (A, +, C)
und ein Ring (A, 4, o). Beide Strukturen sind verkniipft iiber die Bilinearitdt von o.

7.18 Beispiele. a) Sei X ein C-Banachraum. Dann sind A = L(X) und A =
K(X) :={T € L(X): T kompakt} nichtkommutative Banachalgebren. Dabei hat
L(X) die Einheit idx, wihrend K (X) nur dann eine Einheit hat (ndmlich ebenfalls
idy), falls X endlich-dimensional ist.

b) Sei T' ein kompakter Hausdorffraum. Dann ist C'(T") eine Banachalgebra mit der
konstanten Funktion 1 als Einheit.

c) Sei (X, A, ) ein Mafiraum. Dann ist L>(u; C) eine Banachalgebra mit der kon-
stanten Funktion 1 als Einheit.

d) Wir statten den Lebesgueraum L!'(R™) mit dem Faltungsprodukt aus,

(s )a)i= [ ule = y)oly)dy (a0 e LR

und erhalten eine kommutative Banachalgebra ohne Einheit.

7.19 Bemerkung. Wir diskutieren noch die Algebren A = L(X) und B = K(X).
Weil die Komposition einer linearen stetigen Abbildung mit einer linearen kompak-
ten Abbildung wieder eine lineare kompakte Abbildung ergibt, ist B nicht nur ein
Unterring von A, sondern sogar ein Ideal. Wir statten die Vektorrdume 4 und B
wie iiblich mit der Operatornorm aus. Dann kann man zeigen, dass B nicht nur ein
Untervektorraum von A ist, sondern sogar ein abgeschlossener Teilraum.

Aus der Algebra ist bekannt, dass dann der Quotientenring C = A/B wieder ein Ring
ist. Und aus Satz 2.17 folgt, dass C ein Banachraum ist. Also ist C eine Banachal-
gebra, die sogenannte Calkin—Algebra, die in der Theorie der Fredholmoperatoren
eine wichtige Rolle spielt.
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8. Der Spektralsatz fiir selbstadjungierte
beschrinkte Operatoren

Der Spektralsatz ist einer der wichtigsten Sétze der Operatortheorie. Es handelt
sich dabei um eine Verallgemeinerung des bekannten Satzes aus der Linearen Alge-
bra, nach welchem selbstadjungierte Matrizen orthogonal diagonalisierbar sind, also
zunéchst einmal um eine Strukturaussage. Diese Darstellung linearer selbstadjun-
gierter Operatoren kann nun verwendet werden, um etwa Funktionen von Operato-
ren zu definieren, was wichtige Anwendungen z.B. fiir partielle Differentialgleichun-
gen besitzt. Man erhélt einen Funktionalkalkiil fiir Operatoren.

Tatséchlich kann man stetige Funktionen von Operatoren auf relativ einfache Weise
definieren, indem man die Dichtheit der Polynome im Raum der stetigen Funktionen
ausniitzt. Polynomiale Abbildungen von Operatoren sind in natiirlicher Weise defi-
niert. Ein entscheidender Schritt auf dem Weg zum Spektralsatz liegt nun darin, den
stetigen Funktionalkalkiil zu einem messbaren Funktionalkalkiil auszudehnen. Dies
ist moglich, indem ein Satz von Riesz zur Darstellung des Dualraums der stetigen
Funktionen verwendet wird. Der messbare Funktionalkalkiil erlaubt es uns schlief3-
lich, charakteristische Funktionen von Operatoren zu betrachten, was zur Definition
und Darstellung des Spektralmafles fiihrt. Insgesamt erhélt man eine Darstellung
eines selbstadjungierten Operators als Integral iiber eine skalarwertige Funktion,
wobei das Maf3 selbst operatorwertig ist.

Eine Erinnerung an die lineare Algebra soll die allgemeine Strategie illustrieren.

Sei H = C" als C-Hilbertraum, und sei A € C"*" eine Matrix, und 7" € L(H) der
von A erzeugte lineare Operator. Wegen dim H < oo ist dieser automatisch stetig.

Wenn A selbstadjungiert ist, dann existiert eine ONB (uy, .. ., u,) von Eigenvektoren
zu A:

Auj = Ajuj, N eR, lyll =1, wu; =0 (5 # k).
Wir stellen die Spaltenvektoren uq, ..., u, zu einer Matrix S zusammen und haben
dann

AS = SA, A = diag(Ag, ..., An)-

Die Orthonormalitéit der Familie (uq, ..., u,) wird dann zu S*S = I,,, und somit ist
A=SAS™H = SAST =" Nujul. (8-1)
j=1

Das Produkt wjuj ist eine Matrix, und die von ihr erzeugte Abbildung ist eine

orthogonale Projektion von H = C" auf den eindimensionalen Unterraum span(u;).

Das Spektrum von 7' besteht genau aus den Eigenwerten von A, und die Eigen-
vektoren zu einem Eigenwert A\ von A bilden ker(7T" — X), also kénnen wir (8-1)
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umschreiben zu

T= Y AP, (8-2)

Aeo(T)

und P, ist der orthogonale Projektor von H auf ker(7' — \), wenn A € (7). Die
Projektion Py lisst Vektoren in ker(T — \) unveréindert, also P; = Py fiir A € o(T).
Eigenrdume zu unterschiedlichen Eigenwerten stehen aufeinander senkrecht, also
PP, =0 wenn A\, € o(T) mit A # p. Und es gibt geniigend viele Eigenvektoren,
um H aufzuspannen, also

idy = Z P bzw. I, = iu]uj
j=1

Xeo(T)

Bei Betrachtung von (8-2) und

idyg = Z 1Py (8-3)

Xeo(T)

fallen jeweils drei Bausteine auf den rechten Seiten auf: zuerst wird der abzubildende
Vektor aus H mittels der Projektoren P, in diverse Bestandteile zerlegt. Dann wirkt
auf jeden Bestandteil eine skalare Multiplikation, und zum Schluss werden diese
Zwischenergebnisse wieder zusammenaddiert.

Wenn nun f = f(z): C — C ein Polynom ist oder eine ganze analytische Funktion
wie z.B. exp, dann ist

F(T) =Y fAPy

Aeo(T)
wie aus der Vorlesung iiber gewthnliche Differentialgleichungen bekannt.

Das Ziel dieses Kapitels wird es sein, eine vergleichbare Darstellung von f(7') zu
erzielen, fiir einen beliebigen beschrénkten selbstadjungierten Operator 7' in einem
allgemeinen Hilbertraum, fiir beliebige stetige (oder auch nur messbare) Funktionen
f. Dann wird o(T") nicht mehr aus endlich vielen Punkten bestehen, sondern evtl.
auch einen Anteil des stetigen Spektrums haben. Haufig enthélt das stetige Spek-
trum eines selbstadjungierten Operators Intervalle aus R (deshalb wird das stetige
Spektrum auch kontinuierliches Spektrum genannt), sodass die Summation ) \eo(T)
zu ersetzen sein wird durch ein noch geeignet zu definierendes Integral.

Und fiir die Anwendungen noch interessanter ist der Fall eines selbstadjungierten
Operators T', der nicht mehr als beschrénkt vorausgesetzt wird.

a) Stetiger und messbarer Funktionalkalkiil
Ab jetzt sei stets H ein C-Hilbertraum.
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Wir wollen im folgenden Funktionen f(7') eines selbstadjungierten Operators T €
L(H) definieren. Die Definition ist noch klar, falls f ein Polynom ist: Fiir f(t) =
ij:o apt"™ mit a,, € C ist

f(T):=> a,T" (8-4)

(mit 7° := idg). Dieser sog. Funktionalkalkiil kann mit Hilfe des Satzes von Wei-
erstrafl eindeutig auf stetige Funktionen ausgeweitet werden, wie wir spéater sehen
werden. Zunéchst eine Version eines Spektralabbildungssatzes.

8.1 Lemma. Sei T' € L(H) ein Operator (nicht unbedingt selbstadjungiert), und
fir ein Polynom f (vom Grad > 1) sei f(T') durch (8-4) definiert. Dann gilt

o(J(T) = [(o(T)( = {f(N): A€ a(T)}).

Beweis. Schritt 1: o(f(T)) C f(o(T))
Sei p € o(f(T)). Wir faktorisieren

N

&) =p=pn-TJt=7),  Bny#0,

i=1

und erhalten f(T) — pu = By - [Toey (T — 7). Falls ~; € p(T) fiir jedes 4 glte,
so wire f(T) — p bijektiv, d.h. also p € p(f(T)), was nicht sein kann. Also
existiert ein ig, fiir das 7' — ;, nicht bijektiv ist. Das heifit aber ~,;, € o(T).

Wegen f(7i,) — p = 0 folgt p € f(o(T)).
Schritt 2: f(o(T)) C o(f(T))
Sei nun pu € f(o(T)), d.h. es ist p = f() mit einem v € o(7T). Dann folgt
f(v) =p=0,dh _
JO) =p= (=21

mit einem Polynom fvon Grad gleich N — 1. Also gilt

) = p= (T =)f(T) = f(T)T =)

Da~y € o(T), ist T —~ nicht surjektiv und damit auch f(7') — p nicht surjektiv,
oder es ist T' — v nicht injektiv und damit f(7") — p nicht injektiv. In beiden
Féllen folgt p € o(f(T)). U

Im folgenden sei 1 die konstante Funktion 1 und

P(o(T)) == {f € C(o(T)): 3 Polynom f mit fi,) = f}.
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8.2 Definition und Satz (Stetiger Funktionalkalkiil). Sei T € L(H) selbstad-
gungiert. Dann existiert genau ein stetiger Homomorphismus von C*-Algebren

&: C(o(T)) — L(H)

mit ®(idg(ry) = T und ®(1) = idy. Die Abbildung ® heifit der stetige Funktional-
kalkiil von T'. Wir schreiben f(T) := ®(f) (f € C(a(T))).

Beweis. Schritt 1: P(o(T)) ist dicht in C(o(T)):

Da T = T* € L(H), existiert ein Intervall [m, M] D o(T). Zu f € C(o(T))
existiert nach dem Erweiterungslemma von Tietze (Satz 1.5) eine stetige Fort-

setzung f € C([m, M]), denn o(T) ist abgeschlossen. Nach dem Satz von
Weierstra$ liegen die Polynome dicht in C([m, M]) und damit auch dicht in
C(a(T)).

Schritt 2: ¢ ist eindeutig:

Da & stetig sein soll, ist ® durch die Werte auf der Menge P(o(7')) bereits
festgelegt. Wegen ®(fg) = ®(f)®(g) ist ® bereits durch die Werte ®(idy (1))
und ®(1) eindeutig bestimmt.

Schritt 3: ® existiert:

Fiir ein Polynom f € P(o(T)), f: t Z;.V:O c;t?, setze O(f) = ;V:Oc T7.

J
Dannist &: P(o(T)) — L(H) linear, multiplikativ und erfillt ®(f) = (®(f))
Wir zeigen, dass ® stetig ist. Fiir f € P(o(T)) ist

2y = 12U Ry = RN oy L(H) ist C*-Algebra
=sup{|\|: A € o(®(ff))} Satz 7.13
= sup{(FH)N): A € (T} Lemma 8.1
= AZB(F;) [FVP = ||f||i°°(0'(T)) :

Somit ist ® eine Isometrie auf P(o(T")), und es existiert eine eindeutige (wieder
isometrische) stetige Fortsetzung auf C(o(T")). Diese Fortsetzung ist wieder
linear, multiplikativ und erfiillt ®(f) = ®(f)*. Zum Beispiel kann man die
letzte Eigenschaft folgendermaflen zeigen: Falls f der Limes von Polynomen

fn ist, so gilt
o(F) = ®( 1im F,) = lim 0(F,) = lim 0(f,)"
= [lim @(f,)]" = @(lim 7,)* = B(f)" .

n—oo
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Bevor wir Eigenschaften dieses Kalkiils zeigen kénnen, brauchen wir noch ein kleines
Hilfsergebnis.

8.3 Lemma. Beschrinkte normale Operatoren haben kein Restspektrum.

Beweis. Sei A € 0,(T) fur einen beschréankten Operator T € L(H) mit T*T = TT*.
Also ist T'— X injektiv und R(T — A\) # H. Dann haben wir

{0} # (R(T = \))* = ker(T" = N),

also A € 0,(T*), und es gibt einen Eigenvektor x zum Eigenwert A von T*. Setze
y = (T — X)x. Dann ist einerseits y € R(T — \), und andererseits ist

(T* = Ny = (T* = \(T — Na = (T = \)(T* — Nz =0,

weil 7' normal ist. Also haben wir y € ker(T* — \) = (R(T — \))*. Zusammen mit
y € R(T — \) ergibt dies y = 0, also ist A € 0,(7T"), im Gegensatz zur Annahme
A€o (T). O

8.4 Satz (Eigenschaften des Funktionalkalkiils). Sei T € L(H) ein selbstad-
gungierter Operator.

a) Der Funktionalkalkil C(o(T)) — L(H), f — f(T), ist isometrisch, das heifst
(D) ey = 1l oo oy - Die Menge {f(T): f € C(o(T))} C L(H) ist kommuta-
tive Unteralgebra. Der Operator f(T') ist normal.

b) (Spektralabbildungssatz). Es ist o(f(T)) = f(o(T)).

c) Bs ist (f(T))* = f(T) genau dann, wenn f = f.

d) Falls Tx = Az, so ist f(T)x = f(N)z fir f € C(o(T)).

e) Falls f >0, soist f(T) >0 (<= VYaxe H: (z, f(T)x) >0).

Beweis. Teil a): Die Isometrie wurde bereits im Beweis von Satz 8.2 gezeigt (fiir
Polynome, welche dicht liegen). Die anderen beiden Behauptungen folgen aus
Satz 8.2.

Teil b), Schritt 1: wenn u & f(o(7)), dann p & o(f(7T)):
Falls u & f(o(T)), dann ist g := ﬁ € C(o(T)), und somit

g f(T) —p) =2(g) o @(f — ) = (g (f — ) = P(Lo(1)) = idp .

Genauso folgt (f(T) — u)g(T) = idy. Also ist pu € p(f(T)).
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Teil b), Schritt 2: wenn u € f(o(7T)), dann p € o(f(7)):

Seinun pu € f(o(T)), d.h. es gibt ein A € o(T") mit p = f(\). Wihle Polynome
gn € P(o(T)) mit [|f _gnHLOO(o(T)) < 1/n (und damit [|f(T') — gn(T>||L(H) <
1/n). Nach Lemma 8.1 ist ¢,(\) € 0(gn(T)). Es ist g,(7T") ein normaler Ope-
rator, der also kein Restspektrum hat. Dann ist o(g,(7)) = 0,(g.(T)) U
0c(gn(T)) = Oapp(gn(T)), d.h. es existiert eine Folge (zpm)meny C H mit
|Znml =1 und [[(gn(T) — gn(A))Znm|| < 1/m. Somit ist

IFT) = SO nall < ) = galT)nall + N0 (T) = g0
o) = Ol < 2

dh. f(A) € oupp(F(T)) C o(£(T)).

Teil ¢): Wenn nun f = f, dann ist (f(7))* = (®(f))* = ®(f) = ®(f) = f(T).
Und wenn andererseits (f(7"))* = f(T'), dann ist f(7") selbstadjungiert, also
R D o(f(T)) = f(o(T)) wegen Teil b), also nimmt f auf o(7T') nur reelle Werte

Teil d): Dies ist klar fiir Polynome und folgt fiir allgemeine Funktionen durch Ap-
proximation.

Teil e):
Wir haben 0 < f = ¢? mit g € C(o(T)), g > 0. Dann ist
= (¢*(T)z,x) = ||g(T)x|* > 0,

wobei die Selbstadjungiertheit von g(7") ausgenutzt wurde. O

Der stetige Funktionalkalkiil liefert uns z.B. die Resolvente Ry(T) := (T — \)™! =
f(T) mit f(t) := & € C(o(T)) fiir A € p(T). Aber eine gute Beschreibung von
T erhilt man erst iiber Mafle, und dafiir brauchen wir noch die charakteristischen
Funktionen von 7', z.B. x(4,5(T). Dazu reicht der stetige Funktionalkalkiil nicht aus,
wir benétigen eine messbare Version.

8.5 Lemma (Stetige Bilinearformen). Sei H Hilbertraum, B: H x H — K mit
(i) 2 — B(z,y) linear (y € H),

(i) y — B(z,y) konjugiert linear (x € H),

(iii) [B(z,y)| < C izl -yl (2,y € H).

Dann existiert genau ein T € L(H) mit

B(z,y) = (z,Ty) (z,y € H).
Dabei ist ||T ;) die kleinste Konstante C, fir die (iii) gilt.
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Beweis. Da x — B(x,y) stetig und linear ist, existiert nach Riesz genau ein y mit
B(z,y) = (x,y). Setze Ty :=7y. Es ist
<$a a1y + Oézy2> = B(z,1y1 + aayz) = @1 B(x, y1) + @2 B(7, y2)
=@y (7, 71) + Q2 (7, 92) = (T, 11 + Qo) -
Also ist T linear.

Wegen Eigenschaft (iii) ist T stetig: | Ty|*> = B(Ty,y) < C - ||Ty| - |lyll, d.h.
17| < C. O

8.6 Definition. a) Sei (X, .«7) ein Messraum. Eine Abbildung p: &7 — R heift ein
signiertes’ MaB, falls fiir jede Folge paarweise disjunkter Mengen (A, ),eny C & gilt:

W(Ua) =t

wobei wir hier verlangen, dass die (unbedingt konvergente) Reihe fiir jede Folge von
disjunkten A, einen endlichen Wert liefert.

MaBe p: &/ — C mit dieser Eigenschaft heilen komplexe Mafle. Die Menge aller
K-wertigen (also signierten bzw. komplexen) Mafle wird mit M (X, <) bezeichnet.
Falls X ein topologischer Raum mit der von der Familie der in X offenen Mengen
erzeugten Borel-o-Algebra Z(X) ist, so schreibt man M (X) := M (X, #(X)).

b) Zu p € M(X, /) definiert man die Variation (das Variationsmaf) || durch
l(A) = sup 3 |u(E)],
Zz Eez

wobei das Supremum {iber alle Zerlegungen Z von A in endlich viele paarweise
disjunkte Mengen aus o7 gebildet wird. Die Totalvariation oder Variationsnorm von
p ist definiert durch [|pl],, = |p[(X).

8.7 Bemerkung. Man kann zeigen, dass |u| ein endliches (positives) Maf auf .o
ist. Es gilt ferner: M (X, .o7), versehen mit der Variationsnorm, ist ein Banachraum.
Beweise finden sich z.B. in [14].

8.8 Satz (Rieszscher Darstellungssatz). Sei X ein kompakter topologischer
Raum. Dann ist die Abbildung

T: M(X) — C(X), p— Tu mit (Tu)(f) ::/deu

ein isometrischer Isomorphismus von Banachrdumen.

1Signum=Vorzeichen; das Maf einer Menge darf jetzt also auch negativ sein
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Dieser Satz wird hier nicht bewiesen, siche z.B. [11].

8.9 Definition (Punktweise und gleichmiflig beschrinkte Konvergenz).
Sei X C C kompakt und nichtleer, und sei B(X) der Raum der auf X beschrinkten
messbaren Funktionen. Eine Folge (f,)neny € B(X) heifit punktweise und gleich-
méBig beschrankt konvergent gegen ein f € B(X), wenn f, — f (n — 0)
punktweise gilt, sowie sup,, || fol oo (x) < 00

8.10 Lemma. Sei X C C kompakt und nichtleer, sowie C(X) C U C B(X).
Es sei U abgeschlossen bzgl. punktweiser und gleichmdf$ig beschrinkter Konvergenz,
d.h. falls (fp)nen C U punktweise und gleichmdfig beschrinkt gegen f € B(X)
konvergiert, so folgt f € U. Dann gilt bereits U = B(X).

Beweis. (a) Sei V' der Durchschnitt aller Mengen S mit C'(X) C S C B(X), welche
abgeschlossen sind bzgl. punktweiser und gleichméfig beschrankter Konvergenz. Wir
werden zeigen, dass V' = B(X) gilt, damit folgt auch U = B(X). Wegen C(X) C S
fiir alle genannten S ist offensichtlich C(X) C V.

Wir zeigen, dass V ein Vektorraum ist. Sei zunéchst f € C(X) fest. Dann gelten
fur Vy :== {h € B(X): f + h € V} die Eigenschaften C(X) C Vj, und V} ist
abgeschlossen bzgl. obiger Konvergenz. Damit folgt V; D V.

Fiir jedes g € V und jedes f € C(X) gilt also g € V}, d.h. f 4+ g € V. Damit ist
V, D C(X), und da V, ebenfalls abgeschlossen ist bzgl. obiger Konvergenz, folgt
Vy D V. Insgesamt erhalten wir f + g € V fiir alle f,g € V. Genauso zeigt man,
dass V' bzgl. Skalarmultiplikation abgeschlossen ist.

(b) Wir zeigen, dass V = B(X) gilt: Da die Stufenfunktionen im Raum B(X) der
beschriankten messbaren Funktionen dicht liegen (im Sinne der punktweisen und
gleichméBig beschriankten Konvergenz), reicht es zu zeigen, dass jede Stufenfunk-
tion in V enthalten ist. Und dafiir wiederum reicht es zu zeigen, dass jede cha-
rakteristische Funktion einer messbaren Menge in V' enthalten ist, denn V' ist ein
Vektorraum. Dazu zeigen wir, dass jede charakteristische Funktion durch stetige
Funktionen approximiert werden kann.

Sei also A(X) die o-Algebra der Borelmengen von X und

F={Ae B(X): xaeV}

Falls A offen ist, existiert eine Folge (f)neny C C(X) mit 0 < f,, <1 und f,(t) —
xa(t) (n — oo) fiir alle t € X. Wegen der Abgeschlossenheit von V' unter der
obigen Konvergenz sind also alle offenen Mengen in .% enthalten, insbesondere auch

X.

Wir zeigen, dass folgende Aussagen gelten:
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(i) Falls A, B € % mit A C B, soist auch B\ A € .#. Denn es gilt xp\4 = XB— X4,
und da V' ein Vektorraum ist, folgt xp\a € V.

(ii) Seien (Ay)nen C F paarweise disjunkt. Dann ist auch A := |, oy An € -#. Denn
es gilt xa = Y7, XA, d-h. x4 ist punktweiser Limes einer gleichméBig beschrénkten
Folge von Funktionen in V' und damit selbst in V.

Die Eigenschaften (i) und (ii) sagen, dass .# ein Dynkinsystem? ist. Dieses enthélt
die in X offenen Teilmengen. Sei nun Z das System dieser offenen Teilmengen.
Dann ist

TS NY)=0(%) = B(X)> Z,

woraus sich F = Z(X) ergibt. Also liegt jede Stufenfunktion in V| was zu zeigen
war. B

8.11 Satz (Messbarer Funktionalkalkiil). SeiT € L(H) selbstadjungiert. Dann
gibt es genau eine Abbildung ®: B(o(T)) — L(H) mit

(i) ®(ide(ry)) =T, ®(1) =idy.
(ii) @ ist ein stetiger x-Homomorphismus von C*-Algebren, und es ist || ®(f)||p) <

1 oo (o (7)) -
(iii) Sei (fn)nen C B(a(T')) mit sup,, || full;« < 00 und f,(t) — f(t) (t € o(T)).
Dann folgt {®(fu)x,y) — (®(f)z,y) (z.y € H).

Beweis. Wir reservieren fiir die Dauer diese Beweises die Schreibweise f(T') fiir
stetige f; fiir messbare beschrénkte Funktionen f schreiben wir hingegen ®(f).

Schritt 1: Eindeutigkeit von &:

Durch (i)—(ii) wird ®(f) fir f € C(o(T)) bereits festgelegt (siche Satz 8.2).
Nach (iii) ist ® eindeutig bestimmt fiir alle Funktionen, welche punktweiser

Limes von stetigen Funktionen sind. Nach Lemma 8.10 ist dies aber schon
B(o(T)).

Schritt 2: Konstruktion von &:

2 Ein Dynkinsystem & ist eine Teilmenge der Potenzmenge von X mit folgenden Eigenschaften:
e 09,
e wenn A € 2, dann auch X \ A € 2,
o wenn (A, )nen C Z fiir paarweise disjunkte A,,, dann auch U,enA4, € 2.

Entscheidend ist: wenn 2 ein System von Teilmengen von X ist, sodass die Bildung endlicher
Durchschnitte aus £ nicht herausfiihrt, dann ist das von £ erzeugte Dynkinsystem 2(%) gleich
der von & erzeugten o—Algebra o(Z).
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Seien x,y € H. Dann definiert
loy: C(o(T)) = C, fr=(f(T)z,y)
eine stetige Linearform. Dabei ist die Linearitédt klar, die Stetigkeit folgt aus

ey (N < WD)l - N1yl = W1 oo oy - 2l Nl

Hier wurde der stetige Funktionalkalkiil Satz 8.4 verwendet. Nach dem Riesz-
schen Darstellungssatz 8.8 existiert ein komplexes Maf ji,, € M(o(T')) mit

<ﬂﬂ%m=/ iy (f € Clo(T)) (8:5)

o(T)

Ebentfalls nach Satz 8.8 gilt [|1ay[ 5 = [[Coyl ooy < Izl - [[y]l- Die rechte
Seite ist aber nicht nur fiir stetige f, sondern auch fiir beschrankte messbare
f € B(o(T)) definiert. Fiir f € B(o(T)) betrachte also die Abbildung

@ [ fduy,
o(T)
Diese Abbildung ist bilinear, und wegen

)fd,ua:,y < HfHLOO(o(T)) : ||Mw,y||M < ||f||L°°(cr(T)) ][ -yl

‘ o(T
auch stetig. Nach Lemma 8.5 iiber stetige Bilinearformen existiert also ein
eindeutiger Operator ®(f) € L(H) mit [[®(f)[| ) < |/l und

@)= [ Flne et (5-6)
o(T

Schritt 3: ®: B(o(T)) — L(H) ist stetige lineare Abbildung mit (i):

Die Linearitat von ® folgt aus (8-6), denn dort ist die rechte Seite in f linear.
Die Stetigkeit ergibt sich aus [[®(f)[| ;) < |/l und Satz 2.6. Weil &(f) =
f(T) fiir stetige f gilt, haben wir auch 81)

Schritt 4: ¢ erfillt (iii):

Nach dem Satz iiber majorisierte Konvergenz folgt
<(I)(fn)x>y> = / fn d“x,y — / fd,ux,y = <q)(f)x,y> y
o(T) o(T)

wenn die Folge (f,)nen punktweise und gleichméfiig beschrankt nach f kon-
vergiert.
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Schritt 5: ¢ ist ein C*-Algebren-Homomorphismus:
Sei g € C(o(T)) fest. Setze

Ug:={f € B(a(T)): ®(fg) = (f)®(9)}-

Nach Satz 8.4 gilt C'(o(T")) C U,. Wir zeigen, dass U, bzgl. punktweiser und
gleichméfig beschrénkter Konvergenz abgeschlossen ist. Seien f, € U, mit
sup,, || full o« < 00 und f = lim,, f, punktweise. Dann gilt nach (iii)

(B(fg)z,y) = lim (®(fug)z,y) = lim ((fo)P(g)z,y) = (®(f)P(9)z, ).

Somit ist f € U,. Nach Lemma 8.10 folgt U, = B(o(T)), und deshalb gilt
O(fg) = ®(f)P(g), wenn eine der beiden Funktionen f, g stetig ist, und
die andere beschrinkt und messbar. Eine Wiederholung dieser Argumentation
zeigt dann, dass ® multiplikativ ist. Genauso zeigt man ®(f) = ®(f)*. ]

Wir schreiben wieder f(T') statt ®(f), wenn f beschréinkt und messbar ist. Das
néichste Lemma zeigt, dass sogar Konvergenz in der starken Operatortopologie vor-
liegt.

8.12 Lemma. Sei T € L(H) selbstadjungiert und B(o(T)) — B(H), f — f(T)
der messbare Funktionalkalkil. Falls (fy)nen C B(o(T')) mit sup,, || foll oo oy < o0
und f, — [ punktweise, so gilt f,(T)x — f(T)z fir alle x € H.

Beweis. In einem Hilbertraum gilt z, — z in der Normtopologie genau dann, wenn
2, — z in der schwachen Topologie und ||z,|| — ||z|| gilt. Dies folgt sofort aus
l2n = 2I1* = llzall” = 2Re {za, 2) + [|2]|*.

In der Situation von Satz 8.11 haben wir die schwache Konvergenz von f,,(T)z gegen
f(T)x nach (iii). Die Konvergenz der Norm folgt aus

(D) ])” = {fu(T)a, fn( )z) = {fu(T)" fu(T)z, ) = ((fofu) (D)2, 7)

= ((JN(@D)a,z) = | f(T)xl”.

b) Orthogonale Projektionen
8.13 Definition. Sei H ein Hilbertraum und M C H ein abgeschlossener Unter-

raum. Dann heit P: H — H, z — x; mit © = 21 + 29, 1 € M, x5 € M+, die
orthogonale Projektion von H auf M.
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8.14 Lemma. a) Sei P eine orthogonale Projektion. Dann ist P stetig mit

1M £ o),
1P|l = o
0 : M={0}.
Es gilt ker P = M+ und R(P) = M.
b) Ein Operator P € L(H) ist genau dann orthogonale Projektion, wenn P* = P =
P

Beweis. Schritt 1: Teil a):
Es gilt unter Verwendung des Satzes von Pythagoras
2 2 2 2 2
1P| = [laa[|” < [l + flz=” = =],

dh. P € L(H) und ||P|, ) < 1. Fir M = {0} ist P = 0. Sonst gilt fiir
z € M\ {0} die Gleichheit x = Pz und damit || P = 1.

Schritt 2: Teil b). Sei P € L(H) orthogonale Projektion:

Die Gleichheit P? = P ist klar nach Definition von P. Seien x,y € H mit
T =+ Ta, Yy = Y1 + Y2, wobei x1,y; € M und xs,y, € M+. Dann gilt

<PZE,y> = <$17y1 +y2> = <3§'1 +?J1> + <x17y2> = <Il§',y1> = <III, Py>7
=0
d.h. es ist tatsachlich P = P*.
Schritt 3: Teil b). Sei P?2=P=P*"c L(H):

Setze M := R(P). Fiir eine Folge (yn)nen € M mit y, — ¥y existiert eine
Folge (z,,)neny € H mit y,, = Px,, und es ist

Pyn = ngn = Pxn = Un, (8_7)
und damit
1yn — Pyl = 1Py = I < 1Pl iy - 1y — 9l — 0 (n —> o0),

d.h. Py = y wegen der Eindeutigkeit des Grenzwertes. Somit ist M abgeschlos-
sen. Aus Satz 4.18 und P = P* folgt dann M+ = ker P.

Weil M abgeschlossen ist, existiert die orthogonale Projektion P auf den Un-
terraum M, und diese erfiillt P = P? = P* wegen Schritt 2.

Fiir x,y € H haben wir die Zerlegungen

=20 42® =Wy ® 0 W e @ @) ¢ gt
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und es folgt, fiir beliebige x,y € H,

<]5:)3,y> = <:B, ]3y> P=p*
= <x,y(1)> = (z, P(yM + y(Z))> (8-7) und @ € ker P
= (Px,y) P =P
Also gilt P= P, und P ist eine orthogonale Projektion. O

8.15 Lemma. Sei H ein Hilbertraum, und seien Py, Py orthogonale Projektionen
auf abgeschlossene Unterrdume My bzw. M.

a) PPy ist genau dann orthogonale Projektion, falls PiPy = PPy gilt. In diesem
Fall ist P, Py orthogonale Projektion auf den Unterraum My N M.

b) Es sind dquivalent:

(1 M, C M.

Es gilt P, < Py im Sinne von (Pix,z) < (Pax,z) (x € H).

)
(i) Es gilt |Pix| < || Px| (xe€ H).
(ii)

)

(iV ESgiltP1P2:P2P1:P1.

Beweis. a) (i). Es gelte PP, = P, P;. Dann erhalten wir
(P1P2)2:P1P2P1P2:P12P22:P1P2

und
(P1P2)*:<P2P1)*:P1*P2*:P1P2

Also ist P, P, eine orthogonale Projektion.

(ii). Sei P, P, orthogonale Projektion. Dann gilt fir z,y € H
(z, P,Pry) = (z, By Py) = (PP, y) = (@, PLPy) -

Dabher ist P1P2 = P2P1.

In diesem Fall gilt R(P,P,) C R(Py) = My und R(P,P)) = R(PiP,) C M. Zu
r € MiNMyist x = Pyx = Py, d.h. (P,Py)x = x. Insgesamt erhalten wir R(P,Py) =
My N M.

Der Beweis von Teil b) sei als Ubungsaufgabe iiberlassen. [
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8.16 Beispiel. Wir nchmen H = C" und wéhlen ein 7" € L(H). Dann wird T
durch eine Matrix aus dem C"*™ dargestellt; und zur Vereinfachung der Notation
schreiben wir fiir diese Matrix auch 7. Sei T' = T, und die reellen Eigenwerte von
T seien paarweise verschieden: \; < Ay < ... < A,. Dann setzen wir P; als den
Orthogonalprojektor auf ker(T" — \;), sowie Pj := Py + Py + ...+ P;. Fiir diese P;
gelten dann die Voraussetzungen von Lemma 8.15 und Lemma &8.18.

8.17 Bemerkung. In Lemma 8.15 (iii) haben wir fiir beschriankte selbstadjungierte
Operatoren (nicht notwendig Projektionen) eine Vergleichsrelation < eingefiihrt.
Diese hat fiir selbstadjungierte @, R, S € L(H) folgende Eigenschaften:

e @<,
e wenn () < Rund R< S, dann ) < 5,
e wenn Q < R,dann Q+S <R+ S,

e wenn () < R und a € R>, dann a@ < aR.

Aus Satz 7.13 erhalten wir weiterhin: wenn Q < R und R < @, dann R = Q.
Offenkundig ist 07,y < @ fiir jede Orthogonalprojektion Q).

8.18 Lemma. Sei (P,),eny C L(H) eine Folge orthogonaler Projektionen in einem
Hilbertraum H mit P, < P, fir m < n. Dann konvergiert P, stark gegen eine
orthogonale Projektion P € L(H).

Beweis. Fiir x € H ist (|| P,z )nen beschrankt, monoton steigend (Lemma 8.15 b)),
also konvergent. Fiir m < n ist

| Pox — PmacH2 = (Pyx, Px) — (Pyx, Ppx) — Pz, Pyx) + (Ppx, Pphx)
~——— ~—_——— ~—_———
=||Ppz|? =(Pp Pnw,3)=(Pmz,)=|Pmz|® =||Pma|?

= ||Puz||* + || Pnz|® = 2| Pnz]|* — 0 (m,n — oo).

Also existiert lim,, .o, P,z (x € H), und der Grenzwert hiangt linear von z ab; wir
kénnen ihn also Pz nennen, mit P € L(H).

Es gilt (Px,y) = lim, o (Prz,y) = lim, o (z, P,y) = (z, Py) und

<P2x,y> = (Px, Py) = lim (P,z, Py) = lim (P,x,y) = (Px,y) .

Somit gilt P2 = P = P*und P, > P. O
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c) Projektorwertige Mafle und der Spektralsatz

8.19 Definition. Sei (X, /) ein Messraum. Eine Abbildung F: &/ — L(H) heifit
ein projektorwertiges Mafl (PV-Maf), falls gilt:

(i) E(A) ist orthogonale Projektion (A € 7).

(i1) Sei (A,)nen C & eine Familie paarweise disjunkter Mengen. Dann gilt

E(UAH>

neN

xr = ZE(An)a: (x € H).

neN

(iii) Es gilt B(X) = idg.

Eine Menge A € o heifit eine E-Nullmenge, falls F(A) = 0 (dabei ist die 0 auf der
rechten Seite der Nulloperator in H).

Falls X topologischer Raum ist und & = %(X) die Borel-o—Algebra, so besitzt
das PV-MaB kompakten Trager, falls eine kompakte Menge K € (X)) existiert mit
E(K)=1idy.

8.20 Beispiel. Sei H = C", und T' = T* € C"*" eine Matrix mit verschiedenen
Eigenwerten A\; < Ay < ... < A,. Wir wihlen X = R und &/ = #A(R) als Borel-
o-Algebra. Fiir A € o/ wihlen wir E(A) als den Projektor auf span{u;: \; €
A}, wobei u; ein (jetzt beliebiger) Eigenvektor zum Eigenwert A; sei. Dann ist
E ein projektorwertiges Maf}. Die E-Nullmengen sind genau diejenigen messbaren
Teilmengen von R, die kein A; enthalten.

8.21 Bemerkung. Sei E ein PV-Maf. Dann gilt

a) E(0) = 0rm)

b) E(AUB)+ E(ANB)=FE(A)+ E(B) (A Be&).
c) E(B\ A) = E(B)— E(A) fir A,B € & mit A C B.

d) Seien A, € & mit A, C A,41 (n € N). Dann ist E(, 4,) = s-lim, E(4,),
also mit Konvergenz in der starken Operatortopologie auf der rechten Seite.

Analog gilt fiir A, € & mit A, D A,;1 (n € N) die Gleichheit E((),cyA4n) =
s-lim,, o F(A,).

e) E(ANB)=E(A)E(B)=E(B)E(A) (A,Be ).
f) Seien A, B € o/ mit AN B = (. Dann ist R(E(A)) L R(E(B)).
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g) Sei x € H. Dann ist E,: & — [0,00) mit
E,(A) = (E(A)z,x) = | E(A)z|”
ein endliches MaB mit || E,||,, = F.(X) = ||z|*.
h) Seien z,y € H. Dann ist E, ,: &/ — C mit
Eyy(A) = (E(A)z,y)

ein komplexes Mafl mit || £, ,[,, < [l=] - ||yl

8.22 Definition. Sei (X, .o/) ein Messraum, E ein PV-Ma$. Sei f: X — C eine
Stufenfunktion, d.h. es existiert eine Darstellung der Form f = > fixa, mit
fi € Cund A; € & disjunkt. Dann heifit

[ rae =Y pp) e L
i=1
das Integral von f bzgl. E.

8.23 Lemma. Sei E ein PV-Maf$ und seien f, g Stufenfunktionen.
a) Die Abbildung f — [ fdE (vom Vektorraum der Stufenfunktionen nach L(H))

18t linear.
b) Fiirz € H gilt ||(f fdE)e||” = [ /12 dEs < |If |2 x) ).

¢) Es gilt ([ fdE)o ([ gdE) = [ fgdE.
d) Es gilt ([ fdE)* = [ fdE.

Beweis. a) ist klar.

b) Unter Verwendung des Satzes von Pythagoras erhalten wir

H(/de)x

= SO IR B4 = / PP dE,
=1

2 2 2
< Hf||L°°(X) 1Bzl p = Hf”Loo(X) [

2 2

¢) Mit Bemerkung 8.21 gilt

(/de> </ng) = (é fiE<Ai)> (gw@»)
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=Y [ B(A)E(B;) = Y fig;E(A;: N By)
i,J i,j

= /fng.

d) folgt direkt aus der Definition des Integrals. O

8.24 Definition. Sei E ein PV-Maf auf (X, &) mit Werten in L(H). Fiir f € B(X)
sel (fn)nen C B(X) eine Folge von Stufenfunktionen, welche gleichméfig gegen f
konvergiert. Definiere das Integral

/de ::/f()\) AB() = lim [ f,dE € L(H).

mit Konvergenz in der starken Operatortopologie. Fiir A € & setzt man [ A fAE =
f XAf dFE.

8.25 Bemerkung. a) Man beachte, dass das Integral wegen Lemma 8.23 b) wohl-
definiert ist.

b) Die Eigenschaften von Lemma 8.23 {ibertragen sich in iiblicher Weise auf messbare
Funktionen.

c¢) Falls K € & ist mit E(K) = idy, soist [ fdE = [, fdE fir alle f € B(X)
(denn E(X \ K) =0).

8.26 Satz. Sei F: B(R) — L(H) ein PV-Maf, und sei K C R kompakt mit
E(K) =idy.

a) Durch T := [ AAE(\) wird ein selbstadjungierter Operator T € L(H) definiert.
b) Es gilt E(o(T)) =idy.

¢) Die Abbildung V: B(o(T)) — L(H), [ — fU(T)de ist der (nach Satz 8.11
eindeutig bestimmte) messbare Funktionalkalkil zu T

Beweis. a) ist klar nach Definition des Integrals und nach Lemma 8.23 d) (fiir
messbare Funktionen).

b) Wihle ein Intervall (a,b] C R mit K C (a, b, d.h. E((a,b]) = idg.

(i) Wir zeigen zuerst: Zu pu € p(7T') existiert eine offene Umgebung U, von p mit
E(U,) = Or(m). Dazu approximieren wir id(,p durch eine Treppenfunktion f mit
aquidistanten Stufen, f = 25:1 Ak X(ap_1,ax]> WODEL ap :=a+k§ (kK =0,...,N)
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mit § = b_T“ Wenn wir N € N passend wéhlen, ist a; # p fiir jedes k. Damit ist

- [ ras

Wegen [ fdE =30 axE((ax_1,a]) und SN | E((ar_1, ax)) = idy folgt

< Hid(a,b} _fHLOO((a,b]) <.

L(H)

< 4.

L(H)

(p=T) =Y (1 —ar) E((ar1,ax])

k=

—_

Falls § hinreichend klein ist (d.h. N geniigend grof}), so ist der Operator S :=
fo:l(u — ag)E((ak_1, ag]) invertierbar, denn es ist p — 7" invertierbar, und

S=(u=T)=((p=T)=8) = (u=T) [T = (=T)" (1= T) - 5)],

wobei der Ausdruck [...] wegen Satz 3.17 invertierbar ist, und fiir S~' haben wir
dann (wieder mit Satz 3.17)

ST=[1- -1 -1 -] (-1

1

157 i = TG G Ty = g 1~ st
1 1
ST ) Ty o 17

< H(” o T)_1||L(H) +1

wenn § sehr klein ist. Aus Lemma 8.23 c) ist andererseits

N
STt=Y"
k=1

In der Summe sind nur diejenigen & relevant, fiir die E((ay—1,ax]) # Orm). Wenn
wir dann ein € R(E((ax_1,ax])) wihlen und S™'z bestimmen, erkennen wir, dass

1
/L _ akE((ak_l, ak])

1
’N—ak’

15 = mx §

und somit ist E((ap—1,ax]) = Or(g) fiir alle k& mit

: E((ag—1,ar]) # OL(H)} ;

1
Mo +1°

|l —ay| <
(= T)
d.h. esist E(U,) = O fiir eine offene Umgebung U, von f.
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(i) Falls K C p(T') kompakt ist, ist K C (J,cx Uy eine offene Uberdeckung mit
EU,) = O fiir alle p. Durch die Kompaktheit gibt es eine endliche Teiliiber-
deckung K C > Uy, und Opmy < E(K) < Y0, E(U,,) = O, also E(K) =
Oram)-

(iii) Schreibe p(T') als abzdhlbare Vereinigung aufsteigender kompakter Mengen
(K;)jen. Dann folgt E(p(T))x = lim;_o E(K;)x =0firallex € H, d.h. E(p(T)) =
Or(my und damit E(o (7)) = idg.

c¢) Wir rechnen die Eigenschaften von Satz 8.11 nach. Dabei ist ¥(id,(r)) = T nach
Definition von 7', und ¥(1,(p)) = idg gilt nach b). Dass ¥ stetiger Homomorphismus
von C*-Algebren ist, ist klar nach Lemma 8.23 fiir messbare Funktionen.

Fiir die letzte Eigenschaft in Satz 8.11 benutzen wir das Maf§ E,, aus Bemerkung

8.21 h). Es gilt
<</de>x,y>:/dex7y.

Dies ist klar fiir Treppenfunktionen und folgt durch Approximation fiir messbare
Funktionen. Nun folgt 8.11 (iii) aus dem Satz iiber majorisierte Konvergenz.

Damit erfiillt ¥ alle Eigenschaften aus Satz 8.11 und stimmt daher mit dem messba-
ren Funktionalkalkiil {iberein. ]

An dieser Stelle einige Erkldrungen zu unserer jetzigen Strategie. Der messbare
Funktionalkalkiil gemé&fl Satz 8.11 sagt uns, dass es einen selbstadjungierten Opera-
tor f(T) gibt, wenn f beschrankt und messbar ist, und T ist selbstadjungiert und
beschrénkt. Wir haben aber noch keine ,,schéne® Darstellung fiir diesen Operator
f(T). Eine erste Verbesserung dieser Situation ergibt sich aus Satz 8.26: Sei ein
PV-Mafl E gegeben. Daraus wird geméf Teil a) ein beschrankter selbstadjungierter
Operator T' gebaut, und fiir diesen Operator bekommen wir dann in Teil ¢) eine
explizite Darstellung von f(T).

Im folgenden Beispiel gehen wir ein wenig anders vor: wir starten mit einem be-
schrinkten selbstadjungierten Operator T', und zu diesem T erraten wir ein PV-Mafl
E, welches den Operator T' dann erneut geméf Satz 8.26 Teil a) erzeugt. In Satz 8.29
werden wir dann erkennen, dass dieses PV-Mafl F tatséchlich das einzige mit den
gewiinschten Eigenschaften ist.

8.27 Beispiel (Multiplikationsoperator). Sei H = L?([0, 1]
mit (Tz)(t) :=t - z(t). Dann ist T selbstadjungiert mit o(7) =

Fiir z,y € L*([0,1]) gilt

)und sei T' € L(H)
0e(T) =

[0, 1].

(Tx,y) = /0 (Tx)(t) - y(t) dt = /0 ta(t)y(t) dt = / (T)AdEx,y(A)
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mit dem Mafl E, ,(\) = z(\)y(A) dX. Das Maf £, , besitzt also eine Dichte beziiglich
des Lebesgue-Mafles. Fiir das Maf3 erhalten wir somit

E,,(A) = /[ o FORT A= (oo 2.0 (A € FR)

d.h. E(A)x = xpjna - ©. Die Projektion E(A) ist damit gegeben als Multiplikati-
onsoperator mit x[o,1jn4-

8.28 Satz (Spektrum und Spektralmafl). Sei E ein PV-Mafi, sodass fiir ein
kompaktes K C R die Beziehung E(K) = idy g¢ilt; und ein beschrdankter selbstad-
jungierter Operator T sei definiert als T := [ AdE(X), siehe Satz 8.26 Teil a).

Fiir das Spektrum dieses Operators T gilt dann folgendes:

a) Fir \g € R ist \g € p(T) genau dann, falls eine Umgebung U C R wvon Xy
existiert mit E(U) = Opcm)

b) Es ist N\g € 0,(T) genau dann, wenn E({\o}) # Orm). Fir alle Ay € R gilt
R(E({Ao})) = ker(T' = Xo).

¢) Esist \g € 0.(T) genau dann, wenn E({\o}) = Ormy und E((Ao — &, X0 +€)) #
Ormy fiir alle e > 0 gult.

Beweis. Teil a):

Wir wissen bereits aus E(o (7)) = idy, dass E(p(T)) = Orm). Dann ist auch
E(U) = Opp) fiir alle offenen U C p(T').

Sei andererseits U C R eine (0.E. offene) Umgebung von Ag mit E(U) = Orm.
Definiere f,g € B(o(T)) durch f(}) := 325 - Xoerpw und g(A) := (A = Xo).
Dann gilt

F(T)T = Xo) = f(T)g(T) = (f - g)(T) = XU(T)\U(T)

/Xa<T\UdE E(@(T)\U) =1idy .
Wegen f(T)g(T) = g(T)f(T) folgt g(T)f(T) = idy, dh. f(T) = g(T)~" =
(T — Xo)™'. Somit ist A\g € p(T).
Teil b), sei \y € 0,(7T):

Dann existiert ein z # 0 mit (7" — A\g)z = 0, und aus Satz 8.4 d) folgt dann
f(T)x = f(Xo)z fiir alle f € C(o(T)), und nach Lemma 8.12 fur alle f €
B(o(T)). Wir wahlen jetzt f = x{a,}, was eine Stufenfunktion ist. Dann haben
wir

r=1-2= f(A)z=f(T x—( / de)le E(Dohr € RE(Do}),
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und somit ist {0} # ker(7" — Ag) C R(E({\o})), also E({A\o}) # Or(m)-

Teil b), sei E({\o}) # Or(m):

Dann existiert ein x # 0 mit z € R(E({\o})). Weil E({\o}) ein Projektor ist,
haben wir dann E({\o})z = x, fiir dieses spezielle z.

Falls f eine Stufenfunktion ist, gilt

rmye = ([ £a8) 2= 3 1) = Y FEAIEW) = fOn)e

Daraus und aus Lemma 8.12 bekommen wir die Identitét f(T)z = f(\o)z
dann fiir beliebiges f € B(o(T)).

Nun wihlen wir f = id,(7) und erhalten
Tx = ida(T) (T).T = idg(T)<)\0)I = /\QZL',

also folgt @ € ker(T — \y), und demnach also Ay € 0,(T") sowie R(E({\o})) C
ker(T — Ao).
Teil b), Abschluss:

Wir haben gezeigt: es ist A\g € 0,(T") genau dann, wenn E({\o}) # Or(x), sowie
ker(T'— XNg) C R(E({\o})) C ker(T' — Xg). Also R(E({\o})) = ker(T — X).

Teil c):
Weil T selbstadjungiert ist, gilt 0,.(T') = 0, also R = (RN p(T))Uo,(T)Jo.(T).
Nun wende man a) und b) an. O

Der néchste Satz ist der Hohepunkt dieses Kapitels. Hierbei ist die Vorgehensweise
im Vergleich zu Satz 8.26 und Satz 8.28 genau umgekehrt: wir starten mit einem be-
schrinkten und selbstadjungierten Operator T'. Anschliefend ermitteln wir ein PV-
MaB E, das diesen Operator T' erzeugt. Hierbei ist Satz 8.28 hilfreich, der uns (vom
Spektrum o(7") ausgehend) einige Informationen dariiber liefert, wie E aussehen
muss. Weiterhin gewinnen wir eine leistungsfiahige Darstellung fiir den messbaren
Funktionalkalkiil zu T.

8.29 Satz (Spektralsatz fiir beschrinkte selbstadjungierte Operatoren).
Sei T € L(H) selbstadjungiert. Dann existiert ein eindeutig bestimmtes PV-Mafi E
mit kompaktem Trager auf R mit E(o(T)) = idyg und

T / NAE().
a(T)
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Die Abbildung B(o(T)) — L(H), f — f(T) = fU(T)f()\) dE(N) definiert den
messbaren Funktionalkalkil zu T. Fir f € B(o(T)) und x,y € H gilt

((T)x,y) = / OB )

wobet E, ,(A) == (E(A)x,y) fir x,y € H und A € HB(c(T)) das tubliche komplez-
wertige Mafs ist.

Beweis. Schritt 1: Konstruktion von F:

Sei f — f(T') der messbare Funktionalkalkiil nach Satz 8.11. Fiir A € #(o(T))
definiere

E(A) = xa(T).
Schritt 2: F ist PV-Maf3:

(i) Wegen x4 = x4 = X4 gilt E(A) = E(A)? = E(A)*, d.h. E(A) ist eine
orthogonale Projektion.

(i) Sei (Ap)nen C H(o(T)) eine Familie paarweiser disjunkter Mengen. Die

Funktionen f, := Z;L=1 X4; konvergieren punktweise und gleichméfig be-
schriinkt gegen f := > x4, = xa mit A = [J7Z, A,. Nach Lemma 8.12
folgt

o0

> B = xa, (D) = xall)e = Bz (@ € H).

(iii) Nach Satz 8.11 gilt E(o(T)) = 1o)(T) = idg.
Nach (i)—(iii) ist E: #B(o(T)) — L(H) ein PV-Ma8.

Schritt 3: E erzeugt T

Definiere den Operator S := fg(T) AdE(N) nach Satz 8.26. Es ist zu zeigen,
dass S = T. Sei f — Y(f) := fU(T) fdE der diesem S zugehorige messbare

Funktionalkalkiil nach Satz 8.26, und f +— f(T) der zu T gehorige Funktio-
nalkalkiil nach Satz 8.11.

Wihle jetzt eine Treppenfunktion f auf o(7") mit H f— idU(T)H Lo (o(T)) < e.

Dann gilt
1T = Sl ey < NT = £ oy + 1T = VN pery + 1Y) = Sl -
Nach Satz 8.11 ist

1T = FDO) oy < Nidoery = £l poo oy < -
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Ebenso ist nach Lemma 8.23 b)

1S — W)l = \

/ ICSPEVEEEY

< |lidon) _fHLOO(a(T)) s e
L(H)

Schlieflich ist

F(T) = U(f) = Z fixa,(T) — Z FiE(A) = O0pa).

Insgesamt erhalten wir || T — S| ;) < 2¢, dh. T = S.
Schritt 4: F ist eindeutig:

Sei E ein weiteres PV-Maf mit kompaktem Triiger auf R, fiir das E(o(T)) =
idg und 7' = [, ) AdE(N). Fiir jedes f € B(o(T)) ist dann (vgl. Satz 8.26 c))

FaE= 1@ = [ s0
o(T)
Fir A € #(0o(T)) wahlen wir die Stufenfunktion f = x4, und es ergibt sich

E(A) = xa(T) = E(A),

also ist tatsichlich E = E. []

8.30 Lemma. Sei T € L(H) selbstadjungiert, E das zugehirige PV-Maf, und
S € L(H). Dann sind dquivalent:

(i) ST =TS,
(i) fir alle A € B(o(T)) gilt SE(A) = E(A)S,
(iii) fir alle f € B(a(T)) gilt Sf(T) = f(T)S.

Beweis. (1)==(ii):
Aus ST =TS folgt ST™ =TS fiir alle n € N und damit
(ST"x,y) = (I"Sx,y) (v,y € H,n>0). (8-8)

Wir wissen bereits, dass £ durch die Familie komplexer Mafe £, , mit x,y € H
eindeutig bestimmt ist, vermoge der Relation (E(A)z,y) = E,,(A). Wegen
(SE(A)z,y) = (E(A)x,S*y) ist auch A — (SE(A)x,y) ein komplexes Mafl.
Fiir alle x,y € H und n € Ny haben wir, mit f(s) := s", dem Spektralsatz
und (8-8),

/ N (SE(V)z, y) / FOVd (BN, S*) / FO)dEssy  (8:9)
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(T)z, S*y) = (ST"z,y) = (T"Sz,y) = (f(T)Sz,y)
/ FO) dEy, = / M d (BN Sz, 1)

Also stimmen die MaBe ') (A) := (SE(A)z,y) und ,uffi,(A) = (E(A)Sz,y)
als Funktionale iiberein auf den Polynomen A" und damit auf den stetigen
Funktionen f € C(o(T)) (Satz von Weierstraf). Nach dem Darstellungssatz
von Riesz (Satz 8.8) sind die MaBe gleich. Damit ergibt sich aus (8-9), dass

(SE(A)z,y) = (E(A)Sz,y) (z,y € H, Ae B(a(T)),
d.h. es gilt SE(A) = E(A)S fiir alle A € #(a(T)).
(if) = (iii):
Folgt aus <Sf — [N dpd)(A) und der Beziehung (f(T)Sz,y) =
[ fx d,uxy ), Vgl. dle obige Rechnung. Wegen SE(A) = E(A)S sind die
beiden MaBe gleich, also erhalten wir (Sf(T)x,y) = (f(T)Sx,y).
(iii) = (i):
Setze f = idg(T). O

8.31 Beispiel. Sei T' € C™*" eine selbstadjungierte Matrix mit den paarweise ver-
schiedenen Eigenwerten fu, ..., ty,. Sei E({u;}) die Orthogonalprojektion auf den
Eigenraum ker(p; — 7). Dann gilt

7= wE({uw) = [ AR,

wobei das PV-Mafl zu T" gegeben ist durch

m

EA) =Y BAn{m) = Y E(n)) (Ac BR).

g=1 1 mjeA}

8.32 Lemma. Sei A € L(H) selbstadjungiert mit A > Ory. Dann existiert genau
ein selbstadjungiertes B € L(H) mit B > Opgyy und B* = A. Der Operator B

heifst die Wurzel von A. Insbesondere existiert zu jedem Operator A € L(H) der
Absolutbetrag |A| := vV A*A.

Beweis. Der Operator B := /A erfiillt B > Or()y und B? = A nach dem Spek-
tralsatz. Zu zeigen ist noch die Eindeutigkeit. Se1 also B > Ormy mit B* = A.
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2
Wihle b € R mit b > M := sup,—; (Az,z) und b > HBHL(H). Sei weiterhin
m = inf| ;=1 (Az, x).

Zur Funktion g(t) := v/t existiert nach dem Satz von Weierstra$8 eine Folge (p,)nen
von Polynomen mit ||p, — g|l;.« — 0 (n — o0) im Intervall [0,b] D [m, M].
Damit gilt
[pn(A4) — BHL(H) = [|pn(A) — g(A>||L(H) — 0. (8-10)
Setze p,(t) := p,(t*) und g(t) := g(t*)(=t). Dann ist
[Pn — §||Loo([o,\/z§]) = [|pn — 9||Loo([o,b]) — 0 (n—o00).

Wir erinnern daran, dass

08 o,

Nach dem Funktionalkalkiil gilt, fiir n — oo,

|

Aber es ist Pn(B) = pn(B?) = pn(A). Somit folgt aus (8-10) und (8-11) die Gleichheit
B =g(A) = B. O

pn(B) - 9(B)

Pu(B) - EHL(H) - ‘

Hum = Pn = 9l o ey — 0 (8-11)

8.33 Lemma. Seien A, B € L(H) selbstadjungiert mit A > Ory, B > Opmy und
AB = BA. Dann ist AB = Opg.

Beweis. Es ist v/B selbstadjungiert, und

AB = AVBVB = VBAVB > 0

wegen

<\/§A\/§x,m> = <A\/§x, \/§x> >0 (ze€H).

Hier wurde verwendet, dass A und /B vertauschen (Lemma 8.30). O]

8.34 Bemerkung. Aus dem Spektralsatz folgt eine ganze Reihe von Aussagen iiber
Spektren und Normen von Operatoren. So gilt zum Beispiel:

a) Sei T' € L(H) selbstadjungiert und A\g € p(T'). Dann gilt

-1

(T — Ao)—ly\L(H) = [dist(\o, o(T))]
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Denn die rechte Seite ist || ||, fiir die Funktion f € C(o(T)) mit f(X) := )\_1)\0.
Vergleiche dazu Satz 7.5.

b) Sei T € L(H) selbstadjungiert und f € C(o(T)). Dann ist [|f(T)[ ) =
max{|Al: A € o(T)} = ||f|l,~. Denn das Maximum ist der Spektralradius von
T and || f(T)||pzry = || fllz~ nach dem stetigen Funktionalkalkiil. (Vergleiche Satz

7.13.) Insbesondere folgt aus der Darstellung 7' = [, AdE()) bereits 1Ty <
max{|A|: A € K}.

8.35 Bemerkung. Ein weiteres Ergebnis ist die folgende Zerlegung eines Opera-
tors, auch bekannt als polare Zerlegung (vgl. [10]).

Sei T' € L(H). Dann gilt:

e cs existiert eine partielle Isometrie U € L(H) mit T'= UVT*T.

e cs existiert genau eine partielle Isometrie U € L(H) mit T = UvT*T und
ker U = ker T'.

e wenn 7' normal ist, so gibt es ein unitdres U mit 7' = Uv/T*T.

Hierbei heiit ein Operator U € L(H) eine partielle Isometrie, wenn U eine Isometrie
auf dem Teilraum (ker U)*+

Man denke an die Zerlegung z = €'¥|z| fiir jede komplexe Zahl z.

8.36 Bemerkung. Der Spektralsatz wird haufig auch mit Hilfe von Spektralscharen
formuliert. Dabei heifit eine Familie {F)\} er C L(H) eine Spektralschar, falls gilt:

(i) F) ist orthogonaler Projektor fiir alle A € R.

(i) F,Fy\ = F)\F, = F, fiir alle p < A,

(iii) Fuz — Fyx fir p N\, A (v € H) (Rechtsstetigkeit).

(iv) Fox — 0 fiir A — —oo (x € H).

(v) Fxe — x fiir A\ — 400 (z € H).

Sei T' € L(H) selbstadjungiert und F das zugehorige PV-Mafl. Dann wird durch

F\:= E((—,)]) (A €R)

eine Spektralschar definiert. Definiert man das Integral iiber Spektralscharen geeig-
net (etwa im Sinne eines Riemann—Stieltjes—Integrals), so gilt

:/R)\dE(/\):/_Z)\dFA-
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Die Spektralscharen entsprechen den Verteilungsfunktionen in der Wahrscheinlich-

keitstheorie, die Darstellung von 7" durch Spektralscharen ist dquivalent zur Dar-
stellung durch PV-Mafe.

Der Spektralsatz wurde oben fiir beschréankte selbstadjungierte Operatoren formu-
liert. Tatséachlich gilt dieser Satz aber fiir allgemeinere Operatoren: Zum einen kann
die Selbstadjungiertheit T'= T™ durch die Normalitiat 77 = T*T des Operators T
ersetzt werden, zum anderen kann 7" auch unbeschréinkt sein. Man beachte, dass zwei
unbeschrinkte Operatoren genau dann gleich sind, wenn sie gleichen Definitionsbe-
reich besitzen und auf diesem iibereinstimmen. Der folgende Satz wird hier nicht
bewiesen, der wesentliche Teil des Beweises wurde aber oben schon durchgefiihrt.

8.37 Definition und Satz (Integral iiber PV-Maf fiir messbare Funktio-
nen). Sei (X, o) ein Messraum, E: of — L(H) ein PV-Maf$. Zu x € H sei wieder
E,: o — [0,00) durch E,(A) := |[E(A)x|” definiert. Sei f: X — C messbar.

Definiere
D(/de) ::{xGH: /|f|2dEx<oo}.

Dann existiert fiir alle x € D([ fdE) eine Folge von Stufenfunktionen f,: X — C
mit f,, — f punktweise und [ |f, — fI*dE, — 0 (n — 00), und der Operator

/de:HDD</de) — H, x— (/de)x:zq}erolo(/fndE)x
1st wohldefiniert.

8.38 Satz (Spektralsatz, allgemeine Formulierung). Sei H ein C-Hilbertraum
undT: H D D(T) — H ein normaler Operator in H. Dann existiert genau ein PV-
Mafs E: B(o(T)) — L(H) mit

T = / idy(r) dE.
o(T)

Fiir jede messbare Funktion f: o(T) — C wird durch
f@) = [ fa,
o(T)

p(sr) = {ee: | e, < x|

ein normaler Operator definiert. Es gelten die iiblichen Regeln fiir den Funktional-
kalkil. Falls f ein Polynom ist, stimmt f(T) mit der iblichen Definition tiberein.
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9. Eigenschaften der LP-Raume

Die LP-Riume (als Aquivalenzklassen) sind uns bereits bekannt. Es handelt sich um
normierte Rdume. In diesem Abschnitt wird gezeigt, dass die LP-Réume vollstéindig
und damit Banachriaume sind. Bemerkenswert an dieser Aussage ist auch, dass keine
Bedingungen an den zugrunde liegenden Mafiraum gestellt wird und dass die Aussa-
ge fiir alle 1 < p < oo gilt. Besonders wichtig ist der Fall p = 2: Hier hat man sogar
einen Hilbertraum. Die L?-Riume sind die Grundlage fiir viele weitergehende Un-
tersuchungen der Analysis und der Physik. Z.B. ist L?*(R") einer der fundamentalen
Réume der Quantenmechanik.

Die Testfunktionen (d.h. die unendlich oft differenzierbaren Funktionen mit kompak-
tem Tréger) liegen dicht in LP fiir alle p mit 1 < p < oco. Diese Aussage ist wichtig,
da sie es erlaubt, sich bei Abschétzungen in LP-Normen auf Testfunktionen zu be-
schranken. Der Beweis der Dichtheit der Testfunktionen wird unter Verwendung
der Faltung gefiihrt. Die Faltung einer recht allgemeinen Funktion mit einer glatten
Funktion ergibt wieder eine glatte Funktion; man spricht auch vom Friedrichsschen
Gléattungsoperator.

Die Faltung hat aber auch selbst eine wichtige Bedeutung: Betrachtet man etwa recht
allgemeine lineare und zeitinvariante Ubertragungssysteme, so kann die Ausgabe als
Faltung beschrieben werden. Dieser Zugang ist etwa wichtig in der Signaltheorie; so
wird etwa der Kanal eines Rundfunk- oder Fernsehsystems mit Hilfe der Faltung
beschrieben.

a) Die Faltung

Im folgenden beziehen sich die Begriffe wie Messbarkeit und Integrierbarkeit stets
auf das Lebesgue—-Maf3 X. Dabei heifit messbar zundchst Borel-messbar, falls notig,
verwenden wir auch die Vervollstindigung des Lebesgue-Mafles, also Lebesgue-
messbare Mengen.

9.1 Definition. Seien f,g: R™ — C messbar. Definiere
Npyi= e e R [ 11| lote — )] dy = o)
und das Faltungsprodukt f * ¢g: R® — C durch

[fWg(z—y)dy, =& Ny,
0, z € Nyg.

(f *g)(x) == {

9.2 Lemma. Seien f,g: R" — C messbar.
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a) Esist f+g=gx* f, d.h. die Faltung ist kommutativ.

b) Es gilt {f x g # 0} C{f # 0} +{g9 7 0} ={y1 +v2: f(y) # 0, g(y2) # 0}.
¢) Falls f,g € L'(R™), so ist A\(Ny4) =0 und f x g € L*(R™) mit

1f* gl g < ALl - Mgl

d) Sei 1 < p,q < oo mit % —|—$ = 1. Fir f € LP(R") und g € LY(R") ist dann
A(Ntgy) =0 und f*g e L®(R") mit

1 gl e <N llzo - gl

e) Falls f,g,h € LY(R™), soist (fxg)xh = fx(gxh), d.h. die Faltung ist assoziativ.

Beweis. a) folgt sofort aus dem Transformationssatz mit der Transformation y +—
xr — y, einmal angewendet auf den Integranden |f(-)g(z — -)| und einmal auf den
Integranden f(-)g(z — -).

b) Falls x & {f # 0} + {g # 0} und y € R" beliebig, so ist f(y)g(x —y) = 0 wegen
r=y+ (x—vy). Alsoist (fxg)(x) =0.

c) Nach dem Satz von Fubini und mit der Translationsinvarianz des Lebesgue-
Integrals gilt

11 ol = 1560000} ([1a1a2) = [1s1 ([ ta1a:) o
:/lf(y)| (/Ig(x—y)ldx) dy:/</|f(y)|-|g(x—y)|dy) e

Damit folgt A\(N¢,) = 0 und
I <ol = [ ] [ 1wtz dy' dr

é/(/!f(y)\-lg(:v—y)\dy) dz = {[fll - llgl e -

d) Nach der Holderschen Ungleichung gilt fiir jedes © € R™

|(f *g)(2)] < /If(y)! lg(z =y)ldy = £ (g =)l < W F 1l - llgllza s

wobei wieder die Translationsinvarianz des Lebesgue-Mafles verwendet wurde.

e) folgt mit Fubini. O
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9.3 Bemerkung. Die Forderung, dass eine Funktion zum LP(R") (1 < p < o0)
gehort, schriankt das Verhalten dieser Funktion auf zweierlei Weise ein: zum Einen
wird das Wachstum in der Ndhe von Polstellen eingeschrankt (je grofier p, desto
starker die Einschrinkung), und zum Anderen wird ein bestimmtes Abklingverhalten
im Unendlichen erzwungen (je kleiner p, desto schneller das Abklingen). Wenn also
1 <p< g < oo, dann ist weder LP(R™) C LI(R"™) noch umgekehrt.

Wir schreiben f € LL_(R"), wenn f € LY(K) fiir jedes Kompaktum K & R",

loc

d.h. f-xx € L*(R") fiir jedes solche K. Diese Funktionen kénnen im Unendlichen
beliebig schnell wachsen.

9.4 Lemma. a) Sei f € Ll (R") und g € L'(R"™) mit suppg kompakt. Dann ist
auch f*g € Li (R").

loc

b) Sei f € LY(R") und g € Co(R™), dann ist f * g stetig. Das Gleiche gilt, falls
fe Ll (R") und g € C.(R"™).

loc

Beweis. a) Sei K C R™ kompakt und L := K — suppg. Als Bild der kompakten
Menge K X suppg unter der stetigen Abbildung 0: (z,y) — x — y ist L wieder
kompakt. Fir z € K und y € R ist f(z —y)g(y) = (f - xz)(x — y)g(y). Wegen
[ xz € LY(R") ist

X - (f*g) =xx-[(f-xz) *g] € L'(R").

b) folgt aus dem Satz iiber parameterabhéngige Integrale. O]

9.5 Satz. Sei f € LL (R") und g € CE(R™). Dann ist f x g € C*(R"™), und es gilt

D(fxg)=fx(D%) (laf <k).
Insbesondere ist f x g € C*(R™), falls g € 2(R™).

Beweis. Nach Lemma 9.4 ist f % g € Li. (R"). Da die Differenzierbarkeit eine lokale

loc
Aussage ist, kann man f € L'(R™) annehmen. Dann folgt die Aussage aus dem Satz

iiber parameterabhingige Integrale, da D%g als stetige Funktion mit kompaktem
Trager beschréankt ist. O]

b) Vollstindigkeits- und Dichtheitsaussagen

9.6 Satz. Sei (X,.o7, ) ein Mafraum und 1 < p < oco. Dann ist (LP(p), ||-||;») ein
Banachraum. Speziell ist L*(u) ein Hilbertraum mit Skalarprodukt

(f. g}y = / Fadu (fge ().
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Dies hatten wir in Satz 2.21 schon auf relativ abstrakte Weise gezeigt, und hier
bringen wir einen vergleichsweise elementaren Beweis.

Beweis. Die Eigenschaften einer Norm bzw. des Skalarprodukts folgen durch direk-
tes Nachrechnen und die Minkowski-Ungleichung, es ist also nur noch die Vollstéan-
digkeit zu zeigen. Wir beschrianken uns auf p < oo.

Sei 1 < p < oo und (fi)reny C LP(1) eine Cauchyfolge. Wéhle eine Teilfolge (fx;)jen
mit || fr; — frj41ll» < 277 und definiere

Vi oo
g0 = fugrr = figl 9= |fiser = fugl:
i=1 7=l

Aus der Minkowskischen Ungleichung (Satz 2.20) folgt ||gs||;, < 1, und wir haben

die monotone Konvergenz gy(x) " g(z) iiberall in X (nicht nur p-fast iiberall),
wenn wir ¢ als Funktion g: X — R U {oo} auffassen. Weiterhin ist offenkundig

Igell oo < llgesall o

Nach dem Satz von der monotonen Konvergenz (Beppo Levi) gilt

1 2zlirglo/lge\pdu:/glggolgelpduz/!g!pduz gtz -

Damit ist g u-fast iiberall endlich, und es ist die Reihe
f(@) = fra(z Z frj+1(@) = fij(@))

fir p-fast alle € X absolut konvergent. Somit gilt f = lim; . fi; p-fast tiberall.
Setze noch f = 0, falls die obige Reihe nicht absolut konvergent ist, so ist f messbar
als punktweiser Grenzwert messbarer Funktionen.

Wir zeigen ||f — fill;, — 0 (k — 00). Zue > 0 wihle N € N mit || fi, — foll.» <
e fiir alle k,¢ > N. Nach dem Lemma von Fatou ist

J15= s au= [ty - P ap < timint [ U~ fiPde <2

Insbesondere ist f — fr € LP(p) und damit f = fr.+ (f — fr) € LP(p), und fr, — f
in LP(u). O

9.7 Korollar. Sei (X, A, p) ein Mafiraum, 1 < p < oo und (fn)nen C LP (1) eine
Folge mit ||fn, — fll;p — 0 (n — 00) und f € LP(p). Dann besitzt (f,)nen eine
Teilfolge, welche u-fast diberall gegen f konvergiert.

© Robert Denk und Michael Dreher 21. 06. 2011



104 9. Figenschaften der LP-Rdume

Beweis. Das wurde im Beweis von Satz 9.6 mit gezeigt. [
Der folgende Satz aus der Mafltheorie wird hier nicht bewiesen.

9.8 Satz (von Lusin). Sei U C R™ offen mit A\(U) < oo und f: U — C messbar.
Zu € > 0 existiert eine kompakte Menge K C U mit A\(U \ K) < ¢, so dass f|k
stetig 1st.

9.9 Satz. Sei U C R" offen, 1 < p < co. Dann ist C.(U) dicht in LP(U).

Beweis. O.E. sei f € LP(U;R) mit f > 0 (sonst verwende man eine Zerlegung in
Realteil und Imaginérteil bzw. eine Zerlegung f = f, — f_). Sei e > 0.

Wegen
U= U Uy mit Uy, = {x e U: |z| <k, dist(z,0U) > %}

keN
gilt [, |f—f-xu,|PdXx — 0 (k — oc0). Wéhle ein k € N mit ||f — fil|,, <e/4
fir fr == f - xu,-
Zu f. existiert eine Folge (s,,)men von Stufenfunktionen mit s, / fr punktweise.
Wegen 0 < s,,, < f, ist s, € LP(U). Wegen (fi — ;)P < fi folgt mit majorisierter
Konvergenz s,,, — fi in L?(U). Wéhle ein my € N mit
€
1
Da A\(Uy) < o0, existiert nach dem Satz von Lusin 9.8 eine kompakte Menge K C Uy,
mit S, |k stetig und

1fx = moll o <

M%\K%<(—i;—>é

A | 8mo | o0
Setze nun
~ ) sm(r) rrEeK,
~]o cx €U\ Uy

Da K und U \ Uy disjunkt und beide abgeschlossen (in der Relativtopologie von U)
sind, existiert nach dem Erweiterungslemma von Tietze (Satz 1.5) eine Fortsetzung
e € C(U) mit |o(z)| < |Smell; (x € U). Wegen ¢ = 0 auf U \ Uy, ist suppy C
U, C U, dh. ¢ € C(U).

Es gilt
s = ¢l = [ Jsmy = P dA= [ Js, = gl x
U U\K
NP
<2 s} AUNK) < (5) -
Damit ist [|f = @l < I1f = fill o + I = Smallo + 50 = ¢l < & =
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9.10 Satz. Sei U C R™ offen. Dann liegt 2(U) dicht in LP(U) fir alle 1 < p < oo.

Beweis. Der Beweis wird unter Verwendung des Friedrichsschen Glattungsoperators
gefiihrt. Seien f € LP(U) und ¢ > 0.

Nach Satz 9.9 existiert ein g € Co(U) mit || f — g, < 5.

Wihle ¢ € Z2(R"™) mit » > 0, [¢(z)dr =1 und suppy C {x € R": |z| < 1}. Setze
dann ¢, () :=n~"¢(3) fir n > 0. Dann gilt supp ¢, C {|z| < n}.

Nach Satz 9.5 gilt g * ¢, € C*°(R"). Nach Lemma 9.2 b) ist fiir hinreichend kleine
n die Menge

K :=supp g Usupp(g * ¢,) CU
kompakt, d.h. g * ¢, € 2(U).

Fir z € K gilt

lg % pq(z) — g(x)] =

/Rn on(x =) (9(x) — g(y)) dy‘

< ( sup !g(w)—g(yﬂ) /nson(x—y)dy

lz—y|<n

= S;u|p< lg(z) — g(y)].

Da K kompakt und g € C(K), ist g auf K gleichméBig stetig. Damit existiert ein

n > 0 mit )
s lo(o) =9l <5 (507)

lz—y|<n

Damit folgt

[l 6,) ~ g dr < MK s g o) gt < (5)'

zeK

Damit erhalten wir ||f — (g% o)l < If =9l +1lg — (g * @)l . <e. O
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10. Die Fourier-Transformation

10.1 Worum geht’s? Die Fourier-Transformation beschreibt mathematisch die
Zerlegung einer Funktion oder eines akustischen oder elektromagnetischen Signals
in Grundschwingungen. Innerhalb der Mathematik tritt die Fourier-Transformation
insbesondere im Rahmen der partiellen Differentialgleichungen auf. Dies liegt dar-
an, dass die Ableitung in der Fourier-Transformierten zur Multiplikation mit der
Koordinatenfunktion wird.

Die Fourier-Transformierte ist zunéchst fiir Funktionen in L'(R™) definiert. Schrinkt
man die Fourier-Transformation auf den Schwartz-Raum . (R") ein, so erhalten wir
eine Isometrie bzgl. ||-|| ;.-Norm. Damit kénnen wir die Fourier-Transformation auch
auf L?(R") definieren, was fiir Anwendungen wichtig ist, da es sich bei L?*(R"™) um
einen Hilbertraum handelt.

Im folgenden wird die Multiindex-Schreibweise aus Definition 5.2 verwendet, wobei
zusétzlich

|al aan

a1
O0xf Oxon

D := (i)

gesetzt wird.

10.2 Definition. Fiir f € L'(R") heifit .Z f, definiert durch

(FNE = (€)= s [ @ (6 R,

die Fourier-Transformierte von f.

10.3 Lemma (Elementare Eigenschaften). Seien f € L'(R"), a > 0 und a €

R™.

a) Fir g(z) == () gilt §(€) = f(€ —a).

b) Fir g(w) = f(x — a) gilt §(§) = f(E)e.

¢) Fiir g(x) == f(—x) gilt §(¢) = f(£).

d) Fir g(z) == f(Z) gilt §(€) = a" f(ag).

e) Seig € L'(R") und h:= f * g. Dann gilt h($) = (2m)"/f(£) - §(£).

Beweis. Die Aussagen a)-c) folgen unmittelbar aus der Definition, Teil d) folgt aus
dem Transformationssatz. Fiir e) verwende man den Satz von Fubini und erhalte

i) = m) 2 [ | [ - y)gt) dy]e = s
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= n) " [ [ [ o - yat) dy]etevie e as

= (27)"/2 . (27r)”/2/9(y) [(QW)H/Q/f(Z)eizé dz} e Ve dy
= (2m)"2f(£)3(6).
O

10.4 Satz. Fir f € L'(R") ist FZf € Co(R™), und die Fourier-Transformation
F: LMR™) — (Co(R™), ||| =) ist ein stetiger linearer Operator mit Norm || .Z| <
(2m)~™/2,

Hierbei ist Cp(R") der Raum der auf R™ stetigen Funktionen, die im Unendlichen

nach Null streben.

Beweis. .7 [ ist stetig:

Sei dazu (£®)pey C R” mit £€® — £ Dann gilt e ¢ — ¢ (z ¢ R")
und

FHEW) = Q< @0 | @) [ e dr— 0

<2
mit majorisierter Konvergenz.

Z ist beschriankter Operator:
Wegen der Stetigkeit ist .7 f messbar mit [ Z f|,;~ < (27)™2|f|,:, also

ist die Abbildung #: L'(R") — L>®(R") stetig mit Norm nicht gréfer als
(2m)~™/2.
% f klingt im Unendlichen ab:

Es gilt Z f(§) — 0 fiir |{| — o0. Dazu verwenden wir, dass nach Satz 9.10
2 (R™) dicht in L*(R™) ist. Da % : L' — L™ stetig ist, reicht es, Z f(£) — 0
fir f € Z(R™) zu zeigen.

Sei f € Z(R"), R> 0 und { € R” mit |{] > R. Wéhle j mit |§;]| > \%. Dann
gilt
ZHE) = gy [ Flade = da]
(2m)™/2 Jgn

- ‘ - W /R" Ori12) —iléj

v
R

e~lee da:)

< @n) 2[00, Y 0 (R — o) =
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10.5 Definition. Der Schwartzraum . (R"™) wird definiert als die Menge aller f €
C>°(R"), fiir welche fiir alle o, § € Ny gilt:

pas(f) = sup [2°D7f(2)] < oo.
TxER™

Versehen mit der Familie L = {p,p: o, € Ny} wird .#(R") ein lokalkonvexer

topologischer Raum (siehe Beispiel 2.9), der sogar Fréchetraum, d.h. metrisierbar
und vollsténdig ist.

10.6 Bemerkung. a) Definiere die Familie L = {pn: N € N} von Normen auf
< (R™) durch

px(f) = sup{(1+ [z)V[Df(2)|: |a]| <N, z €R"} (f € L(R")).

Dann wird durch L dieselbe lokalkonvexe Topologie auf .# (R") erzeugt. Im folgenden
wird . (R™) stets mit dieser lokalkonvexen Topologie versehen.

Per Definition konvergiert eine Folge (fx)ren in einem topologischen Raum (X, 7)
gegen ein f € X, wenn es fiir jede Umgebung U von f ein Ky(U) gibt, sodass
fr € U fiir jedes k > Ky(U) gilt. Es gentigt, Umgebungen U aus einer Umgebungs-
subbasis zu betrachten. Fiir lokalkonvexe Réume werden solche Umgebungssubba-
sen in Beispiel 2.9 beschrieben. Auf diesem Wege erkennen wir, dass fiir eine Folge
(fe)ken C L (R™) und fiir f € (R") gilt

fe — f(k—00)in S(R") <= VNEN: py(f—fi) —0(k — o0).

b) Jeder vollstandige lokalkonvexe topologische Raum mit abzdhlbar vielen Seminor-
men (p;)jen ist metrisierbar, und eine dquivalente Metrik wird z.B. gegeben durch

d(f,g) = ZQ‘j—l ijg(;f)g).

Jj=1

Eine entscheidenden Konsequenz der Metrisierbarkeit ist, dass die Begriffe dicht/-
folgendicht, abgeschlossen /folgenabgeschlossen, stetig/folgenstetig, kompakt /folgen-
kompakt jeweils zusammenfallen. Siehe auch Bemerkung 1.12 und Satz 1.27.

¢) Der Schwartzraum .7 (R") liegt dicht in LP(R") fiir alle 1 < p < co. Denn jedes
f e 7 (R") liegt in LP(R™) wegen

|f(x)|Pde < / (14 |z|)"™dr < 00
Rn n

fiir mp > n. Die Dichtheit von . (R™) C LP(R") ist klar wegen Z(R™) C .#(R"). Die
Teilmengenbeziehung Z(R™) C .7 (R™) ist sogar eine stetige und dichte Einbettung.
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d) Analog zur Definition von Distributionen 7" € 2'(R") wird auch der Dualraum
von . (R™) betrachtet. Man definiert

S'(R") :={T: S(R") — C: T linear, stetig }.

Man beachte, dass dabei auf .#(R") die obige lokalkonvexe Topologie gewahlt wird.
Ein lineares Funktional T" auf .# ist stetig genau dann, wenn es folgenstetig ist. Der
Raum .#/(R") heifit der Raum der temperierten Distributionen.

Jede Funktion f € L] _(R™) mit hochstens polynomialen Wachstum fiir x — oo
erzeugt eine temperierte Distribution Ty € ./ (R") gemaf

Ti(p) = Rnf(w)sﬁ(w) dz (¢ € S (R")).

e) Aufgrund der stetigen und dichten Einbettung Z(R") C .¥(R") kann jedes
T € ' (R"™) als eine Distribution des 2’(R"™) interpretiert werden, und die Teilmen-
genbeziehung ./(R™) C Z'(R") ist injektiv und stetig, also eine stetige Einbettung.
Temperierte Distributionen kénnen also abgeleitet werden, wie in Definition 5.7 an-
gegeben. Analog zu 2’ statten wir auch .’ mit der schwach-x-Topologie aus, die
erzeugt wird von der (iiberabzdhlbaren) Familie der Halbnormen

o T po(T) = T()]: p€ S R")}.

f) Fiir @ € N™ definieren wir einen Multiplikationsoperator M, durch (M,p)(x) =
r%p(x) fur ¢ € (R"™). (Wir konnen also die Halbnormen dann auch als p, s(f) =
| MDA | 1 Schreiben.) Und fiir T' € .#(R") definieren wir diesen Operator geméf
(M.T)(p) == T(Map), fiir o € S (R").

Dann sind 9% und M, stetige Abbildungen von .#’(R") in sich, und von .#’/(R")
in sich. Zum Beweis ist es hilfreich zu wissen: eine lineare Abbildung S von einem
topologischen Vektorraum X mit Halbnormfamilie (py)aca in einen topologischen
Vektorraum Y mit Halbnormfamilie (gg)gep ist stetig genau dann, wenn es zu jedem
qp eine endliche Indexmenge A 3 gibt und eine Konstante C'3, sodass

45(57) < Cs Y pale)

OéE.Ao’g

fiir jedes x € X gilt.

10.7 Lemma. Fir f € ./(R") und o € Ny gilt:
(i) Ff € C*(R") und D*(F f) = (=1)*|.7 (M. f).
(i) F(DF)(E) = E(FN)E) (€ R,

(iii) F f € Z(R™).
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Beweis. (i) Da z — x®f(z) € L*(R") eine integrierbare Majorante der Ableitung
des Integranden ist, folgt aus dem Satz iiber parameterabhingige Integrale

D(F f)(€) = (2m)"/* - f(x)Dg e dx

—i)2lal :
- EQW;"/Q ]Rnf(aﬁ)ﬂcc“e‘“ng dz = (=1)*/(F(Maf))(€).

(ii) Mit partieller Integration erhalten wir

y(D“f)(f) = (27‘(';”/2 /Rn(Daf)(x)eixf dx
_1)lal .
= gy [, F@Dz =7 1(0)

(iii) Nach (i) gilt . f € C*(R"). AuBlerdem gilt
EDUF)E) = ()P F (D2’ f)(€) — 0 (|| — o0),
€7 (R)

wobel wir Satz 10.4 verwendet haben. O]

10.8 Bemerkung. a) Die Bezeichung D = —iV wurde extra zu dem Zweck ein-
gefiihrt, damit die fiir die Anwendungen wichtige Formel in (ii) so einfach wie moglich
wird.

b) Ein scharfer Blick auf den Beweis von (iii) zeigt, dass .% : . (R") — .(R") sogar
eine stetige Abbildung zwischen lokalkonvexen topologischen Raumen ist. Hierbei
ist die Leibnizformel

Do (uww) = (Z) (D¥u)(D*v), u,ve C®(R"), aecN,

o' <a

niitzlich.
10.9 Lemma. Fliir v(x) := exp(—@) qilt Fy =1.

Beweis. (i) Sei n = 1. Die Funktion ~ ist die eindeutige Losung des Anfangswert-
problems

Yy +ay=0, y(0)=L1 (10-1)

Damit gilt
0= +ay) =i(Fy) +i(Fy).
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Wegen
F2)(0 :_/ T dr=1
(FN0) = = [ T ar

16st %~ ebenfalls das Anfangswertproblem (10-1). Also gilt v = F~.

(ii) Fiir n > 1 schreiben wir

O = o [ (He‘”“” He*‘%)

n

—z? —iz;¢;
:H \/27r/ e dxj)

e™5/% = ().

Il
z: I

.
Il
R

10.10 Lemma. a) Fir f,g € #(R™) gilt
f(2) F () da = / F f(@)g(x) dr,
RTL n

d.h. (f,Fg), = (T [, 9),
b) Fir f € S(R") gilt F2f(z) = f(—x) (x €R").

Beweis. a) folgt sofort aus dem Satz von Fubini, da (z,y) — f(z)g(y)e ™ €
L1<R2n).
b) Sei v, (z) := y(az) fir a > 0 mit v wie in Lemma 10.9. Nach Lemma 10.3 gilt

(#1)(©) = (7)(2).

Sei g(z) 1= e %0, (z) fiir & € R™ fest und a > 0 fest. Dann ist g € .(R") und

(F)(€) = (Fr)(E +&) =y (3E9),

a
Unter Verwendung von a) erhalten wir

o [ FD@ew s = o [ Fa) @) ds

_ (27T1)n/2 /R Fya (7 (" Z&) d
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_ W /R Flau — &)y (u) du. (10-2)

Bei der letzten Gleichheit haben wir die Substitution v = % und die Identitét
F~ =~ verwendet.

Wir nehmen den Grenzwert a — 0. Es gilt dann v(au) — 1 punktweise und
g(x) — e7#% punktweise. Wegen .7 f € L'(R") kiénnen wir majorisierte Konver-
genz anwenden und erhalten

1

- /Rn(ff)(x)g(x) dz — (F2[)(&).

Um den Grenzwert fiir die rechte Seite von (10-2) zu berechnen, verwenden wir
flau — &) — f(—&) punktweise. Da || f||,~ - 7 eine integrierbare Majorante ist,
erhalten wir

G [ Hau=&nwdn— 1)
Also gilt (F2f)(&) = f (—&o)- O
10.11 Definition und Satz. a) Die Abbildung % : /(R") — L (R") ist eine
Bigektion mit

(7)) = G [ €)= e

b) (Satz von Plancherel.) Es gilt

1Al 2 ny = 17 Fll2gny  (F € Z(RY)).

Somit ist F|ymwny eine Isometrie und damit eindeutig zu einem isometrischen Iso-
morphismus Fy: L*(R") — L*(R™) fortsetzbar, der ebenfalls Fourier-Transforma-
tion genannt wird. Insbesondere gilt

1 F2f e = £l (f € L2(R™)).

Beweis. a) Nach Lemma 10.10 gilt #2f(z) = f(—x), d.h. F* =idy(rn). Damit gilt

(7)) = (F9)a) = (F)(-) = G [ al€)e e

b) Im Beweis von Lemma 10.10 sahen wir
<ﬁf’ §>L2(Rn) = <f7 %>L2(Rn) .
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Setze nun ¢ := .% ~'g, d.h.

Damit folgt Hf‘

= Il

Da . (R") C L*(R") dicht ist, ist die Fortsetzung %y: L*(R") — L*(R") wohlde-
finiert und ebenfalls isometrisch. Zu zeigen ist noch, dass %, surjektiv ist. Nach
Lemma 7.3 ist R(.%,) abgeschlossen. Wegen R(%2) D Z(L(R")) = Z(R") ist
R(%,) dicht in L*(R™) und damit %, surjektiv. O

10.12 Definition und Satz. Fir T € . (R") definiere FT(p) :=T(F¢) (¢ €
S (R™)). Dann ist F: S"(R") — ' (R") linear, stetig und bijektiv mit stetigem
Inversen. Fir alle T € %' (R") und o € N" gelten dann die Identititen

D*(ZFT) = (-1)l*7 (M,T),

F(DT) = M (FT).
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