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Einleitung

Das zur Vorlesung Funktionentheorie Sommersemester 2011 empfohlene Skript zur Mathematik fir Phy-
siker III enthilt einige Passagen, die den in der Mathematik iiblichen Anforderungen nicht geniigen. Mit
den hier vorgestellten Ergédnzungen wollen wir diese Passagen ausbessern.

1 Zu Kapitel 8

Hier ist insbesondere Satz 8.14 zu verbessern. Dessen Aussage ist richtig, aber der vorgeschlagene Beweis
benutzt das Konzept, dafl eine Kurve I' einen Punkt p ,,evtl. mehrfach umléuft“. Es ist unklar, was das
bedeuten soll. Deshalb holen wir hier etwas weiter aus.

Definition 1.1 (einfach zusammenhingend). Sei Q C R"™ ein Gebiet. Wir sagen, dafi Q@ einfach
zusammenhéngend ist, wenn folgendes gilt: zu jeder Schleife T' C Q mit Parametrisierung v: [0,1] — Q,
v(0) = v(1), existiert ein Punkt p € Q und eine stetige Funktion

fiir die gilt: h(0,t) = ~y(t) fir jedes t € [0,1], und h(1,t) = p fiir jedes t € [0, 1].
Die anschauliche Vorstellung ist, dal die Kurve I' C Q stetig auf einen Punkt p zusammengezogen wird,
ohne dabei € zu verlasssen. Hohlkugeln im R? sind einfach zusammenhingend, Kreisringe im R? sind es

nicht. Der Satz iiber die Wegunabhéngigkeit von reellen Kurvenintegralen aus dem ersten Studienjahr gilt
auch fiir einfach zusammenhéngende Gebiete (wurde aber nur fiir sternformige Gebiete bewiesen).

Wir variieren Satz 8.8 ein wenig:

Satz 1.2. Sei Q) C C ein Gebiet, f: Q0 — C stetig, und Q sei konvex. Dann sind dquivalent:

1. f hat eine in Q holomorphe Stammfunktion F im Sinne von F' = f iiberall in Q,
2. fir jede Schleife T C Q gilt [, f(z)dz =0,
3. fir jedes Dreieck A\ C Q gilt [, f(z)dz = 0.

Hierbei verstehen wir unter einem Dreieck immer nur den Kantenzug, niemals das Innere.

Beweis. Die Aquivalenz 1 <= 2 wurde im Satz 8.8 schon bewiesen.
Offenkundig folgt die dritte Aussage aus der zweiten.

Wir zeigen, dafl auch die erste Aussage aus der dritten folgt (mit einem Beweis fast wie bei Satz 8.8). Sei
dazu z, € Q beliebig gew&hlt, und wir definieren

F“*L@%ﬁ“mg

wobei S(z. — z) die gerichtete Verbindungsstrecke von z, nach z bezeichnet. Diese verlduft in 2 wegen
Konvexitét. Aus der Aussage 3 folgt, daf3

F(:) = Flao)= [ (0

S(z0—2)

Der Rest des Beweises verlduft wie bei Satz 8.8. O
Wir haben also eine zusitzliche Aquivalenz bekommen, und wir bezahlen dafiir mit der neuen Konvexitéits-
forderung an 2.

Lemma 1.3 (Lemma von Goursat). Sei Q C C ein Gebiet, f: Q — C sei holomorph, und A C  sei
ein Dreieck, dessen Inneres int 2\ in Q liegt.

Dann ist

/A F(2)dz = 0.
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Beweis. Wir zerteilen A (genauer: dessen Inneres) in vier kleinere Dreiecke Al, ..., A}, indem wir drei
Verbindungsstrecken ziehen zwischen den drei Kantenmittelpunkten von A. Jedes der neuen Dreiecke Af
statten wir mit demselben Umlaufsinn aus wie A. Dann ist offenkundig

/A f(Z)dZZ; [ T,

und somit folgt

‘/Af(z)dz gi /A{f(z)dz

Dasjenige Teil-Dreieck, welches das Maximum verwirklicht, taufen wir Aj.

f(z)dz

st

< 4max
J

Analog unterteilen wir A; in vier Teil-Dreiecke, von denen wir wiederum eines auswéhlen, das Ay heiflen
moge, usw. Es entsteht eine Folge (A, )nen, von Teildreiecken, mit

laenge(A,) = 27 laenge(A,_1) = --- = 27" laenge(A).

Es gibt genau einen Punkt zg € Q mit {29} = ﬂn€N+ (A, Uint A,,), denn A Uint A ist kompakt.
WEeil f holomorph ist, haben wir die Weierstrai—Zerlegung

f(z) = f(z0) + ['(20)(z = 20) + R(2, 20), z = 2o,
wobei fiir den Rest R gilt, daf3

lim L(Z’ %)

zZ—2z0 Z — 20

=0.
Das heifit: fiir jedes € > 0 existiert ein § > 0 sodafl |R(z, z0)| < €|z — zo] falls |z — zo| < §. Somit folgt

‘/A f(z)dz /A f(z0)dz /A R(z 20)dz

und die ersten beiden Integrale auf der rechten Seite sind Null, wegen Satz 1.2. Wir kénnen also weiter
abschétzen (wenn laenge(A,) < J)

/ R(z,20)dz
Ay,

wobei wir hier |z — zg| < laenge(A,,) genutzt haben, fiir z € A,,.

< 4n +4" + 4"

)

/ f(20)(z — 2z0)dz
Ay

4" < 4™laenge(A,) - £ laenge(A,,) = 4" - 27" laenge(A) - £27 " laenge(A) = e(laenge(A))?,

Diese Rechnung kénnen wir fiir jedes positive € wiederholen, was den Beweis vollendet. [l

Folgerung 1.4. Sei Q C C ein Gebiet, p € Q, die Funktion f sei holomorph auf Q\ {p}, und f sei stetig
in ganz Q. Sei N C Q ein Dreieck mit int A C .

Dann gilt die Behauptung des Lemmas von Goursat.

Beweis. Wir unterscheiden einige Fille.

Fall 1: p & AUint A

Dann verwenden wir den obigen Beweis des Lemmas von Goursat.

Fall 2. p ist auf einer Ecke von A

Dann zerlegen wir A wie gehabt in vier Teildreiecke. Auf dreien von diesen konnen wir den Fall 1
anwenden, und das vierte zerlegen wir erneut. Wir erhalten dann eine Folge von Dreiecken A, Ay,
Ao, ..., die alle die Ecke p gemeinsam haben, und es ist

IRCES RO

fiir jedes n. Es ist aber f beschriankt in einer Umgebung von p, und A,, wird immer kiirzer. Also sind
alle diese Integrale gleich Null.



Fall 3: p liegt auf einer Kante von A

Dann verbinden wir p mit der gegeniiberliegenden Ecke und wenden Fall 2 an.

Fall 4: p liegt im Inneren von A

Man wende Fall 2 an.
Damit ist die Folgerung bewiesen. o

Wir koénnen auch annehmen, dafl es noch weitere solche Ausnahmepunkte gibt, solange es endlich viele
bleiben.

Jetzt konnen wir endlich eine mathematische Version des Cauchy—Integralsatzes aufstellen:

Theorem 1.5 (Integralsatz von Cauchy). Sei ) C C konvex, f: Q — C sei stetig, und f sei iberall in
Q holomorph mit Ausnahme endlich vieler Punkte.

Fiir jede Schleife I' C Q gilt dann

/F f(2)dz =

Beweis. Die Folgerung aus dem Lemma von Goursat liefert uns die Behauptung, falls I' ein Dreieck wére.
Anschliefend benutzen wir die Folgerung 3 => 2 von Satz 1.2. (]

Das ist die mathematisch sauber bewiesene Variante von Satz 8.14 aus dem Physiker—Skript.

Der Integralsatz von Cauchy gilt auch noch, wenn man von f nicht mehr fordert, dafl es iiberall in € stetig
ist (also auch in den Ausnahmepunkten), sondern stattdessen die Beschrinktheit von f in Umgebungen
dieser Ausnahmepunkte verlangt. Der Beweis dazu wird allerdings etwas technischer (oder spéter ganz
einfach, wenn wir mehr Werkzeuge haben werden).

2 Zu Kapitel 9

Es ist Lemma 9.5 gerade die Definition dafiir, dafl 2 zusammenhéngend ist. Im Physikkurs war der Zu-
sammenhangsbegriff gerade als Wegzusammenhang definiert wurden (was im R™ dquivalent zur Definition
geméf Lemma 9.5 ist).

Theorem 2.1 (Allgemeine Version des Residuensatzes). Se Q) C C ein einfach zusammenhdingendes
Gebiet, I' C Q eine Schleife, und sei f: Q — C meromorph mit einer endlichen Polstellenmenge P .
Dann st

ﬁf(z)dz = 2mi Z Irlld(p) -res(f).

p
peP(f)

Beweis. Sei PY) = {z,,...,zy} die endliche Polstellenmenge von f. Bei jedem Pol zj € PY) (mit Ordnung
m;) haben wir eine Laurentreihenentwicklung, und insbesondere ist in einer jeweiligen Umgebung von z;
die Funktion

m;
Cj.k
z f(z) =y ——
ORD Dt
k=1
holomorph (mit passenden Koeffizienten ¢; ;). Dann ist auch die Funktion

N mj

2o f) -3

j=1 k:l
in ganz ) holomorph, sodafl der Cauchy—Integralsatz uns zu

N mj;

o= 435

jlk;l
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bringt. Wir wihlen uns jetzt eine Funktion ¢g: 2 — C, die iiberall den Wert Eins hat. Dann ist

N my

%f dz- ZCL 7{ 72]) —————dz.

Jj=1 k=1
Wegen der Cauchy—Integralformel in ihrer allgemeinsten Form haben wir

1 9() 4,
Ind(zj)g(z)) = .ji—d ;

2mi Z— zj

(Irlld(z)g(z)) = ﬂ 7{ %dz (m >0),

2=2; 2mi

m

dzm

und somit ist (weil Ind lokal konstant ist)
1
Ind(z;) = —.7{ 96 g,
r 27 Jr 2z — zj

1 9(2)

0=— ¢ &
2mi Jp (2 — z;)m !

dz (m >1),

sodaf}l wir nach Einsetzen also

N
7{ f(z)dz = ch,1 - 27 - Ir%d(zj)
r =

bekommen. Es ist aber ¢;; = res.,(f), was den Beweis vollendet. |

3 Zu Kapitel 10

Das folgende Lemma tauchte implizit im Beweis von Lemma 10.4 auf.

Lemma 3.1. Seien ay, ..., ag: [—1,1] — C stetige Funktionen, und seien z1(t), ..., z,(t) die Nullstellen
des Polynoms

P(t,z) = Zaj(t)zj, n>1.

Dann gibt es eine Numerierung der z;(t), sodaf die Funktionen z; auf dem Intervall [—1,1] stetig sind.
Bemerkung 3.2. Wenn 21(0) eine einfache Nullstelle ist, dann gilt

oP
P(0,21(0)) =0, E(O’ 21(0)) # 0,
und die Behauptung kann aus dem Satz iber implizite Funktionen gefolgert werden (freiwillige Ubungsauf-
gabe).

Beweis. Sei z1(0) eine Nullstelle der Vielfachheit m > 1.

Wir zeigen: es gibt ein g9 > 0, soda$ fiir jedes ¢ € (0,e9) ein d(e > 0) existiert, sodal das Polynom
z +— P(t,z) im Ball B(21(0),¢e) genau m Nullstellen hat.

(Wie sich aus dieser Hilfsaussage dann die gewiinschte Numerierung der Nullstellen ergibt, sei eine fU)
Zunichst ist z1(0) eine isolierte Nullstelle von P(0, -). Es existiert also ein €, sodafi das Polynom P(0, -) im

Ball B(z1(0),e0) keine weitere Nullstelle hat. Sei € € (0,e0) beliebig. Wir setzen I'c := 9B(z1(0),¢), und
wir definieren (fiir ¢ nahe bei 0)

1 P.(t,¢)
2_71.1 I'. P(taC)

Zshler und Nenner sind stetige Funktionen auf [—1,1] x C. Der Nenner ist ungleich Null auf der kom-
pakten Menge {0} x I, also gibt es ein d(g) > 0, sodafl der Nenner auch ungleich Null ist auf der Menge
[—d(e),d(e)] xT'c. Also ist der Integrand eine stetige Funktion auf [-d(g), d(¢)] x ¢, und folglich ist NV stetig
auf dem Intervall [—d(g), d(¢)]. Andererseits kann N nur ganze Zahlen als Wert annehmen, und folglich ist
N auf dem Intervall [—d(e), §(¢)] konstant. Das wollten wir zeigen. O

N(t) := dc.



Als Néchstes schauen wir uns eine Idee an, von der man meint, dafl man damit den Satz von Rouché
widerlegen konnte. Die Idee dahinter ist die folgende: die entscheidende Ungleichung |f(2) — g(2)] < |f(2)|
kann so interpretiert werden: die Funktion f wird auf I" durch eine Funktion g angenéhert, und der Fehler
ist {iberall kleiner als 100%.

Seien nun zwei Funktionen f und h gegeben, die deutlich voneinander abweichen, und die insbesondere
auch eine unterschiedliche Anzahl von Nullstellen haben. Dann sollte man meinen, dafl es eine Funktion ¢
geben konnte, sodaf | f(z) — g(2)| < |f(z)| und |g(z) — h(2)| < |g(z)| tiberall auf I" gelten. Wir wenden den
Satz von Rouché zweimal an und finden somit N(f) = N(g) und N(g) = N(h), also N(f) = N(h); was im
Widerspruch zur Annahme steht, dal f und h deutlich voneinander verschieden sind. Alternativ kénnte
man auch ,, mehrere Funktionen g1, ..., gk dazwischenschalten®.

Wir iiberlegen, warum ein solches Gegenbeispiel nicht konstruiert werden kann. Damit wir etwas Konkretes
vor Augen haben, sei I' der Einheitskreis, und f = f(z) = z sowie h = h(z) = z2. Es hat f genau eine
Nullstelle in G, und h hat genau zwei Nullstellen in G. Warum kann es keine holomorphen Funktionen g,
g2, g3 geben mit

() =g () < 1F ()], g1(2) —g2(2)] < lgr(2)l,  192(2) —gs(2) < lg2(2)], lgs(2) —h(2)] <lgs(2)| 7

Wenn wir z einschréinken z.B. auf eine Umgebung von i, also nur z € I' betrachten mit z.B. %7‘(‘ <argz < %7‘(‘,
dann findet man in dieser Umgebung sicherlich solche Funktionen g1, g2, gs. Aber global auf ganz I' eben
nicht.

Um den Grund einzusehen, betrachten wir f(z), h(z) und g;(z) als Vektoren des R?, die wir an den Punkt
z € I" anheften. Und wir denken dariiber nach, wie diese Vektoren sich bewegen, wenn z einmal die Kreislinie
I' umlauft.

In Assoziation zu Analoguhren sprechen wir ab jetzt von Zeigern anstatt Vektoren'.

Bei der Funktion f = f(z) = z weist der Zeiger stets aus dem Kreis hinaus, sodafl der f—Zeiger bei einem
Umlauf von z =1 bis z = 1 sich genau einmal im Gegenuhrzeigersinn gedreht hat.

Bei der Funktion h = h(z) = 22 weist der Zeiger in unterschiedliche Richtungen: bei z = 1 aus dem Kreis
hinaus, bei z = i tangential vorwérts, bei z = —1 in den Kreis hinein, bei z = —i tangential riickwérts,
und bei z = 1 wieder aus dem Kreis hinaus. Der h—Zeiger hat sich also zweimal im Gegenuhrzeigersinn
gedreht. Wir reden anschaulicherweise von der Umlaufzahl eines Zeigers. (Ein interessantes Ergebnis der
nichtlinearen Funktionalanalysis ist es, dafl man aus dieser Umlaufzahl Riickschliisse zieht auf die Anzahl
der Nullstellen im Innengebiet.)

Seien nun p und ¢ zwei holomorphe Funktionen, fiir die auf I' iiberall |p(z) — q(2)| < |p(2)] gilt. Wir
interpretieren, wie vorhin, ¢ als ,,Niherung® von p. Was bedeutet jetzt diese Ungleichung fiir die Funktionen
pund q 7

Zunichst natiirlich g(z) # 0 iiberall auf T', also ist ¢ nirgendwo der ,Nullzeiger®. Wir nehmen uns ein
z € T her, und den dort gelegenen geometrischen Punkt nennen wir A. An z = A heften wir den Zeiger
q(z) an und bekommen einen geometrischen Punkt B. Und an z = A heften wir auch den Zeiger p(z)
an, was uns einen geometrischen Punkt C' verschafft. Wir bekommen ein geometrisches Dreieck ABC, und
laut Voraussetzung ist die Kante AC langer als die Kante BC, also ist der Innenwinkel bei B grofler als
der Innenwinkel bei A. Da alle drei Innenwinkel im Dreieck sich zu 7 aufaddieren, ist insbesondere der
Innenwinkel im Dreieck ABC beim Punkt A kleiner als /2. Dies bedeutet: der Zeiger ¢(z) geht gegeniiber
dem Zeiger p(z) um hochstens 7/2 vor, oder um hochstens 7/2 nach.

Wir kénnen dies auch so interpretieren, dafl der Zeiger p(z) den Zeiger q(z) ,,mitschleift“. Daraus folgt dann
auch: wenn der Zeiger p (bei einem Umlauf von z um den Kreis) eine gewisse Umlaufzahl erzielt, dann
erzielt der Zeiger q dieselbe Umlaufzahl.

Wenn also die obige Ungleichungssammlung gélte, dann
e hitten f und g; die gleiche Zeiger—Umlaufzahl,
e hitten g1 und g die gleiche Zeiger-Umlaufzahl,
e hitten go und g3 die gleiche Zeiger—Umlaufzahl,

e hitten g3 und h die gleiche Zeiger—Umlaufzahl,

IDas Folgende ist natiirlich kein vollwertiger Beweis, sondern eher die Skizze eines Gedankengangs. Aber zu einem exakten
Beweis fehlt gar nicht mehr viel !
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aber das kann nicht sein. Denn f hat die Zeiger—Umlaufzahl Eins, und h hat die Zeiger—Umlaufzahl Zwei.

Wenn man diese Gedanken in eine (noch zu findende) dquivalente Form bringt und anschliefilend auf Funk-
tionen f: Q — R"™ verallgemeinert (wobei jetzt Q ein Gebiet im R™ sein soll), dann kommt man zum Begriff
des Abbildungsgrades der Funktion f. Dieser Begriff wird in der nichtlinearen Funktionalanalysis ausgiebig
studiert.



	Zu Kapitel 8
	Zu Kapitel 9
	Zu Kapitel 10

