Erinnerung: die Losung u = u(t) zur skalaren Dgl

u”(t) + au(t) = f(1), u(0) = u(®, u'(0) = uY, a = const.,
ist gegeben durch

w(t) =0 () - ul® 4 o) - u™ + (v £)(2), (1)
wobei v die sogenannte Fundamentallosung ist, das heiflt, v 16st die skalare Dgl

V" (t) + av(t) =0, v(0) =0, v'(0) = 1.

Unser Ziel ist es nun, ein #hnliches Ergebnis zu beweisen fiir ein Oszillatorkettenmodell, was ein System
aus unendlich vielen Differentialgleichungen ist: die Differentialgleichungen sind

ul(t) = up—1(t) — 2up(t) + upi1(t), nez, t>0, (2)
und wir haben die Anfangsbedingungen
n (0) = u{?, ul (0) = ulD), n € Z. (3)

Die physikalische Vorstellung: unendliche viele Atome, die wir mit Zahlen n € Z durchnumerieren, sind
nebeneinander angeordnet, und jedes wirkt mit seinen beiden Nachbarn iiber eine Federwirkung. Die
Auslenkung des n—ten Atoms aus seiner Ruhelage wird beschrieben durch eine Funktion u, = u,(t). Die
Federkonstanten und Einzelmassen sind auf Eins normiert.
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Das Ziel: eine verstehbare Losungsformel, aus der man das Verhalten ablesen kann.
Insbesondere werden wir zeigen:
Lemma 0.1. Seien nur endlich viele der Anfangsdaten u%o) und u%l) ungleich Null. Dann ist eine Ldsung

zu (2), (3) gegeben durch

un(t) = U Topuemy 28) +ul) - [ Y Jua(26) | | newz,

meZ I=|n—m|
wobei J, mit v € C die Besselfunktionen sind:

B [e’e) (71)m ¢ 2m—+v
Tut) = Z ml'(m+v+1) <§) ’

m=0
Wir vermerken einige Dinge:

e Man kann zeigen (z.B. durch Koeffizientenvergleich der Potenzreihen), daf§

d
Jotn—m)(2t) = > Juga(2t),

l=|n—m|
und eine Beziehung dieser Art beobachten wir auch in (1),

e wir kénnen n und m als Ortsvariable interpretieren, weil damit die Atome durchgezahlt werden, und
esist ) uld) Jo(n—m)(2t) interpretierbar als eine Faltung iber dem Ortsvariablenraum Z,

e Die Besselfunktion Ji(s) ist exponentiell klein fiir s < |k|/2, hat ihren grofiten Beitrag bei s ~ |k|,
und klingt fiir s > |k| langsam ab (wie s~'/2, hat aber noch Oszillationen). Wenn also die An-
fangsdaten z.B. ungleich Null sind nur fiir |n| < 3, dann ist zur Zeit ¢ die Losung konzentriert bei
|n| & t (wir suchen einfach diejenigen n, fiir die 2|n — m| & 2t). Das bedeutet, daf} eine Welle durch
die Federkette wandert (nach links oder rechts) mit Geschwindigkeit ungefihr gleich eins. Hohere
Geschwindigkeiten sind nur um den Preis exponentieller Ddmpfung moglich, geringere Geschwindig-
keiten konnen aber vorkommen. Die Ausbreitungsgeschwindigkeit hdngt auch von der Ortsfrequenz
ab (in der Physik ist dieser Effekt als Dispersion bekannt).



Es gibt verschiedene Wege, Lemma 0.1 zu zeigen:

e mathematisch am exaktesten: wir machen eine Probe der Darstellungsformel, ob die dadurch gege-
bene Funktion wirklich eine Losung ist. Ein solcher Beweis verwendet Formeln wie z.B.

cos(zsin f) )+2 Z Ja1(2) cos(216),

die man z.B. durch Koeffizientenvergleich aller auftauchenden Potenzreihen zeigen kann (oder indem
man die Laplace-Transformierten vergleicht).

o fiir das Verstédndnis der Zusammenhénge vielleicht niitzlicher: ein Beweis dafiir, dal jede Losung
die angegebene Gestalt haben muf3. Fiir einen exakten Beweis einer solchen Aussage fehlen uns
einige Werkzeuge aus der Funktionalanalysis (und die Zeit), sodafl wir jetzt Abstriche bei der logi-
schen Prézision machen. Da wir auf jeden Fall den ersten e zur Verfiigung haben, entsteht so keine
Beweisliicke.

Bemerkung 0.2. Zuerst bemerken wir, daf$ das Federkettensystem eine mechanische Energie besitzt. Wir
setzen
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wobei wir hier annehmen, daf un(t) und ul,(t) fir|n| — oo so schnell abklingen, daf8 die Reihe konvergiert.
Dann gilt (falls die u,, eine Lisung bilden)

(1) = 5 3 (W0 + (n(t) — wn 1 (6)) = 5 3 = (W0 + (unl®) — w-1()?) =0,

und hier setzen wir voraus, daf$ die Lisung so beschaffen ist, dafi die Umformung (x) zuldssig ist. (In den
fir uns relevanten Fillen klingen un,(t) und ul,(t) bei festem t exponentiell in |n| ab fir |n| — oo, sodafs
dann (%) erlaubt ist).

Dann folgt E(t) = €(0), und daraus lernen wir, daf bei Anfangsdaten identisch gleich Null (also ul? =
ul) =0 (Vn)) auch un,(t) =0 fir alle t und alle n, und deshalb sind die Lisungen zum System (2), (3)

eindeutig, wenn wir nur solche Lisungen zum Wettbewerb zulassen, fir die (x) erlaubt ist.

Fiir die Motivation der Losungsformel aus Lemma 0.1 holen wir etwas weiter aus:

Lemma 0.3. Die Laplace—Transformierte von
Ko t—a”J,(at), a >0, v>-—1,
wobei J,, die Besselfunktion ist, lautet

2 2 _ .\
B (R k)

V22 4+ a?

und hier sind /- und (-)* als die Hauptzweige zu verstehen.

Beweisskizze im empfehlenswerten Selbststudium. Wir bendtigen die Aussage eigentlich nur fir v = n €
Z, und dann gibt es einen hochst eleganten Beweis iiber eine Integraldarstellung und den Residuensatz:
Die Besselfunktionswerte J,,(¢) mit n € Z sind nédmlich gerade die Fourierkoeffizienten, die man erhiilt,
wenn man die 2r—periodische Funktion ¢ +— exp(it sin ¢) Fourier—entwickelt:

exp(it sin ¢) Z Jn(t)e™.
nez



Dies war ein Thema der Hausaufgaben, Blatt 5, unter dem Stichwort erzeugende Funktion. Die Theorie
der Fourierreihen aus dem zweiten Semester liefert uns dann

2

1 4 . .
Jn(at) _ / e—l(nf—atsnﬂ—) dT,

und das fithrt uns dann direkt zu

1 o0 ™ . X
L{Ka n}(z) _ e t7 [ gn 671(n'rfats1n'r) dr ) dt
7 2m t=0 T

= =7

a® [T . > N a” [T . 1
_ e inT eftzelatsm'r dt ) dr = — e inT . . dr
2 /.. =0 2m z —iasinT

=—T = T=—T
1 T . 1 1 T . 2 aefi'r
= —/ (aeﬂ'r)n — —dr = — (aeﬂ'r)n - ( ) — dr.
2 Jo_ . z—5(elm —ei7) 27 S 2z -ae~i™ —a? + (ae~i7)
Hier substituieren wir jetzt mit w = ae™'™ und dw = —iwdr. Wir umlaufen dann einen Kreis B mit
Radius @ um den Ursprung, im Uhrzeigersinn (also anders als gewohnt). Demnach ist
1 2 1 -1 2w™
L{K,n}(2) = —?{ w” w2 — dw = —?{ S L R—
' 2 Jp 22w —a? 4+ w? —iw 27 Jp w? + 22w — a?

Die Nullstellen des Nenners sind w12 = —z + v22 + a?, und wir nehmen jetzt an, da§ z € R ist mit
z > a > 0. Dann umlduft B nur wy = —z — V22 + a?, und wir bekommen

2uw" } 2wy (2 VRt a)"
=1 .

w1 — ws) Vz2 4 a?

Dies ist die Behauptung fiir z € R mit z > a. Den Rest erledigt das Identitdtstheorem fiir analytische
Funktionen. (]

w=w1

ek = gos |

w —w)(w — ws)

Korollar 0.4. Wir setzen P,(t) := Jan—1(2t) + Jon11(2t) fir n € Ny. Dann gilt
P, x Py, = Py, n,m € N;.
Es diirfte recht schwierig sein, diese Identitét ohne das Werkzeug der Laplace—Transformation zu beweisen !

Beweis. Es geniigt zu zeigen, daf3
LAPpim} = L{P.} - L{P,}, n,m € Ny,

und das ist aber eine mechanische Rechnung:

2 4 — 2n—1 2 4 — 2
Py = WA (WA )
oan=1y/22 1+ 4 4
24+4-—2)? Z44)—22vV22 44422 1
4 4 2
1
:5 22+4( 22+4—z),

L{Pﬁ@):(%) :( 1+§—§> .

Wir greifen den Gedanken hinter (1) auf:

Lemma 0.5. Eine Lisung zu (2) mit den speziellen Anfangsbedingungen

un(()) = 07 n e Z7

n= 4



ist gegeben durch:

un(t) = Z J2l+1 (Qt), n €7,

I=|n|

Beweis. Ein logisch einwandfreier Beweis entsteht, indem man einfach eine Probe durchfiihrt. Dies ist
letztlich ein Training im kréftesparenden Rechnen und deshalb als freiwillige Ubungsaufgabe zu empfehlen.
(Leider wird bei diesem Beweis nicht sichtbar, wo die Losungsformel herkommt.) |

Die folgenden Betrachtungen sind stellenweise heuristisch gepriagt und sollen motivieren, wie die angege-
bene Losungsformel zustandekommt.

Pseudo—-Beweis. Es erscheint physikalisch plausibel, daf§ das nullte Atom zwei Wellen in der Oszillatorkette
erzeugt: eine Welle nach links, und eine Welle nach rechts. Hierzu sei auch auf das Video auf der Homepage
verwiesen, in dem genau diese Fundamentallosung dargestellt wird.

Wir nutzen die Eindeutigkeit der Lésungen aus: wenn der unendliche Vektor (..., u_s,u_g,u_1,up, u1, o, us, ... )(t)
das System (2) und die speziellen Anfangsbedingungen (4) 16st, dann 16st auch der ,reflektierte Vektor®

(..., us3,u2,u1,Up, U—1,U_2,U_3,...)(t) das System (2) und die speziellen Anfangsbedingungen (4). Die
»Reflektion“ bedeutet einfach, dafl wir den Kristall um 180° herumdrehen. Aufgrund der Eindeutigkeit

miissen beide Losungen iibereinstimmen, also insbesondere wui(t) = u_1(t), fiir alle ¢f. Das kann man

sich so vorstellen: weil uj(t = 0) = 1 ist, bewegt sich das nullte Atom fiir kleine Zeiten ¢ nach rechts,

und dabei schiebt es das erste Atom vor sich her, und das minus-erste Atom wird hinterher gezogen.

Also bewegen sich die Atome mit den Nummern —1 und 41 beide nach rechts. In diesem Sinne ist die
Erkenntnis uv_; = uy; physikalisch plausibel.

Wir betrachten das n—te Atom mit n > 1. Dieses Atom (und sein Nacbar an Position (n + 1)) werden
beeinfluft nur von der Welle, die nach rechts lduft, denn n ist positiv. Weil u, 1 zur Zeit t = 0 Nullan-
fangswerte hat, und weil simtliche Information des Atoms n+ 1 nur vom Atom n stammen kann, erwarten
wir hier ein lineares zeit-invariantes System, und wir vermuten eine Beziehung

un+1(t) = (@ un)(t)7 t=>0,

mit einer noch unbekannten Funktion @ = Q(¢). Und weil die Atome nicht unterschieden werden kénnen,
erwarten wir ebenfalls

un () = (Q * up—1)(t), t>0,

mit derselben Funktion Q.

Dann ist
d t
)= 5 [ Q= na(s)ds = Q01 () + (Q 5 w0,
s=0
und jetzt machen wir die Annahme Q(0) = 0. Weiteres Differenzieren liefert dann
U (t) = Q(0)un—1(8) + (@ * un—1)(t.)
Andererseits haben wir aber auch

W) = w1 (8) = 20 (8) + i (1)
= w1 () = 2(Q * 1) () + (Q # Q ¥ w1 ).

Diese beiden Darstellungen kénnen wir gleichsetzen.

SchlieBlich ist physikalisch plausibel, dafl @ fiir ¢ — co hochstens exponentiell wéchst. Dann kénnen wir
die Laplace-Transformation anwenden und kommen zu

Q' (0)itn—1(2) + (Q")T2) - tn-1(2) = ftn—1(2) — 2Q(2) - i1 () + (Q<z>)2 n1(2)
= (@))+Q0)=1-20()+ Q)



Nun ist bekanntlich (Q”) (2) = 22Q(z) — 2Q(0) — Q'(0), also folgt
Q=) = 1-2Q(z )
— 0() _ 2 + 22 22 ?

Weil @ eine Laplace-Transformierte ist, gilt Q( ) — 0 for R 3 z — 400, womit das + im =+ ausgeschlossen
wird, und somit konnen wir (zumindest fiir grofie reelle z > 1) schlufifolgern, daf

A 2—|—z 2+z2 2—|—z 1
Qz) = ~ 3

F o ;F%H%)
=<—— 1+%> <+ Z_>
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und dies bringt uns zu
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Q) = Po(t) = J1(20) + Ja(2t) = %Jg(%),

wobei wir hier die Beziehung

Toa() 4 Juia(s) = 220, (5),

genutzt haben, die man z.B. iiber Koeffizientenvergleich aller beteiligter Potenzreihen zeigen kann.

Jetzt konnen wir die Funktion ug = ug(t) bestimmen. Wir wissen schon, dafi u; = u_1, also ist
ug(t) = uy +u_1 — 2up = 2(Q * up)(t) — 2up(t), up(0) =0, wuy(0) =1,

und eine Laplace-Transformation dieser Gleichung liefert uns

(ug)(2) = 2%00(2) — zug(2) — up(0) = 2*00(2) — 1
=2Q(2) - do(2) — 2d0(2),

was sich zusammenfassen 148t zu
(22 —2Q(2) + 2) Go(z) =1,

und daraus erhalten wir schrittweise, dafl

(22—(24—2:2—2\/ +4)+ ) o(z

~—

fp(2) — 0 = ——, uo(0) =0,

und somit ist ug bestimmt als

UQ(t) _ /t . JO(Qs) ds = i Jort1 (275) =P (t) + Pg(t) + P5(t) +...,
5= 1=0

denn wir haben J,_1(0) — J,4+1(0) = 2J.(0) sowie lim, . J,(0) = 0 fiir jedes feste o.
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Die weiteren Funktionen uq, uo, ..., bestimmen wir iiber
Ul:Q*UO:Pl*(Pl+P3+P5+---):P2+P4+P6+"':ZJ2Z+1(2t)a
1=1
uy=Qsuy =P x(Po+ P+ Ps+...)=Ps+Ps+Prt--= Ju(2t),
1=2

und so weiter, und es ergibt sich dann

un(t) = Z J2H_1(2t), n €7,

I=|n|
was gleich unserer Behauptung ist. O

Motivation und Beweis zu Lemma 0.1. Wir wissen, wie die Losung aussieht, wenn alle Anfangsauslenkun-
gen gleich Null sind, und alle Anfangsgeschwindigkeiten (bis auf eine) ebenfalls.

Wenn wir uns an (1) erinnern, kommen wir zur Vermutung, daf} eine Lésungsdarstellung fiir den Fall der
allgemeinen Anfangsdaten (3) gegeben sein kénnte durch

d oo
un(t) = Z ug,?) . E Z J2H_1(2t) + u%) . Z J2H_1(2t)

MEZ I=|n—m| l=|n—m]|

Beachte hierbei, dafi J_,,(z) = (—=1)"J,(z). Wir kénnen diese Darstellung noch umformen zu

un(t) = Z ugg) - Ja(n—m)(2t) + u%) : Z Jaut1(2t) g

meZ I=|n—m|

und das ist die gewiinschte Losungsdarstellung. Eine Probe bestétigt, dafl die dadurch dargestellten Funk-
tionen u, mit n € Z wirklich Losungen sind. O

Weitere Ergebnisse zu diesem Oszillatorkettenmodell (und auch ein exakterer (aber auch abstrakterer)
Beweis der Losungsdarstellung in Lemma 0.1) findet sich in [1], zu finden als PrePrint im KOPS der Uni
Konstanz.
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