Kapitel 4

Abbildungsgrade und
SCHAUDERscher Fixpunktsatz

4.1 Motivation

4.1.1 Was sind Abbildungsgrade ?

Sei G C R2 ein beschrinktes Gebiet, einfach zusammenhingend, mit glattem Rand dG, der also eine
Kurve ist. Sei f: R2 — R; eine Abbildung, geniigend oft stetig differenzierbar. Dann ist f(G) eine
beschrénkte Menge in Ri, und f(9G) ist eine glatte geschlossene Kurve in R;.

Wir konnen jetzt die Frage stellen, wie oft ein Punkt y € R? von f(9G) ,,umlaufen“ wird. Die Definition
einer Umlaufzahl ist geometrisch irgendwie klar, es sei denn, daf y auf der Kurve f(9G) liegt (dann sei
die Umlaufzahl undefiniert).

Wenn man nun irgendwie zeigen kann, daf fiir jeden Punkt y € R? die Umlaufzahl entweder 0 oder 1 oder
undefiniert ist, dann gibt die geometrische Anschauung Anlaf§ zur Vermutung, daf} f injektiv ist. Wir
hiitten also eine Aussage iiber die Eindeutigkeit von Losungen x der Gleichung f(x) = y. Andererseits
mufl man im Hinterkopf behalten, dafl ein Punkt einmal linksherum umlaufen werden kann und einmal
rechtsherum, sodaf sich dann die Umlaufzahl 0 ergeben konnte.

Wenn man den Begriff der Umlaufzahl verallgemeinert fiir Abbildungen zwischen R™ und R”™, oder
fiir Abbildungen eines Banachraumes B in sich, dann kommt man mehr oder weniger zum Begriff des
Abbildungsgrades.

4.1.2 Was ist der SCHAUDERsche Fixpunktsatz ?7

Bekannt ist der BANACH!sche Fixpunktsatz (1920): eine kontrahierende Abbildung einer abgeschlossenen
Teilmenge eines vollsténdigen metrischen Raumes in sich hat in dieser Teilmengen genau einen Fixpunkt,
und dieser Fixpunkt kann gefunden werden als Grenzwert einer Folge, bei der sich ein Folgenglied durch
Anwenden der Abbildung auf das Vorgéngerglied ergibt. Wir haben sogar eine Fehlerschédtzung, wenn
wir das Iterationsverfahren irgendwo abbrechen.

Unbewufit bekannt ist der folgende Fizpunktsatz ohne Namen: eine stetige Abbildung eines kompakten
Intervalls in sich hat mindestens einen Fixpunkt in diesem Intervall.

Ein Beweis ergibt sich z.B. durch eine Skizze. Es kann mehrere Fixpunkte geben, und wir haben auch
kein Rezept, wenigstens einen Fixpunkt zu finden.

Eine Verallgemeinerung ist der Fizpunktsatz von BROUWER?(~ 1910): eine stetige Abbildung einer
kompakten und konvexen Teilmenge des R™ in sich hat mindestens einen Fixpunkt in dieser Teilmenge.

IStefan Banach, 1892-1945
2Luitzen Egbertus Jan Brouwer, 1881-1966
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Der Fizpunktsatz von SCHAUDER? (1930) verallgemeinert dies fiir beliebige Banachriume anstatt des
R™ und man erhélt: eine kompakte Abbildung einer beschrénkten, abgeschlossenen und konvexen Menge
in sich hat einen Fixpunkt. Man beachte dabei, dafl beschréinkte, abgeschlossene Mengen im R™ genau
die kompakten Mengen sind. Der Begriff der kompakten Abbildung wird noch definiert.

4.2 FEinige Begriffe

Definition 4.2.1. Fine Abbildung zwischen zwei metrischen Rdumen heif$t homdomorph, wenn sie
bijektiv und stetig ist, mit stetiger Umkehrabbildung.
Einen Satz iber inverse Funktionen gibt es auch fiir Abbildungen zwischen Banachrdumen:

Satz 4.2.2 (Homdbomorphiesatz). Sei X ein Banachraum, U = U(zg) C X eine Umgebung eines
Punktes xo € X, und sei f: U — X Fréchet* —differenzierbar, und diese Ableitung sei stetig auf U.

Sei f'(xo) ein (linearer) Homdomorphismus.
Dann existiert eine Umgebung Uy C U derart, dafl f‘U ein Homdoomorphismus von Uy auf die Umgebung
0

f(Uy) des Punktes yo = f(x0) ist.

Beweis. Im Prinzip wie beim Satz {iber inverse Funktionen zwischen R™ und R™. O

Definition 4.2.3. Fine Teilmenge ) eines metrischen Raumes heifit wegzusammenhéngend, wenn es
zu je zwei Punkten xo, x1 € Q eine stetige Abbildung f: [0,1] — Q gibt mit f(0) = xo, f(1) = 1.

4.3 Der Abbildungsgrad fiir ,,schéne* Funktionen im R"

Der Raum R™ wird ausgestattet mit der iiblichen pythagoriischen® Norm.
Eine offene Kreisscheibe um z¢ € R™ mit Radius r > 0 wird bezeichnet mit K, (zg).
Der Abstand eines Punktes x zu einer nichtleeren abgeschlossenen Menge A sei d(x, A).
Fiir offene Mengen 2 C R™ und § > 0 sei Q5 = {x € Q: d(z,0Q) > ¢}. Wir nehmen an, dal ¢ so klein
ist, dal Qs # 0.
Fiir offene Mengen {2 C R"™ definieren wir:
CFQ) ={f: Q—=R", 09°f stetigin Q, V|a| <k},

Q) = Cc*(Q) no@),

1Fllo = sup [ f ()],

zeQ)
Cc=(@) = [ C*(©),
keNg
fHA) ={z € Q: f(x) € A}, ACRj  (Urbildmenge),
7Y y) =y, weRy,
Jp(z) = det f'(z) (Funktionaldeterminante von f)
Ni(Q) ={z € Q: Jp(x) =0} (Menge der kritischen Punkte von f).

Die Menge f(N;(2)) C R heifit Menge der kritischen Werte.
Die Menge R} \ (f(0Q) U f(N;(Q2))) heifit Menge der reguldren Werte. Man beachte, dafl ein Punkt des

Ry, der nie als Funktionswert angenommen wird, in diesem Sinne ein reguldrer Wert ist.
Kritische Werte sind selten:
Lemma 4.3.1 (SARD®sches Lemma (1942)). Ist Q@ C R™ offen und f € C*(2), dann ist f(N¢(Q))

3 Juliusz Pawel Schauder, 1899-1943
4Maurice René Fréchet, 1878-1973
5Pythagoras von Samos, ~ 580-~ 500 v.Ch.
6 Arthur Sard
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eine Lebesgue—Nullmenge.
Beweis. Verschoben in den Anhang. O

Die Urbildmenge von reguldren Werten ist recht iibersichtlich:

Lemma 4.3.2. Sei Q C R™ offen, beschrinkt, und sei f € c (Q), sowie yo & fF(O) U f(N#(Q)). Dann
besteht f~1(yo) aus hichstens endlich vielen Punkten.

Ist nun also f~(yo) = {x1,...,2m}, so existieren r > 0 und Umgebungen U (x;) mit

Ulz) cQ,  U@)NU(x;) =0 (i #j),

und sign Jy(z) ist auf jeder Umgebung U(x;) jeweils konstant, f‘U(z_) ist ein Homdomorphismus von

U(z;) nach Kr(yo).

Beweis. Angenommen, f~'(yo) wire unendlich. Dann hat f~'(yo) einen Haufungspunkt zo € Q.
Weil f € C(Q), gilt f(xo) = yo. Weil yo € f(09), gilt sogar zo € Q.

Nun ist J¢(zo) # 0, und somit ist f’(z¢) homéomorph. Nach dem Homéomorphiesatz existiert dann eine
Umgebung U = U(xg) von zg, sodaf

f (@) # yo, z €U\ {zo}

gilt. Also kann x¢ kein Haufungspunkt sein. Widerspruch. Dann ist f~!(yo) endlich.

Der Rest folgt aus dem Homd6omorphiesatz. O

Vereinbarung: Ab jetzt sei 2 C R™ immer offen und beschrinkt.

Nun koénnen wir einen ersten Abbildungsgrad definieren:

Definition 4.3.3 (Abbildungsgrad fiir stetig differenzierbare Abbildungen). Sei f € c' (Q),
y & f(0Q), sowiey & f(N()).

Dann setzen wir

d(f,Qy) = Z Sigan(:L').
z€f~1(y)
Falls f~Y(y) =0, lesen wir dies als d(f,Q,y) = 0.
Diese Zahl nennen wir Abbildungsgrad von f auf € bzgl. y.

Man beachte, dafl nur endlich viele z in die Summe eingehen.
Beispiel: Sei Q = (—100,100) C R, und sei f = f(z) = (x — 1)(z — 2)(z — 3). Dann ist d(f,Q,0) = 1.
Beispiel: Sei Q = (—100,100) C R, und sei f = f(z) = 22 — 4. Dann ist d(f,Q,0) = 0.

Beispiel: Sei Q C R™, A € R"*" sei invertierbar, und sei f(x) = Ax. Dann ist d(f,Q,y) = £1 fir
y € A(Q) und = 0 sonst. Falls A singulir sein sollte, ist d(f,Q,y) teilweise noch nicht definiert, wird
sich aber spdter als 0 ergeben.

Um d(f,9Q,y) zu berechnen, miifte man anscheinend f~!(y) bestimmen, also die Gleichung f(z) = y
16sen, was man eigentlich vermeiden wollte. Es gibt aber noch einen anderen Weg:
Lemma 4.3.4. Sei f € 61(9), y & f((0Q) U Ny).

Sei {®:}eso eine Schar von stetigen Funktionen ®.: R™ — R mit supp ®. C K (0) und f]Rn d.dr =1
fiir jedes € > 0.

Dann gibt es ein g = eo(f,y) > 0 sodaf fiir jedes e < gq gilt:

A1.00) = [ @f@) =) Iya) do

zeQ
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Beweis. Wenn f~1(y) = (), dann ist der Integrand immer null fiir kleine e, und der Beweis ist (fast) klar.

Seinun f~(y) = {x1,...,2m }. Es gibt Umgebungen U (z;) und ein r > 0, sodaf f ein Homoomorphismus
von U(z;) nach K, (y) ist, und sign Jy(z) = sign J¢(z;) ist fir € U(x;). Nun ist Qo = Q\ U2, U(z;)
kompakt, also hat dort || f(x) — yl|, ein (positives) Minimum.

Fiir winzige ¢ ist dann
e — dzr = e — d
| et -pi@a=3 | o ) )y )

= YosienJy(o) [ @f@) - )y da

zeU(z;)

=D _signJy(w:) / Oo(n)dn =Y signJs(zi),

neK,(0) i=1

wegen des Transformationssatzes fiir Riemann—Integrale. O

Wir haben jetzt einen einigermaflen brauchbaren Weg, um d(f,2,y) zu bestimmen. Allerdings sind die
Bedingungen an f und y uns noch zu streng. Unser Ziel ist f € C(Q) und y ¢ f(99). Die letztere
Voraussetzung werden wir nie los, wie das einfithrende Beispiel mit den Umlaufzahlen gezeigt hat.

Zunichst stellen wir fest, dafl der Abbildungsgrad bzgl. y ,lokal konstant* ist:
Lemma 4.3.5. Sei f € 62((2), yo & f(OQ). Wir setzen o := d(yo, f(O)). Dann ist

d(f,Q,y) = const.

fir alle y € Ko(yo) \ f(Ny).

Beweis. Im Anhang. O

Damit kénnen wir jetzt den Abbildungsgrad fiir allgemeinere y definieren. Als Preis dafiir haben wir
verschiirfte Glattheitsforderungen an f, die wir im n#ichsten Abschnitt loswerden:

Definition 4.3.6. Sei f € C-(Q) und y & f(9).
Fiiry & f(Ny) definieren wir d(f,Q,y) wie zuvor.

Fiiry € f(Ny) setzen wir d(f,Q,y) := d(f,Q,y0), wobei yo ein beliebiger Punkt aus Ko (y) \ f(Ny) ist,
mit o = d(y, f(99Q)).

Wir stellen fest, dafi die Funktion y — d(f, Q,y) stetig ist in R™\ f(9€). Insbesondere ist diese Funktion

auf jeder Zusammenhangskomponente von R™ \ f(9€) konstant.

4.4 Der Abbildungsgrad fiir stetige Funktionen im R"

Zunichst stellen wir fest, dafl sich der Abbildungsgrad nicht dndert, wenn man die Funktion ein wenig
abwandelt:

Lemma 4.4.1. Seien f,g € 62(9) und y & f(0Q). Dann gibt es ein § = §(f, g,y) > 0 sodaf fiir jedes t
mit |t] < ¢ gilt:

d(f +tg,Q,y) = d(f,Qy).

Beweis. Im Anhang. O
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Wir merken uns die Schreibweise f;(z) = f(z) + tg(z).

Wir néhern uns der Definition des Abbildungsgrades fiir allgemeine stetige Funktionen f:

Sei also f € C(Q) und y ¢ f(99Q). Wir setzen o = d(y, f(99)). Fiir zwei Funktionen go, g1 € 62(9) mit
llgi — flly < a ist dann d(y, g;(0€2)) > 0. Wir betrachten jetzt

h’(t; -T) = 90($) =+ t(gl (x) - gO(z))a (tv :ZJ) € [07 1} X ﬁ

Dann ist h(t,-) € 62(9) und [[A(t,-) — f(-)|l < « fiir alle ¢ € [0, 1], also y & h(t,0) fiir sémtliche ¢.

Wir definieren ®(t) = d(h(t,-),Q,y) als Funktion von [0,1] nach Z. Nach Lemma 4.4.1 finden wir fiir
jedes tg € [0,1] ein § = &(tg) > 0 sodal ®(t) = P(tp) fiir alle ¢t € [0,1] mit |[¢ — to] < J. Also ist @ lokal
konstant, und wir erhalten zwangsldufig ®(1) = ®(0), also d(g1,Q,y) = d(go, 2, y).

Das motiviert folgende Definition:

Definition 4.4.2 (Abbildungsgrad fiir stetige Funktionen). Sei f € C(Q) und y & f(09). Setze

a = d(y, f(0)) > 0. Dann setzen wir d(f,Q,y) := d(g,Q,y), wobei g € 52((2) N Ko (f) ist, und der
Abbildungsgrad d(g,,y) wurde durch Definition 4.3.6 erkldrt.

Satz 4.4.3 (Eigenschaften des Abbildungsgrades). Fs gilt folgendes:
1. Fiir die identische Abbildung auf R™ ist

1 :yeq,

d(l,$%y) = {0 Ly Q.

2. Aus d(f,Q,y) # 0 folgt f~1(y) # 0 (Ezistenz einer y-Stelle).

3. Ist h: [0,1] x Q — R™ stetig und y € h(t,00) fiir jedes t € [0,1], dann ist d(h(t,-),Q,y) auf [0,1]
konstant (Prinzip der Homotopie).

4' Falls f7g € C(ﬁ) und g0 = f\BQ; dann ist d(fa Q7y) = d(g7 va)

Beim Homotopieprinzip stelle man sich vor, da§ 4(0, -) eine einfache Funktion ist, deren Abbildungsgrad
einfach bestimmbar ist; und h(1,-) ist eine kompliziertere Funktion, an deren Abbildungsgrad wir in
Wirklichkeit interessiert ist.

Die letzte Eigenschaft besagt, dafi der Abbildungsgrad nur vom Randverhalten der Funktion abhéngt.

Beweisskizze. Teil 1 ist im Prinzip offensichtlich.

Teil 2 ist klar fiir Abbildungsgrade im Sinne von Definition 4.3.3. Fiir Abbildungsgrade im Sinne der
Definitionen 4.3.6 und 4.4.2 folge man den Beweisen von Lemma 4.3.5 und 4.4.1.

Der Beweis von Teil 3 folgt der Motivation vor Definition 4.4.2.

Und Teil 4 folgt aus Teil 3 mit h(t,z) = tf(x) + (1 —t)g(z). Beachte f(92) = g(0Q) = h(t, 0Q) fiir jedes
teo,1]. O

Beispiel: Das Gleichungssystem

2z +y +sin(x +y) =0,
x—2y+cos(z+y)=0
hat eine Lésung in K,.(0) mit r > 1/y/5. Denn es seien f(z,y) = 2z +y,x — 2y)" und g(z,y) =

(sin(@ +y), cos(z +y)) . Dann ist || f(z,y)ll = V5 |(z,y)l| und ||g(z,y)| = 1. Fir |[(,y)] >1/V5 gilt
1f (@, )|l > lg(z, y)||. Also ist f der Hauptteil von f + g auf OK. Dann ist mit dem Homotopieprinzip

d(f + g, K, (0),0) = d(f, K, (0),0) = sign det (f 12) — 140

Wir vergleichen das Homotopieprinzip mit dem Satz von Rouché aus der Funktionentheorie:
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Satz 4.4.4 (Satz (1862) von ROUCHE"). Seien f und g in Q analytisch, Q C C ein einfach zusam-
menhingendes Gebiet, und auf dem Rand 0 gelte immer |g(z)| < |f(2)|. Dann haben f und f + g die
gleiche Anzahl von Nullstellen in Q.

Beweis. Wir setzen fi(z) = f(z) + tg(z). Fir t € [0,1] und z € 99 ist dann f;(z) # 0, und somit wird
die Anzahl der Nullstellen von f; in © gegeben durch

LR,

M) = 27 Joq fi(2)

Es ist N eine stetige Funktion bzgl t € [0, 1], wie man z.B. mit dem Konvergenzsatz von Lebesgue sieht.
AuBlerdem kann N nur Werte in den natiirlichen Zahlen annehmen. Daraus folgt N(1) = N(0). O

4.5 Der Fixpunktsatz von BROUWER

Wir kommen zu einem Highlight:
Satz 4.5.1. Sei K C R™ kompakt und konvex. Sei f € C(K) eine stetige Funktion, die K in sich
abbildet. Dann hat f mindestens einen Fixpunkt in K.

Die Behauptung gilt auch noch, wenn K zu einer kompakten und konvexen Menge homdomorph ist.

Beweis.

Fall 1: Sei K = K,.(0).

Es kann angenommen werden, dafl « # f(x) ist fiir « € OK. Wir betrachten die Funktion h = h(t, z) =
x—tf(x): [0,1] x K — R"™.

Fir0<t<1lund z € 9K ist ||z —tf(x)|| > ||z|| —¢||f(z)|| = r —tr > 0.
Und fiir t =1 und = € 0K ist ||z — ¢tf(x)| = ||z — f(x)]| > 0 aufgrund der Annahme.
Demnach ist 0 & h(t,0K) fiir alle ¢ € [0, 1]. Offensichtlich ist h auch stetig.

Wegen des Homotopieprinzips haben wir also
d(I - f,K,.(0),0) =d(I, K.(0),0) = 1.

Also hat h(1,:) = I — f eine Nullstelle, bzw. f hat einen Fixpunkt.
Fall 2: Sei K kompakt und konvex.

Sei r so gro, dal K C K,.(0) ist. Wegen Lemma A.2.2 existiert eine Fortsetzung f von f auf die Menge
K.(0) mit f(K,(0)) C conv(f(K)) C conv(K) = K C K,(0). Wegen des Ergebnisses aus Fall 1 hat die
Abbildung f also einen Fixpunkt g in K,(0), also g = f(x0). Es folgt f(z¢) € K, also 29 € K und
xo = f(x0)-

Fall 3: Sei h ein Hom6omorphismus von K auf K., und K, ist kompakt und konvex.

Die Abbildung ¢ = ho fo h~! bildet K, stetig in sich ab und hat demnach einen Fixpunkt zg . € K.
Dann ist 2o = ¢~ !(z0.) € K ein Fixpunkt von f in K. O

Wir kommen nun zu Anwendungen.

Satz 4.5.2 (Satz von FROBENIUS® und PERRON?). Sei A € R™ " eine Matriz mit nichtnegativen
Fintrigen a;j. Dann existiert ein Eigenvektor x zu einem Eigenwert X\, mit x; > 0 fir jedes i, und
A>0.

"Eugene Rouché, 1832-1910
8Ferdinand Georg Frobenius, 1849-1917
90skar Perron, 1880-1975
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Beweis. Die Matrix A bildet den ersten Ortanten in sich ab. Dieser ist konvex, aber nicht kompakt.
Deshalb definieren wir eine kompakte konvexe Menge K,

K={zeR":2;,>20, i=1,...,n, x1+ 4z, =1}

Wenn es in K einen Punkt x gibt mit Az = 0, dann sind wir fertig. Also kénnen wir Az # 0 fiir jedes
x € K annehmen. Deshalb kénnen wir eine Abbildung f: K — K wie folgt definieren:

Ax
Z?:l (Am)z

Nach dem Brouwer-Fixpunktsatz hat f mindestens einen Fixpunkt in K. Dieser ist einer der gesuchten
Eigenvektoren. O

flz) =

Satz 4.5.3 (Existenz von Eigenvektoren fiir nicht notwendig lineare Abbildungen, oder der
Satz vom Igel).

Sei Q C R™ offen und beschrinkt, 0 € Q, n sei ungerade, und f: 0Q — R™\ {0} sei stetig. Dann existiert
ein x € 0N und ein X £ 0 mit f(x) = M.

Beweis. Nach Lemma A.2.2 kénnen wir f € C(Q) annehmen. Wei n ungerade ist, gilt J_; = —1, und
somit d(—1,,0) = —1. Wir unterscheiden zwei Félle.

Fall 1: Sei d(f,Q,0) # —1.

Setze h = h(t,x) = (1 —t)f(x) — tz. Wenn 0 & h(t, 02) wire fiir jedes t € [0, 1], dann wéren f und —I
homotop, und somit d(f,£,0) = —1, was gerade nicht sein soll. Also gibt es (to,x0) € [0,1] x 9 mit
h(to, o) = 0, bzw. (1 —to)f(xo) = toxe. Wegen zg # 0 ist (1 — tp) = 0 unmoglich, und somit haben wir
f(@o) = (to/(1 —to))zo-

Fall 2: Sei d(f,Q,0) = —1.

Setze h = h(t,x) = (1 —t)f(x) + tz. Wenn 0 & h(t, 02) wire fiir jedes t € [0, 1], dann wéren f und +7
homotop, und somit d(f,€,0) = +1, was gerade nicht sein soll. Also gibt es (to,x0) € [0,1] x 9 mit
h(to, o) = 0, bzw. (1 —to)f(x0) = —tozo. Sinngemif weiter wie oben. O

Man kann einen Igel nicht stetig kdmmen.

Als weitere Anwendung (die wir hier nur skizzieren) ergibt sich ein etwas kiirzerer Beweis des JOR-
DANschen Kurvensatzes.

Satz 4.5.4 (Produktsatz). Sei Q C R" offen und beschrinkt, f € C(Q), g € C(R™), und seien K; fiir
1 =1,2,... die beschrinkten Zusammenhangskomponenten von R™\ f(00Q). Auferdem seiy & (gof)(0R).
Dann ist

d(go f,Qy)=>_ d(f.Q K;)-d(g, Ki,y).
Nur endlich viele Summanden der Summe sind nicht Null.
Beweis. Siehe [1], Seite 48. O

Mit dem Produktsatz kann das folgende (anschaulich halbwegs plausible) Ergebnis bewiesen werden.

Satz 4.5.5. Es seien Q1 und Qo zwei homéomorphe kompakte Mengen des R™. Dann haben R™\ Q1 und
R™ \ Qg gleichviele Zusammenhangskomponenten.

Beweis. Siehe [1], Seite 50. O

Damit ergibt sich fast von selbst der Kurvensatz:
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Satz 4.5.6 (Kurvensatz (1905) von JORDAN'?). Eine geschlossene Jordan-Kurve K C R? zerlegt R
in zwei Gebiete G1 und Go sodaff G = 0Go = K und G5 = R?*\ G gilt.

Beweis. Jede geschlossene Jordan-Kurve ist homdomorph zum Einheitskreis 0K7(0), und dieser zerlegt
die Ebene in zwei Gebiete. O

4.6 Der Fixpunktsatz von SCHAUDER

Der Fixpunktsatz von Brouwer kann direkt iibertragen werden auf endlich-dimensionale Rdume, da diese
homoomorph zu einem R” sind. Hierbei folgen wir [2].

Fiir unendlich-dimensionale Rdume miissen wir mehr Aufwand treiben.

Definition 4.6.1. Seien X und Y normierter Riume, und sei Q C X. Fin (nicht notwendig linearer)
Operator F: Q — Y heiffit kompakt, wenn F stetig ist und beschrinkte Teilmengen von  auf relativ
kompakte Mengen von'Y abbildet (also Mengen, deren Abschluff kompakt in'Y ) ist.

Der Operator F heifit endlich-dimensional, wenn F () in einem endlich-dimensionalen Teilraum von'Y
liegt.

Falls F' linear sein sollte, dann ist die Stetigkeitsforderung iiberfliissig. Denn wenn F' die Einheitskugel
in X auf eine beschrinkte Menge in Y abbildet, dann ist F' eine beschréinkte Abbildung, also auch eine
stetige Abbildung.

Satz 4.6.2. Sei K C X eine beschrinkte und abgeschlossene Teilmenge von eines Banachraumes X,
sei Y ein weiterer Banachraum, und sei T: K — Y kompakt (nicht notwendig linear). Dann kann T
gleichmajig angendhert werden durch endlich-dimensionale Operatoren T im Sinne von

|T-(x) — T(x)|y <e, z € K.
Beweis. Sei € > 0 beliebig gewihlt. Die Menge T(K) ist kompakt in Y und kann demnach iiberdeckt
werden durch eine Familie von endlich vielen offenen Kugeln K. (y;), wobei ¢ =1,...,p mit p = p(e).

Die Funktionale ®;(y) = max{0,c — ||y — y;||} sind stetig auf Y, und es gilt

p

Z<I>i(y)>07 y € T(K).

Weil T'(K) kompakt ist, nimmt diese Summe auf T'(K) ihr positives Minimum an. Damit konnen wir
stetige Funktionen \;: T'(K) — R definieren geméis
®i(y)
NY) = g
?:1 ®;(y)
Offensichtlich ist Y7 Ai(y) =1 und X\;(y) > 0 fiir y € T(K). Wir wihlen nun einen stetigen endlich-
dimensionalen Operator T als

T(x) =Y N(T(@)y, z€K. (4.6.1)

i=1
Der Fehler zwischen T, und T kann nun abgeschéitzt werden wie folgt:

P

SN (T (@) (i — T(a)

i=1

ITe(2) = T(@)l| =

< S NT@) i - T <.

denn entweder ist A\;(T'(z)) = 0 und der entsprechende Summand spielt dann keine Rolle, oder es ist
Ai(T(x)) > 0, und somit ||y; — T'(2)] < e. O

10Marie Ennemond Camille Jordan, 1838-1922. Erster Beweisversuch 1887. Der erste korrekte Beweis (1905) ist aber
von Oswald Veblen (1880-1960).
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Nun haben wir alle Zutaten fiir den Fixpunktsatz von SCHAUDER zusammen:
Satz 4.6.3 (Fixpunktsatz von SCHAUDER). Sei K C X eine beschrinkte, abgeschlossene und konvexe
Teilmenge eines Banachraumes X, und sei T: K — K eine kompakte Abbildung.

Dann hat T mindestens einen Fixpunkt in K.

Beweis. Wir verwenden den vorherigen Satz mit Y = X. Die dort auftauchenden Kugelmittelpunkte y;
nennen wir jetzt ;. Zu jedem € > 0 sei T die obige e~Approximation, und es sei V. = span(z1, ..., Zp()).
Ein scharfer Blick auf (4.6.1) zeigt uns T.(x) € conv(z1,...,Tp)), wobei conv die konvexe Hiille der
nachfolgenden Punkte benennt. Nun sind die z; in K, und K ist aber konvex.

Also ist T.(z) € K fiir ¢ € K, und somit T.(z) € KNV, fir z € K.

Insbesondere bildet also T, die Menge K N V. stetig in sich ab. Nun liegt diese Menge im endlich-
dimensionalen Raum V. und ist beschrénkt, abgeschlossen und konvex. Demnach hat, wegen des Fix-
punktsatzes von Brouwer, die Abbildung 7% einen Fixpunkt z. in K N V_:

Ve>0 Jdz. e K : To(x:)=z..
Nun betrachten wir die Folge {T'(z¢)}e>0. Diese liegt in K. Weil nun K eine kompakte Menge ist, gibt

es eine konvergente Teilfolge {T(x./)}e >0 mit einem Grenzwert in K.

Wir beweisen, dafl auch {z. }./~¢ eine konvergente Folge ist. Dazu geniigt es zu zeigen, daf diese Folge
eine Cauchy—Folge ist. Seien nun also €/, €, > 0. Dann haben wir

|
< Ty (wey) = Taep) || + || T (@) = Tlaey)

< 5/1 + ||T(1's’1) - T(l’s;) | + 8/2,

= || 7o (2e;) — Toy (zey)

Lt — Tg!
H €1 €3

|+ ([T (2ey) = Tey ()

und der mittlere Summand kann beliebig klein gemacht werden, weil {T'(z.)}e/>0 nach Konstruktion
eine Cauchy—Folge ist.

Also existiert ein x, € X mit x, = limy/ gz . Es ist sogar z, € K, denn K ist abgeschlossen. Dieser
Punkt ist auBerdem ein Fixpunkt von 7', denn aus der Stetigkeit von T folgt

lim T(zo) =T (limo xg,) = T(z),
e'—

e’—0

T (zer) = 2| < |NT(2er) = 2| + |70 — 4|
= ||T(ze) = Tor () || + ||lzer — 24|
<&+ ||lwer — x4,

und dies strebt nach 0 fiir ¢/ — 0. Also strebt die Folge {T'(z¢/)}e’ > 0 gleichzeitig nach T'(z.) und nach
T4, was nur bedeuten kann dafl

T(x.) = 2u.

Damit ist der Fixpunktsatz von Schauder bewiesen. O

Als eine erste Anwendung bekommen wir einen kurzen Beweis fiir den Satz (1890) von PEANO:

Satz 4.6.4. Sei [ = f(z,y): [vo — a, w0 + a] X [yo — b,yo + b] — R stetig, und sei |f| dort beschrdnkt
durch eine Schranke M.

Dann hat das Anfangswertproblem

Y'(z) = flz,y(x)),  yl(zo) =0

eine stetig differenzierbare Lisung y = y(x) in einem Intervall [xo — o, o + @, fiir ein gewisses a > 0.

1 Giuseppe Peano, 1858-1932
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Beweis. Als Banachraum X wéhlen wir X = C([zo — o, zo + @]; R) mit der iiblichen Supremumsnorm.
Hierbei ist @ mit 0 < o < a noch unbestimmt. Die konvexe Menge K sei

K={yeX: [|y(x)—uyol <b}.
Man sieht, da3 K im Raum X beschrankt und abgeschlossen ist. Der Operator T sei derjenige, der eine

Funktion y € K abbildet auf

x

(T()(x) = yo + / FEY©) e, |z —m| <o

§=zo
Wenn wir o < b/M wéhlen, dann liegt auch T'(y) in K.
Also bildet T' die Menge K in sich ab. Weiterhin ist

(T(y) ()] <M
fiir jedes y € K. Nach dem Satz von ARZELA'2-AscoL1!? ist dann T eine kompakte Abbildung von K
nach X. Der Fixpunktsatz von Schauder beendet dann den Beweis.

Man kann also @ = min(a, b/M) wihlen. O

Wir finden stéirkere Anwendungen mit dem LERAY!4-SCcHAUDER-Grad (1934).

4.7 Der LERAY-SCHAUDER—Grad

Wir wollen nun den Begriff des Abbildungsgrades verallgemeinern fiir Abbildungen der Form F: U — X,
wobei U C X eine offene und beschriankte Menge ist, und X ist ein unendlich-dimensionaler Banach-
raum. Bei der Bestimmung von d(F,U,y) wiirden wir unsere mittlerweile traditionelle Voraussetzung
y € F(0U) annehmen wollen. Hierbei ergibt sich nun aber ein Problem. Denn aus y ¢ F(0U) folgt
keineswegs d(y, F(QU)) > 0, es sei denn F(OU) wiire in X eine abgeschlossene Menge. Dies ist aber nicht
selbstverstédndlich in unendlich-dimensionalen Raumen.

Bei Banachrdumen X von endlicher Dimension hatten wir diese Probleme nicht: dann ist OU abge-
schlossen und beschrénkt, also kompakt. Und weil stetige Abbildungen kompakte Mengen auf kompakte
Mengen abbilden, ist F(OU) auch kompakt, insbesondere also abgeschlossen.

Der Ausweg besteht in einer Einschrinkung an F':

Lemma 4.7.1. Sei X ein Banachraum, und sei U C X eine offene und beschrinkte Teilmenge. Sei K
ein kompakter Operator von U nach X, und sei F =1 — K. Sei M C U abgeschlossen.

Dann ist auch F(M) abgeschlossen.

Beweis. Sei y € X ein Haufungspunkt von F(M). Zu zeigen wire, dal y € F(M) ist.

Es gibt eine Folge (2, )neny C M sodaB lim,, .o F(x,) = y. Wegen der Kompaktheit von K kénnen wir
eine Teilfolge (2, ), auswihlen, fiir die lim,/ oo K (2,) = k existiert. Es ist immer noch lim,,, F(z,/) =
y. Dann folgt, wegen der speziellen Form von F,

Weil x,,; € M sind und weil M abgeschlossen ist, haben wir y+k € M. Schliefflich ist wegen der Stetigkeit
von F'

y = lim F(zy) = F(lima,) = F(y + k) € F(M),

was den Beweis komplettiert. O

12Cesare Arzela, 1847-1912
13Giulio Ascoli, 1843-1896
14 Jean Leray, 1906-1998
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Nun sei yo ¢ F(0U), und somit ist d(yo, F'(OU)) =: 6 > 0. Wir wihlen ein ¢ < 6/2 und eine e-
Anndherung K. zum kompakten Operator K. Wir kénnen annehmen, dafl der Bildbereich V. von K.
endlich-dimensional ist und yo enthélt. Sei F. = I — K.. Fiir ¢ € 9U ist dann F.(x) # yo, wegen der
Wahl von ¢ und K.. Wir schrinken den Definitionsbereich von F; ein:

F.,:=F,

)

V.nU : VSHU_)VE’

und erhalten eine Abbildung F; , zwischen endlich-dimensionalen R&umen, fiir die der Abbildungsgrad
d(F:,,VeNU,yo) auf herkdmmliche Weise definiert ist.

Nun definieren wir den Leray—Schauder—Grad:

Definition 4.7.2 (LERAY-SCHAUDER—Grad). Fiir yo, F. und V. wie eben, definieren wir den Leray-
Schauder-Grad als

D(Fa Ua yO) = d(FE,T; ‘/8 N Ua yO)

Es bleibt zu zeigen, dafl diese Definition unabhéingig von der Wahl von e, K. und V; ist.
Dafiir brauchen wir ein Ergebnis, das uns sagt, dafl beim Abbildungsgrad die ,,invarianten Koordinaten*
keine Rolle spielen:

Lemma 4.7.3. Sei U C R™ beschrdinkt und offen. Wir schreiben R™ = R™ @ R"2, und setzen voraus,
dap die stetige Abbildung f: U — R™ mit f = I + ¢ die letzten ny Komponenten von x € R™ nicht
verdindert, also ¢: U — R™ x {0}. Sei (yo,0) € (R™ x {0,,})\ f(0U).

Dann ist d(f,U, (yo,0)) = d(fiv,, U1,y0). Hierbei ist Uy das Bild von U unter der kanonischen Projektion
R™ — R".

Beweis. Es reicht, f € C*(U,R") anzunehmen. Weiterhin diirfen wir yo = 0 voraussetzen.

Wir schreiben « € R™ als ¢ = 1422 mit 1 € R™ x{0,,} und z2 € {0,, } xR™. Auflerdem brauchen wir
die kanonischen Projektionen, m1: R" — R" 79: R® — R™2, die z auf die ,vorderen“ bzw. ,hinteren“
Komponenten abbilden!®.

Wir wéhlen Funktionen ®,: R™ — R wie in Lemma 4.3.4 mit kleinem Tréger in der Ndhe von 0,,,, sodal

d(f,U,0,) = / (18)(f(2)) - Ty (x) da

xelU
gilt. Wir haben f(z) = x + ¢(z) = 21 + 22 + ¢(x1 + 22) = (M + mp(z1 + 22), T2x), und somit

(@1P2)(f(x)) = 1(mx + md(x)) - Po(m27),

O e )]

Jp(z) = det (Im + a(ms)) .

d(mx)

Jetzt lassen wir @5 gegen die Delta-Distribution ds: R™ — R streben und sind fertig. O

Nun koénnen wir zeigen, dafl die Wahl von € und K. auf den Wert des Leray—Schauder—Grades keinen Ein-
fluBl hat. Sei dazun < /2 und K, eine andere Approximation von K mit K,,: U — V;,. Dementsprechend
erhalten wir eine Abbildung F,, und ihre Einschrénkung (Restriktion) F}, , mit

Fn:UHX, an:VnﬂUHVn.
Unser Ziel ist zu zeigen, daf3

d(Fa,r; VE N U, yO) = d(Fn,ra Vn N U, yO)-

15Wir wollen uns Miihe geben, zwischen z1 € R™ und mz € R™ zu unterscheiden. . ..
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Wir setzen V = V. +V,,, im Sinne einer (nicht notwendig direkten) Summe von Untervektorrdumen.
Offensichtlich ist V' endlich-dimensional. Wenn wir gegebenenfalls aus V. bzw. V,, einige Basisvektoren
weglassen, kommen wir zu kleineren Rdumen V; bzw. V;,, fiir die dann (im Sinne von direkten Summen)
gilt:

V=V.aV,=V.aV,

Die Abbildungen F, und F), sind auf U definiert. Also konnen wir sie auch einschrinken auf V N U:
Foy:VnU =YV, Fov:VNnU—V.

Nach obigem Lemma ist

d(FE,Va Vn U7 yo) = d(FE,Ta ‘/E N U7 90)7
d(Fn,V; Vn U7 yO) = d(FTLTa Vn N U7 yO)

Wir sind fertig, wenn wir zeigen konnen, dafl die linken Seiten gleich sind.

Wir setzen dazu Fy = tF. v + (1 —t)F,v:V NU — V fiir 0 < ¢ < 1. Stets ist yo ¢ F;(OU), und somit
liefert das tibliche Homotopieargument

d(F()vvaayO) = d(Fl,Vﬁ vao)'

Damit ist gezeigt, dal die Wahl von € und K. keinen Einfluff hat auf den Wert des Leray—Schauder—
Grades, solange nur € < d(yo, F'(OU))/2 gilt.

Da nun die Definition des Leray—Schauder—Grades gerechtfertigt ist, konnen wir einige Eigenschaften
auflisten:

Satz 4.7.4. Sei X ein reeller Banachraum und
M ={(F,U,y): U C X offen, beschrinkt ,FF =1 — K, K kompakt, y ¢ F(OU)}.

Dann hat der oben definierte Leray—Schauder—Grad d: M — Z folgende FEigenschaften:

o d(I,U,y) =1 firy € U und = 0 sonst,
o Wenn d(F,U,y) # 0, dann existiert ein x € U mit F(z) =y,

o Ist Ky eine kompakte Homotopie auf U, F = I — Ky undy & F([0,1] x9U), dann ist d(F(t,-),U,y)
auf [0, 1] konstant.

o Fir F = I-K (wobei K kompakt ist) und K (z) = K (x) fiir jedes x € OU ist d(F,U,y) = f(F,U,y).
o FirF =I1—K (wobei K kompakt ist) und Sup, .7 HK(:U) - [((CC)HX < d(y, F(oU)) ist d(K,U,y) =
d(K,U.y).

Beweis. Im Prinzip wie beim Abbildungsgrad. O

Wir haben einige Anwendungen:

Satz 4.7.5. Sei X ein reeller Banachraum mit dim X = oo, U C X sei offen und beschrinkt, 0 € U,
K: U — X sei kompakt, und sei inf oy || K (z)|| > 0. Dann hat K einen positiven und einen negativen
FEigenwert, das heifit: es gibt Zahlen A_ < 0 < Ay und Punkte x+ € U\ {0} mit K(z4) = sz,

Beweis. Siehe [1], Seite 70. O

Bemerkung 4.7.6. Fiir dim X < oo ist der Satz i.A. falsch, wie man sich anhand von Drehungen iiberlegen
kann.
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Bemerkung 4.7.7. Die Voraussetzung infzcou ||K(x)|| > 0 schlieft lineare K aus: denn sei z.B. U =
K1(0). Wegen dim X = oo gibt es eine Folge (2 )neny mit ||z,] = 1 und ||z, — zp|| > 1 fir alle n #£m
(siehe [1], Seite 12). Offensichtlich ist auch 2 > ||z, — z,,||. Damit liegen die Differenzvektoren z, —
yzwischen OU und 9(2U)“.

Sei nun inf,eor || K (z)|| = @ > 0. Wenn K linear ist, gilt also || K(z,) — K(zm)|| = |K(zn — zm)|| > a.

Weil K andererseits kompakt ist, wird die beschrankte abgeschlossene Menge U in eine kompakte Teil-
menge von X abgebildet, also hat (K (z,,))nen eine konvergente Teilfolge. Diese muf} also eine Cauchyfolge
sein, im Widerspruch zu || K (z,,) — K(zm)| > « > 0.

Wir haben also einen Satz fiir echt unendlich-dimensionale nichtlineare Situationen.

Beispiel: Die Integralgleichung
1
x(t) = )\/ (t* + s*)2?(s) du, t €10,1],
t=0

hat fiir mindestens zwei Werte X\ # 0 eine auf [0,1] stetige Losung x # 0.

Satz 4.7.8 (Satz von BORSUK!®). Sei U C X offen, beschrinkt und symmetrisch im Sinne von —U =
U. Sei0 €U und F =I— K mit kompaktem K: U — X. Sei weiterhin 0 ¢ F(0U), und fiir jedes x € OU
sed
F(x) y F(—x)
[E@)I " I F (=)l

Dann ist d(F,U,0) ungerade.

Beweis. Siehe [1], Seite 72. O

Bemerkung 4.7.9. Insbesondere ist d(F,U,0) # 0, und somit hat F eine Nullstelle in U. Der Satz gilt
zum Beispiel, wenn 0 ¢ F(OU) und F ungerade ist.

4.8 Anwendung des LERAY—-SCHAUDER—Grades

Sei Q C R™ ein beschrinktes Gebiet mit Rand aus dem C?* fiir ein A € (0, 1).
Wir betrachten das elliptische Randwertproblem

Au= f(x,u, Vu), x € Q, (4.8.1)
u(z) =0, x € 0N (4.8.2)

wobei f € C1(Q x R x R") ist mit f(-,u,p) € C*(Q) fiir jegliche (u,p) € R! x R™.

Fiir die Nichtlinearitét setzen wir voraus, dal Konstanten C; und « € (0, 1) existieren mit
[f(zu,p) < CLA+ul® +p|%), V¥ (2,u,p) € QxR

Satz 4.8.1. Unter diesen Voraussetzungen hat das Randwertproblem (4.8.1)-(4.8.2) mindestens eine
Lésung u € C*(Q).

Beweis. Wir definieren einen Banachraum
X = {u S Cl(ﬁ) Ujp = O}

und betrachten den Operator K = (A)~", der eine Funktion g € C(Q) abbildet auf die Losung u € X
von

Au=g, ugn = 0.

16Karol Borsuk, 1905-1982
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Dieser Operator ist linear und beschrénkt im Sinne von ||Kg| < Co ||9||Loo(Q)

Weiterhin haben wir den Einsetzungsoperator

Fru() = f(ul), Vu().

Dann konnen wir (4.8.1)—(4.8.2) umschreiben zu u = K o F(u) oder u — K o F(u) = 0. Im Folgenden
werden wir eine Teilmenge U C X konstruieren und zeigen, daf

d(I — K o F,U,0) =

ist, womit gezeigt wire, dal I — K o F' mindestens eine Nullstelle in der Menge U hat.

Eine entscheidende Zutat ist folgende a priori Abschétzung:

Lemma 4.8.2. Es gibt eine Konstante Cy (die streng monoton von Cy abhdngt) mit folgender Eigen-
schaft:

Wenn u € C**(Q) eine Lisung von (4.8.1)-(4.8.2) ist, dann gilt

lullx < Co.

Aus den Schauder-Abschiitzungen folgt: wenn u € X eine Losung ist, dann ist u € C**(Q), denn es
ist f(-,u(:), Vu(-)) € C(Q), und somit u € C#(Q) fiir jedes 8 € (0,1), und damit ist dann auch
FCu(), Vu()) € CHQ)

Wir haben also: falls (I — K o F))(u) = 0 und v € X, dann ist ||u]| y < Ca.

Wir haben sogar mehr: falls 0 <t <1 und (I —tK o F')(u) = 0 fiir ein v € X, dann ist |ul|y < Cs.

Nun sind wir in der Lage, die Teilmenge U zu definieren:
U={ueX: ||lu|y <Co+1}.

Wir haben eben festgestellt, daB 0 & (I —tK o F')(dU). Weiterhin bildet ¢K o F von X nach C?*(£2) ab,
und die Einbettung C2*(Q) C X ist kompakt.

Aus dem {iblichen Homotopieargument folgt nun
d(I —tK o F,U,0) = const., 0<t<1.
Fiir ¢t = 0 ist dieser Leray—Schauder—Grad aber gerade gleich eins, denn 0 € U. O

Beweis von Lemma 4.8.2. Ab jetzt sei u € C?*(Q) eine solche Losung. Wir bilden das I?(9)-
Skalarprodukt von (4.8.1) und w:

IVullsio < [ 1fGe o), Tut))] - uta)| do
< 01/ (14 [u(@)|* + [Vu(@)]?) - [u(z)] dz.
Q
Wir wenden die Young’sche Ungleichung mit Exponenten % und % an:

Vu(@)|® - [u(@)] < & Vu(@)]® + Celu(w)| ==

Wenn wir weiterhin die Stetigkeit der Einbettungen I?(Q2) C IP(Q) fiir p < 2 benutzen, bekommen wir

/|f| Jul de < & ||V 7o +C(||U||m(n +||u||};2+?2)+||u||L2(Q)

Man beachte, dafl die Exponenten in der Klammer alle kleiner als 2 sind. Fiir kleine ¢ bekommen wir so

2 1+«
IVullz o) < C (||u||L2 @ T lull 3y + IIUIlem))
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Auflerdem haben wir die Poincare-Ungleichung, weil u € Wol’z(ﬂ): ||u||L2(Q) <C ||Vu||L2(Q).

Wenn man dies einsetzt und auf die Exponenten von |[ul|;, achtet, findet man eine a priori

Abschiitzung fiir v im Raum WH2(Q). Wenn man dann die Schauder—Abschiitzung verwendet, bekommt
man eine Konstante M mit

HUHWQQ(Q) < M.

Nun gilt: der Einsetzoperator F bildet WP(Q) stetig (aber meist nichtlinear) nach IF(£) ab, fiir jedes
1<p< oo

Der Losungsoperator K bildet IP(€) stetig und linear nach W?2P?(Q) ab, fiir jedes 1 < p < oo.
Weiterhin haben wir die Stetigkeit der Einbettung

1 1 1 1 1
WQ’p(Q) C VVLQ(Q)7 1=n (— — —) bzw. - =-——.
p q q p n
Wir finden also eine Folge (pl,pg, ...) mit p; =2 und p_lﬂ = % — % und eine Folge (Ml, My, ...) mit

[ullzr; < Mj.

Fiir ein geniigend grofies j erhalten wir dann eine Abschéitzung der Norm [|lul|c1.» g, iiber den Einbet-
tungssatz von Sobolev. o

A.1 Nachzuholende Beweise

Beweis des SARDschen Lemmas. Weil ) mef3bar ist, konnen wir (2 schreiben als abzéhlbare Vereinigung
von Wiirfeln @; C €. Sei @ ein solcher Wiirfel. Es reicht zu zeigen, daf8 u(f(N;(Q))) = 0 ist.

Sei ¢ die Kantenlinge von Q. Die Ableitung f/(z) ist auf @ beschrinkt und gleichméifig stetig, also gilt:
Je>0 VeeQ: |f(v)] <c,

Ve>0 FEN VaaoeQ ool <6= Y8 | 5(a) - fao)] <=

Nun haben wir fiir alle solchen z, 29 € Q mit || — x| < 0:

[f(x) = f(xo) — f'(zo)(z — z0)|| < /t_olf/(onth(IIo)) = (@)l - lr — @ol| dt
<ellx—xol -

Wir zerlegen @) in Wiirfel Q) mit Durchmesser §, also Kantenlidnge §/1/n. In jeder Koordinatenrichtung
haben wir [ Stiick. Die Anzahl dieser Teilwiirfel ist dann r = [". Fiir x, xg € Q gilt

f@) = f(xo) + f'(xo)(w — o) + Rz, m0),  [[R(z,20)] < de.

Seil” @1, € Qr N Ny. Wir definieren A := f/(xx) und g(y) = f(ax +y) — f(xx) fiir y € Qx — . Hierbei
bedeutet Qj, := Qr — a1 ein in die Nihe des Ursprungs verschobener Wiirfel. Dann ist

9(y) = Ay + R(y), HR(?/)H = ||R(zk + y, z)|| < de.

Weil det A = 0 ist, liegt A(Q}) in einem (n — 1)-dimensionalen Unterraum des R™. Daher existiert ein
by € R™ mit ||b1]| =1 und (x,b1) = 0 fiir alle x € A(Q). Wir ergénzen b; zu einer ONB (by,. .., b,) des
R"™. Dann ist

Jj=1

o), bu)l < 1Ay, b} |+ |(Rew), b )| < 0+ | Rew) | 1] < 52,
o), bi) | < A1 gl +302, j>2.

17Wenn es fiir ein gewisses Q}, kein solches xj, gibt, um so besser.
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Insgesamt liegt f(Q)) dann in einem Quader (achsenparallel zu den neuen Basisvektoren) I, um f(xg)
mit Volumen pu(Ix) < (2(]|A] § + de))" 1 - (26e) = 2" (|| A|| + &)™ ted™.

Nun gilt f(Nf(Q)) C Uj_; 1), und deshalb

T

u(F(NF Q) <D plIi) =D (26)" (If (i) +2)" ' e < r(20)"(c+2)" e
k=1

k=1
< (200)"(c+e)"te = (2vno)"(c+ )" e = O(e).
Das kénnen wir mit jedem e > 0 wiederholen, und somit ist p(f(N¢(Q))) = 0. O

Beweis von Lemma 4.3.5. Seien y1, y2 € Ko (yo) \ f(N), und sei

0 = o —max(|lyr — yoll , [ly2 — woll)-

Nach Lemma 4.3.4 kann man 0 < £ < § so wihlen, dafl
d(f,Q,v:;) = /meﬂ O (f(z) —yi)Jf(z) da, i=1,2.
Fiir C'~ Funktionen ¥: R” — R kann man immer schreiben
() — W(uy) = /tlo W (uy + g — 1)) dt - (uz — ).
In diesem Sinne haben wir
(2 —y2) = Pe(z —y1) = (2 — 1 + (Y1 — 42)) — P(2 —11)
= div, W(z) = div, (/tl P (z—y1 +t(yr —y2))dt - (y1 — yz)) :

=0

Falls 0 <t < 1, dann liegt z—y1 +t(y2 —y1) auf der Verbindungsstrecke zwischen z —y; und z — y3. Dann
ist z—y1 +t(y2—y1) gleich einem gewissen Vektor zwischen z und einem Punkt auf der Verbindungsstrecke
von y1 und ys.

Wenn nun |z — yo| > « ist, dann ist 2z von der Verbindungsstrecke zwischen y; und yo um mindestens §
entfernt (man beachte die Definition von ¢ und mache eine Skizze). Weil aber ®.(¢) = 0 fiir |¢| > €, und
d > ¢ ist, gilt demnach W (z) = 0 fiir |z — yo| > .

Also ist supp W C K, (yo). Fiir z in einer Umgebung von f(99) ist dann W (z) = 0.

T

Ein schlauer Geist schlidgt uns vor, folgende Funktion v = (v1,...,v,)' zu untersuchen:

s
O
]
5
=

x)) ((f’(x))co)ij, i=1,...,n,

wobei (f')° die Kofaktormatrix von f’ bedeutet. Dann ist v(z) = 0 fiir  in der N&he von 99.

Mit Lemma A.2.1 (und dem iiblichen Kroneckersymbol 6;;) haben wir dann
divo(z) = Z ;v ()
= Z (0, W5 (f (@))) ((f"(2))),; + Z W;(f(x)) Z i ((f'(x)™),;
= i; (05, W;(f(2))) (0, fi) ((f’(;))m)ij +0
= kzj @5 W5 (@) Y @i ((F'@))

K2

= Z (afk Wj(f(z))) 5kj det f’(gg)
kg

= (divy W(f(2)))J (x)-
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Aus dem GauB-Integralsatz haben wir fz codiv v(z) dz = 0. Alles ineinander eingesetzt, ergibt sich somit
d(fa Q7 y?) - d(fa Q7 yl) = 0.
Die Voraussetzung f € C%(£) wurde in Lemma A.2.1 verwendet. O

Beweis von Lemma 4.4.1.

Fall 1: Sei f~!(y) = 0.

Dann ist der Abstand 8 = d(y, f(Q)) positiv, also auch d(y, f:()) > 3/2 fiir kleine [t|.

Damit hat f; keine y-Stelle, und somit ist d(f:, Q,y) = 0, wie gewiinscht.

Fall 2: Sei f~'(y) = {z1,...,zm} und J¢(z;) #0 firi=1,...,m.

Wir betrachten F': R x  — R™ mit F(¢t,z) = f(z) + tg(z) — y und wenden den Satz iiber implizite

Funktionen an. Dazu priifen wir die Voraussetzungen: Es ist F' stetig, und stetig differenzierbar nach .
Es ist F(0,2;) =y —y = 0. Und es ist

Fp(0,2:) = f'(w:) + (tg'(x:))) = f'(wi),

was nun eine invertierbare Matrix ist. Also kénnen wir die Gleichung F'(¢,2) = 0 nach x umstellen: es
existieren r; > 0, g; > 0, und genau eine Funktion ®; = ®;(¢) mit ®;(0) = z; und F (¢, P;(¢)) = 0 fiir
[t| < 4, also fi(®;(t)) = y. Die Funktion ®; bildet das Intervall (—r;,7;) ab nach K,,(x;) C Q.

Wir kénnen annehmen, dafl die Kugeln K, (z;) paarweise disjunkt sind, und da8 det f/(z) auf diesen
Kugeln das Vorzeichen nicht wechselt. Nun setzen wir 7 = min; r; und V = U%, K, (x;), und wir nehmen
ab jetzt |t| < r an.

Dann ist f; '(y) NV = {®1(t),..., P (1)}

Wir haben also f(z) # y fiir € Q\V, und letzteres ist eine kompakte Menge. Also existiert ein positived
B mit || f(z) — y|| > 8 fiir solche . Nun wihlen wir

do = min{r, 5/ g}
und schriinken |¢| weiter ein, ndmlich zu |t| < §. Dann ist y ¢ f:(0Q) fiir |t| < 6. Dann ist f; '(y) =
{P1(t), ..., P (t)}.

Weiterhin ist Jy, (z) eine stetige Funktion in den beiden Variablen ¢ und z. Also hat fir ggf. noch
weiter eingeschrinkte |t| die Determinante Jy, (®;(t)) dasselbe Vorzeichen wie Jy(x;). Das liefert dann

A(fin 0, ) = d(f, D, ).

Fall 3: Sei nun f~1(y) # 0 und y € f(N¢(Q)) und « = d(y, f(9£2)) > 0.

Wir wihlen ein y. € K, /3(y) \ f(N(2)) und haben d(f,Q,y.) = d(f,Q,y).

Aus dem Fall 2 haben wir ein 6, > 0 mit d(f;, Q, y«) = d(f, 2, y«) fiir alle ¢ mit || < 0.

Nun wéhlen wir 6 = min{d., a/(3||g||)} und erhalten ||y, — fi(x)| > «/3 fiir x € 9N und [t| < 4.

Fiir diese ¢ ist somit ||y — y«|| < /3 < d(y«, f:(0Q)). Wegen Lemma 4.3.5 haben wir dann d(ft, Q,y) =
d(fe, 2, ys). Alles zusammengefait ergibt dann d(f, Q,y) = d(f:, Q,y). O

A.2 Sonstiges

Wir brauchen die Kofaktormatrix: die Kofaktormatrix A zu einer n x n Matrix A ist diejenige Matrix,
fiir die A°- A = det(A)I gilt. Diese Matrix A gibt es immer, auch wenn A singulér ist. Falls A regulir
: : -1_ _1

ist, dann gilt A7 = 355 A.

Der Eintrag agy von A ergibt sich wie folgt: von A streichen wir Zeile j und Spalte i, nehmen vom Rest

die (n — 1)-Determinante, und multiplizieren mit (—1)"*7.

Lemma A.2.1. Sei f € C?(Q). Dann gilt fiir x € Q und jedes j:

Zaz ((f/(x))co)ij =0.
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Beweis. Siehe [1], Seite 27. O

Die Bedingung f € C? braucht man fiir den Satz von Schwarz iiber die Vertauschbarkeit gemischter
Ableitungen.

Lemma A.2.2. Sei (X,d) ein metrischer Raum, A C X abgeschlossen, und sei (Y, ||-||y-) ein normierter

Raum. Weiterhin sei F': A — Y stetig. Dann existiert eine stetige Fortsetzung F von F' auf X mait
F(X) C conv(F(A)).

Hierbei bedeutet conv(B) die konvexe Hiille einer Menge B eines linearen Raumes.

Beweis. Siehe [1], Seite 21. O
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