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Ubungen zur Funktionentheorie Blatt 5

Die Losungen sind abzugeben am Donnerstag, 23.06.,
(bzw. wg. Feiertag je nach Vereinbarung mit den Ubungsleitern) in den Briefkisten auf F4.
Gemeinsame Abgabe in Zweiterteams ist zuléssig,
solange jede/r der Beteiligten jede Losung gut présentieren kann.

1. (a) Bestimmen Sie die Residuen der Gamma-Funktion in den Punkten —n mit n € Nj.

Hinweis: rekursiv

(b) Seia € (—7/2,7/2), und sei S, = {z € C: argz = a}, angesehen als eine Kurve, die
im Ursprung startet. Zeigen Sie, dafl dann

La(z) := /t . e il dt, Rz >0,
€Sa

eine weitere Integraldarstellung der (frither definierten) Gamma—Funktion ergibt.

2. (a) Sei D := {z € C: |z| < 1} die offene Einheitskreisscheibe, und sei f: D — C eine
holomorphe Funktion, die auf D die Ungleichung |f(z)|? < 1 — |z| erfiillt. Zeigen Sie,
dafl dann f = 0 ist.

(b) Finden Sie alle analytischen Funktionen f: C\ {0} — C, fir die iiberall folgende
Ungleichung gilt:

£ < VI + ——.

VI

3. Wir definieren eine Funktion F' = F(t,z): (C\ {0}) x C — C durch

F(t,2) == exp <§ <t - %)) .

Die Koeflizienten der Laurent—Reihe von F' bzgl. der komplexen Variablen ¢ im Nullpunkt
mogen Jp,(z) heiflen:

F(t,z) = i In(2)t", zeC, teC\{0}.

n=—oo

Zeigen Sie, daf} fiir die somit definierten Funktionen J,, (mit n > 0) gilt:

Jn(z) = %/ﬂ cos <n0 - zsin9> df = kzzo k'g%}l—)if)' <%>2k

0=0

Diese Funktionen J, heiflen Besselfunktionen und spielen eine wichtige Rolle bei
Laplace-Gleichungen und Wellengleichungen mit zylindrischer Symmetrie, genauso wie
die Laguerre-Polynome vom vorigen Blatt eine wichtige Rolle spielen bei der quantenme-
chanischen Beschreibung des Wasserstoffatoms.



