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Übungen zur Funktionentheorie Blatt 5
Die Lösungen sind abzugeben am Donnerstag, 23.06.,

(bzw. wg. Feiertag je nach Vereinbarung mit den Übungsleitern) in den Briefkästen auf F4.

Gemeinsame Abgabe in Zweiterteams ist zulässig,
solange jede/r der Beteiligten jede Lösung gut präsentieren kann.

1. (a) Bestimmen Sie die Residuen der Gamma–Funktion in den Punkten −n mit n ∈ N0.
Hinweis: rekursiv

(b) Sei α ∈ (−π/2, π/2), und sei Sα = {z ∈ C : arg z = α}, angesehen als eine Kurve, die
im Ursprung startet. Zeigen Sie, daß dann

Γα(z) :=

∫

t∈Sα

e−ttz−1 dt, <z > 0,

eine weitere Integraldarstellung der (früher definierten) Gamma–Funktion ergibt.

2. (a) Sei D := {z ∈ C : |z| < 1} die offene Einheitskreisscheibe, und sei f : D → C eine
holomorphe Funktion, die auf D die Ungleichung |f(z)|2 ≤ 1− |z| erfüllt. Zeigen Sie,
daß dann f ≡ 0 ist.

(b) Finden Sie alle analytischen Funktionen f : C \ {0} → C, für die überall folgende
Ungleichung gilt:

|f(z)| ≤
√

|z| +
1

√

|z|
.

3. Wir definieren eine Funktion F = F (t, z) : (C \ {0}) × C → C durch

F (t, z) := exp

(

z

2

(

t −
1

t

))

.

Die Koeffizienten der Laurent–Reihe von F bzgl. der komplexen Variablen t im Nullpunkt
mögen Jn(z) heißen:

F (t, z) =
∞

∑

n=−∞

Jn(z)tn, z ∈ C, t ∈ C \ {0}.

Zeigen Sie, daß für die somit definierten Funktionen Jn (mit n ≥ 0) gilt:

Jn(z) =
1

π

∫

π

θ=0

cos
(

nθ − z sin θ
)

dθ =
∞
∑

k=0

(−1)k

k!(n + k)!

(z

2

)

2k

.

Diese Funktionen Jn heißen Besselfunktionen und spielen eine wichtige Rolle bei
Laplace–Gleichungen und Wellengleichungen mit zylindrischer Symmetrie, genauso wie
die Laguerre–Polynome vom vorigen Blatt eine wichtige Rolle spielen bei der quantenme-
chanischen Beschreibung des Wasserstoffatoms.


