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1. Unter dem unendlichen Ausdruck

\/a—l—\/a—i—x/a—i—Va—F..., a >0,

verstehen wir den Grenzwert der Folge a,, wobei a1 = +/a, as = \Ja++/a, a3 =

a++/a++/a, usw.

(a) Ermittle eine Rekursionsformel fiir die a,,!

(b) Ermittle daraus eine Vermutung fiir den Grenzwert g, falls es den Grenzwert iiber-
haupt gibt.
(c) Zeige per Induktion a, < g.

(d) Benutze dies, um die Monotonie der Folge (a,) zu zeigen.

2. Sei die Funktion f = f(x) definiert auf (a,b), z¢ € (a,b), und sei f im Punkt z( differen-
zierbar. Zeige, dafy der Grenzwert

. flxzo+h)— f(zo—h)
fim, 20 (1)

existiert, und berechne diesen Grenzwert.

3. Sei die Funktion f = f(z) definiert auf (a,b) und xy € (a,b). Wir setzen voraus, dafl der
Grenzwert (1) existiert. Ist dann f im Punkt xg differenzierbar 7 (Beweis oder Gegenbei-
spiel)

4. Sei f: R — R eine stetig differenzierbare Funktion, und sei 0 < f/(z) < f(x) fiir jedes
x € R. Zeigen Sie: wenn f(zg) = 0 fiir ein 29 € R, dann ist f(z) = 0 fiir jedes x € R.

Hinweis: g(z) = e~ f(x).

5. Untersuchen Sie mittels der Regel von Bernoulli-L’Hospital die folgenden Grenzwerte:

(a) limg o0 :v+s:ivn(m)7
(b) limg 0 ‘;—z,

. x—sin(z)
(C) limg 00 x+sin(z)’

2 (1
xTrTsim| —-
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6. Sei f = f(x) stetig differenzierbar im Intervall [a, b], und sei f(a) = f(b) = 0. Zeigen Sie,
daB die Funktion u(x) = f’(x) + 23 f(z) eine Nullstelle im Intervall (a,b) hat.

Hinweis: Man untersuche ¢(x) = eg(z)f(x), wobei g = g(x) passend zu wihlen ist.



7.

8.

(a)

(b)

(a)

(b)

Die Ausbreitung von Wasserwellen in einem Kanal kann beschrieben werden durch
die Differentialgleichung

3

0 0
(t,x) + ﬁu(t,x) + 6u(t, z) - a—xu(t,x) =0,

au
wobei u = u(t, ) die Auslenkung der Wasseroberfldche aus der Ruhelage bezeichnet,
t € R die Zeitvariable ist und € R! die Ortsvariable. Man zeige, da8 eine Losung

gegeben ist durch
2c

cosh?(y/c(z — 4ct))’

wobei ¢ € R ein wéhlbarer positiver Parameter ist.

Hinweis: Lindwurmlange Rechnungen zu fabrizieren ist eines Physikers unwiirdig und deshalb auch nicht das Aufgabenziel.
Das Lernziel besteht darin, die der Rechnung innewohnenden Mechanismen zu verstehen, die Arbeitsschritte sinnvoll zusam-
menzufassen, sodafl ein kurzer und sehr verstindlicher Aufschrieb entsteht. Das geht auf etwas weniger als einer A4-Seite.

u(t,x) =

Man mache eine Skizze von u, beschreibe den Zusammenhang zwischen Wellenhohe,
Wellenbreite und Ausbreitungsgeschwindigkeit, und entscheide ob das Superpositi-
onsprinzip gilt.

Anmerkung: Die Funktion u heiit Solitonenlésung, und in der Sprache der theoretischen Mechanik formuliert: die Differentialgleichung
beschreibt ein vollstdndig integrables HAMILTONsches System, das sogar unendlich viele Erhaltungsgréfien hat.

Skizzieren Sie die Graphen der folgenden Funktionen, und untersuchen Sie auf Ste-
tigkeit:
sin(l) cx # 0, xsin(l) cx # 0,

f(@) = 0 ’ rx =0, 9(@) = 0 ’ cx = 0.

Es seien a,b € N zwei Parameter, und es sei h = h(x) gegeben durch

% sin (ﬁ) cx #0,

he) = 0 cx=0.

Finden Sie Werte fiir @ und b so, daf§ die Ableitung h’ iiberall existiert (auch im
Nullpunkt), aber A’ auf dem Intervall [—1, 1] unbeschrinkt ist.

Die Klausur wird am 24.02.12 stattfinden, von 11:00-13:00 Uhr im Audimaz.
Eine Anmeldung im StudIS ist erforderlich.



