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Vorwort

Das Ziel dieser Arbeit ist die Untersuchung semilinearer und quasilinearer entarteter para-
bolischer Differentialgleichungen. Dabei besteht die Entartung darin, daft der Hauptteil des
elliptischen Operators nicht gleichmafig elliptisch ist.

Diese Gleichungen werden mit Hilfe der Rothe-Methode behandelt. Die Rothe-Methode
beruht auf der Semidiskretisierung der Zeitvariablen:

Es werden #quidistante Unterteilungspunkte des Zeitintervalles gewéhlt. Die Differential-
gleichung wird beziiglich der Zeitvariablen diskretisiert, es entsteht eine Familie elliptischer
Hilfsprobleme. Diese werden geldst, hierfiir steht eine umfangreiche Theorie zur Verfiigung.
Fiir die Losungen dieser Hilfsprobleme werden A—priori-Abschétzungen bewiesen.

Diese Familie von Funktionen wird zu einer auf einem zusammenhingenden Teil des Zeitin-
tervalls definierten Funktion fortgesetzt. Anschlieffend wird die Konvergenz dieser Funktio-
nen gezeigt, falls die Unterteilungsschrittweite gegen Null strebt. Es & sich beweisen, daf
der Grenzwert dieser Folge tatsichlich Losung ist und daf es keine weitere Losung gibt.
Grundlage der Behandlung der elliptischen Hilfsprobleme ist die eingehende Untersuchung
gewichteter Sobolev—Raume. Die dem Problem angepafite Definition dieser Sobolev—Raume
gestattet die Herleitung der erforderlichen Aussagen fiir elliptische Operatoren. Dabei sind
im Falle quasilinearer Gleichungen andere Rdume zu wahlen als im semilinearen Fall.

Die Rothe-Methode wird aus mehreren Griinden verwendet: Zum Einen gestattet sie die
Anwendung der umfangreichen Theorie elliptischer Operatoren, zum Anderen kann das
nichtlineare Cauchy—Problem durch eine geeignete Diskretisierung in eine Familie linearer
Hilfsprobleme umgewandelt werden, siehe z.B. [Ka&85], [Web91].

Dabei werden keinerlei Wachstumsvoraussetzungen an die Nichtlinearitdten gestellt. In
diesem Fall ist es erforderlich, L. (£2)-Abschitzungen fiir die Losungen zu gewinnen,
vgl. [Plu8g], [Plu9l], [Plu93].



Kapitel 1
Notationen

Sei 2 C RY ein beschriinktes Gebiet mit Lipschitzrand, T > 0, I = [0,7], Q = Q x I,
I' = 0QxI. Sei||.||, die Norm im Raum der p-integrierbaren Lebesgue-mefibaren Funktionen
L,(€Q), |||l die Norm im Raum L. (€2) und sei (.,.) das Skalarprodukt im Raum L(2).

W4(2) und W4 (£2) bezeichnen die iiblichen Sobolevriume mit der Norm
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Die Raume Wplg (Q), W; (Q, o, 0¥) sind gewichtete Sobolev—Raume mit Gewichtsfunktionen
g, 0 und den Normen
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¢, C' bezeichnen generische positive Konstanten.



Kapitel 2

Einfiihrendes Beispiel

In den Kapiteln 4 und 5 wird die Rothe-Methode angewendet werden, um semilineare und
quasilineare entartete parabolische Rand—Anfangswertprobleme zu behandeln. Diese Unter-
suchungen sind sehr aufwendig und benétigen viele Hilfsmittel, welche im folgenden Kapitel

bereitgestellt werden.

Das Ziel dieses Kapitels besteht darin, die Rothe-Methode an einem einfachen Beispiel zu

demonstrieren, um das Verstindnis der spateren Kapitel 4, 5 zu erleichtern.

Die hier verwendeten Satze aus der Funktionalanalysis sind in Kapitel 3 aufgefiihrt.

Untersucht wird das parabolische Rand-Anfangswertproblem mit homogenen Dirichlet—

Randbedingungen
Ut($,t) +Au(x,t) :f(l‘,t) in Qv
u(z,0) =Up(xz) in Q,
u(z,t) =0 auf T.
Dabei sei
N
0 ou
Au = —i%::l 9 (aik(:v)a—mk) + ag(x)u,
air € Loo(Q) fir 4,k=1,...,N,
ag € LOO(Q),

N
> ain(@)&ilk > colél?, 0 >0, V(x,&) € QxRY,
ik=1
ap(z) > co >0, VreQ,
feCON I, Ly(R)), das heift [|f(.,t1) — f(.t2)ll, < Clts —ta| V1,1t €1,

Up e W) (Q), AUy € Ly(Q).

Die Rothe-Methode wird verwendet, um folgenden Satz zu beweisen:

(2.10)

Satz 2.1 Das Rand-Anfangswertproblem (2.1), (2.2), (2.3) besitzt genau eine schwache Lé-
sung, das heifit es existiert genau eine Funktion v € Wi (I, W} (Q)) N C%Y(I, Ly(2)) mit
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ug € Lo(I, W3 (Q)) N Loo(I, L2(R)), so daf fiir jede Funktion v € Lo(I, Wy (2)) gilt:

/(ut(z,t),v(oz,t)) dt+/a(u(a:,t),v(x,t)) dt:/(f(x,t),v(x,t)) dt. (2.11)

I I I
Dabei bedeutet

al Ou Ov
a(u,v) = ';1 /Q aik(x)a—zkaxi dx + /Q ag(z)u(z)v(x) dz.

Der Beweis beruht auf der Methode der Diskretisierung der Zeitvariablen und stiitzt sich
auf mehrere Hilfssétze.

Seien n eine positive natiirliche Zahl, h := % und t; := jh, j = 0,...,n, Unterteilungspunkte
des Intervalles [0, 7.

Eine Diskretisierung des Anfangswertproblems liefert eine Folge elliptischer Probleme mit
homogenen Dirichlet-Randbedingungen:

duj(x) + A(x)uj(z) = fi(x), i=1,...,n,
uj(z) =0, auf 09,
ug(z) = Up(xz) in Q,

hierbei ist du; := +(u; — uj—1), f;(x) == f(z,t;), (u; ist eine Ndherung fiir u(z, ¢;)).
Zunichst wird nachgewiesen, daft diese elliptischen Randwertprobleme schwache Lésungen
besitzen. Anschliefsend werden verschiedene A-priori-Abschétzungen fiir die Losungen u;
hergeleitet. Unter Nutzung dieser Abschitzungen 18t sich zeigen, daff die Funktionen

U"(l‘,t) = ui_l(x)—i-(t—ti_l)éui(x) (ti—l <t<t;, 1= 1,...,77,7)
u(z,t) = ui(x) (i <t<t;,, i=1,...,n)

fiir n — oo in geeigneten Banachrdumen gegen eine Funktion u(z,t) konvergieren. Diese
Funktion wu(z,t) ist schwache Lésung von (2.1), (2.2), (2.3). AbschlieRend wird die Eindeu-
tigkeit nachgewiesen.

Die Existenz der Funktionen u; wird durch das folgende Lemma gesichert.

Lemma 2.1 Es ezistieren eindeutig bestimmte u; € W3 (), 1 =0,...,n, so daf8

(6uj,v) + aluj,v) = (fj,v) j=1,...,n, Yve& Wy (Q), (2.12)
ug(x) =Up(x) in .
Beweis Es existieren positive Konstanten cg, C', so daff

la(u, v)| < Cllullyy [[vlla,

a(u, u) > colull;,

fir alle u,v € W3 (). Demzufolge ist ap(u,v) := a(u,v) + + (u,v) eine symmetrische,

elliptische Bilinearform im Hilbertraum W, (Q). Nach dem Satz von Lax—Milgram existiert

dann genau eine Funktion u; € W3 (), so daf

1 o
an(uj,v) = (fj + Euj—la’U) Vo e Wy ().



Damit ist das Lemma bewiesen. B

n --n

Also existieren die Funktionen u", @". Fiir die Untersuchung der Konvergenz dieser Funk-
tionen werden einige A-priori-Abschétzungen benétigt, die im néchsten Lemma hergeleitet
werden.

Lemma 2.2 FEs existiert eine Konstante C, so daf8 fir alle h,j gilt:

||uj||2,1 <C,
16u5]l, < €,

hy - dujll;, < C.

j=1
Beweis Die Wahl der Testfunktion v = du; in (2.12) liefert
(Ouj, duz) + aluy, duz) = (f5, 0uy),
(Ouj—1, 6u;) + a(u;j—1, 6u;) = (fj-1,0u;) -
Daraus folgt
(0u; — duj—1,0u;) + ha(du;, ou;) = h (3 f;, ou;).
Die Formel (p — ¢)p = 5 (p* — ¢* + (p — q)?) liefert

1 1 2 2
3 (H(SUJ‘H; - ||5Uj—1|\§) + 5 10w = ujmally + ch [l6uslly < I8 f5ll; 1],

also
1 2 2 2 2 2
3 (H(%Ib - ||5uj—1||2) + chldu;lly, < CR|[0f5l5 16uslly , < Cehllofilly + b lldu,ll -

Nach geeigneter Anderung von ¢, C. folgt
2 2 2 2
6uslly = l0uj—1lly + chlou;ll;, < Cehlldfll; -

Nach Summation (j = 2,...,1) ergibt sich

16uill — w3 + ch Y NIdusll;, < Ceh Y1855 < C(ti) < O(T),

j=2 =2

da wegen der Lipschitzstetigkeit von f die Norm |[|d f;
schrankt ist.

Nun sind noch ||§u; ||, und h||duy |5, abzuschitzen. Dazu wihlt man in (2.12) j = 1 und
die Testfunktion v = du; und erhélt 7

||, gleichméRig fiir » nach oben be-

(duy, dur) + a(uy, duy) = (f1,0u1),
also

[6usll3 + ha(du, dur) = (f1,6u1) — a(ug, dus).
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Wegen AUy € Lo () gilt a(ug, dui) = (AU, duq) und es folgt

|3 + ha(duy, dur) = (fo,0ur) + h (81, 0ur) — (AU, dus) . (2.13)
Daraus ergibt sich mit Hilfe der Ungleichung von Cauchy—Schwarz
5uilly < llfo — AUoll, + kI8 full, < C-
Dann folgt aus (2.13)

ch |6urlly; < |fo— AUslly [|6urlly + R I8 fall; l6ur], < C.

Damit ist b)), ||5uj||;1 < C bewiesen.
Die Wahl der Testfunktion v = u; liefert
(uj —uj—1,u5) + ha(uj, u;) = h(fj,u;) .
Mit (p — q)p = 3 (p* — ¢*> + (p — q)?) ergibt sich daraus
1

2 2 2 2 2 2
3 (IIUjIIQ = lluj-ally + lluy = uj—1||2) +chlugllyy < RISlly luglly < CehllF5lly +eh sl -

Daraus folgt nach Summation (j =1,...,1%)

luilly = luolls + ch Y~ lluslly, < Ch Y NIfilly < Ot:) < O(T),

j=1 j=1

also ||lu;]|, < C.
Wenn in (2.12) als Testfunktion v = u; gewahlt wird, ergibt sich

(duj, uy) + alug, uj) = (fj,uj),
also ,
cllujllzy < (fisuj) + [ Ougyug) | < C.

Daraus ergibt sich die Behauptung des Lemmas. l
Nun wird die Konvergenz der Folge (u™) untersucht.

Lemma 2.3 Es existiert eine Funktion u € W3 (I, W3 (Q)) mit uy € Loo(I, L2(Q)), so daf
folgende Konvergenzaussagen gelten:

u" —u in Lo (I, Wy (Q)),
u" —u in Wy (I, Wy (Q)),
ug — up i La(I, L2(£2)).

Beweis Der Beweis besteht aus mehreren Teilen.

1. Schritt. u™ — u in C(I, Lo(Q)) und @ — u in Lo(I, Wi ()

Aus den A-priori-Abschitzungen folgt u} € Loo(I,L2(R2)) N Lao(I, V[;Q1 (Q)) und " €
Loo(I, V[;Q1 (€2)). Die Mengen {u} : n € N} bzw. {u" : n € N} sind in den Riumen
Loo(I, La(Q)), La(I, W} () baw. Loo(I,W} () beschriinkt.



Aus (2.12) erhélt man

—=n

(Wl v) + a(@ (., t),v) = (f (.,t),v) Yo € W (Q). (2.14)
Hierbei bedeutet [ (.,t) = f(.,t;) fiir t;_; < ¢t < t;. Eine entsprechende Gleichung gilt
fiir eine andere Diskretisierung, bei der I in m Teilintervalle zerlegt wird. Es sei ¢ € I fest
gewihlt. Nach Subtraktion beider Gleichungen und der Wahl v = @™ (., t) — u™(., t) folgt
((un _ um>t,ﬂn 7ﬂm) + a(ﬂn —um " —ﬂm> _ (?n B ?mvﬂn . am) ,
also
((un _ um>t,un _ um) + a(ﬂn —am,a" 7ﬂm> _ (?n B ?mvﬂn B am) +
(W™ —u™),u™ —a™) + (" —u™)p, @™ —u™).
Daraus folgt
—n  —m|? )
(" =)o =) +elf@ =73, < Cc||F" =T+l — a3+

+ (g lly + g ) (lu™ =" {ly + @™ = u™[l,) -

Wegen u”(.,t) —a"(.,t) = dui(t — ti—1) gilt [|[u™ —T"||, < ||dusl, T/n < C/n. Weiterhin ist
wegen ' (,8) = " (,8) = F'(s8) = F(.0) + £ (,8) = F" (1) aweh [ (,6) =T (1) <
C(n~! +m™1). Damit ergibt sich

n m n m

11\ 11 11
("~ uma =) el —w, <0 (s 4 ) w0 (e o).
’ nom
Integration dieser Gleichung iiber [0, t] liefert® (es ist u™(x,0) — u™(z,0) = 0)

‘ 11
o0 = w0l +e [ ) Tl <o (24 L),
0 ’ n m

Demzufolge ist (u") eine Cauchyfolge im Banachraum C(I, Ly(f?)), es existiert also eine
Funktion u € C(I, L2(Q)), so dak w, — u in C(I, L2(2)). Weiterhin ist (@") eine Cauchy-

folge im Banachraum Lo (I, W3 (Q2)), also existiert @ € Lo(I, W3 (Q2)), so daff u" — 4 in

La(I, Wy (Q)).
Nun ist v = @ zu zeigen. Es ist ™ — u™ eine Nullfolge im Raum L. (I, L2(2)). Also
gilt 7" — wu im Sinne des Lo (I, L2(£2)). Aus den stetigen Einbettungen Lo (I, L2(€2)) C

Lo(I, L2(Q)) und Lo(I, W3 () C La(I, L2(Q)) folgt dann " — w und u" — 4 im Sinne
des Ly(I, L2(92)). Das heifit u = a.

2. Schritt. u™ — u in Loo (I, Wy (Q))
Die Wahl der Testfunktion v = u™(.,t) — u™(.,t) liefert

a(@ —w", " =) = (F = =) = (=),

IWenn u € La(I, W} () und us € Lo(I, (W3 (Q))), dann gilt 2 [ (u¢, ) dr = [[u(t)]|3 — [u(0)]3, vel.
Satz 3.1.10.
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also
a(u” —u™ u" —u"™) =alu” - u" —u") +a(@ — W e — ")+
+ (?n — 7 — um) — (ug —ui*,u —u™).

Es ist wegen u"(.,t) — u"(.,t) = du;(t — t; 1) = [/

+,_, 16uj(z)dr und der Ungleichung von
Cauchy—Schwarz

' 3
n —n 2
[u™(, ) =™ (. t)llp < VE—tiza </ [0 (@)]15 1 dT)
ti—1
1
T 2
1 1
<Cnt </ g (I, dT> < Cnt. (2.15)
0
Dann folgt
n m|2 n m n __ —n —m m
el =1, < C =y, (o =7+ 7 =, )+

|

n —m
=1 H2 ™ —w™ |, + (ullly + luflly) u™ —u™],,
also

2 —n |2 = 2
el = w3, < O (Jur = w3, + -, ) +
+C(n~t + m71)¢n*1 +m~t+ C’\/nfl +m~1,

<Cvn-l4+m-1

Also ist (u™) eine Cauchyfolge im Banachraum L., (I, W3 (Q)), es existiert demnach ein

@, so daf u" — @ im Sinne des L..(I, Wy (Q)). Es folgt aus der stetigen Einbettung
Loo(I, W} (Q)) C Loo(I, L2(£2)) und aus den oben bewiesenen Konvergenzeigenschaften un-

mittelbar @ = u.
3. Schritt. ul — uy in Lo(I, L2(Q)) und ull — ug in Lo(I1, W4 (2))
Es gilt
/((u” —u™),v) dt +/a(U" —u™,v)dt = / (?n —?m,v) dt Vv e Ly(I, Wy ().

1 1 I
Die Wahl v(.,t) := (u™(.,t) — u™(., 1)) liefert

2

77

1™ =™ ell ey < / la(@ — 7™, (" —u™)y)]| dt + C.
+e[(u" — um)tHQLQ(I,LQ(Q)) ’
1 1V
o [[(w™ — ™)l o +C <—+—> .
Lo(I,W1(R)) Lo (1,W3 () n.om

Da die Folge (u?) im Raum Lo(I, Wy (©)) beschriinkt ist, folgt, daR (ul') eine Cauchyfolge
im Raum Lo(1, L2(£2)) ist. Es existiert also ein Grenzelement v. Zu zeigen bleibt v = u;.

L2(1,L2(9))

[ (u" — um)t”iz(I,Lg(Q)) <C|u" ="
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Dazu sei (im Sinne eines Bochner—Integrals) w(t) = fot v(T) dT+Up. Es gilt u™(t) :fotu? (r)dr
+Up. Daraus folgt

t
[u"(t) —w(®)l, < /0 ' (7) = o(7)lly d7 < Vil = vll 1,0 -

also konvergiert (u™) gegen w im Raum Lo (I, L2(Q2)). Daraus folgt u = w, also v = uy.
Die Folge (u}) ist im Hilbertraum Lo (I, W3 (92)) beschrinkt. Aus Lemma 3.1.1 folgt dann,
daf v € Lo(I, W} (Q)) und ul! — v in Lo(I, W4 (Q)).

4. Schritt. U € LOO(I,LQ(Q))

Es gilt ||u™(t1) — u"(t2)]], < ;12 luf|ly dt < Clta — t1]. Der Grenziibergang n — oo liefert
u € COY(1, Ly(2)), also uy € Loo(1, L2(9)).

Damit ist die Konvergenz bewiesen. l

Es ist noch zu zeigen, daft die Grenzfunktion tatséchlich Losung ist. Dies wird im nichsten
Lemma bewiesen.

Lemma 2.4 Die Funktion u ist Lésung von (2.11).

Beweis Es gilt
/(ug,v) dt+/a(ﬂ”,v) dt:/(}”,v) dt Vn, Yoe Lo(I, W} ().
I I I

Nun ist

la(@" (., 1), v(., 1)) — alul, 1), v( )] < Cla" (1) = ul( )y [0l — 0,

da u, — w im Raum L. (I, W3 (2)) und (@" — u") eine Nullfolge in diesem Raum ist,
vgl. (2.15). Weiterhin ist

la(@ (., t), v(, ) < CIE" (5 )llgq [0l < Cllollgy s

also ist der Konvergenzsatz von Lebesgue anwendbar. Die Konvergenz der beiden anderen
Integrale folgt aus den Konvergenzeigenschaften von (u}) und der Stetigkeit von f(.,?).
Dann folgt unmittelbar (2.11).

Damit ist die Existenz einer Losung gezeigt. B

Zu beweisen bleibt noch die Eindeutigkeit.

Lemma 2.5 Es ezistiert hichstens eine Lésung von (2.11) im Raum Lo(I, W3 (Q)) N
Beweis Seien up, us zwei Losungen von (2.11). Sei w := w; — us. Dann gilt fiir jedes
v € Lo(I, Wy (Q))

/(wt(z,t),v(o:,t)) dtJr/a(w(:z:,t),v(m,t))dt =0.

I I
Die Wahl v := w liefert

2

S = Jlw(., 02 0 <
Jw( T = llw(., )||2+C||W||L2(I,W21(Q))—

)

wegen w(.,0) =0 alsow=0. A



Kapitel 3

Hilfssatze und Hilfsmittel

3.1 Funktionalanalysis

Die Beweise der folgenden beiden Sétze finden sich in [Heu92].

Satz 3.1.1 Jede beschrankte Folge in einem Hilbertraum (bzw. reflexiven Raum,) besitzt eine
schwach konvergente Teilfolge.

Satz 3.1.2 Seien Bi, By Banachriume. Die FEinbettung B1 C Bs sei stetig. Dann gilt fiir
die Dualrgume die stetige Finbettung B} C Bj.

Das folgende Lemma ist ein Hilfssatz fiir Lemma, 2.3.

Lemma 3.1.1 Seien V, H zwei Hilbertraume mit stetiger Einbettung V C H. Sei (u,) CV
eine Folge, die in H schwach gegen h € H konvergiert und in V beschrinkt ist:

lunlly, <C  Vn

Dann gilt auch h € V und u, Y h.

Beweis Die Folge (u,) besitzt eine in V' schwach konvergente Teilfolge (u),). Es existiert
also v € V, so daft

v
- .

/
un

Folglich gilt fiir jedes py € V/
(v, up)y = (pv,v)y -

Wegen Satz 3.1.2 ist dann auch ¢y € H' Element von V’, also gilt

!
y Wn - ) .
(pm,u >H (on U)H

Also hat die Folge (u!,) in H den schwachen Grenzwert v. Da diese Folge in H den schwachen
Grenzwert h besitzt, gilt v = h.

Nun ist noch zu zeigen, daf nicht nur eine Teilfolge gegen v konvergiert, sondern die gesamte
Folge (up).

Angenommen, es wiirde nicht die ganze Folge konvergieren. Dann existieren ein ¢ > 0, ein
Funktional ¢ € V' und eine Teilfolge (@), so daf

| (p0,Tn —v)y, | > € Vn.

12
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Diese Teilfolge (u,) ist im Hilbertraum V beschrankt, besitzt also eine in V' schwach kon-
vergente Teilfolge (%) mit Grenzwert w. Nach obigen Darlegungen muf dann w = h gelten.
Das ist ein Widerspruch. Also konvergiert die gesamte Folge schwach in V' gegen h. B

Ein Beweis fiir den nichsten Satz findet sich in [Rek84].

Satz 3.1.3 (Lax—Milgram) Sei H ein Hilbertraum mit dem Skalarprodukt (.,.) und A(.,.)
eine Bilinearform idber H x H. A sei beschrinkt und positiv definit, das heifit, es existieren
positive Konstanten K, o, so daf fir alle u,v € H

[Alw, )] < K Jullg 0]l 5

2
A(u,u) = allull

gilt.
Dann existiert zu jedem linearen, beschrankten Funktional F iber H genau ein z € H, so

dafs
F(v)=A(v,z) Vv e H.

Weiterhin gilt

1 1
< — , = — .
el < S IFl = < swp |F()]
llvll =1

Fiir die Theorie der Funktionenrdume wird der Begriff des lokalkonvexen Raumes und der
starken Topologie bendtigt, vgl. [Zei76].

Definition 3.1.1 Sei K ein bewerteter Kérper mit Bewertungsfunktion |.|, zum Beispiel
K =R oder K =C.

FEin lokalkonvexer Raum (X, (p;)) besteht aus einem linearem Raum X iber K und einer
Familie von Halbnormen (p;);cr, so daf gilt:

pj(z)=0 Vjel = z=0.

Die Teilmenge U C X heif$t offen, wenn zu jedem xo € U ein positives € und j1,...,Jn € 1
ezistieren, so daf
{z:pj,(x—x0)<e, i=1,...,n}CU

gilt. Diese offenen Mengen erzeugen in X eine Topologie T.
Bemerkung 3.1.1 Die Topologie T nennt man ,die durch (p;);cr erzeugte Topologie®.

Bemerkung 3.1.2 Der Raum (X, T) ist ein topologischer Vektorraum, daf8 heifit, die Ope-
rationen

1+1: X x X — X, 11 K x X — X,
(z,y) —z+y A z) = A

sind stetig in der Topologie T.
Bemerkung 3.1.3 Der Raum (X, 1) ist separiert.
Definition 3.1.2 Die Folge (x,,) C X konvergiert gegen x € X, wenn fiir jedes j € I gilt:

n— 00
— 0

pi(Tn — )
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Definition 3.1.3 Die Menge M C X heifst in X beschrinkt, wenn fir jedes j € I

sup pj(z) < oo
rEM

gilt.

Definition 3.1.4 Sei X ein lokalkonvezer Raum iber K. Der duale Raum zu X (,,der Dual
X'%) ist die Menge aller linearen und stetigen Abbildungen f: X — K.
Die Familie der Halbnormen

{pM cfeX —pu(f), pm(f):=sup|f(zx), M C X, M beschrinkt }

rxeM

erzeugt in X' die starke* Topologie 7§ und die Familie der Halbnormen

{pe 1 f€X = pu(f), palf) =|f(2)], zeX}

erzeugt in X' die schwache® Topologie Ty, .

Definition 3.1.5 Die schwache Topologie v auf X wird durch die Halbnormen

{py:xe X —ps(x), prlx):=|f(z), feX'}

erzeugt.

Wenn keine Verwechslungen zu befiirchten sind, wird “starke Topologie“ anstatt “starker*
Topologie*“ geschrieben.

In reflexiven Rdumen ist jede beschrinkte Menge schwach kompakt. Nun wird ein Kriterium
fiir die Reflexivitdt von normierten Rdumen angegeben.

Definition 3.1.6 FEin normierter Raum heifst gleichmdf$ig konvez, wenn gilt:
Aus ||lzpll <1, flynll <1, 20 + ynll — 2 folgt ||lzn — yall — 0.

Fiir gleichmafige konvexe Raume gilt:
Satz 3.1.4 (Satz von Milman) Gleichmafig konveze Riume sind reflexiv.
Weiterhin gilt:

Satz 3.1.5 Die Riume L,(2), 1 < p < oo sind gleichmdfig konvez.

3.1.1 Bochner-Integral

Das Bochner—Integral verallgemeinert Integrale der Gestalt f: f(z)dx, f reellwertig. In den
Biichern [W1o82| und [Kag85] wird die Theorie der Bochner-Integrale dargestellt.

In diesem Abschnitt werden diejenigen Aussagen dieser Theorie zusammengefafit, die fir die
vorliegende Arbeit von Bedeutung sind (vgl. Kapitel 2).

Sei V' ein Banachraum, I = (0,7). Sei V' der Dual zu V und (f,v) die Dualitidt zwischen
feViundveV.
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Definition 3.1.7 Die Funktionwu : I — V heifit einfach, wenn endlich viele a; € V', mefbare
E;CI (i=1,...,n) existieren mit U \E; = I, E;, N E; =0 fir i # j und

n
u = g i XE;,
=1

wobei x g, die charakteristische Funktion von E; ist.
Wenn die Mengen E; Teilintervalle von I sind, heifst u Stufenfunktion.

Definition 3.1.8 Die Funktion u : I — V heifit (Bochner—)mefbar, wenn eine Folge (u,,)
einfacher Funktionen existiert, so daf fast dberall in I w,(t) — u(t) gilt. Wenn zusdtzlich
gilt

n—oo

lim | fun(t) — u(t)|, dt =0,
I

dann heifit u (Bochner—)integrierbar und es ist

/u(t) dt := lim [ u,(t)dt.

I n—oo I

Definition 3.1.9 Die Funktion u: I — V ist (stark) differenzierbar into € I, wenn w € V
existiert, so dafs

=0.

lim H%(u(to 1) —ulty)) —w )

h—

Dann sei % = (tg) == w.
Im nichsten Lemma werden einige Eigenschaften mefibarer Funktionen zusammengestellt.
Satz 3.1.6 Sei u Bochner—mef$bar. Dann gilt:

1. w ist integrierbar genau dann, wenn ||u(t)|,, € Li(I),

‘ Juttya = [1wton,

3. wenn u integrierbar ist, dann ist v(t) := fto
es gilt v (t) = u(t),

u(s) ds differenzierbar fast aberall in I und

4. wenn u integrierbar ist und f € V', dann gilt

[ttt ae = < g, futo dt>.

Definition 3.1.10 Fir 1 <p < oo sei L,(I,V) der lineare Raum aller mefbaren Funktio-
nenwu: I — 'V, fir die

Il .y = [ IO

endlich ist.
Mit Loo(I,V) sei der lineare Raum der meflbaren Funktionen u: I — V bezeichnet, fir die

lully (1) = supess [[u(t)];, < oc.
tel
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Diese Riume haben folgende Eigenschaften:
Satz 3.1.7 1. L,(I,V) und Loo(I,V) sind Banachriume,
2. wennu € Ly(I,V) undv € Ly(I, V'), wobeip~' +q 1 =1, falls 1 <p < oo und ¢ =1
(g = o0), falls p=oco (p=1), dann gilt

/, ), u(®)) dt < ol gy Tl 1y

3. wenn V ein reflexiver Banachraum ist und 1 < p < oo, dann ist der duale Raum
zu L,(I,V) isometrisch isomorph zu Lo(I,V'), das heifit, zu jedem f € (L,(I,V))
existiert ein v € Ly(I, V') mit

flw) = /I<v(t),u(t)> dt Yue L,(I,V).

Fiir p > 1 ist dann L,(I,V) ein reflexiver Banachraum.
Im folgenden werden Raume stetiger und differenzierbarer Funktionen definiert.

Definition 3.1.11 Mit C(I,V) wird der Banachraum aller Funktionen u: I — V bezeich-
net, fir die fir alle to € I limy_, [[u(t) — u(to)lly, = 0 gilt. Sei |[ullc vy = llullp_ 7 vy-
Sei weiterhin C1(I,V') der Banachraum der stark differenzierbaren u € C(I,V), fiir die
uy € C(I,V). Der Banachraum C%1(I,V) besteht aus allen Funktionen v € C(I,V), fir die
eine Konstante C,, > 0 existiert mit

lu(t) —u()|y < Cult =] Vi, t' €1
Sei Wy (I,V) der Banachraum der stark differenzierbaren u € Ly(I,V) mit u; € Ly(I,V).
Damit gilt:
Satz 3.1.8 1. C*(I,V) ist dicht in L,(I,V), wenn 1 < p < oo,
2. Die Menge der Stufenfunktionen ist dicht in L,(I,V), falls 1 < p < 0.
Weiterhin 186t sich zeigen:
Satz 3.1.9 Wenn u, — u im Raum L,(I,V) und %= — v in L,(I,V), dann ist % = v.

Sei nun H ein Hilbertraum mit stetiger und dichter Einbettung V' C H. Der Raum V sei
reflexiv. Dann ist auch die Einbettung H’ C V' dicht. Der Raum H kann mit H’ identifiziert
werden, so daff V C H C V’ folgt. Dann existiert zu jedem y € H ein f, € V', so daf

(y,v)H = <fyvv> Yo e V.

Es ist demnach moglich, das Skalarprodukt (.,.) des Hilbertraumes H mit der Bilinearform
(.,.) ber V' x V zu identifizieren.
Mit diesen Bezeichnungen gilt folgender Satz:

Satz 3.1.10 Seiu,v € L,(I,V), (1 <p < <) und us,ve € Ly(1, V'), wobei p~' + ¢~ = 1.
Dann gilt u,v € C(I,H) und

(), 00) — (ot = [ (207 ) + (2 gy )
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Weiterhin 18§t sich zeigen:

Satz 3.1.11 Sei V ein Hilbertraum. Dann sind auch Lo(1,V) und W3 (I,V) Hilbertriume
mit den Skalarprodukten

(0 0) 0y = [ (wl®) 06y
(uw, V) wa vy = (W) vy + (U 00) g v -

3.1.2 Spektraltheorie abschliefsbarer Operatoren

In diesem Abschnitt wird das Spektrum gewisser unbeschrinkter Operatoren untersucht.
Die hier vorgestellten Hilfsmittel werden in einem spéteren Abschnitt fiir die Untersuchung
gewisser entarteter elliptischer Differentialoperatoren bendétigt.

Im folgenden sei H ein separabler, unendlichdimensionaler komplexer Hilbertraum mit Ska-
larprodukt (.,.) und A ein linearer Operator, dessen Definitionsbereich D(A) und Wertebe-
reich R(A) in H liegen.

Die folgenden Satze finden sich in [Tri72].

Definition 3.1.12 Der Operator A heiffit abgeschlossen, wenn fiir jede Folge x,, — x € H
mit (z,) C D(A) und Ax,, — y folgt, daf8 x € D(A) und Ax = y.

Jeder lineare beschrénkte Operator mit D(A) = H ist abgeschlossen. Es gilt umgekehrt der
Satz:

Satz 3.1.12 Wenn A abgeschlossen ist und D(A) = H, dann ist A beschrinkt.
Weiterhin gilt

Satz 3.1.13 A ist genau dann abgeschlossen, wenn (D(A),[.,.]) ein Hilbertraum ist. Hierbei
ist [z,y] == (2,y) + (A, Ay).

Die spéter untersuchten Operatoren sind nicht abgeschlossen, aber ihr Definitionsgebiet
14t sich so erweitern, daf diese Operatoren abgeschlossen werden. Deshalb werden nun
Erweiterungen von Operatoren definiert.

Definition 3.1.13 Der lineare Operator B heifst Erweiterung oder Fortsetzung von A, (A C

B), wenn
D(A) C D(B) und Ax = Bx fiir jedes x € D(A)

gilt. A heifst abschlieffbar, wenn es einen abgeschlossenen Operator B mit A C B gibt.
Der nichste Satz sichert die Existenz einer sogenannten ,minimalen“ Erweiterung.

Satz 3.1.14 Sei A abschlieffbar. Dann existiert eine eindeutig bestimmite Erweiterung A,
so dafy A abgeschlossen ist und daf fir jede Erweiterung B von A A C A C B gilt. A heifst
Abschluf des Operators A. Der Definitionsbereich D(A) von A ist der Abschluff des Raumes

D(A) in der Norm |z||4 = /[, 2].
Nun werden adjungierte Operatoren definiert.
Definition 3.1.14 Sei D(A) dicht in H. Sei
D(A"):={ye H:3Jy" € Hmit (Az,y) = (z,y") VYo e D(A)}
und A*y = y*, falls y € D(A*).
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dicht
Bemerkung 3.1.4 Wegen D(A) C" H ist dieses y* eindeutig bestimmt.

Diese Menge D(A*) hat folgende Eigenschaften:

Satz 3.1.15 Sei D(A) dicht in H. Dann gilt
1. D(A*) ist linearer Raum, A* ist linearer abgeschlossener Operator,
2. Wenn B Erweiterung zu A ist, dann ist A* Erweiterung zu B*,
3. Wenn A abschlieffbar ist, dann gilt A* = (Z)*

A* heifit adjungierter Operator zu A.

Definition 3.1.15 Sei D(A) dicht in H.
A heifst symmetrisch, wenn (Azx,y) = (x, Ay) fir alle z,y € D(A) gilt.
A heifit selbstadjungiert, falls A* = A gilt.

Der Zusammenhang zwischen diesen Begriffen wird durch den folgenden Satz beschrieben.
Satz 3.1.16 Es gilt

1. A selbstadjungiert —> A symmetrisch,

2. A symmetrisch = A abschlieffbar und A symmetrisch,

3. AC B, A, B symmetrisch — B C A*,

4. Wenn A selbstadjungiert ist, dann ist A abgeschlossen. Wenn A C B und B symme-
trisch ist, dann ist B = A.

Bemerkung 3.1.5 Die letzte Aussage dieses Satzes bedeutet, dafi selbstadjungierte Opera-
toren keine nichttrivialen symmetrischen Erweiterungen besitzen.

Nun folgt ein Kriterium, wann A selbstadjungiert ist.
Satz 3.1.17 Sei A symmetrisch.
1. Wenn D(A) = H, dann ist A selbstadjungiert und beschrankt.
2. Wenn es ein A € C gibt mit R(A+\E) = R(A+\E) = H, dann ist A selbstadjungiert.

Der néchste Satz beschreibt die Zerlegung des Hilbertraumes H in eine Summe geeigneter
Null- und Bildrdume.

Satz 3.1.18 Sei A symmetrisch und X € C.
Dann gilt D(A+ \E) = D(A), (A+ \E)" = A* + \E und

H=TR(A+A\E)® N(A* 4+ AE).

Hierbei steht N(B) fiir den Nullraum des Operators B.

Der folgende Satz beschreibt den Abschlufs des Bildraumes eines halbbeschrankten Opera-
tors.
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Satz 3.1.19 Sei A ein halbbeschrinkter Operator, das heifit, es existiert eine Konstante
c € R mit
(Az,x) > c||z|?, Ve D(A).

Sei weiterhin A € R eine Zahl mit A + ¢ > 0. Dann ist

R(A+ \E) = R(A+ AE).

Nun stehen alle Begriffe bereit, um das Spektrum selbstadjungierter Operatoren zu unter-
suchen.

Definition 3.1.16 FEin selbstadjungierter Operator, der ausschliefllich Eigenwerte mit end-
lichdimensionalen Eigenrdumen besitzt, heifit Operator mit reinem Punktspektrum.

Der folgende Satz ist von zentraler Bedeutung fiir die Untersuchung entarteter elliptischer
Differentialgleichungen.

Satz 3.1.20 Sei A ein Operator mit reinem Punktspektrum. Dann gilt:
1. A ist nicht beschrinkt.

2. Die Figenwerte von A konnen unter Bericksichtigug der Vielfachheit nach der Grofle
geordnet werden, sie hdufen sich nicht im Endlichen. Wenn (\;) en die Eigenwerte und
(xj)jen die orthonormierten Figenelemente bezeichnen, dann ist das System (x;);en
vollstandig und es gilt

|A\j| = oo fiir j — oo,

DA)=SzeH:Y N|(x,z;)]* <00,

J=1

Ax = Z)\j (x, ) ;.
j=1

Die folgende Definition wird benétigt, um ein Kriterium zu formulieren, wann ein Operator
ein reines Punktspektrum besitzt.

Definition 3.1.17 A heifit positiv definit, wenn es ein ¢ > 0 gibt mit
(Az,x) > c||z|3, Vo e D(A).

Sei A € R mit A+ ¢ > 0. Dann sei

Izl := V/(Az,x) + X (z, ) fir z € D(A).
Sei weiterhin

Hy:=H), = {:L' € H:3(xp)nen, Tn H, x, Tp € D(A) Vn, ||z, —zn|l, Lmeee, O}.

Bemerkung 3.1.6 Mit der Formulierung ||z, — ||, ———— 0 ist gemeint, daf die Folge
(xy) eine Cauchyfolge in der Norm ||.||, ist. Hy ist ein Hilbertraum, D(A) liegt in H dicht.
Fiir pp € R mit p+c > 0 gilt H, = Hy und die Normen ||| ,, [|.|| sind zueinander dquivalent.

Fir positiv definite Operatoren ist Ha = H einschlieflich der Aquivalenz der Normen.
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Der folgende Satz ist fiir den Nachweis der Existenz von Losungen gewisser elliptischer
Differentialgleichungen wichtig.

Satz 3.1.21 Sei A selbstadjungiert und positiv definit. Dann gilt R(A) = H.

Beweis Nach Satz 3.1.18 und Satz 3.1.19 gilt mit A =0

weil A positiv definit ist. B
Es gilt der folgende Satz.

Satz 3.1.22 (Kriterium von Rellich) Sei A ein selbstadjungierter positiv definiter Ope-
rator. A ist genau dann ein Operator mit reinem Punktspektrum, wenn der Einbettungsope-
rator E(Hy — H) kompakt ist.

»Kleine“ symmetrische Stérungen selbstadjungierter Operatoren erzeugen ebenfalls einen
selbstadjungierten Operator, wie das folgende Kriterium zeigt:

Satz 3.1.23 (Kriterium von Kato) Sei A selbstadjungiert, B symmetrisch, D(A) C
D(B). Seien 0 < e <1 und C > 0 reelle Zahlen, so daf fir alle x € D(A)

Bzl < ellAzlly + Cllzll
gilt. Dann ist der Operator A+ B selbstadjungiert mit D(A+ B) = D(A).

Definition 3.1.18 Sei A symmetrisch.
A heifit wesentlich selbstadjungiert, wenn A selbstadjungiert ist.

3.2 Theorie der Funktionenraume

3.2.1 Die Réume & und &, © und 9, B; (R"), H3(R")

Die hier vorgestellten Rdume werden fiir die Definition von Sobolev-R&umen bendtigt. &
ist der Raum der schnell fallenden Funktionen, sein Dual &' ist der Raum der temperierten
Distributionen &’.

Weiterhin ist ® der Raum der unendlich oft differenzierbaren Funktionen mit kom-
paktem Triger und sein Dual ®’ ist der Raum gewisser Distributionen, vgl. [H6r69.
Die Riume Bj (RY) und H3(RY) sind weitreichende Verallgemeinerungen der Sobolev—
Slobodeckij—Rdume und werden hier fiir die Definition gewichteter Sobolev—Raume verwen-
det, vgl. [Tri78].

Definition 3.2.1 Die Fouriertransformation einer Funktion f(x) € L1(RY) wird definiert

durch )
F — —i{z,£) d
o=y |9 sy da,
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wobei x = (z1,...,2n), £ = (&1,...,&N) und (x,&) := 11&1 + - - - + enEn. Die Fourierrick-
transformation einer Funktion g(&) € L1(RY) wird gegeben durch

— 1 W&,z
Frlgle)i= — [ g de,
(2ﬂ)2 RN
Im folgenden wird die Multiindexschreibweise verwendet, das heifit, fiir « = (a1,...,an) €
NV und z = (21,...,2y) € RY sei
la| ==a1+---+an, z%:=27" 23,
Daj o 9% D% .— DXt DAeN
i W, = 1 N -

J

Nun wird der Raum der schnell fallenden Funktionen definiert.

Definition 3.2.2 Der Raum & besteht aus allen Funktionen ¢ € C>(RY), fiir die

Pa,p(p) == sup |z5Daga(z)| <oo Va,BeNV
reRN

gilt.

Bemerkung 3.2.1 Die Halbnormen p, g erzeugen eine Topologie in &. Der Raum & ist
lokalkonver.

Es gilt folgender Satz.

Satz 3.2.1 Die Fouriertransformation ist eine umkehrbar eindeutige stetige Abbildung von
S auf &. Die Fouriertransformierte zu D}(p (bzw. ;) lautet —i&; Fo (bzw. iD]chp). Fiir

jede Funktion ¢ € & gilt F~Y(Fyp) = .
Weiterhin gelten folgende Gleichungen:

Satz 3.2.2 Seien p,v € &. Dann ist
[ iz = [ oo

[vde= [(reFG ds,

Flexy) = (Fo)(Fy),
F(ey) = (F) * ().

Hierbei bedeutet 1) die komplex konjugierte Zahl zu 1) und (¢ * ¥)(z) = [@(y)¥(z —y)dy
die Faltung der Funktionen ¢ und 1.

Nun wird der Raum &’ definiert.

Definition 3.2.3 Der Raum der temperierten Distributionen ist der zu & duale Raum &',
Dieser lokalkonvere Raum wird mit der starken Topologie versehen.

Bemerkung 3.2.2 Sei f eine meflbare Funktion, die hochstens wie ein Polynom wdchst:

30 >0,neN:  |f(2)] <CrA+|z))" Vo eRY
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Dann ist Ty mit
7y(¢)i= [ Fa)ola)dz Vpe®

eine temperierte Distribution. Man nennt &' auch den Raum der ,Distributionen mit schwa-
chem Wachstum®.
Im folgenden wird f mit Ty identifiziert.

Mit dieser Konvention gilt:
Satz 3.2.3 Fiir jedes 1 < p < oo gilt L,(RY) C &'.
Die Fouriertransformation 1aft sich auch fiir temperierte Distributionen erkléren:
Definition 3.2.4 Die Fouriertransformierte zu u € &' sei
Fu: g (Fu)(p) :=u(Fyp).
Die Fourierriicktransformierte wird entsprechend definiert.
Diese Fouriertransformation hat folgende Eigenschaften:

Satz 3.2.4 Die Fouriertransformation bildet &' umkehrbar eindeutig und stetig ouf & ab.
Fiir jedes p € &' ist F~1Fp = .

Weiterhin gilt

Satz 3.2.5 Wenn u € Lo(RY), dann ist auch Fu € Ly(RY) und fiir die Lo—Normen gilt
[ully = [1Ful,-

Nun werden noch die Raume © und ®’ definiert.

Definition 3.2.5 Der Raum C3°(QY) der in Q unendlich oft differenzierbaren Funktionen
mit kompaktem Triger in Q wird mit © bezeichnet. Sei ©' der Raum der stetigen Linear-
formen iber ©, das heifst:

Die lineare Abbildung F : © — R ist Element von ©', wenn zu jeder kompakten Menge
K C Q positive Konstanten C € R und k € N ezistieren, so daf$ fir jedes ¢ € C§°(K) gilt:

|F(p)| <C Y sup |Dp()].

la|<k zeK

Der Raum ®’ wird mit der schwachen Topologie versehen, das heifst, die Topologie wird
durch die Halbnormen
{py 1 po(F) == [F(p)], 0 € D}

erzeugt.

Bemerkung 3.2.3 Es ist auch maoglich, den Raum ©’ als dualen Raum des lokalkonvexen
Raumes © einzufiihren. Dann ist es allerdings erforderlich, den Raum D mit geeigneten
Halbnormen zu versehen. Diese Halbnormen sind recht kompliziert, vgl. [Hor69].

Es lassen sich auch Ableitungen fiir Distributionen definieren:
Definition 3.2.6 Sei u € ®', dann wird die Distribution D“u definiert durch

(Du)(p) = (~1)/*lu(D) VpeD.
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Jede Funktion f € L1°¢(2) kann mit einer Distribution 77,

Ti(p) := /Qﬂp dr,

identifiziert werden. Damit ist folgende Definition motiviert:

Definition 3.2.7 Sei f € L'°°(Q) und o ein Multiindex. Die Funktion g € L'¢()) heifit
Distributionenableitung D f (schwache Ableitung, Ableitung im Sobolev-Sinn), wenn gilt:

/f(Do‘gp) dr = (fl)w/ggado: Yo €.
Q Q

Falls f € C1*1(Q), dann stimmen die klassische (gewdhnliche, starke) Ableitung und schwa-
che Ableitung {iberein (mit Ausnahme einer Teilmenge von Q mit dem Maf Null).

Jede starke Ableitung ist also auch schwache Ableitung. Fiir spezielle Differentialoperatoren
gilt auch eine Umkehrung;:

Satz 3.2.6 (Weylsches Lemma) Seiu € L°(Q) und im Distributionensinn sei Au = 0,
das heift, fir jedes ¢ € © gilt

/ ulNpdr = 0.
Q

Dann ist u € C*(Q) (u ist sogar analytisch) und es gilt Au = 0.

Ein ausfiihrlicher Beweis (fiir den Fall N = 2) befindet sich in [Tut83], siche auch [Tri7§]
und [Ho6r69].

In dieser Arbeit wird nicht nur das Weylsche Lemma verwendet werden, sondern auch ein
weiterer Regularititssatz. Dafiir werden allerdings einige Funktionenriume bendtigt. Des-
halb ist dieser Regularititssatz im Abschnitt 3.4 zu finden, vgl. Satz 3.4.1.

Fiir schwache Ableitungen gilt folgende Kettenregel:

Satz 3.2.7 Seiu € L°(Q), §~ € L¥°(Q), f € C*(R), [’ € Loo(R). Dann gilt: 22(f o u)
existiert in Q) und es ist 5
U

o ou) = (' ou) e

&ni

Ein Beweis ist in [Zei90], Abschnitt 21.23 zu finden.
Nun werden die Raume B (RY) und Hj(R") definiert.

Dazu wird der Raum R”Y in ringférmige Mengen zerlegt:

Mj={¢eRY: 271 < <2t} =12,
My:={¢eRY: |¢<2}.

Die Bezeichnung f ¢ Z‘;’;O f; bedeutet, daff die Reihe auf der rechten Seite in der starken
Topologie des Raumes &’ gegen [ konvergiert.
Mit diesen Bezeichnungen wird definiert (vgl. [Tri78], Abschnitt 2.3.1):

Definition 3.2.8 Fir —co<s< oo, l <p<ooundl <q<oo sei

oo

B RY) = {f €& f €3 ai(a), swpFa; My Vi, 3 (27 lag(a)l,)” < oo

=0 =0
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Fiir —oo < s <00, 1 <p<ooundl <q< oo sei weiterhin

Qs

F;q(RN)::{f e :f Gi/zaj(l'), supp Fa; C M; Vj, / ZQqu|a]—(z)|q dr < oo}
=0 RN\ j=0
Die Normen in diesen Ridumen werden durch
) N s )’
1, o= inf (S (27 la()l, )
Poa f=Xa; \ 5
=
und
N

S

. = inf 2599 q.(2)|? | dx
Iy, o= int | ] > 2ol

definiert. Weiterhin sei fir —oo < s < oo und 1 < p < oo H3(RY) := F3,(RY).
Firl <p< oo set
HiRY) s=0,1,2,...,

WsRY) .= { !
P Bs (RY) 0<s,s¢N.

Bemerkung 3.2.4 Die Riume B, , heiffen Besov-Riume (fiir s > 0); die Riume H, nennt
man Bessel-Potential-Riume (falls s > 0). Die Riume W, heifien Sobolev-Riume (falls s
ganzzahlig) bzw. Sobolev-Slobodeckij—Raume (falls s micht ganzzahlig).

Diese Raume haben folgende Eigenschaften:
Satz 3.2.8 Die Riume By , und I, , sind Banachridume. Die Riume C§° (RN) und & liegen

n B;q und F;yq dicht.

3.2.2 Die Lebesgue—Riume L,()

In diesem Abschnitt werden einige Hilfsséitze tiber die Normen der Lebesgue-R&ume bewie-
sen.

Lemma 3.2.1 Sei u € Loo(2). Dann gilt limy,—.oo [|ull, = [|lull, -

Beweis Der Beweis besteht aus zwei Teilen.
Erster Teil:
Es ist

1 1

P P
lim sup [Jul], = lim sup (/ |u(x)|pdx) < |lull. lim (/ 1da:) — ull.,
p—0o0 p—0o0 Q p—0o0 Q

also thU.pp_,OO ||u||p S ||U’||oo
Zweiter Teil:
Sei M. :={x € Q:|u(z)| > |jul|, —¢c}, e > 0. Es folgt

fut, = |u<x>|pdx)’l7 > (/N |u<x>|pdm>‘l7 > (/Mmu”m e dz)zl?

1

~ (=) ([ 1a0)’
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Daraus folgt liminf, . [Jul, > [lul|, —¢ Ve > 0.
Daraus ergibt sich liminf;, o [lul|, > [ull,,- Wegen limsup,,_, [ull, < [lul,, folgt die Be-
hauptung. B

Lemma 3.2.2 Seiu € Ly,(?) fir alle p mit 1 < p < co. Sei weiterhin ||ul|, < M fir alle p.
Dann ist u € Loo(Q) und |lul|, < M.

Beweis Fiir R > 0 sei

W) {u(z) lu(z)| < R,
Rsign(u(x)) |u(z)| > R.

Es ist uf* € Lo(Q), [|[ufi(z)] < |u(z)] Vx € Q. Daraus folgt HuRHp < ull, < M fiir
alle p. Nach Lemma 3.2.1 ergibt sich HuRHOO < M. Sei nun R > M gewéhlt. Dann folgt
supess,cq [uf(z)| = ||[uff||_ < M. Fast iiberall in  gilt also [u"(z)| < M < R, also auch
uf*(x) = u(zx). Daraus ergibt sich die Behauptung. B

—1

Lemma 3.2.3 Seien u,v € L,(Q), 1l <p < oo, p ' +p'~ =1. Dann ist

p
< 0= 1) (lull, +lol,)" = vl

|||u|p72u — |v|p72v

Beweis Es ist

H |u|p_2u — |v|p_2v

/

P

p =2 G == uk (- 9

< (o= )|l + o))" Ju ol

/ (p—1)|su+ (1 —s)v|P~*(u —v)ds

0

p/

_p_
p—1

p(p—2) D
<=1 | [l o) ol s
Q—

Die Holdersche Ungleichung liefert mit diesen Exponenten

It =20 = o=20]|,, < (0= 1) (Jfull, + lloll,) " llw = oll,

Das ist die Behauptung. B

3.2.3 Die gewichteten Lebesgue—-Rédume L,,(£2)
In diesem Abschnitt werden gewichtete Lebesgue-Raume definiert und untersucht.
Definition 3.2.9 Die Funktion g(x) heifit Gewichtsfunktion, wenn gilt:

1. g€ Lo (Q),

2. g(x) > 0 fast iberall in 2,
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3. 5ty € L1(Q).

Definition 3.2.10 Fiir 1 <p < oo sei
L,(2) := {u(x) : / g(@)|u(z)P de < co,u mefbar } .
Q

Satz 3.2.9 Die Menge L,,(Q) ist ein Banachraum mit der Norm

full = ( /Qg<z>|u<z>|pdx);

Beweis Zunichst wird gezeigt, daff L,,(2) ein linearer Raum ist.
1. Sei u € L,yg(€2) und A € R. Dann ist offensichtlich auch Au € L,4(9).

2. Seien w1, u2 € Lpy(Q2), daraus folgt urg/P usgt/? € L,(2). Dann folgt (u; JruQ)gl/p €
L,(£2), also auch uy 4+ ug € L,e(9).

Nun werden die Normeigenschaften nachgewiesen. Es sei hier nur die Dreiecksungleichung
gezeigt. Die weiteren Normeigenschaften sind offensichtlich erfiillt.
Seien w1, uz € Lyy(£2), dann folgt

i+ el = [aag? +uag 7] <[l + o7, = sl + e,
p p p

Zu zeigen bleibt noch die Vollsténdigkeit des Raumes Ly, (£2). Sei (u,) C Lpg(2) eine Cau-
chyfolge, das heifit [[un, — uml|, , <€ Vn,m > No(e). Mit v, := g'/Pu,, folgt ||v, — Umll, <e
Vn,m > Ny(e), also ist (v,,) eine Cauchyfolge im Raum L,(£2). Es gibt demnach ein v €
Ly($2), so dab [lv, — o], <& Vn > Ni(e). Sei u = vg~ /7 diese Definition ist fast iiberall in

Q2 sinnvoll, offensichtlich gilt u € L,4(§2). Daraus ergibt sich ‘

g%un — g%uH <eVn > Ni(e),
p

also [lun —ull, , <& Vn > Ni(e).
Damit ist der Satz bewiesen. B
Jetzt werden einige Einbettungssitze hergeleitet.

Satz 3.2.10 Sei 1 < ¢ <p, u € L,y(Q) und

q

G) H € L1(2).

Dann gilt w € L,(Q2) und es ist

1
—11lp
lelly < llg™ 17 e,

Beweis Aus der Holder—Ungleichung mit den Exponenten t; = p/(p — q), t2 = p/q folgt

pP—q

/Q|u(z)|qdz/QG)%.Q%WMS </Q G)_ dx) ' ~</Qg|u|pdx)%.

Daraus ergibt sich die Behauptung. B
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Lemma 3.2.4 Sei ¢ > p und u € Lqg(Q). Dann gilt u € Lyy(Q2) und

a—p
lull, g < lglly™ lullg, -

Beweis Die Holder—Ungleichung liefert mit den Exponenten ¢; = q/(q — p), t2 = q/p

[oras= [ g5 (sfup) ar< ([ gac) ([ gluirar)’
Q Q Q Q

Daraus folgt unmittelbar die Behauptung. B

3.2.4 Die Sobolev—-Riume W*(Q)

In diesem Abschnitt werden die Sobolev—R&ume W;(Q) eingefiihrt und untersucht.

Definition 3.2.11 (Vgl. [Tri78], Definition 4.2.1/1) Sei Q C RY ein beliebiges Gebiet,
—00 < s<o00, 1 <p<oo, 1< qg< oo Der Raum B;yq(Q) sei die Einschrinkung des
Raumes B ,(RY) auf Q, das heift

Bs () :={f € L,(Q):3g € B (RY) mit f(z) =g(z) VaecQ}

p.q
mit der Norm

”f“Bg’q(Q) = ol ”f”B;’q(]RN) :

inf
a=fg€B; ,(RV)
Analog ist
H3(Q):={feLy():3g€ H;(RN) mit f(z) = g(z) Yz €Q}

mit der Norm

Hf“H;(Q) = g‘Q:fgiggg(RN) Hf“Hg(]RN) :

Weiterhin sei

Q) = B;,p(Q) :0<s, sé€N,
P H3(Q) :5=0,1,2,....

Wenn der Rand des Gebietes eine gewisse Regularitatsbedingung erfiillt (Kegelbedingung),
dann lassen sich dquivalente Normen angeben.

Definition 3.2.12 (Vgl. [Ada78], [W1082]) Sei x € RN, B, eine offene Kugel mit Mittel-
punkt x und B’ eine weitere offene Kugel, die x nicht enthilt.
Dann heifst

Co:=B,N{z+ANy—2): yeB, X>0}

endlicher Kegel mit Spitze in x“
Das beschrinkte Gebiet Q2 erfillt die Kegelbedingung, falls:

1. Es existiert ein endlicher Kegel Cy, so dajfs:

2. Zu jedem x € ) existiert ein endlicher Kegel C, mit Spitze in x, so daf C, C Q und
C, kongruent zu Cy ist.

Als Kongruenzbewegungen sind Drehungen und Verschiebungen zugelassen.
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Der néichste Satz gibt eine andere, dquivalente, Definition fiir den Sobolev-Raum W ()
an, falls das Gebiet die Kegelbedingung erfiillt, vgl. [Tri78] Theorem 4.4.2/2, Bemerkung
4.4.2/2, Bemerkung 4.2.1/2.

Satz 3.2.11 Sei Q ein beschrinktes Gebiet, das die Kegelbedingung erfillt. Sei weiterhin
1<p<oounds>D0.
Dann sind (falls s eine natirliche Zahl ist)

=

SISl

loe|<s

11

3 =

2 o
1A @ = [ 1712+ 2 upe i |

|a|=s

bzw. falls s = [s]+ {s}, [s] e N, 0 < {s} <1

B P |Df(z) — D f(y)?
11 @ = [ 1712+ Z / . |x_ e drdy

o=
dquivalente Normen im Raum W ().

Bemerkung 3.2.5 Die in Definition 3.2.11 eingefihrten Raume stimmen mit den gewdhn-
lichen Sobolev—-Slobodeckij—Raumen iberein, falls Q eine Kegelbedingung erfillt, vgl. [Tri78],
Bemerkung 4.2.1/2, Bemerkung 4.6.2.

Fir eine Definition dieser Riume siehe z.B. [Ada78], [Fri76].

Der nichste Satz gibt an, wann Einbettungen zwischen Sobolev—Raumen bestehen.
(Vgl. [Tri78], Theorem 4.6.1, Bemerkung 4.6.2)

Satz 3.2.12 (Einbettungssatz von Sobolev) Sei ein beschrinktes Gebiet, das die Ke-
gelbedingung erfullt.

1. Seil<p<oo,t>0,teN, s>t+ %. Dann ist die Einbettung

stetig.

2. Sei0<t<s<oo,1<p<q<oo. Dann ist fir

die Finbettung

stetig.
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Hierbei ist 6t(Q) der Raum aller t-fach in Q0 stetig differenzierbaren Funktionen, deren
Ableitungen sich stetig auf den Rand 0N) fortsetzen lassen. Dieser Raum hat die Norm

1l = 3 sup|D*f(a)]
|a\§tz€n
Bemerkung 3.2.6 Der erste Teil dieses Satzes gilt in modifizierter Form auch fir t ¢ N.

In diesem Fall besteht der Raum C ' aus geeigneten Holderstetigen Funktionen, vgl. [Tri78],
Abschnitt 4.5. Eine andere Schreibweise ist C*(€2).

Bs ist firt € N C ' (Q) C C*(Q).
Fiir die Raume W;(Q) gilt folgender Interpolationssatz, siche [Ada78|, Theorem 4.17:

Satz 3.2.13 Sei Q) ein beschrinktes Gebiet, das die Kegelbedingung erfillt, 1 < p < oo.
Dann existiert eine Konstante C, so daf fiirr v € W;"(Q2), 0 < j < m gilt:

g m—j
ull,; < Cllullg, lull,™ -

Die folgenden Banachrdume sind von besonderer Bedeutung. Sie beschreiben, anschaulich
gesprochen, die Menge gewisser schwach differenzierbarer Funktionen, die fast {iberall auf
dem Gebietsrand den Wert Null annehmen.

Eine ausfiihrliche Untersuchung dieser Raume ist z.B. in [Rek84] oder [W1082] zu finden.

Definition 3.2.13 Sei fir 1 <p < o

W @)= {u e W) ) €D 5l il 270},

Der Raum W, () ist ein separabler Banachraum und besitzt dieselbe Norm wie W, (Q2).
Der folgende Satz gestattet die Konstruktion dquivalenter Normen, siehe [Rek84].

Satz 3.2.14 (Friedrichsche Ungleichung) Es ezistiert eine Konstante C, so daf$ fir alle
ue Wy (Q)

ou
8xi

2
2

N

2
lull; <€)
i=1

gilt.
Fiir diesen Raum gilt folgender Interpolationssatz, vgl. [LSU67].
Satz 3.2.15 (Nirenberg—Gagliardo) Sei1 < ¢ <p <s, % < % + % Dann existiert eine
Konstante ¢ > 0, so daf fir alle u € W) (Q) gilt:
0 1-6
l[ull, < cllullyy lully ™

wobei

@ [~

0<0:=

‘ Q=
IN

>
IN

—

RS I
+
z|=

Q=

Wenn ¢ = 1, dann sei 0 < 6 < 1.

Bemerkung 3.2.7 Die Vomussetzung_l < q < p < s garantiert 0 < 5, wdahrend die Vor-
aussetzung % < % + % sicherstellt, dafi 6 < 1.
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3.2.5 Die gewichteten Sobolev—Réume W, (2)

Die in diesem Abschnitt eingefiihrten gewichteten Sobolev—Raume werden bei der Untersu-
chung semilinearer parabolischer Rand—Anfangswertprobleme verwendet.

Definition 3.2.14 Sei firp > 1
Wiy () == {u € WHQ) N Lp(Q) : uq, € Lpy(Q), Vi=1,...,N}.
Es gilt:

Satz 3.2.16 Falls

G) - € Ly(9), (3.1)

dann ist Wz}g (Q) ein Banachraum mit der Norm

P
p
b.g

N
[l = (IIUIIZ + 3 llua,
=1

Beweis

Es ist leicht zu zeigen, daf W, () ein linearer Raum ist.

Nun werden die Normeigenschaften nachgewiesen.

Zur Dreiecksungleichung (die anderen Normeigenschaften sind offensichtlich erfiillt):
Seien 1, uy € W,,(Q). Dann folgt mit der Minkowski-Ungleichung

i=1

P p\’
< <(|u1|,, luall, )+ D7 (el + Izl ) )

i=1
p
p,g

1/p N

) v (nuznz £ fuse |

i=1
p;l,g°

Es ist noch die Vollstéandigkeit des W), () zu zeigen. Sei (u,) C W), (2) eine Cauchyfolge

im Raum W,,(Q). Dann ist (u,) C Ly(Q) eine Cauchyfolge im L,(Q2), es gibt also eine

Funktion u € L,(£), so daf u, — u im Sinne des L,(£2). Auferdem sind (¢nz,) C Lpg(€2)

Cauchyfolgen im Banachraum L,,(2), demnach existieren v; € L,4(Q2), so dafl upgs, — v;

im Sinne des L,,(f2). Zu zeigen bleibt v; = uy,.

Dazu sei p € D(2) beliebig gewahlt. Dann gilt

/(umi —v;)pdr
Q

wenn n > Ny(e, ¢). Also gilt

N ;
lur + uzll, ;4 = <|U1 +usllh + Y [, + Uzmi|§,g>

B =

N
< <|u1||§+z|um|
=1

= [luallp 1 + lluzl

< Cp [|unaz; —villy < CoC'||una, — Uillpyg <&

/ Upg, P dT — vip d.
Q Q
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/ Unz,; p dT = —/ Up Py, dT — —/ UPy,; dT.
Q Q Q
/vigodx = —/ UPg, dT.
Q Q

Also ist v; schwache Ableitung von u nach z;. Demnach gilt v € W,,(€), denn u,, = v; €

W, (Q
L,4(2). Es ist uy, ﬂ—)a u. Damit ist die Vollstédndigkeit des Raumes W, (Q) gezeigt. W

Andererseits ist

Daraus folgt

Bemerkung 3.2.8 Die Voraussetzung (3.1) ist wesentlich. In [KO8/] ist ein Beispiel an-
gegeben fiir einen unvollstindigen Raum W, (), falls (3.1) nicht erfillt ist.

Es gilt folgendes

Lemma 3.2.5 Der Raum W, (Q) ist ein Hilbertraum mit dem Skalarprodukt

N
(1)1 = (0,00 + Y [ g, (@)0s, () da

Der Bewelis ist sehr einfach.

Analog zu den Raumen W), (Q) werden nun gewichtete Raume W, (Q) eingefiihrt:

Definition 3.2.15 Fir 1 < p < co und g(x) mit (3.1) sei

Wy () = {u € Wh(@) : 3un) D)t fun —ul,,, “= 0}

p,1l,g9

Es gilt folgender Satz:

Satz 3.2.17 Der Raum W, () ist ein Banachraum mit derselben Norm wie W), ().

Beweis Der Raum D ist ein Unterraum von Wplg (Q). Der Abschluf von ® in der Norm des
Raumes W, () ergibt einen Banachraum, da W,, () ein Banachraum ist. B
Die folgenden Lemmata werden zu Abschitzung von gewissen Normen in den Kapiteln 4,5

verwendet.
Lemma 3.2.6 Sei g~ € Ly/(Q) mit N' > N, N’ € R. Dann sind die Einbettungen

W5, () C Why () C L oy (Q)

N1
stetig.
Beweis Es ist g~V € L;(Q) und
aN'
N = o BTt
N'—1
Der Satz 3.2.10 liefert dann die erste Behauptung. Weiterhin ist

N N

N~ T IN
N'¥1 N'—1

1—
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denn

N N N N N N

oN’ T aNT T9 Ao T T2 Taow

N'+1 N'—1
= 1-N ~-N :
(3) > (%)

Aus dem Einbettungssatz von Sobolev folgt, daf die Einbettung WL, (Q) C L .n (Q)

N1 N/—1

1>

stetig ist. Damit ist das Lemma bewiesen. B
Bemerkung 3.2.9 Die Voraussetzung N' > N wurde nur fiir die zweite Finbettung genutzt.

Lemma 3.2.7 Sei 2N’ > N, N >2, N' > 1, N' e R,

Ny g 1<g¢<
r = S r1.
T e

Dann ezistiert zu jedem ¢ > 0 ein C. > 0, so daf fir alle u € Wy, (Q) gilt:
2 2 2
lul2* < e flull3 1 g + C ull?”
Dabei gilt:
1. Wenn0<a<1,s0ist0<B3<[B<a undC’gwef%,

2. Wenna =1, dann ist auch 3 =1 und C. ~e77,5 < 0 < 0,

wobei
1_ 1
R ——
T 1 1o
¢ mtw
_ 9
o= =,
1-6
o 147 1
o= =z,
T 0
— o
5'*1+(1—a)6
Wenn ¢ = 1, dann ist 3 # 3 und 0 # .
Beweis Esist 1 <r’ <2 < N, also ist ]\T,Lh > 0 und wegen ﬁ < % gilt 2 < ]\T,L]XI.

Nun wird nachgewiesen, daft die Voraussetzungen fiir den Interpolationssatz von Nirenberg—
Gagliardo erfiillt sind:

Esist 1<¢g<r;<2<s.

Wegen s < ]\T,LJXI ist auch % < %4’ %

Alsoist 0 < 0 < 1 und mit 6 < 6 < 1 gilt

0 1-6 0 1-6
[ully < Cllully, o llully™ < Cllullyy g llull;
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vgl. das vorige Lemma.
Sei a <@ = % gewshlt. Dann ist fiir § < 6 < min(é, 1) die Ungleichung af < 1 erfiillt.
Fiir ein solches 6 ist dann

2 200 2a(1—6 2 ga—ab b
[ul2* < C 3%, 122070 < ellull3, , + Ceul2T27 , Ce~ e 150,

Hierbei wurde die Youngsche Ungleichung mit den Exponenten t; = (af) ™!, to = (1—af)~!
angewandt.

1.Fall: a # 1
Sei 5= f(0) = $=55-
Es wird gezeigt: Falls < 0 < min(2,1), dann erfiillen 3 und C. die behaupteten Relationen.

Zunichst ist lf‘ie = % Damit ist die Behauptung fiir C,. gezeigt.
Esist 5/(0) = (O{(f”;el))Z

Sei 1 < a <@. Dann ist min(L1,1) = 1. Es ist 5(¢) monoton wachsend, also folgt

o’

o = B(0) < B(B) < B(6) < oo, falls 0 < T < 0 < ~.

Q

Andererseits ist
— o — ab B o

bo) = 1-af 1+(1-a)F

(3.2)

Daraus folgt die Behauptung.

Sei nun 0 < o < 1. Dann ist min(X,1) = 1 und B(6) ist monoton fallend auf [0, 1] mit
B3(0) = o und B(1) = 0.

Dann folgt fiir 0 < § < 6 < 1 die Ungleichung

0=p(1) < B(9) < BO) < B0) = .

Daraus ergibt sich wegen (3.2) die Behauptung.

Falls ¢ = 1, dann ist 6 = # ausgeschlossen, vgl. Satz 3.2.15. In diesem Fall fithrt # > 6 zu
B#B.

2. Fall: =1

In diesem Fall ist 8(0) = Cf:g‘g = 1 und es folgt C. = 7T = . Aus § < 6 < 1 folgt
dann 7 < 0 < 0.

Wenn ¢ = 1, dann ist § = § ausgeschlossen, also auch & = o.
Damit ist der Satz bewiesen. B

Bemerkung 3.2.10 Die Aussage dieses Satzes gilt auch fir N = 1 (die Ungleichung 2 <

s < ]\T,IN ist hierbei durch 2 < s < oo zu ersetzen). In einem solchen Fall ist wegen

p—
% < % + % der Interpolationssatz von Nirenberg—Gagliardo anwendbar.

3.2.6 Die gewichteten Sobolev—Raume W} (12, ¢*, 0")

Die im vorigen Abschnitt definierten Sobolev—R&ume sind fiir die Untersuchung quasilinearer
Gleichungen nicht verwendbar. Aus diesem Grund werden hier andere gewichtete Sobolev-
Réaume vorgestellt.
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3.2.6.1 Vorbereitungen

Es ist erforderlich, an die Gewichtsfunktion einige Voraussetzungen zu stellen. Diese etwas
komplizierten Uberlegungen werden in diesem Abschnitt dargelegt.

Die Untersuchungen sind angelehnt an [Tri78|, 3.2.3, 6.3.1. Die Darstellung in diesem Buch
verwendet die zusdtzliche Voraussetzung o € C*°(2), welche fiir die Definition der Rédume
W; (€, o*, 0”) allerdings nicht notig ist. Deshalb wird diese Voraussetzung abgeschwacht zu
0 € CHQ).

Nun wird die Gewichtsfunktion definiert.

Definition 3.2.16 Die Funktion o heifst Gewichtsfunktion in 2, wenn folgende Bedingun-
gen erfillt sind:

1. 0 CH(Q),

2. 3¢>0:p0(x) >cinQ,

8 Jc, >0: |Vo(z)| < cpo(z)?,

4. VK >0 Feg >0 Vo:dist(z,00) <ex: or) > K.
Hierbei bedeutet dist(x,dY) den Abstand des Punktes x vom Gebietsrand OS).
Die Funktion p divergiert also am Rand des Gebietes gegen oco.

Bemerkung 3.2.11 Ein Beispiel: Es existieren positive Konstanten di, da und eine Ge-
wichtsfunktion o, so daf fir alle x € Q)

dy dist(x, 0Q) < o(x) ! < da dist(x, 09)
gilt.
Fiir die Definition der Raume W]f (Q, 0", 0¥) wird eine Zerlegung des Gebietes 2 bendtigt:
Definition 3.2.17 Sei
Vi={recQ, o)<}, j=MM+1,....
Hierbei sei M so gewdhlt, daff Q™ # 0 und QM~1 = (). Weiterhin sei

Qo= VTN fiir j=M+1,M+2,...,

Qup = QM2
Es sei W = (Y())32 ), eine Familie von Funktionen mit

Y; € Cg°(y) V5,

> @) =1 Vreq,

j=M
DY) < €270 W= M, M+1,..., Y]y >o0.

Weiterhin existieren Kugeln

K j={v:|lv—zj|<c277} j=M,M+1,....1=1,...,N; (3.3)
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mit N
Qj C Ul:lel»j C ijl U Qj+1,

so daf in jedem Punkt x € ) héchstens L Kugeln einen nichtleeren Durchschnitt haben. Da-
bei kann in (3.3) die Konstante co beliebig klein gewdhlt werden. Zu diesen Kugeln existieren
Funktionen p;1, j=M,M +1,...,1=1,...,N; mit

0<y;i(x), VreQ,; Vil

pj1 € C°(Ku5), V3,1,

N;

ngjyl(x) =1 Vzxe& Qj,Vj,

=1

1D, @j(z)] < 20 Yy >0, Voe Vil

Bemerkung 3.2.12 Die Konstanten c, hdngen von co ab, vgl. (3.3).

3.2.6.2 Definition der Rdume Wlf (Q, o*, 0”)
Nun kénnen die gewichteten Sobolev—Raume definiert werden, vgl. [Tri78|, 3.2.3, 3.2.4.

Definition 3.2.18 Seien o und VU wie oben definiert. Seien 1 < p < o0, s>0, 1< ¢q < o0,
v, p € R mit v > u+ sp. Dann sei

Hy(Q,0",0") == {f € Ly(Q):

1 ligenomery = | 30 2 I Wiy + 2% Wi £, oy <oo}.

j=M

Falls s = 0, dann sei zusdtzlich v = p und es ist dann HS(Q, 0", 0") =: Lp(, o). Wenn
s >0, dann sei

s vy . 1 .
Bp,q(Q,g“, o") = {f S LPOC(Q) :

=

10y ey = | Do 2% 15 £, vy + 2% I35, vy <oo}.

j=M
Weiterhin sei

Hp (S, 0", 0") falls s =0,1,2,...,

W2 (Q, 0", 0") :=
p (0507 {B;,Q(Q,QM,QV) falls 0 < 5,5 & N.

Bemerkung 3.2.13 Es lifit sich zeigen, dafi diese Rdume nicht von der Familie ¥ ab-
hidngen. Das heifst: Seien U und U’ zwei Familien gemdf Definition 3.2.17. Die Riume
Hy(Q, 0", 0") und H;’(Q, o, ") seien mit diesen W bzw. U’ definiert.

Dann gilt (im Sinne der Gleichheit von Mengen) H (S, 0", 0") = H;’(Q7 o, 0”).

Weiterhin existieren positive Konstanten c1, ca, so daf fiir alle f € H,;(Q, 0", 0") gilt:

1 ”f”H;(Q,gu,Qu) < ”f”H;/(Q,gu,Qu) < e Hf||H;(Q7Qu7QV) .
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Eine analoge Aussage gilt fir die Riume B, (2, 0", 0").
Fiir diese Gleichheit ist die Vomussetzung v 2 1+ sp wesentlich.

Diese Raume besitzen folgende Eigenschaften:

Satz 3.2.18 Die Riume B, ,(Q, 0", 0") und Hy(Q, 0", 0") sind Banachriume. Fiir ¢ < oo
liegt C§° dicht in B ,(Q, 0", 0") und dicht in H;(Q, 0", 0").

Die obigen Normen fiir die gewichteten Rdume sind vergleichsweise unhandlich. Deshalb ist
die Suche nach anderen, dquivalenten, Normen von Bedeutung. Es 14t sich zeigen:

Satz 3.2.19 Fur s € N ses

B =

g = | [ 3 @D @ + ¢ @@ do
la|=s
Falls s ¢ N, s = [s] + {s} mit [s] € N und 0 < {s} < 1, dann sei

1
P

0% (1)D* f(x) — 0% () D f ()|
1 lFvs 0 0 = / $ — ‘dxdw /9”(w)|f(x)|pdx

axq lal=[s] Q

Dann ist ||'||*W;(Q,g“,9") eine dquivalente Norm in W, (Q, 0", 0").

Bemerkung 3.2.14 Der Beweis ist recht aufwendig, er wrd hier nicht wiedergegeben. Aus
thm ergibt sich ein wichtiger Hinweis:
Der Satz besagt, daf fir jede Funktion f € L;)OC(Q) mit ||f||Wk(Q,g#,QV) < oo (also fiir jede

Funktion f € W; (Q, 0", 0%)) gilt:
@ Hf||*W,§“(Q7Q“7Q") = ||f||W,’,‘(Q7Q“7Q") < ||f||;VI’f(Q7Q”L7QV) :

Der Satz macht keine Aussage dariber, ob fir jede Funktion f € L;;’C(Q) mit endlicher Norm
£ 0,y Gt8Ch £ € WE (2, 0%, 0") gilt

Der folgende Satz gestattet die Abschétzung gewisser Halbnormen und gibt eine andere
Charakterisierung der gewichteten Sobolev—Raume an.

Satz 3.2.20 Sei 0 <t < s und t
s —

t—M +v

Dann gilt: Wenn t ganzzahlig ist, dann e:mstzert eine positive Konstante c, so daf8 fir jedes
feW, (0, 0") gilt:

|3 @I @ de < 1m0
|a|=t
Wenn t nicht ganzzahlig ist, dann ezistiert ein positives c, so daff mit t = [t] + {t}, [{]
ganzzahlig, 0 < {t} < 1 und fir jedes f € W, (2, 0", 0") gilt:

Kt L p
0% (@)D f (@) — 0¥ (9) D ) )
|z — y[N+{E}p drdy <c ||f||WZf(Q’QH1L)V) .

>

axq lal=[
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Es gilt
W (@,0"0") = {f €D'(9) ;
115 .m0y = 1 00,0000 + D2 / 4 )| D ()P dr < oo .
lor| <[s]
Die Normen |\.||;;(Q7Q,L7Qu) und H.||W;(Q,QM’QU) sind tm Raum W} (Q, 0", 0") dquivalent.

Der néchste Satz spielt bei der Herleitung von A-priori-Abschitzungen eine wichtige Rolle,
vgl. [Tri78], 6.3.1.

Satz 3.2.21 Die Norm

oo Nj P

1 1w ooy = | D Z2ﬂ“|\wng||wk<m +27 [0 f 7, @y

=M I=1

ist eine dquivalente Norm im Raum W]f (Q, o*, 0¥).

Bemerkung 3.2.15 Die Konstanten c,c’ der Ungleichung
C||f||W;(Q,gu ov) = ||f||Wk(Q,gu o) = 4 Hf”vv;(gz,gu@u)

hingen von cy ab, siehe (3.3).

3.2.6.3 Interpolations— und Einbettungssitze

Die folgenden Sitze werden bei den spéteren Abschitzungen verwendet, siehe [Tri78], 3.4.1,
3.4.2.

Satz 3.2.22 Seien 0 < s1,82 < 00, 1 < p1,p2 < 00 und vy > p1 + S1p1, Vo > p2 + Sopo
reelle Zahlen, so daf

(Ml - V1)82p2 = (MQ - V2)81p1-
Weiterhin sei 0 < 0 < 1 und

s=(1—0)s1 + Osa,

1 1-46 0

- — + —,

p P1 P2

v

— (170) +9—

p P D2

B =V _ M1 — 1 _ H2 — 12
sp S1P1 S2P2 '

(Falls s1 =0, s3 > 0, dann sei p1 = v1 und ’% ’% Falls s1 = 0 und s3 = 0, dann
seipy =i, pa =vo und p=v.)

Dann ezistiert eine positive Konstante c, so daf fir jedes f € Hy(S, 0", 0") N
Hp2(82, 012, 072) gilt:

0
HfHH;(Q,g”, vy < CHfHHS1 (92,0"1,0%1) ||f||H;§(Q,g“2,g“2)

und (falls s1 # s2)
£

0
B3, @0re) S I (.0 gy 11232 @102 02 -
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Fiir die gewichteten Sobolev—Raume gilt folgender Einbettungssatz, vgl. [Tri78], 3.5.1 :

Satz 3.2.23 Sei Q) ein beliebiges Gebiet.
Seit>0,1<p<g<oo,v>pu+spund

N N
§——=t——.
b q
Sei weiterhin
K _H
q p’
T us—t vt
¢ p s ps

Dann st die Einbettung
W, (Q,0",0") C W, (Q,0",07)

stetig und es gilt T > Kk + tq.

Der folgende Satz beschreibt, wann spezielle gewichtete Sobolev—R&ume in gewdhnlichen
Sobolev—Slobodeckij—Raumen eingebettet sind.

Satz 3.2.24 Sei u<0<v,v>pu+2, u+v#0undl <p < oo. Dann gilt
2 v t
W, (2, 0P, o) C W,(Q)

2v
v—p©

mit t =

Beweis Fiir dieses ¢ gilt 0 <t < 2, ¢t € N und

=0.

t 2—1
Kt ::pu§+py 5

Sei u € W2 (Q, oP*, ¢""). Der Satz 3.2.20 liefert dann

5= [ 3 D) - D)

p
p
N g Gy s ellulug

(Q,0PH,0PV) *
axq o=t

Weiterhin ist

Sp = /Q |u(z)|P de < C/Q P (x)u(z)|P dx < ¢ ||u||€vg(ﬂﬁgwygpy) .

Fiir ¢t > 1 ist
Spi= > / |Du(x)[Pdx < c Y / 0= T ()| D ()P dx < ¢ l[ullyys (o, grm gov)
la=1" laf=1"

Fiir ¢t < 1ist dann [jul}, < ¢(So + S;) < c||u||€V2(Q goigrvy Und fiir ¢ > 1 gilt Jull?, <
c(So+S1+85) <c ||u||€V2(Q7QW7QpV). Also ist u € W(Q2). B

Der nichste Satz untersucht die Einbettung gewisser gewichteter Sobolev—R&ume in Raume
stetig differenzierbarer Funktionen:
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Satz 3.2.25 Seip < 0<v,v>upu+2, u+v>0. Dann existiert 1 < py < oo, so daf fir
p > po gilt:
2 v 10
Wy (Q, 0™, 0"") C C7(Q).
Beweis Die Konstante 1 < pg < 0o sei so gewdhlt, daf

2v N
>14 —.
v—p Po

Dies ist moglich, da wegen v + p > 0 der Term auf der linken Seite grofer als 1 ist.
Der Sobolev-Einbettungssatz 3.2.12 liefert zusammen mit Satz 3.2.24 die Behauptung. B

3.3 Theorie entarteter elliptischer Operatoren

3.3.1 Definition

In diesem Abschnitt werden entartete elliptische Differentialoperatoren definiert. Diese Ope-
ratoren werden bei der Untersuchung quasilinearer parabolischer Differentialgleichungen ver-
wendet.

Die Darlegungen in diesem Abschnitt erfolgen in Anlehnung an [Tri78], Kapitel 6.

Definition 3.3.1 Sei o(x) eine Gewichtsfunktion gemaf8 Definition 8.2.16. Sei m > 1 eine
naturliche Zahl und v, u reelle Zahlen mit v > p + 2m. Weiterhin sei
2m — 1 l

—, [=0,1,...,2m.
2m M2m7 077 7m

R =V

Die Menge QIST,) besteht aus allen Differentialoperatoren der Gestalt

Au:Z Z 0" (2)bs () D%u + Z ag(z)D u,

1=0 |a]=21 |8|<2m

wobei die folgenden Bedingungen gelten:

b € CH(Q) mit in Q beschrinkten Ableitungen Vo, (3.4)
ICp>0: (=)™ Y ba(2)6* > Crlé*™ V(E,2) € RN x Q,
|a|=2m

bo,...0)(x) > Crp Ve,
(D' D ba(2)6* 20, Y(Ez) RN xQl=1,...,m—1,

|a|=21
ag € C(Q) VB, (3.5)
Ve>0 Jje€N: ag(z)| <eo™(z) Vo€ Q\QFV.

Fiir einige Hilfsbetrachtungen wird eine modifizierte Definition verwendet;:

Definition 3.3.2 Sei ¢ eine Gewichtsfunktion gemdfS Definition 3.2.16, die zusdtzlich fol-
gender Bedingung geniigt:

0 € C™(9Q),
IDo(x)| < Cyo'l(z) vz e Q,vn.
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Die Menge le,)/ besteht aus allen A € ALY, fir die anstatt (3.4), (3.5) und (3.6) gilt:

bo € C®(Q) Va, wobei jede Ableitung in Q beschrinkt ist,
ag € C*(Q) Vg,
Ve>0 Fj.eN: |DVag(x)| <epsthl(z) Vo e Q\Q:, V6.

Fiir spitere Betrachtungen wird folgendes Lemma, benétigt:
! !
Lemma 3.3.1 Sei A € Ql,(f,l,) . Dann gilt fiir jedes k =1,2,..., A¥ ¢ Ql,(clfﬁc)y .

Der Beweis ist in [Tri78], Lemma 6.2.2 zu finden.

3.3.2 A-priori-Abschitzung

Die in diesem Abschnitt bewiesene A-priori-Abschitzung wird spéter oft verwendet werden.

Satz 3.3.1 SelAEQ[#y,I/ZO,TGR, 1<p<oo.
Dann existiert eine Konstante A\g < 0, so daf fiir jedes A < \g Konstanten C; >0, Cy >0
existieren, so daf fiir jedes u € W2 (€, o7tPH, o7 PV) gilt:

Ch HUHWzm Q,o7+PR T+ < ||AU - )‘U’HL Q,07 <y ||U||W2m Q,o7+Pr TPV -
»m( ) p(.07) 2m(

Beweis Die rechte Ungleichung ist leicht zu zeigen. Hierfiir ist die Voraussetzung v > 0
wichtig.

Nun wird die linke Ungleichung gezeigt.

Voriibergehend wird supp u € K}, ; angenommen, vgl. (3.3). Die Funktion u wird auferhalb
von Ky, ; durch 0 fortgesetzt.

Es sei

Aw-Z Z 0™ (25,1 )ba (z.5) D u — u,

=0 |a|=21

A=Y 3 (@ @hul) — 0 e hal10) D
=0 |a|=21

Agu= Y as(@)Du,
|Bl<2m

es gilt Au — A u = Aju + Asu + Asu.
Nun ist

||A1U||€p(9197) = /]RN QT(x) |A1U(x)|p dl‘
p

> co"(zjk / Z Z 0™ (2.1 )ba (k) D% — Au| dz,

=0 |a|=21

wobei die Konstante ¢ nicht von j, k, A abhéngt.
Die Koordinatentransformation

v—p

y =02 (vjr)z, v(y):=u(z)
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liefert ol N
Diu = (g%(xjk)) Dyv, dx = (Q_W(:Ejk)) dy.
Fiir die Fouriertransformierte von D%v gilt
F(D%) = il*lea Fy = (—1)i¢® Fo.

Weiterhin ist ro; + 2= (v — p) = v.

Dann folgt
P
||Alu||Lp(Q gy 2 €0 2 (V= W (x5, k)/ F'F Z Z (xj,5)balzjr) D — Av || dy
RN 1=0 |a|=21
P
Z CQT"FUP_%(V—M)(xjjk)/ F—l Z Z x]7 € _ )\Q (:E_],k) Fu dy7
RN 1=0 |a|=21

wobei ¢ nicht von j, k oder A abhingt.
Nun wird das Multiplier-Theorem (vgl. 3.4.2) auf die beiden Multiplier

1+ g2y
O =g s~ e > NETATOESvET P
T5(€) = (mj)

Py 0 2jaj=2(— ) a(j,1)E* — Ao~ (25,k)

angewandt. 77 und T erfiillen fiir A < 0 die Voraussetzungen des Multiplier-Theorems, denn
die Nenner lassen sich nach unten durch

Cel¢*™ 4+ Cg — Ao " (zjx) > Cg (1 +£[*™)

abschétzen und der Grad der Zahler ist hochstens 2m, sieche Lemma 3.4.4. Die Konstante B
aus dem Multiplier-Theorem hingt hierbei weder von j, k noch von A ab, aber von Cf.
In der Ungleichung ||[F~'TFf|| < C||f], sei T =Ty bzw. T = T» und

f=F"1 Z Z (k)€Y — AoV (z k) | Fu

1=0 |a|=21
Dann folgt

P (S0 S Chatesnen — 2o () | Fo

1=0 |a]=21
AT

wobei auch hier ¢ nicht von A, j, k abhingt.
Das Multiplier—Theorem wird ein weiteres Mal angewendet, mit den Multipliern

& B 1
arem O = T

p

Mo () ||v||p) ,

13(8) =
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und mit f = F~1(1 + [£]?)™ Fv. Dann folgt

HF—1 (1+ €)™ Fo

L2 > IIDoll, + Il

|| =2m

Daraus ergibt sich

vp— N (p— —U
1Avullf (g pry = o™ P72 @ (@) | D2 1D+ [lly + AP~ (k) 0]l

|a|=2m

> com(zip) | D D ullh o™ (xy0) + lully @ (xj) + AP [lull

|| =2m

2> Hullil.ivgm(ngﬂ'eru,QTHW) + 02|)‘|p ”’u’”ip(ﬂ,gf) )

wobei die positiven Konstanten ¢, co von C'g abhingen, nicht aber von j, k, A.
Nun wird Asu abgeschatzt.
Wegen b, € C1(Q) und |Vp"2 (z)] < cp () folgt fiir x € Ky ; die Abschitzung

€7 3000 (0) = 0 (@)ba ()| < @D — ] < 20,

da in (3.3) die Konstante ¢y beliebig klein gewahlt werden kann. Die Konstante ¢y héngt
also von [|ba |1 ab.

Daraus folgt

lAsulll oy <750 S /Q o7 () 27727 | Dou(z)P da

=0 |a|=21
m

<3 [ o) D) do
1=0 |a|=21 79

= 5/ Hu||lp;vgm(ﬂ7gﬂ'+pu,97+pu) .

Hierbei sei €’, also ¢, hinreichend klein gewahlt.
Nun ist noch Azu abzuschéitzen.

Dazu sei w C 2 ein beliebiges Gebiet mit w C 2. Dann gilt mit einem geeigneten 0 < 6 < 1
(vgl. Satz 3.2.13)

0 1-6
HUHW,?’"*(W) < C”U”ng(w) ||U||Lp(w)
0 1-6
< o(w) [ullwzm (o, o, govy llull,

< e l[ullwzm (,gom,rvy + (e w, 0) [lull,, -

Die positive Konstante ¢ kann beliebig klein gewdhlt werden.
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Dann folgt wegen (3.6) (¢ sei generische positive Konstante)

[Asull}, ) < / > lag(@)DPu(x)|" 0 d:z:Jrc/ > ag(@)DPu(x)|” o

|8]<2m Q\w 18l<2m

] S pnlrewe [ 3 e wlpels
|8]<2m Q\w 1BI<2m

. p
o) [ 3 [0 do el g i
¥ 18l<2m
. p
< () ||z /Pu \ng,l( L ——

<e ||U||€ng(g797+pu797+pu) + (e, w) ||U||’Zp(g,gq )

falls Q\w C Q\’: fiir ein geeignetes j. € N.
Wenn ¢’ und ¢ hinreichend klein gewéhlt werden, folgt

[Au = Xull} (,pm) Z €1 [lliyzm @ greme grive) + (2 AP = ea) [[ull(q or) -

Dabei ist A < 0, ¢}, co hidngen nur von Cg ab, ¢z hingt von den Abschitzungskonstanten
fiir by, ¢ = co(||bal|, ag ab.

Die Konstante Ao kann so gewéhlt werden, daff fiir A < A\g gilt: co|A[P — ¢35 > 0.

Nun sei u € W2™ (€, " P#, 0" TP") mit suppu € €. Sei ab jetzt c2|A[P — c3 > 0. Nach
Definition 3.2.17 gilt

oo Nj
Z ¥j(@) ) (@)ul).
j=M =1
Es folgt
oo Nj
Cll ||u||€V§m((279T+Pu797+pV)+(02|)‘|p - 03) ||u||ip(ﬂ,gf) S c Z Z ||wj@j,lu||I’;Vp2m(Q,gT+pu,QT+pV) .
j=M I=1

Diese Ungleichung folgt aus Satz 3.2.21 und

0 N
p
Il o = [ 0770 32 5 0@yt
—Mi—=1 %’_/

hochstens
LA0
oo Nj
<Cuy [ 7@ Y Y @@ do

j=M [=1

Also gilt

A1 [l gr+om gremey + (2 AP = ea) [[ull7 (q or)

oo Nj
<e > Y AW ) — Mjo5ully (9 0m -

j=M i=1
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Es ist
AWjpjiu) — Mpjpiiu = Y05 (Au — Au) + Z 1§\|f|‘§<22,;n_|5|05,a($)1)a(%‘%‘,l)DBU,

wobei cg.o = O(o1**181) und D(¥j;,.1) = O(0!*!). Wegen Ky 115 + o] < K (Jof > 1)
existiert ein § > 0 mit
s,0(x)D*(jpj1) = O(0™417°).

Dann folgt

N;
Z (jpjau) — )‘wj‘PJ,luHLp(Qg )
1

TMg
)
Z

IN
o
AMg

Il
z
T

A (@) 85 (2) 050 (1) (Au(z) — Nu(e))|Pdz

J

+c Z Z Z /(2 o’ |CB,aDa¢j<,0j7l|p ‘Dﬁu’p dx

J=MI=1 |al,|8]

S C'L,p/
Q

< Crp Au =l 0,4y + lltllizm o rtmm grimy (& @) [UlZ (0,0

2

Z¢J@J,1|AU - )\U|‘ dr +c Z / T+ g —Pd ‘Dﬁu‘ dr

j=M I=1 |B1<2m—1

Hierbei wurde das zweite Integral dhnlich wie Asu abgeschétzt.
Wenn ¢ hinreichend klein ist, folgt

0By 00 gy (€2l = e3) [l gy < €l = Ml oy (e [l gy
also
cf |‘u||€[/p2m((2797+pu1QT+pV) + (2 A" — ) [Jully »(Q2,07) = < c|lAu — M} »(2,07)

Nun wird ¢ so gewahlt, daf fir A < X\ gilt: ea|A\[P — ¢§ > 0.
Mit Cy := ¢ /c folgt dann die Behauptung. W

Bemerkung 3.3.1 Die Konstanten Cy, A hingen nur von der Elliptizititskonstanten Cg,
der Partitionskonstanten co und den Abschdtzungskonstanten fir by, Vb, ag ab.

Diese A-priori-Abschétzung 1afst sich etwas verallgemeinern:

Folgerung 3.3.1 Sei A € Ql,(f,ﬂ), o < v. Dann gilt Au — \o”u = 0% (Au — \u), wobei A
aus A durch die Ersetzungen ju — j — o, v — v — o hervorgeht. Sei \o die zu A gehirige
Konstante aus Satz 3.3.1.

Falls \ < N\, dann folgt

|Au — Xo%ul| ) = Hg (Au — )\u)‘

= H/iu —\u

p(Q.e” Ly(207)

Z Cl ||u||ng (Q7QT+PU+P(M*U)7QT+P0+P("*U>) = Cl ||u||W§m(Q,g"+7’”,g"+P") .

Lp(Q,07tP7)

Es gilt also auch fiir Au— \o°u eine A-priori-Abschdtzung.
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3.3.3 Isomorphiesitze
In diesem Abschnitt wird nachgewiesen, daf die entartete elliptische Differentialgleichung
Au—du=f (3.9)

unter gewissen zusatzlichen Voraussetzungen genau eine Losung u € W; (Q, oP*, oP¥) besitzt,
falls f € L,(Q) und A € AL
Dieser Nachweis wird in mehreren Schritten gefiihrt:

1. Zunichst wird nachgewiesen, daft
—Au+o"u—N"u=f, (v>2,v>0,1<0) (3.10)

genau eine Losung u € W3* (Q, 0°, 0?*") besitzt, falls f € w2k=b (€, 0%, >0,

Dieser Beweis verwendet die Spektraltheorie selbstadjungierter Operatoren, vgl. Ab-
schnitt 3.1.2.

In diesem Schritt werden die zusétzlichen Voraussetzungen (3.7), (3.8) bendtigt.

2. Anschliefend werden Einbettungssitze verwendet, um nachzuweisen, daf (3.10) eine
Losung u € W7 (Q, oP#, o) besitat, falls f € L,(Q).

3. In diesem Schritt werden die Differenzierbarkeitsvoraussetzungen (3.7), (3.8) an g ab-
geschwicht. Hierbei wird eine sogenannte Homotopietechnik genutzt. Diese Technik
verwendet als wichtige Voraussetzung die A-priori-Abschétzung aus Abschnitt 3.3.2.

4. Die Homotopietechnik wird ein weiteres Mal genutzt, um die Losbarkeit von (3.9) zu
zeigen.

Damit ist der Beweis erbracht.

3.3.3.1 Erster Schritt

In diesem Abschnitt wird folgender Satz bewiesen:

Satz 3.3.2 Sei ¢ eine Gewichtsfunktion gemdff Definition 3.2.16, die zusdtzlich (3.7)
und (3.8) erfillt.

Sei weiterhin v > 2, c <v,A <0, k€N, k> 1.

Dann besitzt fiir jedes f € W22(k71) (Q, 0%, 0**=V") die Gleichung

—Au+ o"u—A°u=f
genau eine Losung u € W3 (Q, 0°, 0**7).
Der Beweis griindet sich auf mehrere Hilfssétze.
Lemma 3.3.2 Der Operator
Au=—-Au+ o"u, D(A)=C5°(Q)

ist wesentlich selbstadjungiert im Hilbertraum Lo ().
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Beweis Fiir u,v € C§° () ist (Au,v) = (u, Av) und
N
(Au, u) Z Ug,;, Ug;) + (07 u,u) > c(u,u), ¢>0.
=1

Also ist A symmetrisch und positiv definit.

Es wird bewiesen:

Es existiert ein o > 0, so daff N(A* + oF) = {0}.

Wegen Ly(Q)) = H=R(A+ aF)® N(A* + aF) folgt dann H = R(A + aF).

Esist R(A+ aFE) D R(A+ aFE), also R(A+aF) = H.

Nach Satz 3.1.19 ist dann R(A + oF) = H.

Der Satz 3.1.17 liefert dann die Behauptung.

Es geniigt also, N(A* + oF) = {0} zu zeigen, falls « hinreichend grofs gewéhlt wird.

Sei A*v+av =0, a >0, v € Ly(2). Das heifst: Fiir alle ¢ € C§°(Q) ist (Ap,v) = (¢, A*v).
Dies bedeutet im Distributionensinn

—Av+ o"v+ av = 0.
Sei w C Q) ein Gebiet, so daf w C Q. Untersucht wird das Hilfsproblem

—Aw=—-90"v—av inuw,

w=20 auf Jw.

Aus dem Satz von Lax—Milgram und der Friedrichschen Ungleichung folgt, daf dieses ellipti-

sche Hilfsproblem eine Losung w €W, (w) besitzt. Der Satz 3.4.1 liefert dann u € W3, ().
In wgilt A(v—w) =0und v —w € D' (w), also ist nach dem Weylschen Lemma v — w eine
unendlich oft differenzierbare Funktion. Daraus folgt v € W3, .(w).

Mittels vollsténdiger Induktion 148t sich v € W3, (w) zeigen:
Es sei v € W, (150 1)( ), k > 2. Dann ist —p"v —av € W, (150 1)( ), da die Ableitungen von
o0 auf W beschrénkt sind. Dann folgt aus Satz 3.4.1 w € W;’foc(w). Mit Hilfe des Weylschen
Lemmas folgt dann v € W}, (w).

Da w in Q beliebig gewéhlt werden kann, folgt v € C*°(Q).

Sei U = ()2, eine Zerlegung der Eins gemaf Definition 3.2.17. Sei

Sl i)

pj(x) = o) o

j=MM+1,....

Es gilt p; € C3° ().
Die Greensche Formel liefert

/Q (=A(pjv) + " pjv + av) v de = /Q IV (pjv)] + (0" + @) (p;v)* dz

2

Z/Q(Q”Jra)w?dew:/ (sz ) v (@) da. (3:11)

=M

Da v und ¢; im klassischen Sinne differenzierbar sind, gilt

2 2)

Op; Ov 1<
(VQD] V’U (P] 22 al'k al'k (,0] - 5 Z .Z'k al’k (3-12)
k=1
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Es ist

—A(pjv) = —(Dpj)v —2(Vp; ) (Vv) — p; Av
= —(Lp;j)v = 2(Vy;) (Vo) = (0" + a)p;v. (3.13)

Aus (3.11), (3.12), (3.13) folgt dann

2

j
/(Z 1/)1) U2d$§/(*A(S@jv)JFQUSﬁjUJFO“PjU)@jvdz
Q Q

=M

=/ —(Dgpj)pv” — % (Ve?) (Vv?) da. (3.14)
Q

Die Greensche Formel und die Produktregel liefern

/Q (D)0 di = / (Veos)(V(70?)) dir = / (Vioy)20? da + / (Veos)i05 (V0?) da

2 2 1 2Y(Vo?) da
:/Q(wj) V2 dz 4 2/Q(vgoj)(v ) dz. (3.15)

Aus (3.14) und (3.15) ergibt sich

2

/Q (lg lﬂl(iﬂ)) v diBS/ﬂ(V(pj) v*dx. (3.16)

M
Nun ist N
9 (% " wz) Vol +a— ( .y wz) %”9”;7\/%&
a—kaj B oY+« )
wegen |Vo(z)| < Co?(x) also
9 % {:M 7/’1‘ J vy
oup P < ’“Qyﬁ +c <l§; 1/)1) W. (3.17)

Gemif Definition 3.2.17 ist
suppy; C = {:c €027 < p(x) < 2”2} .
Falls z € Q71 also o(x) < 2/, dann ist 37_,, ¢y(z) = 1 und B%k S () = 0. Der

erste Bruch in (3.17) kann also nur fiir o(z) > 2/~! einen positiven Wert annehmen.
Fiir diese x ist ¢;(z) =0, falls M < < j — 3. Dann ist

< 2

o > i)
k—m
¢ unabhéngig von j, vgl. Definition 3.2.17. Andererseits ist dann

Vor(z) +a> 0% (x) >207V% > 27%,
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Dann ergibt sich mit positiven (von j und x unabhingigen) Konstanten ¢y, co

. 2
2 ‘ 4 J 2042
‘—aik @i(z)| <1297 4 ey <Z lﬂl(x)) (97(36)3 fiir alle z € €2. (3.18)

=M 0¥ (z) + )

Wegen v > 2 ist auch 2v + 2 < 3v. Folglich ist

oy 9 (@)
#=00 (o¥(x) + a)°

also auch o
0* ()

(¢ (2) + @)’
Sei nun « > 0 so grof gewahlt, daf fiir ein beliebiges (aber festes) 1 > ¢ >0
921/-‘,-2 ((E)
(0"(2) + )’
gilt. Dann folgt aus (3.16), (3.18), (3.19)

<C Vxel.

NCQ <e Vo € Q (319)

2

_ 2)—vyj 2
(1 5/(2@ ) x)dx < Nci2 /QU(:I:)da:.

=M

Fiir j — oo strebt die linke Seite gegen (1 — ¢) [v?(z) dz (Konvergenzsatz von Lebesgue)
und die rechte Seite gegen 0, da v > 2.

Also folgt v(z) = 0 fast {iberall in .

Dann ist A selbstadjungiert im Hilbertraum Lo(€2). B

Wie aus einem Gegenbeispiel in [Tri67] folgt, ist die Aussage dieses Lemmas fiir v = 2 im
Allgemeinen falsch.

Lemma 3.3.3 Es gilt D(A) = W3 (2, 0°, 0%).

Beweis Der Raum D(A) ist der Abschluff des Raumes D(A) in der Norm

lull g = /(s w)y + (A, Au) g

Weiterhin ist D(A) = D(A— A E). Sei Ao < 0 so gewiihlt, daf fiir jedes \; < )\ Konstanten
c1, ¢z existieren, so daf fiir alle u € W3 (Q, 0°, 0*)

el 00,020y < €1 1At = Araully < ez [[ullyz g0 o9

gilt. Dies ist auf Grund des Satzes 3.3.1 moglich. Der Raum W3 (2, 0°, 0*¥) ist in der ||.|| ,—
Norm abgeschlossen und enthélt den Raum C§°(Q) als dichte Teilmenge. Dann folgt D(A) C
W3 (€2, ¢°, 0*). Die andere Inklusion ergibt sich unmitelbar aus den Ungleichungen

[t = u'llwz (.00 < cllAu—u') = M(u—u)], < lu—ull,

< (A=) = A(u =)y + flu—u'lly) < " lu—llyz gm0 00

fir u,v’ € C§°(Q). R
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Lemma 3.3.4 Es ist Ha = W3 (Q,0°, 0").

Beweis Fiir die Norm |[Ju||, = V(Au,u) + v (u,u) (v > 0) gilt

a3, = (Au, )+ (u, )

:/f(Au)udz+/g”u2dz+7/u2dx
Q Q Q

v 2
= [ 1Vulda + lo¥ully + v ul.

also

1 llullws,e0,00) < llully < 2 lullwyp,0) Vo€ W3 (9,0% 0"). (3.20)
Die Behauptung wird in 2 Schritten bewiesen.
1. Schritt
Sei u € Wy (€, 0%, 0%).
Wegen Satz 3.2.18 existiert eine Folge (u,) C C§°(€2) mit

W21 (Q,go,g")
un _—

Dann gilt wegen (3.20) auch [u, —ul, — 0, also [lu, —ull, — 0 und [juy — uml, — 0.
Dann ist u € Ha, daraus folgt W3 (€2, 0%, 0") C Ha.
2. Schritt
Sei u € Hy.
Dann existiert eine Folge (u,) C C§°(§2) mit [lun — ull; — 0 und [[up — um||., — 0. Dann ist
auch ||ty — umlly; 0,00,y — O0- Also ist (uy) im Banachraum Wy (€2, 0%, 0”) eine Cauchy-
folge und besitzt deshalb ein Grenzelement v € Wy (Q, 0°, ¢").
Aus |Juy, — v||W21(ngU’QV) — 0 folgt |lun, —v||, — 0, also u = v.
Daraus ergibt sich Hq C W3 (2, 0% 0"). B

Lemma 3.3.5 Der Operator A ist ein Operator mit reinem Punktspektrum.

Beweis Nach dem Kriterium von Rellich geniigt es zu zeigen, daft der Einbettungsoperator
E(Hy — H) kompakt ist.
Es ist .
Hy=Hy= W (8 0") " CEwie) & [y@Q) = 1.
Also ist die Einbettung H4 C H kompakt. B
Das folgende Lemma ist fiir die weiteren Untersuchungen von besonderer Bedeutung.

Lemma 3.3.6 Die Menge der endlichen Linearkombinationen der Eigenelemente von A
liegt in L2(QY) dicht.

Beweis Nach Satz 3.1.20 bilden die orthonormierten Eigenelemente (u;);en ein vollstandiges
System im Raum Ly(Q2), das heiftt, fiir jedes u € L2(Q2) konvergiert die Folge

n

> (uju)u

i=t neN

gegen u. Daraus folgt die Behauptung. B
Das nichste Lemma ist eine erste Losbarkeitsaussage.
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Lemma 3.3.7 Fir jedes f € Ly(Y) existiert genau ein u € W3 (2, 0", 0*”) mit
Au = f.

Beweis Der Beweis ergibt sich sofort aus Satz 3.1.21. B
Das folgende Lemma beschreibt die Eigenfunktionen genauer.

Lemma 3.3.8 Jede Eigenfunktion von A liegt in NS, W* (€0, 00, o).

Der Beweis kann in [Tri78], Abschnitt 6.4.2 nachgelesen werden.
In [Tri67] ist ein Beispiel angegeben, daff die Aussage dieses Lemmas fiir v = 2 im Allgemei-
nen falsch ist.

Lemma 3.3.9 Seik=1,2,... und Ag :== —A+0", v > 2. Dann ist der Opemtorﬂ = A_Ok

selbstadjungiert im L2(Q) und es gilt L2(Q) = R(Af).

Beweis Die Menge der endlichen Linearkombinationen von Eigenfunktionen von A liegt
dicht im Ls(9). Jede Eigenfunktion von Ay ist auch Eigenfunktion von Ao . Dann folgt

Ly(©) = R(A_’g). Weil A_’g positiv definit ist, gilt nach Satz 3.1.19 Lo(Q2) = R(AE). Dann ist
A} selbstadjungiert. B

Lemma 3.3.10 Sei A= Ay — X \o%, A <0 und o < v. Dann sind E, k=1,2,... selbstad-
jungiert.

Beweis Sei D der Differentialoperator mit A¥ = A%+ D. Dann gilt fiir u € W2 (€, 0, o)
[Dully < & llullyyze g, pory + @) llully < & || AGull, + ') llull, -

Hierbei wurde Du in gleicher Weise abgeschétzt wie der Term Azu im Beweis zu Satz 3.3.1.
Die Konstanten ¢, ¢’ kdnnen beliebig klein gewahlt werden. Das Kriterium von Kato liefert
die Behauptung. B

Folglich gilt R(A") = Lo(Q).
Nun stehen alle Hilfsmittel zum Beweis des zentralen Satzes dieses Unterabschnittes bereit.

Satz 3.3.3 Seien k = 1,2,3,... und N < 0 gewdhlt. Dann existiert zu jedem f €
W;(k_l) (Q, 0% o**=V7) genau ein u € W2F (€, 0%, o) mit

Au=—Au+ o"u — Ao°u = f.

Beweis Es ist A"™!f € Ly(€2). Also existiert genau ein u € W* (Q, 0°, 0**) mit A%y =
AF=1f_ Offensichtlich gilt A*~! (Au — f) = 0. Da A*~! positiv definit ist, folgt Au — f = 0.
|

3.3.3.2 2. Schritt

In diesem Unterabschnitt wird folgender Satz bewiesen:

Satz 3.3.4 Zu jedem 7 < 0, p, 1 < p < oo existiert eine Konstante \y < 0, so daf fir
A < Ag gilt:
Zu jedem f € L,(Q, 07) existiert genau ein u € Wp2 (Q, 07, 0" P) mit

Au=—-Au+ o"u — Ao’u = f.
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Fiir den Beweis wird ein Lemma benétigt:

Lemma 3.3.11 Sei 1 < p < oo. Dann existiert ein k € N, so daff der Roum
W3k (0, 0°, 0*) stetig in W2 (Q, 7, 07 TP") eingebettet ist.

Beweis Sei k eine natiirliche Zahl mit

N
— > 2.
5 =

Dann ist ¢ — & = 2k — 5 und nach Einbettungssatz 3.2.23 ist die Einbettung

Wik (2, 0% ™) c W, (Q °, pr%)

stetig, denn
0 0 pry 02—t 2kvt

»-2 p 2 2k 2o

Falls u € W}, (Q, oY, gp”é), dann gilt (vgl. Satz 3.2.20)

K «@ P <
L3 @@ de < elhulyy o oty

lee|=r

t> + tt71>pyJr tt—2>
Ko = pV= V+T, K =pUV-=— — +T, Ky=pUV——2>T
0 P2_P , 1 p2 r =9 s 2 p2 P

Also ist HUHWPQ(SLQT,M*P") <c ||u||W]§ (Q,QO,QPV%)‘ Damit folgt

 stetig Lt stetig v
W3k (Q,0°, %) " C” W} (Q,QO,Q” 2) T Wy (207,07

Damit ist das Lemma bewiesen. B

Zum Beweis des Satzes

Zu festem p sei k so gewdhlt, daf W3* (Q, 0%, 0**) C W2 (Q,07, 0" ™7). Es existiert eine
Konstante Ag = \o(p), so daf fiir alle A < \g gilt:

c1 ||u||Wp2(Q,g",g7'+P") < [[Aufl, < e ||u||Wp2(Q,g",g"+P") : (3.21)

Sei f € L,(,07) gegeben. Da C§°(€2) dicht in L,(£, o7) liegt, existiert zu jedem ¢ > 0 ein
fe € C§°(2) mit
1fe = Fllz, @,y <&

Esist f. € Wf(k_l) (Q, 0%, 0**=D) | also existiert u. € WZ* (2, %, 0®**) mit Au. = f..

Es gilt aufgrund der Wahl von k u. € W (2, 07, 07 ¥).

Wenn (e,,) eine Nullfolge positiver Zahlen ist, dann ist (u.,) eine Cauchyfolge im Banach-
raum W72 (€2, o7, 0" "7¥), besitat also ein Grenzelement u € W7 (2, o7, 0" 7).

Mit Hilfe der A-priori-Abschitzung lafst sich Au = f zeigen.

Die Eindeutigkeit ergibt sich ebenfalls aus der A-priori-Abschéitzung (3.21). B
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3.3.3.3 3. Schritt
In diesem Unterabschnitt wird folgender Satz bewiesen:

Satz 3.3.5 Sei o eine Gewichtsfunktion, die die Bedingungen in Definition 3.2.16 erfiillt.
Zusdtzlich wird vorausgesetzt:
Es existiert eine Funktion go(x) und Konstanten 0 < ¢; < 1 < cg mit

1. c1o(x) < po(x) < co0(z) Va €Q,
2. oo ist Gewichtsfunktion im Sinne von Definition 3.3.2, es gilt also

IDY00(2)| < Cpyjo " (2) Va € Q. (3.22)

Sei 7 < 0,1 < p < oco. Dann existiert eine Konstante \g < 0, so daf fiir jedes A < Ay der
Operator
A=-A+ ("= E

den Raum VVp2 (2, 07, 0" P") umkehrbar eindeutig auf L, (S, 07) abbildet.

Beweis Aus den Bedingungen an gq folgt unmittelbar, daff eine positive Konstante M mit
lof(z) — 0¥ ()| < Mo”(z) Vz € Q existiellt. Es gilt WI?(Q,Q;,Q;JFP”) = Wg(Q,Qg’Qgﬂw)
(im Sinne der Gleichheit der Mengen und Aquivalenz der Normen), wobei

on () == ag”(z) +(1-a)eg, 0<a<l

Die Konstanten fiir die Norméquivalenz sind hierbei von « unabhingig.
Die Konstante )\ wird wie im Satz 3.3.4 gewdhlt und hingt nicht von a ab.
Nun wird der Operator

Agu = =Au+ (ap" + (1 —a)og)u— A (a” + (1 —a)od) u
untersucht. Es ist
||u||W3(ngTygT+py) <collAatlly o,y Yee€[0,1], Vue W; (Q,07, 071 .

Der Operator Ay beschreibt eine umkehrbar eindeutige Abbildung des Raumes R; =
W2 (Q,07,07"") auf den Raum Ry = L,(€, ¢7), vgl. Satz 3.3.4, und es gilt

1457]] < eo.

Es sei nun vorausgesetzt, daf der Operator A,,, 0 < ag < 1, den Raum R; umkehrbar
eindeutig auf Ry abbildet.
Sei g < a < 1 gewahlt. Nun wird die Gleichung

Asu=f e L,(Q,07)
untersucht. Diese Gleichung ist dquivalent zu
u+ Ayl (A — Aag)u= Al f. (3.23)

Sei T': Ry — R; der stetige Operator
Tv:= A;Ulf - A;Ol (Ao — Any) V.
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Dann kann (3.23) als u = T'u geschrieben werden. Es ist

[Tu—Toll g, < coll(Aa— Aay) (u—2)| 5,

< colag — af ((¢" = ) (u = V)| g, + A (7 = 0f) (u = v)lI,)
< colao — a|CM |lu — v, ,

C unabhingig von «a, ag, u,v. Also existiert eine Konstante d > 0 (unabhéngig von ag, «),
so daf fiir |ap — o] < d der Operator T kontrahierend ist.

Der Fixpunktsatz von Banach liefert dann eine eindeutig bestimmte Losung u €
W2 (€, 07, 07t") der Gleichung (3.23).

Diese Argumentation 1afst sich nun mit ag := « anstatt des bisherigen oy wiederholen.

Nach endlich vielen Schritten folgt, dafs A; den Raum Wp2 (Q, 07, 0" TP) umkehrbar eindeutig
auf L,(Q, o7) abbildet. B

Es stellt sich die Frage, ob nicht vielleicht zu jeder C!'-Gewichtsfunktion ¢ im Sinne der
Definition 3.2.16 eine solche Funktion gy mit den obigen Eigenschaften existiert. Diese Frage
soll hier allerdings nicht weiter verfolgt werden.

3.3.3.4 4. Schritt

In diesem Abschnitt wird bewiesen:

Satz 3.3.6 Sei Ac A7), v>0.

Dann existiert eine Konstante \g < 0, so daf fir A < Ao und o < v der Operator A— \o° E
eine umkehrbar eindeutige Abbildung des Raumes W7 (0, oP*, 0*) auf den Raum L,(S)
beschreibt.

Dem Beweis wird folgendes Lemma vorausgeschickt:

Lemma 3.3.12 Sei 0 > a+2p und u € W]D2 (Q, 0%, Qﬁ).
Dann gilt o'u € W2 (€2, o 7PH, 0P 7PH).

Beweis Es ist

Z /go‘ | DYu|P dx + Z / 02 (@) | DYy P dz+/ oPlulP dx < oco.
Q Q Q

lv[=2 lv[=1
Fiir o*u gilt dann (Jy| = 2,1)

D7 ("u)| < c(IDYo"[Ju] + [V [Vu| + ¢ [Dul) < ¢ (" |ul + o |[Vul + o [D7u])
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und |D7 (ou)| < ¢ (0" u| + ¢ |DVul). Also folgt

HQUUHW;(Q,QCV*PM,QBme)

<c X [t e Y [ i D (i + e [ oottt
Q Q Q

[v|=2 lv1=1
<o [ dese Y [P D dse Y [t D b
Q [v[=1¢ [vI=2q

+ C/ g%(a+ﬁ)7p#gp(#+1)|u|p dﬂf +c Z / Q%(Ohkﬂ)*pﬂgp,u |D7u|p dx
Q Q
lvl=1

+c/ gﬁ*pugpu|u|pdx
Q
< cllullwz(@.gro.ore) -

Damit ist das Lemma bewiesen. Bl
Zum Beweis des Satzes Sei \g die Konstante der A-priori-Abschétzung.
Der Operator

By = -A+ (g”_“ — /\QU_“) E

bildet fiir jedes k < 0 den Raum WI? (Q, 0", g“*p(”’“)) umkehrbar eindeutig auf den Raum
L,(£2, 0") ab. Sei B = p""By und

Ay =a (A=) +(1—a)B=aA+ (1 —a)(—0"A+0"E) = N°E, 0<a<l.

Es ist A, € Qlfz, fiir jedes 0 < a < 1, die Konstanten C7, A\g aus der A-priori-Abschitzung
héngen nicht von « ab, vgl. Bemerkung 3.3.1.

Es ist Ag = ¢ By eine umkehrbar eindeutige Abbildung des Raumes R; = VVP2 (€, oP*, oP¥)
auf den Raum Ry = L,(9).

Denn: Falls v € Ry, dann ist offensichtlich ¢p*By € Rs. Falls f € L,(Q2), dann ist p™#f €
Ly(Q,07") und Byl (o7 f) € W2 (K, oP*, o).

Angenommen, A,, (0 < ap < 1) erzeugt eine umkehrbar eindeutige Abbildung von Ry auf
Rs.

Dann gilt (vgl. die A-priori-Abschéitzung)

Nun wird die Gleichung A,u = f € Rs, a9 < a < 1 untersucht. Diese Gleichung ist
dquivalent zu
u+ A;Ol(Aa —Apy)u = A;Ulf € R;.

Es ist
Ay — Any = (@ —ap)(A— B —\o%),

also ||Aq — Aa, |l < cja — ap]. Dann folgt
— &
HAaol(ACY _Aao)H < a|a —ao| <1,

falls |a — ap| < % Der Fixpunktsatz von Banach garantiert die Existenz einer Losung
u € Ry fir Aqu = f.
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Nach endlich vielen Schritten ist bewiesen, daf A — Ao E eine umkehrbar eindeutige Abbil-
dung von W7 (Q, o, o?") auf L, () erzeugt. W

Fiir dieses Existenzresultat ist die Voraussetzung v > u + 2 wesentlich, wie das folgende
Gegenbeispiel zeigt, vgl. [Tri67].

Gegenbeispiel Sei 2 = (—1,1), o(z) = (1 — 2?)~!, v = 2, u = 0. Dann hat die Gleichung

d? 1
(@ +3QU) U= 6(1 — Q:2)5

die Losung u(z) = (1 — 2?)2. Es gilt jedoch u ¢ W3 (Q,0°, 0%), da uze & L2(Q) und
o’u & La(82).

3.4 Weitere Hilfsmittel

Im Abschnitt 3.2.1 wurde ein Regularititssatz angekiindigt. Dieses Resultat wird jetzt nach-
geholt.
Dafiir ist ein weiterer Losungsbegriff erforderlich:

Definition 3.4.1 Die Funktion u € W} (Q) heifit schwache Lésung von
—Au = f € LQ(Q),
wenn fir jedes ¢ € D
/ VuVede = [ fedx
Q Q

gilt.
Dann gilt folgender Satz:
Satz 3.4.1 Seiu € W4 (Q) schwache Lisung von

—Nu=f
und sei f € W§(2), k € N. Dann gilt fiir jedes Gebiet Qo mit Qo C Q u € WET2(Qy).

Dieser Satz ist ein Spezialfall des Theorems 16.5 in [Fri76].
Das folgende Lemma wird oft verwendet, ein Beweis findet sich in [Ka¢85].

Lemma 3.4.1 (Gronwall) Seien (a;), (A;) Folgen positiver reeller Zahlen und L > 0. Die
Folge (A;) sei monoton nichtfallend und es sei 0 < h < % eine beliebige reelle Zahl. Wenn
fiir jedes i = 1,2, ... die Ungleichung

a; §A1+Liajh

Jj=1

erfillt ist, dann gilt

firallei=1,2,....

Es gibt auch eine stetige Version dieses Lemmas:
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Lemma 3.4.2 (Gronwall) Sei h(t) € C([a,b]) eine monoton nichtfallende Funktion mit
h(t) >0 in [a,b].
Sei y(t) eine stetige Funktion mit

t
y(t)gh(t)—&—C’o/ y(r)dr Va <t <b,Cy>0.

Dann gilt fiir jedes a <t <b die Ungleichung
y(t) < h(t)eColt=a),

Fiir spatere Abschitzungen wird das folgende, vergleichsweise technische, Lemma bendtigt.
Dieses Lemma ist eine Modifikation eines &hnlichen Resultats in [Plu93].
Dazu ist eine Definition vonndéten.

Definition 3.4.2 Seien A1, Ao > 0.
Dann sei
th i 0<t<1,

t) =
@xixa ) {W > 1.

Lemma 3.4.3 Seien (m,), (01,),(B2,.), (p,) Folgen nichtnegativer Zahlen mit

0 < ﬁl,l/ S 62,1/ S 17
Hﬁl,u:ﬁ1>07 ]:[62,1/:62>0a
v=1 v=1

pV:p())\Va A>15 pOZl

Sei weiterhin

mbr < CopStt (mﬁ"_l +mb mfi'ipy) , Ww=12,..., 0<t<T.
Dann gilt =
limsupm, < cQx, ., (t)mg,
V—00
wobei 5 =[12, Bo,
T
v 1 MMy —1 Z 15
L 8
g =—— 1 =172
7 po(A—1) )

Beweis Es ist m?” | + mfﬂp” + mfi'ip" < 3m”? und somit

m, < (3cop§1t) 5 m

v—1

: BvBivr/pi 5 5
<]I (3001%0115) mpr
i=1
- Bu-Bix1/pi o S
< H (300])01) tS(l,u)mg,,...ﬁl

1 ~ ~
< (3061)101) Pi tS(l,u)mgu---ﬁl,
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wobei Cfj = max(Co, 3) und S(i,v) = > 7, By ... Bit1/pi-
Es ist

v

[1GCy)™ = Eey™="" < (3c)™ = K, < o,

=1

v < v o v iy v iCy c V.o icy

[To7 =TT =TTn" TI2 <6 [ < <o
i=1 i=1 i=1 i=1 =1

Voo B 00 1
Y B Bin/pi <Y — =,
i=1 =1 Pi

v

v _ oo 1 1
Zﬂu--ﬂm/mzz Hﬂj —2512—-
i—1 i—1 \j=1 DPi ; '

Fiir t > 1 folgt dann o
m, < Klth’Y?mg””ﬂl,

limsupm, < Klth'Vsz.

V— 00
Fiir t <1 ergibt sich i
m, < Klthﬁl 2 Upimg'/”ﬂl
limsupm, < Klthwmg.

Das ist die Behauptung. B
Der folgende Satz ist hilfreich bei der Abschétzung von Losungen elliptischer Probleme mit
konstanten Koeffizienten. Fiir einen Beweis siche [H6r60].

Satz 3.4.2 (Multipliertheorem) Sei T' € Lo(R"). Fiir jedes R > 0 und |o] < [§] +1
set
/ |DT |2 d¢ < BRN =211,
£<jg<2r

Dann existiert eine Konstante C, so daf fir alle p € & gilt:
HF_ITFSDHLP(RN) <C ||(P||LP(RN) :

Folgerung 3.4.1 Sei T'(§) = %, P,Q Polynome, deg@Q = 2m, Q(¢) > C(1 + |¢)*)™,

(C > 0), deg P < 2m. Dann gilt fir T die Behauptung des Multipliertheorems.

Folgerung 3.4.2 Die Voraussetzungen des Multipliertheorems sind erfillt, falls
B

|DYT(&)] < el (3.24)
fiir alle £ # 0 und alle |o| < [%] +1.
Lemma 3.4.4 Sei
() = 5 e
P+ K’

wobei K eine positive Konstante ist und P(£) ein Polynom vom Grade 2m ist (m > 1) mit
P(&) > Cp(1+£*™), Cg > 0. Dann gilt fir T die Abschitzung (3.24), wobei B nicht von
K abhdingt.
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Beweis Es gilt fiir |a| > 1

lo+1

K
DT =) ZGEYSI 2m(j—1)—lal (§);

=2

wobei P;(§) ein Polynom vom Grade [ ist; P;(§) =0, falls [ < 0. Es ist

K . _ K 2m(j—1)—|al
(P(¢) + K)i Qm(ifl)f\al(g) < Cjmlal (1+ €2 + K)i €[ .

Die Funktion %
B(r) := mer(H), 2m(j —1) —|a| > 0

wird nun auf Maxima untersucht. Es gilt B(0) = 0, lim, o, B(r) = 0 und B(r) > 0 fiir
r > 0. Also besitzt B ein Maximum. Dieses wird angenommen fiir 72 = (1 + K)D, wobei

max
D eine gewisse von |«| abhingige Konstante ist. Dann gilt

K

B(rmax) = m(

1+ Ky~ D' = K p <D".
1+ K

Daraus folgt die Behauptung. B



Kapitel 4

Semilineare schwach parabolische
Differentialgleichungen

4.1 Problemstellung

Es sei das folgende semilineare schwach parabolische Rand-Anfangswertproblem gegeben:

us(x,t) + Apu(z, t) = fx,t) Y(,t) € Q, (4.1)
u(z,t) =0, V(z,t) el (4.2)
u(z,0) = Up(z) Vo el (4.3)

Hierbei sei  C RY ein beschrinktes Gebiet, das die Kegelbedingung erfiillt, 7' > 0, [ =
0,7T],Q=QxI,T =900 x I,

Y9 du\ | du
A== : )+ e t) o 4.4
tU —~ azz (g(‘r)a’lk (1‘, ﬁ) affk) + P ai (KC, t) axz ) ( )
g(x) ist Gewichtsfunktion im Sinne von Definition 3.2.9 , (4.5)

gV € Ly(Q) fiirein 1 <N < N’ €R,

air € CON(I, Lo (1)),
N
aip(z,)&& > Oplé)? Crp >0, V&€ RN fast iiberall in Q, (4.8)
ik=1

a; € CONI, Loo()), (4.9)

U € Loo(@) WL (), Aol € Lo(), Up € W2(Q) fiir ein v > N,r > 2, (4.10)

Fiir gegebenes R > 0 sei Br(Up) = {u € Loo(Q2) : [Ju — Up||, < R}.

Dann sei f(.,t,u): I x Br(Up) — L.(2) mit

I1f (b u(@)) = fla, ' (@)l < Cp(t =t + lu—ully) (4.11)
Diese Problem wird mit Hilfe der Rothe-Methode untersucht. Hierfiir finden die Hilfsmittel
aus den Abschnitten 3.1.1, 3.2.2, 3.2.3, 3.2.4, 3.2.5 und 3.4 Anwendung.

Die Rothe-Methode ist im Kapitel 2 bereits skizziert worden.
Es wird folgender Satz bewiesen:

59
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Satz 4.1.1 Es existiert T* > 0, so daff das Problem (4.1), (4.2), (4.3) unter den Bedin-
gungen (4.4), ..., (4.11) eine eindeutig bestimmte schwache Lisung u € CO1(I*, Ly(Q)) N

W (I*, W3, (Q)), ur € Loo(I*, L2(2)) N Lo(I*, W3, () besitzt.
Diese Losung erfiillt fir jedes v € Lao(I*, Wy, (Q)) die Gleichung

/* (ug(z,t),v(z, t)) dt + /* ar(u(z,t),v(x, t))dt = /* (f(z,t,u(z, b)), v(x, t)) dt, (4.12)

wobei

(u, x) Z/ alkxtaiaa;}d—i—Z/alxt

i,k=1

Dieser Satz wird dhnlich wie im Kapitel 2 bewiesen. Die Darlegungen in diesem Kapitel
miissen allerdings etwas abgewandelt werden, aus folgenden Griinden:

1. Es treten Terme mit ersten Ortsableitungen auf.
2. Die Koeflizienten a; 1, a; hingen jetzt auch von der Zeitvariablen ab.

3. Der Hauptteil ist schwach parabolisch. Die Entartung tritt in den Punkten x € Q auf,
fiir die g(«) = 0. Dies erfordert die Einfithrung gewichteter Sobolev-Riume.

4. Die rechte Seite ist nichtlinear. Deshalb ist es notig, Lo (2)-Abschétzungen fir u — Uy
Zu gewinnen.

Die Rothe-Methode verwendet eine Diskretisierung der Zeitvariablen. Sei alson € N, h = %,
ti=7h (j=0,1,...,n),

a; (’U,, U) = Qi (’LL, U)a

fi(x) = f(z,tj,u;1(v)), =1, folz)= f(z,0,Us(x)),
1

du; = o (uj — uj-1),
u"(@,t) = ui—1 (@) + (t —tic1)0us(x), (tioa <t <t; i=1,...,n),
U”(Jc,t)zui(,@) (ti—l <t <t i=1,...,n).

4.2 A-priori-Abschatzungen
Gesucht wird eine Familie von Funktionen ug, u1,...u; € Wy, (Q) mit

(0uj,v) + aj(uj,v) = (fj,v) Vve ngg (Q),j=1,...,1 (4.13)

und ug = Uy sowie ug, u1,...u; € Br(Up).
Der folgende Satz gibt eine Existenzaussage fiir diese u;:

Satz 4.2.1 Es ezistiert eine Konstante hg > 0, so daf8 fir h < hq gilt:
Seien ug,...uj—1 € W21g (Q), so dafy (4.13) erfillt ist und uo,...,u;—1 € Br(Up). Dann
existiert genau ein u; € Wy, (), so daf8 (4.13) gilt.
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Beweis (4.13) ist dquivalent zu
1 %
Ah,i(ui,v) = fz + Eui_l,v Yv € ng (Q),

wobei Ap i(u,v) == 1 (u,v) + a;(u,v).
Nun wird gepriift, ob sich der Satz von Lax-Milgram anwenden 1afst:
Es gilt (siche Lemma 3.2.6)

T /.
(u,u) / Z x)a(z,t) oz, 8zk dm—i— Zal 893 u(z) dx

)
i,k=1

20n [ Soato (57) wr-c% [ 55 0

2N/ N’/—1
N’/41

2 2
> Cp 0l 1,y = C llull} = Cllull gyl g

u

2 2
2 Opllullz1, = Cllullz = Cllully g llull_ap -

Nun ist
1 < 1 n 1
2N’ 2N’ VA
N'+1 N'—1 N

also existiert (vgl. Satz 3.2.15) ein 0 < 6 < 1 mit

0 1-6 0 1-6
lull 2 < cllullene (lully™ < cllullyy g lully™ < ellullyqy + Cellull, -
N’—1 N’41 W_/
5 -0
Also gilt
2 2
ar(u,u) > Cllully; g — Cllullyy g llully = Cllully
2 2 2 2
2 Cllully,y g = (0 llullz g + Cs llully) = Cllully
2 2
2 Cllullzy,g = Collully -
Falls + > Co, dann ist
Api > Clull,,. C>0.
Weiterhin ist (vgl. Satz 3.2.6)

@um<z/ﬁm%% d+2/@| ol da
i,k=1
ov
cz v ] Vi azz o
2N’
2 2N’ N’/—1
NT+1

Sﬂ%MMMﬁﬂ%%ﬂ%%

< cllullyiglvlizg,g
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also auch |Ap,i(u,v)| < cllully,y 4 [[vll2; 4
Daraus folgt: Ay, ;(.,.) ist eine positiv definite beschrénkte Bilinearform fiir den Hilbertraum

W3, (). Daraus folgt die Behauptung.

Bemerkung 4.2.1 Dieser Satz macht keine Aussage, ob u; € Bpgr(Up). Fir eine sol-
che Aussage werden L..(Q2)-Abschdtzungen fir die Funktionen wu; bendtigt. Diese Loo(Q)-
Abschdtzungen werden auf folgendem Wege gewonnen:

1. Seien ug,...u;—1 € Br(Up)

2. Man zeigt zunéchst u; € Loo(€2).

8. Dann wird ||u;||, < C bewiesen, j =0,...,1.

4. Fiir p > 2 zeigt man dann eine rekursive Abschatzung

8 8
Jui — U} < ctip® 112;%(”% —Uollg, + llug = Uollg, + llug — Uollny )

wobei 0 < B, B2, < 1.

5. Fir p — oo laft sich dann eine Abschatzung der Gestalt
l[ui = Uoll o < M(t:)

gewinnen, wobei M (t) eine stetige, von h unabhdngige monoton wachsende Funktion
ist mit M (0) = 0.

Also existiert ein T* > 0, so daf firt <T* gilt: M(t) < R.

Die folgenden Satze beweisen die einzelnen Aussagen der Bemerkung. Dazu werden einige
Hilfsaussagen benotigt.

Die néchsten Lemmata beweisen:
Falls u € W3, (), dann ist auch v () := max(u(z) — R,0) € W, () fiir jedes R > 0 und
es gilt

9 .
iuR: Fo-u u(z) > R,
Oy, 0 cu(z) < R.

Diese Aussage ist deshalb erforderlich, weil eine solche Funktion u* als Testfunktion ver-
wendet werden wird.

Lemma 4.2.1 Sei e >0, fo(u) = Vu? +¢2 — ¢ und u € Wy, (). Dann ist auch f.(u) €
Wy, ().

Wi, (@
Beweis Es existiert eine Folge (¢,) C C§°(Q) mit ¢, e @, u. Es gilt offensichtlich

fe(pn) € CSO(Q)
Nun ist (Ubergang zu geeigneter Teilfolge ¢ und Konvergenzsatz von Lebesgue)

2

2 *2
* 2 3 2 o 312 u® — ¢k oo
— fe(u)l||5 = u? +¢e?— +¢ dz:/ dx 0.
”fs(san) H )”2 Q/|\/ \/wn | a ‘\/u2+52+\/<,02;2+52
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Esist f(.) € CY(R), f'(.) € Loo(R), also ist die Kettenregel fiir verallgemeinerte Ableitungen
anwendbar. Dann folgt

2

B 2 u B) © B)
— (fe(l) — fe(u = )| ———u— ————}| dz
H@xk (felen) = fe(w) 2.9 /Qg( )‘ u? + 2 0wy, 02 4 g2 wr,”
2 2
ok ou 8<pn> / ou u 7
< )| ———— — dx + x) | =— — dz
_/Qg( ) /7@:124*52 (63% axk Qg( ) axk \/’LL2+52 \/¢*2+€2

2 2

*
u “n

dx — 0
Vu+e2 (o2 + &2

0
al'k

9 .
8—zk (u—r)

< [ st o+ | gla)
3(9)

wegen ~——% u und dem Konvergenzsatz von Lebesgue. Dieser ist anwendbar, weil 6%
und % Funktionen des Loy () sind und |u| < vu? + 2 bzw. |¢| < (/¢ + €2

Da der Raum W, (Q) vollsténdig ist, folgt die Behauptung. M.
Es gilt ein weiteres Hilfslemma:

Lemma 4.2.2 Falls u € W5, (Q), dann gilt auch |u| € Wy, (Q) und V|u| = signu(z)Vu.
Hierbei gilt
.ty #0,
signy =
0 cy =0.

Beweis Es ist f.(u(x)) 29, lu(z)|, |fe(u(z))] < |u(z)|. Nach dem Konvergenzsatz von
Lebesgue gilt also fiir jedes ¢ € C(‘)’O(Q)

Jo fe(u Bmk — -/, \/uzu?azk@dz
EHOJ( lsHO
0 .
fQ |u|%‘% dr —— — fQ &gnu%cp dx

Also besitzt |u| die schwache Ableitung sign(u)Vu. Zu zeigen bleibt |u| € W3, ().
Es ist (Konvergenzsatz von Lebesgue)

/Qlfa(u) ~ulPde <%0

und
2 ou |? n 2 0
- U dxr = — | |——= —signu| dz ==0.
/ 8xk(f() |ul) /Qg’amk e

Also ist tatséchlich |u| € W5, (Q). B
Nun wird das angekiindigte Lemma bewiesen.
Lemma 4.2.3 Sei R > 0, u € Wy, (Q). Dann ist auch max(u — R,0) € Wy, ().

Wy (Q
Beweis Es ist max(u—R,0) = [u— R|+u— R € W5, (Q). Wenn ¢, € C5°(Q), ¢n METION u,

so ist supp(max(p, — R,0)) C Q, also max(¢, — R,0) € W21g (©). Ein Dichteschluff dhnlich
wie in den obigen Lemmata zeigt max(u — R,0) € Wy, (Q). R.
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Nun stehen alle Hilfsmittel fiir den Nachweis von u; € Loo(§2) bereit. Dabei wird ein Satz
von Ladyshenskaja verwendet, vgl. [LSU67], Theorem 5.1

Satz 4.2.2 Sei u(x) € WL(Q) N Ly(Q), so daff eine Konstante K, ezistiert, daf
sup essyq u(x) < Ky. Fir K > Ky sei

% m
/ |Vu|mdx§7(/ (u—K)ldx) + K (meas Ag)' "Nt
AK AK

wobei | < 77-, >0, m < a<eq+m. Dann ist u € Loo(9).
Hierbei zstAK—{a:EQ u(z) > K}.

Satz 4.2.3 Sei

1 o

7 (u—uj_1,v) + aj(u,v) = (fj,v) Vo€ Wy, (Q). (4.14)
Dann ist u € Lo (), falls h < hg fiir ein geeignetes hg > 0.

Beweis (4.14) wird in der Form

ou
(u,v) Z/ am@ %dz f], Z/Qazamz

i,k=1

geschrieben. Dabei ist f; = f; + Fuj_1. Sei v = max(u — K,0), Ax = {z € Q: u(z) > K},

K>0m= -2 N’+1 und [ = 2 alsom™ ' +17t =1

Dann folgt

1( JFZ/ Ju Gu (f K) i/ Gu( K)d
—(u,u — K a; =|(fiu— — a;i—(u — T,
h ik=1 ! k ’ Ak Ak ox;

N
1 2 2
= KIS a +> s,

2,AK,9
=1

1
m,Ax flu — K”l,AK “ (K,u— K)AK

N
<[5, B = Kl + O3 b

N
K 2 2 2
[ +llu =K} 4, T Mualliay +Cellu— Kl 4, -
’mAK
i=1
Nun ist
~ ~ [T r—m
o1, = [, B o< B, st
K
also

N

||u K[54+ e Nl apy < Cllu— K[ 4, +C (meas Ag)™ 7,
i=1
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daraus folgt wegen Log(Ak) C Ly, (Ak)

/ V™ dz < € (Jlu = K"y, + (meas Ax) 7).
Ak

Wegen r > N existiert ein € > 0 mit

r—m

m m
>1—-—= d0<e< —.
. N—l—sun E_N

Sei 0.B.d.A. meas Ax < 1. Dies ist fiir hinreichend grofie K erfiillt, da u € L1(€2). Dann ist

(meaSAK)% < (meaSAK)l_%-i_E’
es folgt
|vu|m dx < C (Hu — K“TAK + K™ (measAK)l—%+6) .
Ak
Da = ™5 und N’ > N, also ﬁ—fl < m, folgt | < J\II\T;«L

Dann sind die Voraussetzungen des Satzes von Ladyshenskaja erfiillt und es gilt

supessu(x) < C.
Q

Eine analoge Argumentation 14ft sich fiir « = —u fiihren, es folgt inf essq u(z) < C.
Dann folgt v € Loo($2). W
Nun wird eine Abschétzung fiir [|6u;||, und ||lu;|[, hergeleitet. Eine Abschétzung fiir [lu;|,

148t sich zeigen, wenn in (4.13) die Testfunktion |u;|P~2u; verwendet wird.! Zunéchst ist
allerdings die Zuldssigkeit dieser Testfunktion nachzuweisen. Das geschieht im folgenden
Lemma.

Lemma 4.2.4 Sei u € Wy, (2) N Loo(Q) und p > 2. Dann ist auch [u[P~?u € W, () N
Loo(Q) und es gilt
ViulP~2u = (p — 1)|ulP~*Vu.

o ‘WOQI Q
Beweis Wegen u € Wy, () existiert eine Folge (u,) C C§°(Q) mit u, W@, u. Sei
M > |jul|,, gewdhlt. Sei f € C'(R) eine Funktion mit

|v[P~2 ] € M,
fv) =
(M +1)P~tsignv :|v]| > M +1.

Wegen p > 2 ist f stetig differenzierbar fiir v = 0. Fiir |[v| < M ist f'(v) = (p — 1)|v[P~2.
Dann gilt
I1f(un)lloo <k =k(M), Vn, (4.15)
1 (un)lloe <k =E(M), n. (4.16)

Fiir diese u,, gilt

O ) = () 2

oxp Oxy,

!Die Verwendung dieser Testfunktionen geht auf Alikakos [Ali79] und Moser [Mos60] zuriick.

Up.
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Es existiert eine Teilfolge u, so dafs

uy, L8, und i1[" f—u>iu
al'k " (9l’k
Aus dem Konvergenzsatz von Lebesgue folgt dann || f(u%) — f(u)||5 — 0 (wegen (4.15) ist
der Konvergensatz anwendbar).
Weiterhin ist

our* ou

! * n o !

G - g
ou’* ou |? ou |?
< ! * n gl * ! *\ g/ 2
< [o|range - st o+ [ ol - | 2x]
ou}, ou |? ou |

< 2 Pl %Y _ £ 2 )

K / o o / o' (w) — FP | 5| da

Q
Das erste Integral konvergiert wegen u}, ~—(—L u gegen Null, das zweite Integral konvergiert

gegen Null nach dem Konvergenzsatz von Lebesgue (dieser ist anwendbar wegen (4.16) und
u € Wy, ().

Daraus folgt, dal f(u?) eine Cauchyfolge im Banachraum I/I;ng () ist. Diese Folge besitzt
also einen Grenzwert, dieser muf f(u) sein. Daraus ergibt sich f(u) € V[;ng (©) und

Vf(u) = f'(u)Vu.
Wegen |u| < M (f.i.) folgt die Behauptung. B

Fiir die Abschétzung von |[u;l|,, sind folgende Abschétzungen der Bilinearform wichtig:

Lemma 4.2.5 Seiu,v € Wy, (Q) N Loo(Q), p > 2. Dann gilt mit w := |u\pT4u

- 1 2 C2 2
ar(u, [ul""?u) > 5 wllang =l (4.17)
|ae(u, v) — av (u,0)] < Clt =] Jullg, 6 0]l - (4.18)
Beweis Es ist |w| = |u|%, also Hw||§ = |lull} und Vuw = Blu"z *Vu,
2(p—1 -
Y (JuP~2u) = (p — 1)|ulP"2Vu = M|w|¥Vw.
p

Dann folgt
ou 8u

N
p—2 o . p—2
;/ ax 5:5 (juf?™%u) do = (p = 1) Z /ga““|“| d; Oy,

i,k=1

2
de(p—1
> dz:%/gﬂVMde
' p Q

o [ Ou
> o)) [ o (2
i=1 ¢

c 2
> ’ w31,

V]_i/ jad] | 22

ou C-

2 2
<3 =l s, + > lllz
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vgl. Beweis zu Satz 4.2.1. Daraus folgt die erste Behauptung.
Weiterhin ist

la:(u,v) — ay (u v)|

t) )
< 3 [ sthoaton -outs l\amz

i,k=1

+Z/wmw
<clt —t| Z/ ‘axl

i,k=1

83%

|v|dx

dx+c|t7t|2/ ‘—

|v| dx

<cft = [ {lullyy g 1vll21,4-

Hierbei wurde dhnlich abgeschitzt wie im Beweis zu Satz 4.2.1. B
Nun wird eine erste A-priori-Abschétzung bewiesen.

Lemma 4.2.6 Falls h < hg, dann existiert eine von h unabhdingige Konstante C, so daf
gilt:
Falls ug,uq,...,u; € Br(Uy), dann ist

j
2
l6uslly < C lujllyyy <G, hY - ouilly,, < C (4.19)

fiir alle 1 < j <.
Beweis Es ist

(duj, v) + a;j(uj,v) = (fj,v),
(Ouj—1,v) + aj1(uj-1,v) = (fj-1,v).
Mit v = du; folgt nach Subtraktion
(Ouj — duj—1,0uy) + ha;(0uz, ouj) = h (8 f;, 0u;) — (a;(uj—1,0u;) — aj—1(uj—1,ouy)).

Aus (p—q)p = 2 (»®* — ¢* + (p— ¢)?) und den Abschiitzungen fiir die Bilinearform folgt dann

2 1 2 2
(191513 = Nous-1113) + 5 16w — S 3 + e w3,
2
< Crplht gt = wmally) 19 + A g1l 1605111, + C 613

DN =

2 2 2 2
< Ceh (14 18u5-1113) + 2R 013 1, + Cehllsa 3 1 4 + Chlldus3
also
2 2 2 2 2 2
1813 = 1851113 + ch 183, , < Ch (1 + Nows1 I3 + lowsll3 + s34, ) -

Summation (j = 2,...,1) liefert

-1

[ ||5ulll2+chZII5uJ||21g<Otz+th|\5uyl\2+ChZ|lugllglg
Jj=2 Jj=1 j=1
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Nun sind noch ||du1 ]|, und A ||5u1|\§,17g abzuschétzen. Dazu wird in (4.13) die Testfunktion
v = du; gewahlt. Es folgt:

(dur, dur) + ay(uy, dur) = (f1,0u1),
H(S’U,ng + ha1(5u1, 5’[1,1) = (fh 5U1) - al(Uo, 5’[1,1)
= (fo,éul)—ao(Uo,éul)—l—h(5f1,6u1)+(a0(UO,5u1)—a1(U0,6u1)).

Wegen AgUy € LQ(Q) ist ao(Uo, 6U1) = (A()Uo, 6U1) und somit

Gl + ch 8wl
< lfo = AoUoll; 6, + CP [|6ually + Ch [Tolla,y g 60,1, + Ch 603
< Cellfo = AoUolly + & [[9uall; + Ceho + Ceh [Uoll3, 4 + 26D 15w l3.1,, + C |9l

also

(1= Ch—e) [$uill; + ch [uill3, o < Clllfo = AoUollz + [Uoll3,1 4 +1)-

Dann folgt
! ! -1
2 2 2 2
6urll; +ch Y I8ujlly, o < C+ Clti+ Ch Y l6uslls + Ch Y ugly, -
j=1 j=1 j=1

Das Gronwall-Lemma mit a; = [|6u|5 und 4; = C + Ct; + Ch 22;11 l[ujl2, , liefert

-1
6wl < O A4 < (1483 sl ).
j=1
also
! -1 -1
2 2 2
RS [l6uy))? < mc(1 +hY ||uj||2117g) < th(l +hY Hujum,g)
j=1 j=1 j=1
und somit
l -1
2 2 2
Iswll2 +ch > [6u,]2,, < 0(1 +hY ||uj|\271,g). (4.20)
j=1 j=1

Nun ist noch die Summe auf der rechten Seite abzuschitzen. Dazu wahlt man als Testfunk-
tion v = u; und erhélt

(uj — uj—1,u;) + haj(us,u;) = h(fj,u;),

also
1 2 2 2 2 2 2
B (Hujl\g - ||u]-,1||2) +chllujllz o < RISl lluilly + Chluilly < CRIFl; 4+ Chllugll; -
Summation (7 = 1,...,1) liefert

l l
2 2 2 2 2
leally +eh Y Nl 1y < Ch D2 (1615 + s l3) + 10615
j=1

j=1
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Das Gronwall-Lemma liefert dann

l
lll3 < C(Ch YA + U3 et < .,

j=1

also gilt
l
2 2
lalls + by Nlugly < C- (4.21)
j=1

Aus (4.20) und (4.21) folgt die Behauptung. W

Nun kann eine Lo, (Q)-Abschétzung fiir u; — Uy hergeleitet werden. Diese Abschitzung garan-
tiert, daf u; € Br(Uy), falls t; < T*. Hierbei ist T nicht von der Unterteilungsschrittweite
abhéngig. Dies ergibt sich aus dem folgenden Satz:

Satz 4.2.4 Es existieren Konstanten hg > 0, 0 < T* < T wund eine monoton wachsende
Funktion M(t) € C([0,T*]) mit M(0) =0, so daf8 fiir h < hq gilt:
Falls t; < T*, dann ist ||u; — Upl| , < M(t;) < R.

Beweis Der Beweis ist recht lang, deshalb wird hier zunéchst das Beweisprinzip dargelegt.
Es sei eine Schrittweite h vorgegeben.

Unter der Voraussetzung ug, u1, . .., ui—1 € Br(Uy) wird eine Abschétzung |u; — Uy, < C;
hergeleitet. Es 1afit sich zeigen, daff diese Konstanten C;, (j = 0,...,1), zu einer monoton
wachsenden stetigen Funktion M fortgesetzt werden kénnen mit M (0) = 0 und C; = M (¢;).
Diese Funktion ist von h unabhingig.

Es sei 0 < j <14, z; = u; — Up, dann folgt dz; = du; und

(625,0) + a3 (23,0) = (f;,v) — a; (U, v) Yo € Wi ().

Es ist u; € Loo(2) N W3, (Q), also auch z; € Loo(2) N Wy, (Q). Fiir p > 2 sei v = [2;[P 7z

und w; = |zj|p772,zj. Diese Wahl der Testfunktionen ist wegen v € Wy, (Q) zuldssig. Dann
folgt

_ 1 - c
7 (25, |27 225) — 7 (zj-1, 12" 7225) + 51 |

< 45l 1257~

2
‘ijzJ,g

_ C2
o+ la;(Uo, 125172 25) | + " lw;
1 1 _ : e 1 1 _
;—i—w—l.NunlStmlt E—’—F_l
[ ]

_ 2
(25 12P7225) = 251l = llwyll;

(2j-1,12[P7225) < lzj-1ll,, 12517~

/ —_
y=lsal, | [ 1P @) do

—1

=llzzall, llz 2
—— ——

P o1

p—1

1 P p_ 1 2 D— 1 2
S};sz—al—i_ |\Zj||p—}—j||wj—1|\2+7||wj||2a
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p—1

:, :/ |2, P~ ' dy < (meas Q) v </ |z |P" das)
[9) VT N——
p

P

p—1
P op/ =1
( / P dx) P

< elhuylln

e T

e Wegen U € Wf(Q) gilt & an € W) C Lw(9), dar > N. Dann folgt

oU
|aj (Uo, |27 ~22;) |<C—Z/ ‘ O

p—2 ow
lw; | \/56]

i,k=1
00 2
oU,
== |zP 7" da
~——

p—2
< Cllwilly 2oz 1wl g

p—1

<Lyl + gl + C sl
Weiterhin ist

272

2%2 2 p=2 2
[w;ll,p22 / |wy| L dr < lwjlls 7 (measQ)? < Clluyll; 7
P

Die Zusammenfassung dieser Ergebnisse liefert

1 2 2 C1 2
o (sl - ||wj71|\2) il
2= € 2 p 2p=2 =
<Al sl + S sl + C2 sl ™ +C sl + 2 gl
Also ist

2 2 2
(lwsll3 = leoj—1l13) + el

S

g2p-1
< Cp(Ifill, + 1) lwjlly, " + Cp? Jeogll3 7 +C||wg|\2

<c<p||w]||2,f’ P w7 +c||wj||2>

da wegen u;_; € Br(Up) ||f;]l, < C gilt.
Nun sind noch die Normen auf der rechten Seite abzuschitzen. Dabei wird Lemma 3.2.7
genutzt.

p—1

2
1. Abschdtzung von ||w;||,,."
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Es ist 2 < 2r' < 34, denn ' > 1, N’ > N und

G 1111111111
2N 2N = 2r 2N’ 2 2r 2 2N’ N ri N
r_1>N_1<:>2r’< TIN.
2r r N N —nr

Also ist Lemma 3.2.7 anwendbar.
Es sei a = p?%l, 1 < ¢ < r1 (unabhangig von p),

_ 1
27!

‘@

) g =

|
Il
| i~

Q=

_|_

1 -

+ 1-0
« _p—1

1+(1—-a)F p+o

=

8=

wobei @ unabhiingig von p ist. Es wird 8 = £1(p) := (3 gewahlt.

Dann ist 3
2 2 20 - _a—-
lsl2e < e w3y, + Celluwgll2, Conve, o= 2L
Es ist -
‘f—ﬁ - (pl_)a < oy, falls p — .
-« p+7T
Also gilt

2 2 — 2
w3, < ellwglly 1 g+ Ce™" g3

,  C unabhingig von p und h.
Dann folgt mit € = g, 0 unabhingig von p hinreichend klein gewahlt:

2 2 2
plwsliz < 8llwsllyy 4+ Cop™ llws 37"

p—=
2. Abschitzung von Hw]HE ?

Es ist offensichtlich 2 < 2 < ]\T,LJX - also sind die Voraussetzungen von Lemma 3.2.7 erfiillt.

Es ist a = ijQ, 1 < g <7 (wie oben),

N - B
0=1—7 i) 7% 1-9
T nTN -
Bt =22
1+ (1-a)F p+25’
& unabhiingig von p. Es sei 3 = 32(p) := .
Dann folgt
g3 < e g3,y + Ce g2, Ceme?, o= 228
Jh2 = J112,1,g € Jllg ’ € ’ 1— a;
_ _92)%
a-p_ b )_U < 09, falls p — oo.
1—-a 2(p+9)
Also gilt ;
2 2 - 2
o2 < eyl , + O~ s P



72 KAPITEL 4. SEMILINEARE SCHWACH PARABOLISCHE DGLN.

Sei nun ¢ = 1;12, 0 unabhingig von p hinreichend klein gewahlt. Dann ergibt sich
2 2 2
P w12 < S llesl12, , + 2 [y 272

3. Abschdtzung von ijﬂg

Es ist o = 1, also auch 8 = 1. Die Konstanten #, & haben den gleichen Wert wie in der
2. Abschitzung. Mit o3 = 7 folgt

2 2 — 2
w13 < 8 g 3, , + C6= g
Falls ¢ hinreichend klein ist, folgt
1 2 2 2 2 2
= (sl = g1 13) + e sl 1y < Cs (P luogl127 4+ 57 ooy 127 + ;)
2 2 2
< Cop™ (w127 + s 2% + w7

om = max(o1,209,1). Hierbei hingt Cs nicht von h oder p ab.
Summation (j =1,...,1) liefert

[
2 2 2 2 2
lewally = llewoll3 < Chp™ 37 (g 127 + s 7% + e 1)
j=1

Es ist wo = |ug — Uo|“T" (ug — Up) = 0 und ;| = |12;]%, , und somit

||P e 1PB1 |PB2
el < ctip™ max. (1125072 + 125072 + 125152

Es sei nun fiir v = 0,1,2... p, = 2 (2 ) s By = Builpy) = 252, Bay = Balpy) = 52
und m;,, = maxi<;<; |2,
Dann folgt

||Zz||§: < ctip™ ( f;ﬁllu + mf';mfj + mz v— 1)

also
1

m@y S (Cting ( Puﬁllu +mpuﬁzlu +ml,/ 1))Pu )

Esist [T02, 610 =110y 5”;; >0, da

> |i-
v=1

oo

=3 Eilag(6+1)zi<oo,

- Pv v Pv

pvfl
pv+0

v
da p, =2 (%) )
Also ist das Lemma 3.4.3 anwendbar, es existieren Konstanten ~1, 2, By > 0 mit

limsup m;, < @y, . (ti)m 5%

V—00

Nun ist m; 0 = maxi<j<; [lu; — Uoll, < maxi<j<i |, + [|Uoll, < C(t:) < C.
Nach Lemma 3.2.2 gilt dann

[ui = Uplloe < CQyy s (i) =2 M(ti)-
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Diese Funktion M ist stetig, von h unabhingig und es gilt M (0) = 0.

Sei 0 < T* < T so gewéhlt, dalh M (t) < R fiir t < T*.

Dann ergibt sich die Behauptung. H.

Die A-priori-Abschitzungen (4.19) lassen sich folgendermafien zusammenfassen:

Satz 4.2.5 Es existieren Konstanten Ng €e N, C >0, 0 < T* < T, so daf fiir alle n > Ny,
t<T* gilt:

" (®)llz,1,4 < €

d

Lo <c
petpe
2], 5
dt e w2, ()

[u"(t) = Uolloe < Mt + ),
[@"(t) = Uolloo < M(2).

Folgerung 4.2.1 Seit;_1 <t <t;. Dann ist

t—t;
u(t) = ujo + (= tjo1)0uy = ujoy + —2 (u; — uj_1)

t—1t;_ t; —t
J j—1 J j—1

Uj—1,
also ||u" ()], < C-

Diese Naherungsfunktionen u",u™ erfiillen die Gleichung

(duc’;t(t),v> + a;(@"(t),v) = (T"(t),v) Vi e I* =[0,T%], Vo € I/I;ng (), tiy <t <t

wobei [ (t) := f(., ti, ui_1(.))-

4.3 Konvergenzeigenschaften

Es ist zu zeigen, daf die Folgen der Funktionen (u™), (u") in geeigneten Banachriumen
gegen eine Funktion u konvergieren. Es wird gezeigt werden, daft diese Funktion u Losung
der Gleichung (4.12) ist. Weiterhin wird gezeigt werden, daf keine weitere Losung der Glei-
chung (4.12) existieren kann.

Zunichst werden einige Hilfsabschidtzungen bereitgestellt.

Sei h = %, tj—1 <t <t;. Dann gilt

Q

2™ (¢ =) =@ (O)lly < uj—1 —ujlly = llowsll, h < —,

n n c
2" (@) = u" (@)l < llduglly h < —,

t
u(t) —a"(t) = (t — tj—1)duy, also [[u"(t) —u"(t)[ly,, S/ 1jouslly, , dr
-1

1
2

t % C T
< Vi—to (/ ||6uj||§,1,gdf> <S= ([ vl ) <
-1

Slo
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Sei nun h,, = %, hpy = %,

ti*l,n <t< ti,n; tjflym <t< tj,m- Dann ist

T =T, = 17t @ = b)) = £ty T = ),

C(|tin — tjm| + [©" (t*hn>*am(t*hm)”2)

Clhn + b + [T = ) =T (O, + [T () = T (@) l) + [T (6) = T (¢ = hom) )
C

(3 + 5+ @ -7,

Der folgende Konvergenzsatz wird auf dhnliche Weise wie Lemma 2.3 bewiesen.

<
<

IN

Satz 4.8.1 Es existiert eine Funktion u € Wy (I*, Wy, (Q)) mit u; € Loo(I*, L2(Q)), so dafs
folgende Konvergenzaussagen gelten:

u" — win Leo(I*, Wy, (),

u” — u in W;(I*,ng (Q)),
uy — ug in Lo(I™, L2(9)).

Beweis Sei tj—1, <t <tipund tj_1m <t < tjm,. Esgilt

<du;t(t),v> + a;n (W (t),v) = (7”@)70) Vo € W;rjg ).

Sei v = w"(t) — @™ (t). Nach Subtraktion folgt
((un o um>t7un N um) + ai,n(ﬂn . T T —ﬂm> _ (?n ,7m7ﬂ" B am)

n —m

(@™ Ut —u™))
+ ((u™ —u™)p,u™ —T") 4+ (" —u™), ™ —u™).

— (aim(ﬂm,ﬂn — ﬂm) — aj

Es ist
ain (@ — T —T") > Cy [t — a5, , — Co [T —a™5
. 1 1\? 11
(-7 <o (te L) o -wig <o (e L) sopm -wi,
n m n m
|ain (U™, 0" —0™) = ajm @™, 0" —0™)| < Clhn + b)) [0 || 4 0" =™, ,
11
n m
n m n —nNn n m n —nN C
((U —u )t,u —u ) < (”Ut ”2 =+ ||Ut ||2> ||U —u ”2 < E’

also

1
((u” —u™)p,u™ —u™) + c|[w” —um||21g < C( ) +C||ﬂ"—ﬂm||§. (4.22)
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Integration dieser Gleichung iiber [0, ¢] liefert

Jun(®) - ||2+c/|\u "l dr <G (3 + >+02/| @I ar.
vgl. Satz 3.1.10. Nach Anwendung des Gronwall-Lemmas 3.4.2 ergibt sich
1 1 1 1
[[u™(t) — um(t)||§ <Ci <— + —> e <— + —> , also
n o m nom
[u™ () = u™(1)]15 + /t [@*(r) —a™(7)|34,, dr < C Ly D) rer (Ll
u —u c u’ (1) —u"™ (1 T 4+ = 4.
2 0 2,1,9 =~1\n n o m

m

Dann sind (u"), (@") Cauchyfolgen in den Banachraumen C(I*, Ly()) bzw. Lo (I*, W5, (2))
C(I*, L2 () _, LeI", Wozlg(ﬂ)) _

mit " ———u, u

Ahnlich wie in Lemma 2.3 zeigt man u = 1. Wegen [u™ —u"|, < € gilt auch

11
@™ —a™||; < C (— + —) und 7"
n m

S

Loo(I",L2(9)) w

Lw(I*,m;;g((z))
Aus (4.22), ||lu?]l, < C, ||u*|l, < C folgt dann 7" ————

Lo (I*,W34(9))
_

Wegen [[u" —a"[|,, , < Cn~2 gilt u u. Es ist

(" = w™)e, (= wm)) = (F'=F7 @ = w™)) = ain(@ = 7", (" = u™),)
~ (@ @ (0" = ™)) g @ (0~ ™)),
Also gilt
n m 2 m
6" =™ty < C [ T =T 10 =il
_f’"’
1 1 —m n m
R L A (N
2(I*, W5, () Lo (I*,W3,(2))

<Cla" —-u™ o u —u" o
=l ||Lz(I*,W219(Q)) It )tHLZ(I*aWng(Q)) ce

" ma 12 1 1
Fel =l ey + € (54 2.

Daraus folgt

La(I*,L2(R2)) H(un - )t”Lz(I*vL?(Q))

-7

Lo(I*,L2(R2))

n m 2
(™ = ™)l L, (10 Loy

<Cla"—a"| . +C
LZ(I*,Wzlg(Q))

1 1
- ’ La(I*,L2(9)) +0 (ﬁ + E)

1 1\? ) 11
< =N _ =m . - - =N _ =m . - -
<Clu Y HL2(I*7W219(Q)) +C ((n * m) + [ u HLZ(I 7L2(9))> +C (n + m)

11
< Cla" —a™| 0 +C<—+—>.

La(1*,W3,(2)) n m
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Deshalb ist die Folge (u}') eine Cauchyfolge im Banachraum Lo(I*, L2(€2)) mit Grenzwert
v. Man beweist wie in Lemma, 2.3 v = ;.
Ebenfalls analog zu Lemma 2.3 14fst sich

ul — ug in Lo(I*, ng Q)

und u; € Loo(I*, Lo(Q)) zeigen. W
Nun wird gezeigt, daf die Funktion v Lisung von (4.12) ist.

Lemma 4.3.1 Die Funktion u ist Losung von (4.12).

Beweis Es gilt

/* (ug,v) dt + / a(@",v)dt = / (?n,v) dt Vn, Yve€ Ly(I, V[};lg (Q)).

Es ist
f 7f('a'au('v'))

—n ’

o
<C hn + 7" () — ()], dt < —,
Lo(I*\Lo(Q) — / +[[a" () —u(t)l, dt < NG
also gilt

/* (7n’”) dt === [ (f(.,t,u(.,t)),v) dt.

I*
Der Konvergenzsatz von Lebesgue liefert dann dhnlich wie im Beweis zu Lemma 2.4 die
Behauptung. B
Nun ist noch die Eindeutigkeit der Lésung u nachzuweisen.

Lemma 4.3.2 Es existiert hichstens eine Lisung von (4.12) im Raum Lo(I*, Wy, (Q2)) N
Wi (I*, L2(9)).

Beweis Seien wuj, us zwei Losungen von (4.12). Fir w := wu; — uy gilt dann mit v €

Lo(I*, W3, (©))

/* (wi(z, t),v(x, 1)) dt+/* a(w(z,t),v(x,t))dt = /* (f(,tur(.,t) — f(., t,ua(.,t)),v) dt.

Fiir 0 <t < T* sei

0 . sonst .

1t <
o(t) = {w(t) t < to,
Es gilt [|f(.,t,u1(. ) — £t uz(e, )]y < Cllw(t)]l,. Dann folgt
to to to
fto)l+Cr [ w(®l, @t <C [ Ol dt, also Jutta)l < Co [ (ol dt Vo
0 0

Das Gronwall-Lemma liefert dann
lw(to)ll < 07" = 0.

Daraus ergibt sich die Eindeutigkeit. H



Kapitel 5

Quasilineare schwach parabolische
Differentialgleichungen

5.1 Einfiihrung

Das Ziel dieses Kapitels besteht in der Untersuchung von Rand-Anfangswertproblemen der
Form

wobei z.B.

Az, t,v)u Z

Die Behandlung solcher Gleichungen ist wesentlich schwieriger als die Untersuchung semili-
nearer Gleichungen, vgl. voriges Kapitel. Dies liegt daran, dafs sich nicht alle Abschatzungen
auf den quasilinearen Fall iibertragen lassen.

Vor allem die Abschétzung von ||duj||, bereitet Schwierigkeiten: Dazu sei a; ., (u, v) die durch

agw(u,v) = (A(z,t,w)u,v) iber dem Hilbertraum W5, (2) erzeugte Bilinearform. Bei der
Abschétzung von ||du,||, treten Terme

at,w(ua U) - at’7w’(u7 U)

auf, die abzuschétzen sind. Nun ist (bei geeigneten Voraussetzungen an die Koeffizienten)

|, V) = ap uv|<CZ/ [t —t'| + |w(z) —w'(z \/_’
3,k=1
N

£ [ =14 o) - w5

i=1

i
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Die Integrale sind mit Hilfe der Holderschen Ungleichung abzuschétzen. Es ist \/g|us,|,
V9|Vz,.| € L2(€2). Dann wére fiir |w — w’| nur noch die L., (€2)-Norm mdoglich, so daf folgen
wiirde:

latw = ap | < Cllw —w'| g ullyy g V]2,

Allerdings gelingt es nicht, die Norm ||w — w/'||
chungen weiter abzuschitzen.

Also gelangt auf die rechte Seite der Ungleichung ein Term, fiir den sich keine obere Schranke
angeben lafst.

- it Hilfe von z.B. Interpolationsunglei-

Die Theorie der Hilbertridume W219 (Q) ist also ungeeignet, falls der elliptische Operator
nichtlinear ist.

Demnach werden Aussagen im Rahmen der Theorie der L,(2)-Raume ben&tigt. Dabei sind
fiir lineare elliptische Probleme der Form

Au=feLy(Q), A linear, (5.1)
zwei Typen von Resultaten wichtig:

A—priori—-Abschitzung Falls u in einem geeignet zu definierenden gewichteten Sobolev—
Raum W (Q) (k = 1,2) liegt und Lésung von (5.1) ist, dann gilt (unter geeigneten
Voraussetzungen insbesondere an das Absolutglied von A) eine Abschétzung der Form

[l

.9,k < ¢ ||f||p :
Existenzresultat Falls f € L,(2) und die Koeffizienten von A geeignete Bedingungen
erfilllen, dann existiert genau eine Losung u € W) (Q), k = 1 oder k = 2.

Fiir den nichtentarten Fall sind sehr viele solcher Resultate bekannt, siehe z.B. [Sim72]
oder [Mir70], wihrend der Fall entarteter elliptischer Operatoren noch nicht in solchem
Umfang studiert wurde. In [KS87] werden gewichtete Sobolev—R&ume untersucht. Die dort
vorgestellten Methoden lassen sich allerdings nur fiir Hilbertrdume (also fiir p = 2) anwen-
den.

Lediglich in [Tri78] konnten die erforderlichen Resultate fiir p > 2 gefunden werden. Die
Voraussetzungen in diesem Buch liefern eine Reihe von Einschrinkungen an die schwach
parabolischen Probleme.

Gegeniiber den Voraussetzungen im vorigen Kapitel ergeben sich folgende Unterschiede:

1. Die fiir den elliptischen Hauptteil parabolische Operatoren iibliche Voraussetzung

N

> an&i& >0, £#0

ik=1
darf nur am Rand von (2 verletzt sein.
2. Der Koeffizient des Absolutgliedes muf am Gebietsrand gegen Unendlich divergieren.
3. An die Gewichtsfunktion sind einige Regularititsvoraussetzungen zu stellen.

Die zweite Bedingung ist {iberraschend. Ein Gegenbeispiel wird diese Bedingung motivieren.
Die verwendeten Aussagen aus der L,(€2)-Theorie entarteter elliptischer Operatoren lassen
sich wie folgt zusammenfassen:
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1. Falls A € ngt » und p die Bedingungen aus Satz 3.3.5 erfiillt und A < A\¢ < 0 gilt, dann
besitzt die Gleichung
Au—du=f € Ly(Q)

genau eine Losung u € W7 (€, oP#, o).

2. Dann gilt zusdtzlich
lullwz(a,gon vy < C U - (5.2)

3. Falls p hinreichend groR gewihlt wurde, gilt u € C* ().

Diese Ergebnisse gestatten es, die Existenz der Funktionen u; auf andere Weise als in den
Kapiteln 2 und 4 zu beweisen. In diesen Kapiteln wurde das elliptische Problem in die
Variationsformulierung {iberfilhrt und anschlieffend wurde mit Hilfe des Satzes von Lax-

Milgram eine schwache Losung u € W3 (Q) bzw. u € W3, () nachgewiesen.

Jetzt kann auf direktem Wege (ohne zur Variationsformulierung iiberzugehen) die Existenz
von u; € W72 (2, oP*, 0*) nachgewiesen werden, falls —h~" < .

Die Wahl von p garantiert dann u; € C'(Q).

Allerdings geniigt eine Abschitzung der Form (5.2) nicht, um die Konvergenz der Funktionen
u™ nachzuweisen. Hierfiir ist die Variationsformulierung notwendig. Deshalb wird anschlie-
fiend eine im Hilbertraum W, (Q, o#, ¢¥) elliptische Bilinearform konstruiert und untersucht.
Die weiteren Abschétzungen verlaufen dhnlich wie im Kapitel 4.

5.2 Problemstellung

Folgendes quasilineares Rand—Anfangswertproblem wird untersucht:

N9 N ou

ue i,kzzl Ox; (g”(x)b (% u) > " ;Q(M+ " @)aie,tu) O0x;
+ 0" (x)b (x,t,u)u = f(x,t,u), (5.3)
u(z,t) =0, (z,t) €T, (5.4)
u(z,0) = Up(z), =z €. (5.5)

Fiir die Untersuchung werden einige Voraussetzungen bendtigt.
Fiir ein festes R > 0 sei

Mp(Uo) := {(z,t,u) e RNT2: (2,1) € Q x [0, T], |u — Up(z)| < R},
BR(Uo) = {u € LOO(Q) : ||’U, — UOHoo < R}

Die folgenden Voraussetzungen seien erfiillt:

1. Es sei
v>pu+2, pu<0<v, v+p>0, (5.6)

2. Die Funktion ¢ sei Gewichtsfunktion im Sinne der Definition 3.2.16 und erfiille die
Voraussetzungen des Satzes 3.3.5. Mit einem festen N/ > N sei dann

0" € Lyi(Q), o & Li(Q). (5.7)
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. Es sei Uy € W2 (92, 0", gP°¥), wobei py > 2 und

2v N
>14 —. (5.8)
vV—p Po

. Es existiert eine positive Konstante Cf, so daf fiir alle ¢ € RY und alle (z,t,u) €

Mg(Up) gilt:

N
> bzt wéigk > Crlél®,  bo(x.t,u) > Cp. (5.9)
i,k=1

. Es existieren positive Konstanten C1, 0, so daf fiir alle (z,t,u) € Mg(Uy) gilt:

|ai(zat7u)| < 01976(35)- (510)

. Fiir alle i, 7, k ist by, L, ik ¢ C(Mp(Up)) und es gilt fiir alle ¢, € [0, 7] und alle

ik> Dz, a
u,u’ € Br(Up):

ik (-t u() = bi (st u' (D)l 5, < Cp(ft =] + lu —/[|,), (5.11)
wobei ) L /o .
> — g — :
o > (i, 3 < = <N N’) (5.12)

Die letzte Ungleichung ist gegenstandslos, falls b;; nicht von uw abhingen.

. Bs ist fiir alle j by, 2%, %% ¢ C(Mg(Up)) und es gilt fiir alle ¢,¢ € [0,7] und alle

Ox;7 Ou
u,u’ € Br(Up):

D0 (., t,u(.)) = bo(, t'su' ()l g, < Co(ft — ']+ flu —u[|,,), (5.13)
wobei . ) 5 .
> — — .
02 < (514)

Die letzte Ungleichung ist nicht erforderhch, falls bo nicht von u abhéngt.

. Fiir alle ¢ ist a; € C(Mg(Up)) und es gilt fiir alle ¢,¢ € [0,7] und alle u,u € Br(Up):

lai( tu() = ai(s tu' (D), < Callt =]+ [lu—v'l,), (5.15)

wobei ) ) 5 .
> —_—t— < = - —. 5.16
o> oy, a1+po<N N ( )

Die letzte Ungleichung wird nicht benétigt, falls a; nicht von u abhangen.

. Fiir jedes t € [0,7] und jedes u € Br(Uy) sei ||f(.,t,u(.)), < Cy und es sei fiir alle

t,t' € [0,T] und alle u, v € Br(Up):

1FCotul)) = FC ' (O), < Cp(t =]+ llu =], (5.17)

wobei
T2 ¢ 2 Po- (5.18)
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10. Es sei N a1 .
Po +
— B — 1
20 o 2N’ N (5.19)

Dann gilt folgender Satz:

Satz 5.2.1 Unter den Voraussetzungen (5.6),..., (5.19) existiert ein 0 < T* < T, so daf
das Rand-Anfangswertproblem (5.3), (5.4), (5.5) genau eine schwache Lisung

we CI*,CHR)) N Loo (T, W, (2, 000072, 20 ) ) 0 Ly (I, W3 (2,0, 0™)) it
s € Loo(I*, Ly ()

besitzt. Fiir jedes v € Ly (I*, I/Vpl/U Q) (ny* +py "t =1) gilt

au ov
/1* ug,v) dt + Z /*/ oMb (z,t,u) . oz, dx dt (5.20)

i,k=1
JrZ// (wtv)/24, // 0"bo(x,t, u)uv dx dt

_ / (f(a, t,u),v) dt.

Bemerkung 5.2.1 Bevor dieser Satz bewiesen wird, sei kurz dargelegt, daff es maoglich ist,
die Voraussetzungen zu erfiillen.

Dazu sei o so gewdhlt, daf8 mit geeigneten positiven Konstanten c1, co die Ungleichung
¢; dist(z,09) < o~ (z) < ¢y dist(z, Q) gilt. Dann ist 0" € Ly/(Q), falls —N'~' < 1 <0
gilt.

Sei v = 2. Dann ist o* & L1(Q). Es existiert ein pg > 2, po > N, so daf§ (5.8) fir alle
—N—' < 11 <0 gilt. Weiterhin sei

=0 =a1=p=0=py> N.
Die Ungleichungen (5.12), (5.14), (5.16), (5.19) sind erfillt, falls N’ hinreichend groff ge-
wdhlt wurde. Wenn N’ > N festgelegt wurde, kann u mit —N' BRPS 1 < 0 festgelegt werden.
Die anderen Voraussetzungen kénnen offensichtlich erfillt werden.
Also existiert ein Modell fiir die Untersuchungen dieses Kapitels.

5.3 A-—priori-Abschitzungen

Es sei n eine natiirliche Zahl, h = %, t; = jh, (j =0,...,n). Gesucht wird eine Folge von
Funktionen (u;), fir die

N
1 5 ou;
h(u — Uj— 1 Z 6xl< zk(z tjvu] 1 >+ZQ e /2 az(zatjaujfl)axz
o' (x

)bo(xvtjaujfl)uj = f(xvtjvujfl)v

UO:UO

gilt.
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Fiir die folgenden Untersuchungen ist es zweckméfig, die Divergenzform aufzulGsen:

N N
82’u]‘ 8 Guj
- Z Qubik(xztjauj—l)aziazk - Z o" (a_zibik(xvtjauj—l)> Er.
i,k=1 i,k=1
N
Ob;y. Oou;_1 Ou,;
_ pn POk b j—1 95
i,kzzl e 8uj,1( 7 1) (9.1'z al'k
al do ou Ou;
B -1 du; (u+v)/2 j
iélﬂgﬂ o =iz, b5, uy— 1)8xk + ZQ . ai(@,t;,u;— 1)6%
, 1 1
+ { 0"bo(,tj,uj-1) + 7w = flatyun) + g (5.21)

Diese Gleichung stellt ein schwach elliptisches Problem fiir u; dar. Es sei u;—1 €
Won (Q, gPor, gPo¥) und u;_1 € Br(Up). Der Einbettungssatz 3.2.25 garantiert dann w;_1 €
C1(Q). Damit sind die Differenzierbarkeitsvoraussetzungen fiir den Satz 3.3.6 erfiillt. Da
die rechte Seite von (5.21) eine Funktion des Raumes Ly, () ist, folgt die Existenz einer
eindeutig bestimmten Losung u; € W7 (Q, oP°¥, o*°¥) von (5.21), falls —h~! < Xg. (Die
Bedeutung der Koefizienten a; hat sich gegeniiber 3.3.1 unwesentlich geéndert.)

Damit wurde bewiesen:

Lemma 5.3.1 Es existiert eine Konstante hg > 0, so daf fir h < hg gilt:
Falls ug, u1,...,uj—1 € Br(Up) N W2 (Q, gPoH, gPo¥) gilt, dann existiert eine eindeutig be-
stimmite Losung uj € W2 (9, oH, onu) von (5.21).

Damit ist die Existenz von Funktionen u; gesichert. Es bleibt noch zu zeigen, daff eine
Konstante T* > 0 existiert, so daf§ fir t; < T* u; € Br(Uy) gilt. Dieser Nachweis wird
dhnlich wie im vorigen Kapitel gefiihrt werden.

Fiir diese Abschitzungen wird eine Bilinearform benétigt. Es sei

Ou Ov a ou
Z / oMbk (x, 5, uj— 1)8 5 dl‘+Z/ﬂQ(#+D)/2axi($,tj,Uj_l)g'de
K2 i=1 2

i,k=1

+/ 0"bo(z,t;,uj—1)uvde.
Q

Weiterhin sei

Y9 ou al ou
Aju=— Z oz, (9 bik(z,t5, uj— 1)&5 ) +ZQ(#+U)/ a;(x,tj,uj— 1)amz
ik=1 i=1

+ beo(l‘, tj, uj_l)u.

Es ist u; stetig und o”u; € L, (2), aber ¢” ¢ L1(R?). Daraus folgt, dafl u; stetig auf den
Rand fortgesetzt werden kann und es gilt u;(x) = 0, falls = € 9.
Dann ist (A4;uj,v) = a;(uj,v), falls v € C1(Q) und v(z) = 0 auf OQ.
Also gilt

(6uj,v) +a;(uj,v) = (f;,v) VYveCHQ), (5.22)
wobei v auf dem Rand Null wird und f;(z) := f(z,tj,uj_1(z)). !
Es folgen einige Abschétzungen fiir die Bilinearform a;(u,v).

!Es ist moglich, fiir die Testfunktionen andere Riume als C'(Q) zu wihlen. Dieser Gedanke wird hier
allerdings nicht weiter verfolgt, da sich keine weitergehenden Erkenntnisse ergeben wiirden.
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Satz 5.3.1 Seien u,v € WPQ0 (Q, gPoH oPo¥), p > 2 und w = \u|p74u Dann gilt:

2 2
aj(u,u) 2 e1 ully g om0y = €1 lullz s

_ =2, > &2 2 Ca 2
aj s ul" ™) 2 22 ol o, n. 00y = 5 1013

_ p—2
Jaj (v, [ul" )] < Cllvllwz (@, gr0m grovy [1WI1s7 Tl (o 00 -

a0, 0)] < C [0l @000 Nlhws 00000

| (v, [ul?™?u) = am (v, [ulP~?u))|

p=2
< Oty = tn| + lwj—1 = um—1ll,) 10llwz (@000 ,0r00) 10l ™ 10l 0,00 009 »

Sl N4l 1
wobei s> SN -

Beweis Es gilt

N
ou 0
a;(u,u) = Z /QQ lk@xu a dm—i—Z/ (wt)/2,. de—&-/gg"boqum

/ o’u? dz.

>CEZ/QM( ;) dx+Z/Q(u+V)/2

Das zweite Integral wird wie folgt abgeschétzt:

a ou al ou
/21 | 9% 1l dwe < C / (utv) /25 | O |
> [0 ol | | e < e 4 tujda
N
ou
<o T
; ) RO S

Nun wird der Interpolationssatz 3.2.22 angewendet. Dabei sei

s1 =0, p =0, vy =0, p1 =2,
32:1; M2 = W, Vo =V, p2:27
v—20 v—20
S = ) He = M, V9:V7257 p9:2
14 14

Dann ergibt sich
1-0 . 110
HU||L2(Q,QW26) < Clull; ||u||W21(Q7Qu7QV) .
Nach zweimaliger Anwendung der Youngschen Ungleichung erh&lt man

Z/ o2y | 2

Daraus folgt (5.23).
Nun wird (5.24) gezeigt. Es ist

2
ful de <  JullZs g0 g0 + Ce

2(p—1 p=
VIul2u = (p - D> Vu = 22D} v,
Vw = §|u|pTVu,

83

(5.23)
(5.24)

(5.25)
(5.26)
(5.27)
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Ahnlich wie in Lemma 4.2.5 folgt

Z/ Z’“ama||p2d>4CE z;/ < >2dz

20k / ( ow ) 2
> — o dz.
p ; Q Ox;

Weiterhin ist

N
> [ oot 22
=179

ow

N

lulP~tdx < — Z/ olut)/2=8 | 70
. Q 61’1
=1

-| |lw| dx
C

g 2 15 2
< Sl pnery + o= il

SchlieRlich gilt
- 2 1 2
/“|U|p udz = wlly > ~ ;-
Q p

Daraus folgt (5.24).

Es gilt

. p—2 p—2

laj (v, [ulP™"u) — am (v, [ulP""u)]|
N
ov 0 _

< Z / g”|bik(m,tj,uj_1)—bik(m,tm,um_lﬂ’a— ’—u|p 2u| dax

i k=18 v
+Z/ (H+V)/2|a (@, tj,ui-1) — @iz, tm, |u|p dx

Iz
4 [ @Gt 1y2) = bola o ) ol [~
Q
I3
11 1 1
Nun ist mit & +——§,a—1+p— é—flund + 5 +_71
ov p—2 P
L <C | |bip(x,tj,uj—1) — bik(xvtm,umﬂﬂ | 17 0? dx
Q
B1 W—’ 51
[e%s) 2
p—2
<Oty — tw| + [luj—1 — um—-1l,) [[v]lcn lelsli 1wllywz (@, 0,00 -

ov p—1
I, < / lai(, 5, w5 1) — i (@t Uy —1)| 0P/ B lw>7 da
Q €T
Po -
ov gp=1
< C(|tg = tm| + luj—1 — um-1ll,) E W[, P s
Z; Lo (Q,070 (141)/2) 27p



5.3. A-PRIORI-ABSCHATZUNGEN 85

p—1
Igﬁ/|bo($7tj7uj71)*bo(ﬂf,tm,um—lﬂ|Q”v||w|2p” da
Q N~

Bo Po 53

opr—1
< Ot =t + a1 = tm-all,) 19l 3,0 0 s -

Wegen (5.12), (5.14), (5.16) gilt

N +1 1\ "
oN' N )

s := max(sy, 252,2s3) < (

Aus den Sitzen 3.2.20, 3.2.25 folgt dann (5.27).2

Die Ungleichung (5.25) wird &hnlich bewiesen. Der Beweis von (5.26) wird &hnlich wie der
Beweis einer analogen Aussage im Beweis von Satz 4.2.1 gefiihrt. Siehe auch den Beweis
von (5.23). &

Nun stehen alle Hilfsmittel fiir den Beweis des folgenden Satzes zur Verfligung:

Satz 5.3.2 FEs ewistieren Konstanten K > 0, hg > 0, 0 <T* < T, so daf fiir alle h < hg
und alle t; < T gilt:

u; € BR(UO)v ||uj||Wp20(Q’QP0u19P0V) < K.
Der Beweis beruht auf einigen Hilfssétzen.

Lemma 5.3.2 Es existieren ho > 0,C > 0, so daf gilt:
Falls up,u1,...,u;—1 € Br(Uyp), dann ist ||u;|l, < C.

Beweis Der Beweis wird &hnlich wie der Beweis zu Lemma 4.19 gefiihrt.
Fiir jede Funktion v € C1(Q), die auf 90 verschwindet, gilt

(buj,v) +aj(uj,v) = (fj,v), j=1,...,i
Es sei v = u;. Dann folgt
2 2
(uj —uj—1,u5) +ch ||ujHW21((z,gu,gv) S Al uslly + Chfluglly
nach Summation (j = 1,...,4) und Anwendung der Youngschen Ungleichung ergibt sich
2 2 2 2
luilly = llwolls + el Y~ il @, o0 0y < Cr + Ch Y lluslls-
j=1 j=1

Aus dem Gronwallschen Lemma ergibt sich die Behauptung. l
Fiir den Beweis des folgenden Satzes siehe auch Satz 4.2.4.

Satz 5.3.3 FEs existiert eine monoton wachsende Funktion M (t) mit M(0) = 0, so daf
luj — Uoll, < M(t;), falls h < ho und uj_, € Br(Up).

Beweis Es sei z; = u; — Up, dann ist dz; = du; und

(625,v) + a;j(z5,v) = (fj,v) — a;(Up,v)

2Die Einbettungskonstanten der hierbei verwendeten Einbettungssitze kénnen unabhingig von p gewahlt
werden.
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fiir jede Funktion v € C'(Q2) mit verschwindenden Randwerten. Fiir p > 2 sei v = |z;|P722;
und w; = |zj|pT4zj. Dann folgt

1 9 1 _ C2 2
7 (25, |21P225) — 7 (zi-1, 121" 7225) + o 1w s (@00 o)

_ p=2 c 2
< £l NIz 1!W+C||Uo|\wgo(g,gpwygpou> [Jw;ll,® ||wj||W21(Q,gu,90)+;2ng‘|\2-

Ahnlich wie im Beweis zu Satz 4.2.4 1Rt sich zeigen:

1 2 2 c 2
o (sl = g2 113) 1 g,

p=1 p—
; )P

2p—1L 2 2
< filly lwillag” =+ C llwsll ||wj||W21(Q,gu,90)+;ij|\2-

Wegen u;_1 € Br(Uo) gilt || f;]|, < Cy. Dann ergibt sich

1 P 2 C 2
o (lle||2 - ||wj—1|\2) 5 1illwi@,00,00)
p—1

221 op—2 S 2 c 2
< Clwjllyr + Cepllwslly ™ +5ijl\wzl(g,gu,go)+E|\wy'|\2-

]
Daraus erhalt man

2 2 2
g 12 = wg—1 2 + ch w125 g

op=L op=2 2
< Ophllwilly,r + Cph w7 + Chllwyl; -
Wenn g(z) := p"(x) gesetzt wird, dann stimmen die Normen ||.||W21(Q7Qu7go) und |.[[5;,

iiberein.
Die Normen auf der rechten Seite konnen also wie im Satz 4.2.4 abgeschitzt werden. Dies
ist moglich, da N’ > N und ¢°(z) < Cp”(z). Schlieflich ist
r N da 1 S N +1 1
N—r’ S 2N’ N’

Dann gilt mit einem von p unabhingigen 1 < ¢ < ry

2<s<

1 2 2 2 2 2 2

g (sl = s l5) + e sy g gy < O07 (gl g5+ o)
wobei o)y eine von p, h unabhingige Konstante bezeichnet und 5, = (1(p) = zir;;’ Bo =
B2(p) = ppJ:2QE'

k
Nun sei fiir & = 0,1,2... py = 2 (3) , Bue = Bi(pr) = B5L, Bog = Bo(pr) = 22 und
mjk = maxi<i<; ||z, -

Dann folgt auf gleiche Weise wie im Beweis zu Satz 4.2.4

h/l;n supmj i < cQny 4, (tj)mi%‘
— 00

Es ist mj,0 = maxi<i<; [lw — Uolly < maxi<i<y [luilly + |Uoll, < C(t;) < C.
Aus dem Lemma 3.2.2 folgt dann

luj — Uollyy < CQuyya(ty) =t M(t)).
Diese Funktion M besitzt die geforderten Eigenschaften. H.
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Folgerung 5.3.1 Die Aussage dieses Satzes kann verallgemeinert werden:
Seiuy,...,u;_1 € BR(U()), 0<k<i—1, ||ukHWp20((z7gpouﬁgp0u) <C.
Dann gilt [Ju; — uxl|, < M(t; —ty) fir k <j <i.

Beweis Der Beweis verlauft fast vollig analog zu obigen Satz. Lediglich die im Folgenden
erwiahnten Stellen sind anzupassen:

Sei zj 1= uj — up, wj = |zj|pr2,zj. Dann folgt nach einigen Umformungen
1 2 2 2 2 2 2
g (sl = s al3) + €5 g g gy < O™ (sl 4 g5 + s )
Nun wird summiert (j =k +1,...,4), wr = 0, es ergibt sich
Bip

12122, 4 25018, )-

Pq/2 Pq/2

|P - o )
lzilly < et = t)p™ max (112 g)

Sei nun m;, := maxy<;<; [|7l,,, dann folgt

lim sup m;; < cQ’Yh'YZ (tj - tk)mg%'

l—o0
]
Nun wird noch eine Abschétzung der Differenzenquotienten ||du;|, ~benétigt. Diese Ab-

schitzung wird bei der Untersuchung von ||u;]|y;-» ( ) verwendet.
Po

Q,pPOH, gPOV

Satz 5.3.4 Sei K > 0 gegeben.
Dann existiert eine Konstante hg > 0 und von h und K unabhdngige Konstanten c1, ca, c3,7,
so daf gilt:

Falls h < ho, |Juj]| - ( <K fir0<j<i—1, dann ist
ro

,0POH,gPOV)

1
0l < gz + i) esp (1

CQK’Y

- = ht7 1< -< .'
11_h02K7> SK( () 1)5 S) s

Beweis Fiir jede Funktion v € C'(Q2) mit verschwindenden Randwerten gilt
(5’U,j — (S’ll,j,l,’U) + haj(5uj, ’U) = (fj — fj,l,’U) + ajfl(’u,jfl,v) — aj(uj,l,v), ] = 27 ey 7.

po—

2 Qéuj. Dann folgt (vgl. ahnliche Abschitzungen im

Sei v = |du;|Po2uj, w; = |du;l
Satz 4.2.4)

Cy ;
(S [Po=25,, 2 w112 22 sl
aj (6w, [0u; [P~ 0uy) > Do ”wJ”Wzl(Q,gu,gv) 20 l[w; I3

(55 = Fimas s =26u) < 111y = fy-all, 6wy,
oPo—1
< Ch(L A+ [|0ujll,) lwsll,

rpog—1
2¢ o

po—1

220 -
< Ch(1+ [|6ujall,) llwsll,

— 1 2 2
(9 = bugr, s P 26u5) > - (gl = g 13)
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aj_1(uj—1, [Suj—1 [P 28u;) — aj(u;—1, |5Uj71|p“725u )
2
< Ch(l + ||5uj—1|| ) ||ug 1HW2 (Q,0P0H @POV) ||w.7|| ||wJ||W1(Q oH,09) "

Dann ergibt sich

2 2
lwilly = llwi-1lly + ch l[willys g,pe 00
( )

9Po=1 —1 po—2
SCh(1+IIJUJ'AHU)IIWJHQJ‘) + Ch(L + [|dujall ) K lwills ™ llwsllyws q,pm,00)
2
Nun gilt

9Po=1

(1 + [|duj1ll, )H%HzJ” < O+ [I6uj—1]|2°) + C lwsll3,

Po PO
po—1

po—2
2 2
1 K ||wj||s ||wJHW1(Q on00) S € ||ijW21(Q,Qu,QO) + C. K™ [Jwy[ + C,
%/—’—,_/

Po 2pg

Po—2 2
£o—2 2 » 2
16w;—1ll, K llwills ™ willypy om0y < € 1051w (0,00 ,00) + C 10U -1ll5" + Ce K7 [l
—_—
Po % 2
also folgt

2 2 2
g 12— g1 2 + ch w125 g

2 2 2
< Ch(1+ |0ujallg” + lwjlloy, + K7 wsll5 + flwsll3)-

Auf einige der Normen der rechten Seite wird Lemma 3.2.7 angewandt, vgl. auch den Beweis
zu Satz 4.2.4. Dann gilt mit einer geeigneten Konstanten ~/

2 2
12, < €10 llyz g gy + Ce losl2, 1< g <,

2 4 2
K 12 < € llwglly gy + CoE g |2

Hierbei hingt C. nicht von K ab, vgl. den Beweis zu Lemma 3.2.7. Dann folgt (es ist ¢ < 2
und es sei 0.B.d.A. K > 1)

2 2 2 4 2
lw;lly = llwially + el llw; s o,p0, 0y < CAA+ 10wjallg” + K7 [lwsll)

Nun ist |[6uj_1[?* = ||w;]|3 . Summation (j = 2,...,%) ergibt
Pro
% i—1
2 2 2
wills = lwill5 + ch Y~ Nwillis g0 vy < Cti + ChY ||wg||2a +CK? hz w3 -
Jj=2 j=1 Jj=2
Wegen 2o > Mol L it

2 2 2 2 2
1031 < & 19053 g g9y + Ce N2 < € 103 g0y + € s
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also

i i
2 2 2 2 ’ 2
lwilly = lwill +ch Y lwilliy g, o) < Cti + b lwrlliyy q,n o) + CE 1Y llwjll; -
j=2 j=2

Nun ist noch ||w1||§ + h||w1|\W1 Q oo vy abzuschétzen. Dazu wird die Testfunktion v =

|6uy [P0~ 26, verwendet, wy = |duy| T 6u1 Dann folgt
H5U1| 58 + ha1 (5’[1,1, |5u1|p°_25u1) = (fh |5u1|p°_25u1) - al(Uo, |5u1|p°_25u1).
Es ist

— a1(Up,v) = — (A1Uo, v)
al U,
kz / B, <Q bir(z, t1,Uo) )vda: Z/ W) /20, (2,81, Uy) axjvdg:

- / beo(x, tl, U0>U0’U dx
Q

1
< 1410l 10l < CllT0llwz (0, grom grovy 19Ul ™
%,_/

PO
Po Po—1

< Ce + ¢ ||ourlf;,

Hierbei ist C. unabhingig von K. Weiterhin ist (da ¢ > po)

_ _ —1
(f1, [6ua]Po=26ur) < || fall,,, [|16wa [P 1Hp°po1 < Ce || AP + e flwn I3
ro—
und
_ 2 2
ha (Sus, [6us [P 726ur) 2 chllwi Iy, vy = C' lwn ;-

Dann folgt , , ,
(1 =2¢) [[wn Iy + ch [willwy ,gn o) < €+ C'h[fwrl3-

Falls hg so klein gewahlt ist, dafl 1 — 2 — C'hy > 0, dann gilt
[wrll3 + R l[will3ys (0,0, gv) < C-

Diese Konstante ist von K unabhingig.
Damit ist die gewiinschte Abschitzung fiir ||w1|\§ + hljw; ||W21(Q,QH,QV) erzielt, es folgt (v sei
generische Konstante)

[ 7
2 2 2
Fwill + ch S 10 23 g gy < €1+ st + aKTRY [y 2.
j=1 j=1

Die Konstanten ¢y, ca, c3 hingen nicht K, i, h ab. Aus dem Gronwallschen Lemma folgt

dann o
(c1 + cst) exp <ti1 1_027> ;

]2 < ——
Wille = 770K K h

falls 1 — coK7Vho > 0. Wegen [|du; |0 = ||ws]|3 folgt die Behauptung. M
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Bemerkung 5.3.1 Es ist Sk (h,ti—1) < Sk (ho,ti—1). Es existiert eine von K unabhdngige
Schranke fiir Sk (ho,0), falls 1 — caKVho > 1.

Nun stehen die nétigen Hilfsmittel fiir die Abschétzung von ||u ]|, 2 bereit.

po (82,0704 gPOY)
Satz 5.3.5 FEs existieren Konstanten K,0 <T* < T, hg, so daf gilt:

1. Es ist HUOHWI?O((Z7QPO‘,L19130V) < K.

2. Falls h < ho, uUQg, ..., Uj—1 € BR(U()), ||ul||W2 (Q,gPoK, gPoY) <K (l =0,1,...,5— 1) und
t; <T*, dann ist auch Huj||W2 (2,000, gP0") < K.

Beweis Es gilt

0 du O,
Z 8x (Qubzk z t]auj 1)8 ) +ZQ(H+V)/2 (,CE t]’U’J 1)835]

i,k=1 ¢

+0"bo(w, tj,uj—1)uj = f(a,tj,uj—1).

Daraus folgt

N 8211,]'
Z bik (2, £, ;- 1)836 0y,
i,k=1 v
N N
do Ou; y ou,;
; pot 1a_bzk($ by, uj— 1)8 o +;Q(“+ )/2 a;(x, by, uj_ 1)895]

+ 0"bo (@, tj, uj—1)u;
N

Obiy, Ouj— 18%
= f(z,tj,uj—1) — du; + Z g ou Ox; amk.

Die A-Priori-Abschitzung des Satzes 3.3.1 kann hier noch nicht angewendet werden, da
die Konstante C dieses Satzes von ||bx || o1, also von [[uj_1| -, und somit von K abhinge.
Deshalb sind noch einige Umformungen erforderlich:

N
0%u,;
o"bix(x,t J
Z k s j,UO)al’ial’k
i,k=1
N ou; N ou;
kZ: ,LLQ'u 1_bzk(1',tj,u]',1)a—mi +;Q(#JFU)/Qai(xytjaujfl)amz
b (:L' tj,Uo)
N b Duyq Ou;
- te i) — S pZ 7tk 51 O75
Jl@,ty,u51) uj+i§19 Ou Ox; Oz
N 82’&]'

Z bik (2, £, uj—1) = bin(, 1, Uo)) 5 =5 —

0" (bo(z,t;,Up) — bo(w,tj,uj—1))u;.
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Dann gilt mit einem geeigneten A\ < 0

Cl HUJIHWIEO(QQ”’”,Q’)O”)

N
Ob;, Oui_1 Ou;
< Nf @ty w5l + 10w, + e o B
ik=1 ¢ k llpo
N
8211,]'
Zzl zk € t]auj 1) bik(xvt]aU()))axlaxk )

+ [l0” (bo (2, 15, Uo) — bo(w, 15, uj—1))ujll,, + [Allusll,,

Die Konstante C; hangt jetzt nicht von K ab.
Die Summanden der rechten Seite werden nun einzeln untersucht:
Wegen Po < ©® und Uj—1 (S BR(Uo) ist ||f(a:,tj,uj_1)||p0 < C

Weiterhin st [|0u;| < (Sk (ho.tj—1))7

Es gilt
‘ g“ abzk 8uj,1 % < ‘ Q” 8[)1}@ 811,]'71 8(11,] — Uo) ‘ Habzk 811,]',1 %

ou Ox; Oxp o ou Ox; oxy, . ou Ox; Oxk v
Nun ist

abzk 8’[1, i—1

15| <e |52 <hutlen < Clusmilhug o o gy < O
Zunachst wird HQ”M < HM abgeschatzt.
Tk Tk LPo(QvngM)

Hierfiir wird der Interpolationssatz 3.2.22 mit § = £ und

s$1=2, H1 = Pofb, V1 = pov, P1 = Do,

82207 /1/2:0’ V2:07 P2 = Po,
Po Do

sp =1, Ho = H, Vo =SV, Do = Do,

genutzt. Dann folgt

Ha(uj — )
oxp

< [lu; = Uoll < Clluj = Uol| v
Lpo(Q7QP0H) ! W;U (Q’QPOM’QO) J WI}O (Q’QPOM/Q’QPO /2>
1

2 1
< C (Ilus = Uollws (o grom grary) 15 = Vol

C
<e ”uJ - UOHW}?O(ngpouygpoV) =+ Z HUJ - U0||p0

Weiterhin ist
H@bik auj_l GUO
oh—EIm 20
ou Oxz; Oz

Dby Dy~ Un) o
ou ox; oz,

ou Oxz; Oxp,

Po ’ Po ‘ Po
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Es gilt
8bik 8(u i1 — Uo) an
‘ o an omy, = €It Dol g o
K Po
3 1
< C (Iltj=1 = Vollwz (o gromgrary) Is—1 = Vol
1
< C(K + C(Up))? [luj—1 — U2,
< C(K +C)2M(tj_q)?
und dbye AUy OU
1 90ik OUg OUg
‘ ® ou Ox; Oy ||, =¢ ”UO”Wz?o(Q,QPU“,@pO”) =C.
Also folgt
|| Obik Qujy Duy
_ ou Ox; Oxp
i,k=1 Po
CK 1 1
<eKC ”U‘j - UO||W§O(Q’QPOM7QPOV) =+ T ”uJ - UOHpU + C(K + C)QM(tj>2 +C

CK 1 1
<eKC ||uj||Wp20(Q,gP0#7Q:D0V) +eKC ||U0|‘W§0((zygpouﬁgpou) + TM(tj) + C(K + C)ZM(tj)2'

Da ‘%’—jj und % stetig und beschrinkt sind, folgt nach dem Mittelwertsatz der Differential-
rechnung

N

>

i k=1
+ 110" (bo(x, 15, Uo) — bo(x, 15, uj-1))u;l ,,

< Clluj—1 = Uoll o 1sllyz 0 gron grovy < CM(Ej—1) [|uilly2 (o gron provy -
o (2,0P04,0P0Y) o (P04, gP0Y)

8211,]'
0x;0xy,

ot (bir (2, tj,uj—1) — bix(x,t5,Uo))

Pbo

Schliefslich ist
AHwll,, < Clluy —Uolly, + CllUolly < CM(2;) + C.

Insgesamt ergibt sich
Ch HujHWgo(Q7QPOH,QPUV)

1
< G2+ (Sk(ho, tj-1))70 +eKCs [z (o,pmon,grovy + €K Ca l[Uollwz (0, g0, grov

n CyK

1 1
M(t;) + Cs(K + Co)2 M(t;)= + CrM(t)) lujllwz (0, pron, grov
Hierbei hingen C4,...,C7 nicht von K, h, t; ab. Es ist (0.B.d.A. sei ho < 1)

c1 + c3hg < _ate

h = .
SK( 0,0) 1—coK"hyg = 1 —caK7hg

Nun wird K gewihlt.
Sei K > 1; ||UO||W§0(Q,9POH7QPOV) < K:

1
C1 +03 po Cl Cl
Cy + ( % 2) + I ||U0|‘W50(Q7onu,9pgv) < gK
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Dann sei 1 > ho > 0 so gewdhlt, daf 1 — coK7hg > 1.
Sei nun ¢ > 0 so, daf e KC5 < <+
Nun wird 0 < T* < T so bestimmt, daf}

T K7
% exp (T* 2 ) < 4(61 + Cg),

5 ek
OB VL) 4 Co (K + Co) M(T™)? < %K
CrM(T*) < %
Dann ist Sg(ho,tj—1) < 4(c1 + c3) und es folgt
Cl[ujllz (@,gm0m,grov)
< Oy + (fer +es))7i + & 7 il e e 1 10ollwz, 0 gron oro)
+ CZK + 2 1jllz (@,gr0m,grovy < §ClK+ e HUJ'HWSU(Q@W,@PO”V

also [|u;l 2 (@, 0v0m grovy < K. W
PO
Damit ist der Satz 5.3.2 bewiesen.
Nun wird eine weitere A—priori-Abschétzung fiir ju; hergeleitet:

Satz 5.3.6 Fir h < hg,t; <T* gilt
2
hz |‘5ujHW2l(fz79N7g’/) <C.

Beweis Es ist
(5’U,j — (S’ll,j,l,’U) + haj(5uj, ’U) = (fj — fj,l,’U) + ajfl(’u,jfl,v) — aj(uj,l,v), ] = 27 ey 7.

Die Abschétzungen, die sich bei der Wahl v = |5uj|p°’25uj ergeben, wurden im Beweis zu
Satz 5.3.4 ausfiihrlich diskutiert. Mit w; := |du;| "= 5uj ergab sich

2 2 2
lwill3 +h Y Nw;llys .m0y < €1+ eati+ c2hEY Y Jlwy]3,
j=1 j=1
i 2
also [Jwi[|, < C und ch 23:1 ijHW%(nguygu) <C.
Nun wird die Testfunktion v = du; gewahlt. Es folgt

1
(6u; — b1, 8u3) = 5 (193 — ;113

ha(§uz, 8uz) > ch |50, 2 g0 gr) — ¢ 605112,

laj—1(uj—1,0u;) — aj(uj—1,0uy)|

< OB+ [05-11,) 145 g grom gy 160 i 0,00

< e, K (14 1051 12) + R 10051, .0
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(f; = Fi=1.0u3) < Ch(1+ 5uj1],) Iusll,, < Ch(L+ 8wy |2) + b 16y |2,
< ChL+ [8uj—1]12) + Ceh 62 + eh 1505112 0. g0 -

Dann folgt
16uslly = (w1115 + ch ||l < Ch(1+ [[6u I} + [16us]l3)
illo j—1ll2 Wi (Q,om,0v) = j—1lls Ujllg)-
Es gilt [|5u;—1[2 < 1+ [ou;—1 [ und
2 2 2
[duj-11f° = lwj-illze < Cllwi-1llw @,pn,00) + C lwi=1ll;-

Summation (j = 2,...,14) liefert zusammen mit den Abschétzungen |w;l, < C, [[du,|l, < C
; 2
und ch 7., il @m0y <€

7
2 2 2
6wl = 3+ e > 160515 0, .y < Cli

j=2

Nun ist noch h ||6u1||3V21(Q’W79U) abzuschétzen.
Es ist
((5u1, (5U1) + ha1(6u1, (5U1) = (fl; (5U1) — al(Uo, 5u1)

Weiterhin gilt

a1(Ug, 6ur) < [[A1Uglly [|6urll, < C, (f1,0ur) < | fully [[dually, < C,

2
also R [|0u1 [y o, pu, o) < C-
Daraus ergibt sich

) 2
[|0w;||5 + ch E ||6uj||W21(Q,g“7g”) =C.
j=1

Das ist die Behauptung. B
Die A—priori-Abschitzungen lassen sich wie folgt zusammenfassen:
Fiir h < ho,tj < T gllt

uj — Uoll oo < M(t),

16u;ll,, <C,

J
2
hz ||6ul||W21(Q7@“7Q") <0,
=1

||Uj ||V[/130 (£2,0P0H POV < K.

Gemif Folgerung 5.3.1 erhilt man sogar

luj —uell, < M(t; —tr), 0<tp<t; <T".
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5.4 Konvergenzeigenschaften

Sei
t; —t t—t;_
un(xvt) = Ui_l((E) + (t - ti_1)(5’ui(l‘)= 711,1'_1((5) + 71/“
ti —ti—1 ti —ti_1
i ttior <t <1y,
u"(x,t) == ui(2) !
0 1 <0.
Dann gilt
[uill,, < C,
Hun(7t - un( ’t)Hpo S Chna
: )

U (1) =T (.t — hy)ll < CHY,
Hﬂn(-vt)”vvgo(ﬂ,gpou,ﬁ,pou) <K,
n('7t)HWgO(Q,gPU“,ng") <K,

HU?”LZ(I*,W;(Q,Q“,Q”)) <C
Es gilt folgender Konvergenzsatz:

Satz 5.4.1 FEs existiert eine Funktion u € C(I*, L,,(Q2)), so daf

n CU",Lpy(2))
U —U.

Beweis Im Sinne linksseitiger Zeitableitungen gilt
uf + AT =T

wobei (tjfl <t< tj)

Y23

Z” :Atj,’u,]‘—15 T :f('atjaujfl('))'

Dann folgt
(W —u™), + A @ —w) = - + @A =A"u".
Sei unm — un _ um’ ﬂnm — ﬂn _ ﬂm7 Enm — |anm|p072ﬂnm’ Enm — |ﬂnm|p0;2
folgt
((un _ um)t, |unm|po—26nm) 4 an(ﬂnm’ |ﬂnm|po—2ﬂnm)
_ (?n . ?m7 |ﬂnm|po—2ﬂnm) + (Em . an)(am7 |ﬂnm|po—2ﬂnm).
Nun ist

—=n (anm , |unm |p0 —2—nm

—nm 2 —nm 2
a u") 2 el @™ g 0,000y — € I N2

95

™. Dann
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‘ (7 —nm|p0—26nm) ‘ S

=7

po—1
¢’ (po—1)

< Ol £ B+ |[T" (8 — hn) =Tt — o)) ) 1™ 175 (o
—_——

P() Po

< C((hn A+ h)P0 + 0" (¢ = hy) =T (t = k) [57) + C [T [

H—nm Hpo
@' (po—1)

‘(am _ an)(ﬂm, |Unm|po—26nm)’

—nm2 ||
= ||w"m|\2w,pgigl < e @™l @,00,00)

¢’ (po—1)

PQ
po—1

< C(hn + o, + ||ﬂn(t - hn) - am(t - hm)Hg) ||ﬂmHWZO(Q7onu,QPUV) x

Po Po
po—2
nm nm
X s "™ s gm0
s :

(po—1) >
+Ce @13,

—n —m —nm |2 —nm |2
< C (o) 4 [ = ) =T (= B[+ [T)2) + 2 [T [ 010000)

— 2 — 2
[T 17 < € @™ 5 0,0 g0y + Ce [T 5.

Dann folgt
(™, [@™ [P ~2T™) e 8" iy (0,0 0)
<C ((hn F )P0+ [T — hy) — T (E — )
Nun ist
L2 = po (g™, o=

:po( nm |—nm|po—2—nm) + po (u;mn |unm|z)o—2 nm

SPO (u?m |unm|p0 2— nm)"’pOHU?mH Hlunm p[) 2 nm

S Do (u?m, |unm|p072unm)

po—2
oo (20 = 1) (™1, + ™1, )

+po g™l

7 + @ 3)

|—nm |p0 —2—nm)

u

nm 7—an

siche Lemma 3.2.3. Es ist [[u"™ —u""(|, < C(hy + hy,) und somit

d
dt

120 = po (g™, [u P20

Spo (u?m |unm|po 2—nm) + C(Hunm”po 2 (hn + hm)Po—Q) (hn
N———

|—nm|pg 2—nm

PQ
po—2

< po (up™, [@™ [P ™) + C u"™ [0 + C(hn + hun )P + C(hy + 1

yalo)
pPo—2

(5.28)
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Integration dieser Ungleichung tiber [0, to] und (5.28) liefern
to
o oty [ O 0,000
to to
<c/ (P dt+C/O [T ()2 dt + (o + ) 2

+c/ [T (t = hn) — T (t — B[P0 dt.
0
Nun st [ |2 = [[@ [ < C((hn + hon)?® + [[u»™||") und

(¢ = ha) =77 = o)
< O (¢ = ha) =T @2 + [T(€) =T O + [T(6) = 7"t = b |22)
< O ((ha + b7 + @™ )

Dann folgt
nm —-nm 2
Ju <.,t0>|£§+“/0 [T (g n.00)

to to 0
<c / ™ (7 de + C / [T ()1 d+ O+ han) 4 Cll + i)
0 PO

Daraus erhalt man

—nm 2 —nm |2
Hw”mHZg < e[ @ Wi @m0y T Ce [0

< e 0" [ 2,000y + C 0™ 15 + C (P + )P

also
to »
[|u™™(., t0)| Po < C/ Hu”m(.,t)ng dt + C(h, + hm)TU + C(hy + by )PO0.
0

Das Gronwallsche Lemma liefert dann, daff (u™) eine Cauchyfolge im Banachraum
C(I*, L,,(9)) ist. Diese Folge besitzt einen Grenzwert u.

Damit ist der Beweis vollstandig. B

Diese Konvergenzaussage macht keine Aussage iiber die Konvergenz von (zum Beispiel)
big (z*, t*, u™ (a*, t%)), («*,t*) beliebig, aber fest in  x [0,7*] gewdhlt. Solche Aussagen
werden allerdings bendtigt, um z.B. den Konvergenzsatz von Lebesgue anwenden zu kénnen.
Die folgenden Satze stellen diese Aussagen bereit.

Zur Vereinfachung der Notationen sei zunichst definiert: Flir 0 < 6 < 1 sei Wy =
ng (Q, oHePro QV9P0>’ wobei

sg =2(1-10),

vg =v(l—0),

po—ve _p—v
Sg 2

Dann gilt fiir jedes f € WZ?O (Q, gPor, gPov)

0
[fllw, <C ||f||W2 (@000 gvov) [[fllp, -
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Fir 0 — 0 gilt sp — 2, vp — v, g — p.
Dann gilt:

Satz 5.4.2 Fiir jedes 0 < 0 < 1 gilt u™ Lo (I”,Wo)

Der Beweis folgt sofort aus obiger Interpolationsabschitzung, [lu"™ —u™|, — 0 und
fu™ — umHLx(I*,WSU(Q,QPOM,QPOV)) <c.n

Folgerung 5.4.1 Es gilt u™ W), fiir jedes 0 < 6 < 1.

Beweis Es gilt mit 0 < 6’ < 0
/ ni S Nt
Ju(t) = u(t)w,, < Cllult) —u)w; lut) — w5
< Cllu(t) - ()5, =50,
dawe C(I*, L,y (Q). W

Folgerung 5.4.2 Es gilt W, (2, o"", o*") C C*(Q). Aus den Beweisen der Sitze 3.2.24
und 3.2.25 ergibt sich Wy C C1(Q), falls 0 > 0 hinreichend klein.

Fiir den Nachweis der Eindeutigkeit der Losung werden weitere Regularititsaussagen bend-
tigt. Diese werden jetzt bereitgestellt.

Satz 5.4.3 Es gilt

un - u in LOO (I*a LPU(Qa mej» )

9 , L 0 . v
a—xku — a—zku m Loo (I ,LPO(Q,QPO( +M)/2)) .
Beweis Wegen ||v]| Ly (Qugrov) = [vo”ll,, sind gewichtete Lebesgue-Réume gleichméfig kon-

vex und somit reflexiv.
Aus [[u™| 1 7+ w2 (0,grom,grovy) < C folgt dann die Existenz einer Teilfolge
oo ) PO k) ’

u = win Log(I*, Ly, (9, 67°Y)).

Andererseits gilt ©™ — u im Raum Lo(I*, L2(Q2)). Also konvergiert die gesamte Folge (u™)
schwach™ gegen u. Analog beweist man die zweite Behauptung. l

Bemerkung 5.4.1 Es laft sich auch auf demselben Weg

82
8xj al'k

un N ’Ujk m LOO (I*, LPO (97 on#))

zeigen. Allerdings ist nicht unmittelbar ersichtlich, ob

B 0%u
o al’jal'k

Vik

gilt, da nicht bekannt ist, ob gewichtete Sobolev—Rdaume reflexiv sind.
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Schlieflich ist (u}') eine beschrinkte Folge im Raum L. (I*, Ly, (£2)), besitzt also eine
schwach™ konvergente Teilfolge mit Grenzwert v. Auf dhnlichem Wege wie im Lemma 2.3
beweist man die Konvergenz der gesamten Folge und u; = v.
Weiterhin ist wegen Lo, (I*, W2 (€, oP°F, 07")) C Lo (I*, W3 (2, 0, 0*)) und der Eindeu-
tigkeit des Grenzwerts

u” = wuin Ly (I*, W3 (Q, o*H, 92”)) ,
denn dieser Raum ist ein Hilbertraum.
Die Konvergenzaussagen lassen sich zusammenfassen:

Satz 5.4.4 FEs existiert eine Funktion

we () CI*\Wp)nC(I*,CH(Q)) N Lo (I*’Wplo (Q,on(wu)/z, ony)) A

0<6<1
N Ly(I*, W3 (Q,Q ,0%"))
mit uy € Loo(I™, Ly, (2)),

so dafs

u™ — u in C(I*,C1(Q)),

u™ =" w in Loo (I, Ly, (2, 07°7)),

ou™ ou

out . Ou (1* L (Q. o tn)/2 )
83% &ck n ’ pO( e ) ’
u” — u in Loy (I*,W22 (97 o, Q2y)) ;

u? —* Ut m LOO(I*aL;Do(Q))'

Satz 5.4.5 Diese Funktion ist Losung im Sinne von (5.20).

/* (uf',v) dt+/* E”(U",v)dt:/* (Tn,v) dt.

Sei v € Ll(I*,Wplé (2)) vorgegeben. Wegen up € Loo(I*, L, () sowie u" €
Loo (I*, W, (€, gPoH1)/2 gpov)) und f™ € Loo(I*, Lp,(§2)) und aufgrund der A-priori-
Abschitzungen besitzen die Integranden integrierbare Majoranten. Wegen u" — wu im
Raum Lo (I*,C*(2)) und u}’ —* uy in Loo(I*, Ly, (£2)) folgt nach dem Konvergenzsatz von
Lebesgue die Behauptung. B

Beweis Es gilt

Satz 5.4.6 Es existiert hichstens eine Liésung von (5.20) im Raum C(I*,C*(Q)) N
Loo(I*, W} (€, gPoWt1)/2 [ gPo¥) miit uy € Loo(I*, Ly, (2)).

Beweis Seien uj,uy zwei Losungen, u = uy — ug, v(.,t) = |u(t)[P°~2u(t) fir t < to und 0
sonst, w(.,t) = |u(t)|Po=2)/2y(t) fiir ¢t < t(, anderenfalls 0. Dann gilt

/(ut,v) dt+/a1(u,v)dt:/(f1—f2,v) dt—i—/ag(uQ,w)—al(uQ,v)dt.

Nun ist

2 2
a(u,v) > e ||w||W1(Q7Qu7Q vy T C2 ||w||2,
po—1

(f1 = f2,v) < Clull, I\W||2p :

po—2
|az(ug, w) — a1 (ug, w)| < Cllull, lwlls ™ l[wllyp g, g0 -
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Die Abschétzung 148t sich zeigen, obwohl uy nicht notwendig im Raum W2 (€2, g%, oP°¥)
liegt. Fiir den Beweis dieser Abschitzung ist lediglich

us( 1) € CH@) N W, (2, 07072, )

erforderlich, siche Beweis zu Satz 5.3.1.
Dann ergibt sich auf iiblichem Wege

to
2
uto)|| +/O Wl (0,000 @t
to I to po—2 fo
SC(/O ||u||UHu||p2 dt+0/0 Hu”a”wnsm H’LUHWQI(Q,Q”vQU) dt+0/0 HUHZS dt
' , to ) to 5 to
SE/O (- dt+C/O (> dt+C/O [Jw]| dt+C/O [Jullpe dt

to to
2
ge/ o dt+0/ P d.
0 0

Wenn ¢ hinreichend klein gewéhlt wurde, dann liefert das Gronwall-Lemma [lu(to)][,, < 0
fiir alle 0 < tg < T™*. Das ist die Behauptung. B

5.5 Gegenbeispiel

Eine der Voraussetzungen des Satzes 5.2.1 lautete by(z,t,u) > Cg > 0. Diese Bedingung hat
zur Folge, dafs der Koeflizient des Absolutgliedes am Rand des Gebietes gegen Unendlich
divergiert.

Solch eine Bedingung ist iiberraschend. Das folgende Beispiel soll verdeutlichen, dafs diese
Voraussetzung tatséchlich erforderlich ist.

Sei N=1,0=(-1,1), o(z) = (1 — )71,

Nun wird die Differentialgleichung

up — (" (2)uy), + 0" (x)(1 — 2?)5u

11 1
Tttt - 2?)" ™ 4 (1 — 22 +

(1—2%)% — ;—ixQ(l — 227 4 (1 —2%)F

Sl

untersucht. Dabei seien die Rand— und Anfangsbedingungen

wioy

u(—1,t) = u(l,t) =0, wu(x,0) = (1 —2?)

vorgegeben. Die Voraussetzung an by ist offensichtlich verletzt.

Es sei
9 8 9
= —— V= — = .
1% 20 ) 5 ) Po
Nun ist zu priifen, ob die im Satz 5.2.1 erwdhnten Voraussetzungen erfiillt sind:

Offensichtlich ist v > p +2, 4 < 0 < v und p+ v > 0. Es gilt weiterhin ;22 > 1+ 3.

Schliefslich ist o= € La(2) und ¢¥ ¢ L1(€2).

Wegen — 35 > —4, —& > —3 ist f(., ) € Lp, () fiir jedes t.
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Nun wird die Anfangsfunktion untersucht. Es gilt
Uoe"|”* = (1—2?)7%,

Voo 2" < C(1 - 2?5, <_(u+ v) = _) :

_ 14
0

|U0,zx£)#|p0 S C(l - I2)

und —%, —42, —3% > —1, deshalb gilt Uy € W2 (€2, gPor, gP).

Also sind (mit der erwdhnten Ausnahme) alle Voraussetzungen des Satzes 5.2.1 erfiillt.
Eine Losung des Rand-Anfangswertproblems lautet u(x,t) = t(1 — z2)® + (1 — 22)%, denn:

11 192
el ) =~y =)™ - ol =),
1, 12
Qu(x)uz(xvt) = *1—0151' — 31'(1 _ 1;2);*37
11, 12
(¢ (@)ua(a, 1)), = —q5t — = (1 — )8 + %ﬁu )k,

Die Rand—und Anfangsbedingungen sind offensichtlich erfiillt.
Allerdings gilt u(z,t) ¢ WZ?O (Q, gPor | oPo¥) fiir ¢ > 0, da

(1= %) 0" ¢ Ly, ().

In den Beweisen dieses Kapitels hatte die Abschatzung ||u;lly > (o ,eor yrovy < K besondere
2 (Q,eron,

Bedeutung.
Wie dieses Beispiel belegt, ist fiir eine solche Abschitzung die Voraussetzung an by unver-
zichtbar.



Zusammenfassung

Mit Hilfe der Rothe-Methode konnte nachgewiesen werden, dafy gewisse semilineare und qua-
silineare schwach parabolische Rand—-Anfangswert—Probleme eindeutig bestimmte Losungen
besitzen.

Eine besondere Rolle bei diesen Untersuchungen spielte die Wahl passender gewichteter
Sobolev-Raume. Diese Raume wurden so gewéhlt, dafl mit ihrer Hilfe die Entartung ,aufge-
fangen* werden konnte. Dieses Konzept erméglicht die Behandlung schwacher Entartungen.
Im Falle semilinearer Gleichungen waren diese Raume Hilbertrdume. Die Existenz der Lo-
sungen der diskretisierten Probleme wurde mit dem Satz von Lax-Milgram gezeigt.

Der Fall quasilinearer Gleichungen erfordert eine andere Herangehensweise. Die Nichtlinea-
ritdt des elliptischen Operators kann nur im Rahmen der L,-Theorie zufriedenstellend be-
handelt werden. Allerdings ist iiber die L,-Theorie schwach elliptischer Operatoren nur
wenig bekannt. Daraus ergeben sich im Vergleich zum semilinearen Fall einige Einschrén-
kungen an die zu behandelnden Probleme. Dies duffert sich unter anderem in zusétzlichen
Glattheitsvoraussetzungen an die Gewichtsfunktion.

Andererseits konnte in diesem Fall eine hohere Regularitét der Losung als im semilinearen
Fall nachgewiesen werden. Dies liegt daran, dafs beim Nachweis der Existenz von Losun-
gen fiir die elliptischen Hilfsprobleme nicht auf die Variationsformulierung zuriickgegriffen
werden mufite. Stattdessen konnte die WprTheorie elliptischer Operatoren genutzt werden.
Nachdem die Existenz von Losungen fiir die diskretisierten Hilfsprobleme bewiesen wurde,
wurden A—priori-Abschatzungen fiir diese Losungen und ihre Differenzenquotienten herge-
leitet. Hierfiir wurden die Hilfsprobleme in die Variationsform iiberfiihrt.

Mit Hilfe der A—priori-Abschétzungen konnte die Konvergenz der Folge der durch linea-
re Interpolation erhaltenen Funktionen gezeigt werden. Diese Folge konvergiert gegen eine
schwache Losung des Ausgangsproblems. Es 14t sich zeigen, daff aufler der konstruierten
Losung keine weitere existiert.
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